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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT
par

Luc ILLUSIE

*
(Orsay )

Soient k un corps parfait de caractéristique p) O , W=W(k)
1'anneau des vecteurs de Witt de Kk . Depuis le travail fondamental
de Berthelot [3], on sait que la cohomologie cristalline est une
bonne cohomologie p-adique pour les schémas propres et lisses sur
k , bien que le formalisme dont on dispose pour le moment ne soit pas
aussi souple que son analogue <£-adique (€ #p). Toutefois, si X est
un schéma propre et lisse sur k , les "mauvaises'" cohomologies
p-adiques étudiées avant 1'introduction de la cohomologie cristal-
line, notamment la cohomologie de de Rham HSR(X/k), la cohomologie de

* *
Hodge H (X’QX/k)’ la cohomologie de X a valeurs dans le faisceau

des vecteurs de Witt H*(X,WQX) (Serre [287), 1a cohomologie étale
* _ . * n .

H (X,Zb) = lim H (X,Z/p ), la cohomologie plate
* . * . o2 ’ ’ ’ .

H (X,Zb(l)) = lim H (X,u n) refletent des propriétés géométriques

p
intéressantes de X . Jusqu'd une date récente, les relations entre la

*
Equipe de recherche associée au CNRS n® 653.
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L. ILLUSIE

cohomologie cristalline H*(X/W) et ces diverses cohomologies étaient
restées assez mystérieuses, excepté quelques résultats partiels, dont
le plus frappant est sans doute le remarquable théoréme de Mazur-Ogus
[18], [19], [24], déterminant (sous certaines hypothéses, voir 5.1.1)
la filtration de Hodge de H;R(X/k) en termes de 1'opération de
Frobenius sur H*(X/W). Avec le travail de Bloch [ 7], un progrés déci-
sif a été accompli : Bloch montre en effet que, pour p)2 et X
propre et lisse de dimension { p , H*(X/W) est 1'hypercohomclogie
d'un complexe Ck de faisceaux de W-modules sur le site zariskien

de X , fonctoriellement attaché a X , et qui apparalt comme un raf-

finement commun de 1l'anneau des vecteurs de Witt WO et du complexe

X
de de Rham Q&/k : cela lui permet de relier H*(X/W), par des suites
exactes et suites spectrales naturelles, aux cohomologies citées plus
haut. La théorie de Bloch est malheureusement limitée, dans la défini-
tion méme de Ck , par les hypothéses p )2 et dim(X)<{p . Nous nous
proposons ici de montrer comment on peut se débarrasser de ces res-
trictions et développer une théorie analogue a celle de Bloch pour
tous les schémas propres et lisses sur k . Le complexe Ck est rem-
placé par un complexe similaire Wﬂk , le "complexe de de Rham-Witt"
de X , défini pour tout schéma X sur k , et qui s'identifie cano-
nigquement a Ck pour p»2 et X 1lisse de dimension { p . L'idée de
la construction est due a Deligne [9], inspirée par le travail de
Lubkin [17]. La définition de WQ& , & la différence de celle de Ck ,
ne fait aucun usage de K-théorie : tout repoce sur des techniques
standard de calcul différentiel, olU, naturellement, 1'opération de
Cartier joue un rble important.

Nous nous bornerons ici a résumer les principaux résultats de la

théorie, en indiquant les grandes lignes des démonstrations. Nous

renvoyons le lecteur a [ll] pour une rédaction détaillée.
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

0. Notations.

La lettre p désigne un nombre premier fixé.

Si L est un faisceau, la notation =x€L signifie que x est
une section locale de L .

Si A est un faisceau d'anneaux de caractéristique p , on note
W(aA) (ou WA) 1le faisceau des vecteurs de Witt sur A , et, pour
nyl, Wn(A) (ou WnA) le faisceau des vecteurs de longueur n ;
pour n entier { O , on pose WnA==U . Pour %< A , on note
x = (x,0,...,0,...) €W(A) le représentant de Teichmiller de x , et

x¢ (ou simplement x) son image dans WnA pour n y1 .

Les algébres différentielles graduées considérées (en abrégé,
adg) seront supposées & degrés ) O et strictement anti-commutatives
(i.e. telles que les éléments de degré impair soient de carré nul).
Si A est un anneau (commutatif), le foncteur associant a toute

A-adg sa composante de degré zéro admet pour adjoint & gauche le

. Q. . ’ 3 Q, . .
foncteur complexe de de Rham B ~ B/n On ecrira 5 bour QB/Z

1. Définition du complexe de de Rham-Witt.

1.1 Soit X un topos. Appelons V-pro-complexe de DR
(= de Rham) de X la donnée d'un systéme projectif

M. = ((Mn) R:M ., > Mn) de Z-adg de X et d'une famille

n€z '

' 3 ions e SRRV S
d'applications additives (V .Mn Mn+l)i,n§Z

+1
telles que RV=VR ,

N

vérifiant les conditions (V1) a (V3) ci-aorés

(V1) Mr==0 pour n<{ O ; M®  est une Fb—algébre ; pour
i 'y

1
o _ o . o o
nyl, M7 —Wn(Ml), et R.VJn+l(M1) - wn(Ml) (resp.
\Y :Wn(Mi) - Wn+l(M?)) est la fléche habituelle de restriction
(resp. décalage) ;
(V2) V(xdy) = (Vx)dVy quels que soient x¢€ M; , ¥y < Mg .

i,3,n€7Z ;
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L. ILLUSIE

(v3) (vylax = V(§p—ly)dV§ quels que soient xéEMi , vE€ Mg,
n)1l . Les V-pro-complexes de DR de X forment de maniére naturelle
une catégorie, et il n'est pas difficile de démontrer que le foncteur
d'oubli associant a chaque V-pro-complexe M. la Fp—algébre M?
posséde un adjoint & gauche A P W.QA . Si A est une Fp—algébre de

X , on appelle pro-complexe de DR-Witt (resp. complexe de DR-Witt) de

A le V-pro-complexe de DR W.QA (resp. le complexe
3 = . Q. . 2 ’ N . 'Qo ?
WQA lim Wn A) La propriéetée universelle de W A entraine que le

morphisme de systémes projectifs d'adg
m. 2 £ - W.Q
(1.1.1) QW.A W QA

prolongeant 1'identité de W.A est surjectif. En particulier, les

\ s N . . . . ; _
fléches de transition Wn+lQA anA (dites aussi. projections cano
niques) sont surjectives. De plus, Wl: QA — leA est un isomorphisme,

N

par lequel on identifiera dans la suite W19A a Q.

1.2 Par définition, W.QA dépend fonctoriellement de la
Fp—algébre A . En particulier, 1'endomorphisme de Frobenius de A
induit un endomorphisme de W.QA (resp. WQA) qu'on notera F . Un
fait remarquable est que F est canoniquement divisible par pi en

degré i , plus précisément on a le résultat suivant :

Théoréme 1.2.1. L'homomorphisme de systémes projectifs d'anneaux

W.A ~ W._lA , composé du Frobenius et de la restriction, se prolonge

de maniére unique en un homomorphisme de systémes projectifs d'alge-

bres graduées F :W.QA - W._lQ‘ tel que :
. _ .p-1 €
i = jel X 2,
(1) Fd§(n E(n—ldE(n-l our tout x€A et tout ny
(ii) FAV = d:W A - W Q' pour tout n)1 .
n n A

Pour tout n et tout i , on a un carré commutatif
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

%
(1.2.1.1) | |
. i
W Ql _E_F_,w
n A n

i -
anA wn

P

-1

ol la fléche verticale de droite est la projection canonique. De plus,

les opérateurs F et V vérifient le formulaire suivant :

(1.2.1.2) FV=VF=p , FAv=d , dF=pFd , Vd=pdV ,

= ' cw ot € 03
xVy = V(Fx.y) gquels gue soient x WnQA P YSW Ay

Par passage a la limite, les homomorphismes F :anA - Wn_lﬂ’

définissent un homomorphisme d'algébres gradudes F : NQA - WQA véri-
fiant avec V wun formulaire analogue & 1.2.1.2 et tel que §=:plF

en degré i .

1.3 Soit k une Fp-algébre parfaite de X (i.e. dont le
Frobenius est un automorphisme). Alors on a W.Qi = W.(k), i.e.
W.Qi==0 pour i >0 . Si A est une k-algébre, les WnQA sont donc

de maniére naturelle des Wr(k)—adg ; la différentielle d est

1

Wn(k)-linéaire, tandis que F (resp. V) est O (resp. U_l)-linéaire,
ol 0 est l'automorphisme de Frobenius de (k). Si k' est une

extension parfaite de k , la fléche naturelle

W.Q R )w.(k') - W.\QA

w. (k ®kk

1

est un isomorphisme, transformant F®0 (resp. V®0 ~) en F

(resp. V).
1.4 si X = (X,04

complexe de DR-Witt (resp. complexe de DR-Witt) de QX sera noté

W.Qk (resp. Wﬂk) et dit pro-complexe de DR-Witt (resp. complexe de

) est un topos annelé en Fp—algébres, le pro-

DR-Witt) de X . Si f:X 2 Y est un morphisme de topos annelés en

Fp~algébres, on a des fléches naturelles de systémes projectifs d'adg
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L. ILLUSIE

(1.4.1) Wy o £ W, £ o Wy,

adjointes 1'une de 1l'autre, et compatibles a F et V . Si

f_lQY = QX , la seconde fléche 1.4.1 est un isomorphisme. En particu-
lier, ei x est un point de X , ona (W.00) = WL .
=X,
Soit X un Fp—schéma. Alors, pour tout n ) 1 , 1l'espace annelé

(X’anX) est un schéma, extension infinitésimale de X . Les asser-

tions suivantes sont faciles :

Proposition 1.4.2. a) Si X est un Fr—schéma, les WFQ; sont

des faisceaux quasi-cohérents sur Wr(X) ; pour tout ouvert affine

- iy 3
U = Spec(A), on_a T(U,Wnﬂx) anA .

b) Si £:X = Y est un morphisme étale de Fp—schémas,

alors, pour tout n y1 , wn(f) :wn(x) - wn(y) est étale, et les flé-

* i 1
. p Ol - 1 is .
ches canonigues wn(f) Wn'Y anX sont des isomorphicmes.

1.5 Soient S wun schéma parfait de car. p , et X un

S-schéma. Posons
Q ~ = 1lim £ .
ngx — ahn(x)/w (s)

n
L'homomorphisme 1.1.1 définit, par passage a

la limite, un homomor-

phisme de W(QS)—adg

(1.5.1) 9@6 - wﬂk .
=X

Notons T 1'idéal différentiel gradué de QWB formé des éléments de
~X

p-torsion. Notons d'autre part N 1'idéal différentiel gradué formé

des éléments annulés par une puissance de F , ou F est 1'endomor-

phisme de induit par le Frobenius (absolu) de X . Le résultat

10y
suivant, qui ne servira pas dans la suite, fait le lien avec la thé-

orie de Lubkin [17].
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

Théoréme 1.5.2. Si X est lisse sur S, ona T =N", et

1.5.1 induit un isomorphisme C%a/TA = Wﬂk .
-X

1.6 Supposons p»2 . Soient Xk un corps parfait de car. p ,
et X un schéma lisse sur k , de dimension ( p . Alors le complexe
de DR-Witt de X s'identifie canoniquement au complexe des courbes
typiques Ci défini par Bloch dans "77. Plus précisément, on a le

résultat suivant :

Théoréme 1.6.1. Pour tout n 5,1 , 1'homomorphisme canonigue (K7]

se factorise a travers T
nX n

II 6.3.4 et III proof of 2.1) 5% o ~C
n=-X

(1.1.1) en un isomorphisme WHQX—linéaire en chagque degré et compati-

ble a 4d
Yt NnQX - CnX )

Les u, forment un isomorphicme de systémes proijectife, compatible a
F et V.

Ce résultat résout affirmativement la question de Bloch ([7] v
Problem 1).

Par passage a la limite, les u, définissent un isomorphisme de
complexes
(1.6.2) u : m&-»cx,

W(QX)—linéaire en chaque degré, et compatible a F et V . Avec les
notations de Bloch [7], t désignant une indéterminée et E(t) 1'ex-

ponentielle d'Artin-Hasse, on a

. n
A1) /205 4P

(1.6.3) u(Vn§<ilog¥l...dlogég = (-1) ,yl,...,yi}.

. € * -1
quels que soient n€N , x€ QX ' yl,...,yiE QX , avec d]xx;zi Y dzi.
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L. ILLUSIE

1.7 L'ingrédient essentiel de la démonstration de 1.2.1 est la
construction suivante, due & Deligne. Soient Xk un anneau parfait de
car. p , W =W(k) , K =VV®Z Qp . Soit n wun entier » 1 , considé-

rons les anneaux A = kLTl,...,Tn] , B = W[Tl"”’Tn] ,

-r —r-
c= U k[ ,...,™ ] . Toute forme x2 Q" s'écrit de maniére
1 n C/K
r )0
unique
X = a. . (T)dlog T. ...dlog T, .,
. . io..d i i
l<11<...<1m(n 1 m 1 m
ou ay i (T) €C est un polyndme, a ccefficients dans K , en les
-r 1 m -5
TE , divisible par (T, - Ty )P pour un s y0O . On dit que x
-1 ‘m
est entiére si les a, i sont a coefficients dans W . On note
—_—— iye--
EA (ou E) 1le sous-complexe de Qé/K formé des formes entiéres x
telles que dx soit entiére. E est une sous-W-adg de Qé/K , con-
tenant Qé/w . L'automorphisme 0-lin2aire F de C défini par
D—r -r+1
F(Tz ) = Tg se prolonge de maniére unique en un automorphisme F

. . : . . _ -1 .
de QC/K , qui laisse stable E . L'endomorphisme V = pF de G%/K
laisse également stable E , et les opérateurs F et V sur E

vérifient un formulaire analogue a 1.2.1.2

(1.7.1) FV=VF=p , F&V=d , dF=pFd , Vd=pdV , xVy=V(Fx.y) ,

V(xdy) = (Vx)dVy , quels que soient x¢€ E; y€ EJ .

On vérifie que 1'homomorphisme de W-algébres B = W(A) envoyant T,
sur T, se prolonge de maniére unique en un homomorphisme de

W-algébres E° - W(A) compatible & V , qui induit, pour tout r Y1,

un isomorphisme
(1.7.2) EC/VTEC = W(a)/VW(A) = W_(B) .
Posons, pour tout r yO et tout i ,

(1.7.3) ri1fEr = VBN +aviErTL .
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

Pour r fixé, les FilrEi forment un idéal différentiel gradué

Fil’E de E . on a Fil®E = ESFil'ED...DoFil ED. .. , d'oll un systéme
projectif de W-adg E_= E/Fil'E . D'autre part, d'aprés 1.7.1, on a
V(FilrE)CZFilr+lE , de sorte que V induit des homomorphismes addi-

tifs V :Er - E . Le résultat suivant est la clef de la théorie :

r+1
Théoréme 1.7.4 (Deligne T9l). Le systéme projectif E. , muni
, N o . N
. -3 g
des opérateurs V: Er Er+l , et ou Er est identifié a Wr(A) par

1.7.2, est un V-pro-complexe de DR (1.1) et la fléche canonique

(1.7.4.1) W.QA - E.

prolongeant 1l'identité de A est un isomorphisme.

La démonstration repose sur une étude assez fine de la structure
de E . On note que E est muni d'une graduation naturelle de type
N[l/p]n pour laquelle d est homogéne de degré O : une forme en-—

tidre x€ET est dite homogéne de degré h si les a, ; o+ dans

1°"""m
1'écriture de x donnée plus haut, sont homogénes de degré h . On

montre que les composantes homogénes des E" sont libres de type
fini sur W , et l'on en exhibe des bases. On définit alors une fléche
inverse de 1.7.4.1 en envoyant ces éléments de base sur certains é1é-

ments de W.QA .

Dans 1.2.1, 1l'unicité de F est immédiate ; 1l'existence néces-
site la vérification de certaines identités : on se raméne au cas ou
X est le topos ponctuel et A 1'anneau Fp[Tl,...,Tn] , et, grice a
1.7.4.1, la vérification peut se faire alors dans E. , ou elle est

triviale.

r+lE)

D'aprés 1.7.1, on a F(Fil = Fil'E , donc F induit des

homomorphismes d'algébres graduées F : E 41~ E. - Il est facile de

voir que l'isomorphisme 1.7.4.1 est compatible a F .
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L. ILLUSIE

Les démonstrations de 1.5.2 et 1.6.1 utilisent, outre 1.7.4, des

propriétés de la filtration canonique décrite au n® 2 .

1.8 Exemple. On déduit de 1.7.4 la description suivante du ccm-—

plexe de DR-Witt de Fp[T] : W(F [T]) est l'ensemkle des séries

Z aka , avec akE Z, . tellec que dén(k) (= éénominateur de
L
kenl 1/p]
k) divise a,  pour tout %k et ay tende vers O quand k tend

vers 1'infini suivant le filtre & des complémentaires des parties

finies de N[1/p] ; Wq; [pl est 1l'ensemble des séries
Lid
b

) akadT/T avec ake Zp , telles que dén(k)ak tende vers O
kenl 1/p]
k#O0
quand k tend vers 1'infini suivant & ; WQ; [TW = 0O oour i >l
p-T-

La structure d'algebre différentielle graduée de wﬁ% (7] ezt donnée
p -

par l'addition, la multiplication et la dérivation habituelles des

R
séries ; 1'opérateur F (resp. V) est donné par F(Z aka) =z akTp“,
PRar/T  (resp. V(E a, TV) = & paka/p ,

- K
by
F(Z akT daT/T) akT

V(Z a TRGT/T) = paka/pdT/T)

k
P n n n 1" .
Les éléments (V I)dT-—p TAV'T de S%H%‘FT]) appartiennent au
o
noyau de la projection canonique sur UC% ) (1.5.1) : c'est Avident
sur les formules ci-dessus, 3l est d'ailleurs clair que ces éléments

sont de F-torsion ; on peut montrer que, pour n }l , ‘ls sont non

nuls (cf. Lubkin [17]).

2. Structure de Wﬂk pour X lisse sur une base parfa’te.

Dans ce numéro, S désigne un schéma parfait de car. p et X

un schéma lisse sur S .

Proposition 2.1. a) Pour tcut n 7»1 et tout i , on a un carré

commutati.f
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

Wn+1Q§ __E_* wnﬂi
J |
-1

G e

N . . . . . -1
ou les fleches verticales sont les projections canonigques et C est

*
1l'opération de Cartier inverse ( ).

b) Les endomorphismes p , F , V du pro-objet N.Qk sont

injectifs. En particulier, Wﬂk est sans p-torsion.

c) S} X est de dimension relative {( N, on a W.Q;=(D

our 12N ; X est purement de dimension relative N , F est un

|(n
(S

automorphisme du pro-obijet W.Qg .

L'assertion a) résulte ‘mmédiatement de 1.2.1 . Pour b) et c), on

utilise la compatibilité de W.Q% a la localisation étale et 1.7.4.

2.2 La filtration canonigque. Notons Filnwrﬂk le noyau de la
. . . N Q-

projection canonique wrQX Wn s pour 1{n{r, posons
Flaner = WrQX (resp. 0) si n{0 ou r{O (resp. nyr). Pour n
donné, les Filnwrﬂk forment un systéme projectif d'idéaux différen-
tiels gradués de W.Qk . On note également Filnwﬂk le noyau de la
projection canonique Wﬂk - Wnﬂk si nyl , et FianQk = Wﬂk si
n{ O . La filtration décroissante de W.Qk (resp. WQ&) par les
Fian.Qk (resp. Filnwﬂk) s'appelle filtration canonique ; on a

FianQ% = lim Filnwer . On note

r

]

gr'wly = Fil™w_, Q= F‘ilnwr%'{/Filn-Flwrﬂ)'( (r ) n+l)

Fi1"We /Fi 1“*%105(

le gradué associé.

[

*
() définie par exemple dans Katz |13
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L. ILLUSIE

On vérifie facilement que, pour tout n » 0 et tout r ,

Fianer est 1'idéal différentiel gradué de Wrﬂk engendré par

VnW“—n(QX) et que l'on a, pour tout i ,
o i i . i-1
(2.2.1) Fil'w Q = VW __ @ +aviw _ QT .
2.3 Cycles et bords supérieurs. Pour tout i , posons ZO 1==Q;,
B t=0, B al=a@t™? t défini ¢ B Q. , z 0
OQX , 1QX—- Q; , e éfinissons par récurrence nQX N par
-1 i i i -1 i i i
= = D
(2.3.1) ¢ (BnQX> Bn+1QX/B1Q; » C (ZnQX) Zn+1'X/BlQX !
ot c7l est 1l'opération de Cartier inverse. B Q; et 7 Q. sont des
n n X

sous-modules localement libres de type fini de FEQ; (*.e. Q% consi-—

n .
déré comme module sur X(p )), et 1'on a (abrégeant Bnﬂk en Bn ,

etc.) :

O=B CB.C...©CB C...©cZ C...CZ CZ
o 1 n n 1 o

52

L'itération de C_l fournit des Jisomorphismes

-n ai o~ i
(2.3.2) chia = znnx/snnj( )

. , (I ]
Noter aussi que l'on a C(Bn+1QX) = Bnﬂx . C(Zn+10§) ZnQX , de

sorte que 2.3.2 donne une suite exacte
i i ¢t N
-
(2.3.3) 0~ BnQX anX — 2 > 0 .
2.4 Structure de grnWQk . Le fait essentiel est 1'interpréta-

. . i i . -
tion suivante des BnQX et ZnnX , qui. (compte tenu de 1.6.1) généra

lise le résultat de Bloch ([7] 1I 2.1) :

Théoréme 2.4.1. Pour tout n 50O et tout i , on a
i n gl ;
(2.4.1.1) B.Oy = Ker (V'@ = w &),
io_ n, i, i+l nei+l
(2.4.1.2) 2% = Ker(av' : & = w &/ aQ ) .
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COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

Grice & 2.2.1, on en déduit des suites exactes
i i v Nyl i-1,, qi-1
(2.4.2) 0~ ﬂ;(/BnQX — gr Q;& - Q}l( /2 & T > 0.
Noter que grnWQ; est annulé par p , donc peut &tre considéré comme

X

- 1 . = > . .
Oy module via F: Oy Wn+19X/an9 Wn+19X/pwn+19X ; la suite
*
2.4.2 est alors Qx-linéaire lorsqu'on regarde ﬂx comme Qx—module

. + , i
via F 1 . I1 en résulte notamment que grnwﬂ§ est un QX—module

localement libre de type fini, et que WnQ; est de type fini sur

W Oy -
Pour la démonstration de 2.4.1, on se raméne, par localisation

étale, au cas ou X = Spec(A) , A = k[Tl,...,Tr] , kK un anneau par-

fait, et l'on utilise le lemme suivant (cf. Bloch ([7] II 4.2.4)) :

Lemme 2.4.3. Posons W=W(k) , B=W[T1,...,Tr] . Soit :».'EQ;

Pour gque x appartienne a ZnQ;\ (resp. Bnﬂi) il faut et il suffit

- . £ Al naki+l
qu'il existe y¢€ QB/W relevant x et tel que dy€p QB/W (resp

Frai-1 n-1laq1i n-1
c R
z € Qé/w tel que dz€p QB/W et (dz)/p reléve x).
2.5 Structure de W.-Q}'(/V et W.-Q)'(/F . Le fait que F reléve

l'opération de Cartier inverse (2.1 a)) fournit une autre interpréta-

i Qi Qi .
tion des Bn e et Zn o

Proposition 2.5.1. Pour tout n yO et tout i , les fldches

n i i i .+1 . . . .
F :wn_'_lﬂX - 5& et F'a: Wn+1ﬂ)l( - S'Z;( induisent des isomorphismes
n i i . u
(2.5.1.1) F .wnﬂ@;(/vwnax—-»znrg{ ,
2.5.1.2 Ny . L pw b~ i+l
( ) P W /P O S B O .

L'isomorphisme 2.5.1.1 m'a été signalé par Raynaud. Le cas parti-

culier i=0 de 2.5.1.2 figure déja dans Serre ([28] §7 Lemme 2).
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. . . Qj o 3
Noter que la projection canonique Wn+1 o anX correspond par

.5.1. . 2.5.1. 3 1'opé i i : ok - !
2.5.1.1 (resp. 2.5.1.2) a 1l'opération de Cartier C Zn o Zn_lﬂk

i+ i+ , PN
(resp. C :Bn+lQ; Lo BnQ; l) (2.3) ; cela résulte aussitdt de 2.1 a).

On vérifie d'autre part qu'on a une suite exacte de pro-objets
5 i-1 av i b
(2.5.2) 0~ W T/F oW o0,
qui, par 2.5.1.1, 2.5.1.2, s'identifie & 2.3.3 avec pour fléches de

transition C sur Z.Q; , B.Q; , et 1'identité sur Q; .

2.6 Structure de WQk/anQ% . Le résultat suivant, qui est con-
séquence facile de 2.1 a), est important pour la comparaison
de la cohomologie cristalline a 1'hypercohomologie du complexe de

DR-Witt :

Proposition 2.6.1. Pour tout n 0 , 1l'homomorphisme de complexes

n . a5 o Noa
(2.6.1.1) P : Qx gr wﬂx ,

induit par la multiplication par prl dans W.Qk (grice au fait que

pnFilrW.QkC?Filn+rW.Qk (2.2.1)), est un quasi-isomorphisme.

On en déduit aisément, grldce a 2.1 b)

Corollaire 2.6.2. Pour tout n 0 , la projection naturelle

(2.6.2.1) W.Qi(/an.Qi( > W Qo (resp. Wﬂ)’(/anQ)'( - W)

est un quasi-isomorphisme de complexes de pro-obijets (resp. de

complexes) .

Signalons également la variante suivante de 2.6.2.1 pour n=1

(cf. Bloch ([7] III 7.3.1)), qui découle de 2.5.2 :

Proposition 2.6.3. Pour tout i , la projection naturelle de

1 i-1 i
v N N N - U N X
(W.Qx/p W.QX/p e W.QX /P W.Q%/V 0) sur le complexe de DR

tronqué (O, Qi Sl Q;) est un guasi-isomorphisme de complexes de
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pro-obijets.

2.6.4. D'aprés 2.1 a), les anﬂi (resp. Fn—ldW>§—l) apparais-

sent comme des relévements naturels des ZnQ; (resp. BnQ;). On peut
] - i+ .
déduire de 2.6.2 que l'on a anﬂi = q l(pnwﬂi Ly, ce qui concorde

avec 2.4.3 .

2.7 Points fixes de F . Il est bien connu et élémentaire que

l'on a, pour tout n )1l , une suite exacte pour la topologie étale
(suite d'Artin-Schreier)
1-F
> W 0o, ——— O, > 0 .
n-X wn—X

(2.7.1) 0 - (Z’/an)X

L'analogue suivant pour W.Qi généralise le résultat de Bloch ([7]

I1 7.5.1) :

Proposition 2.7.2. On _a une suite exacte de pro-faisceauy pour la

topologie étale

*, *p° dlog 1 1-F .. A1
- b =2 Q -
(2.7.2.1) 0 = 0,/04 w. L W 20,
\ N . . . . * *pn
u dlog est le systeme projectif d'applications de QX/QX dans

1 ., . oA -1
Wnﬂx défini par X\‘QX P ox Tadx .

La démonstration est toute pareille a celle de Bloch (loc. cit.).

Il est facile de voir que, pour tout r 5,1 et tout 1i , 1-er
est un automorphisme du pro-objet W.Q; . Il en résulte que 2.7.1,
2.7.2.1 se raffinent en des suites exactes, pour la topologie étale.

de complexes de pro-objets :

1-
(2.7.3) 0> (Z/p'B)y > WO —— W0 > 0,
(2.7.4) 0 > (07/0P ) [~1] ij._l_Q_i,w.Q;/(l 1-F' w.gzl .

ou F est 1l'endomorphisme de W.C& défini par Frobenius (1.2.1),

W.Q%l le tronqué naif (0 = W.Qi 4, W.C§ >...) , et F' 1'endomor-
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phisme de W. )1 défini par pl_lF en degré i .

L'analogue de 2.7.1, 2.7.2 en degré > 1 n'est pas encore bien
compris. On peut toutefois montrer que, pour tout i ,
1-F :w.ﬂi - W, : est surjectif pour la topologie étale, et que, si
S est le spectre d'un corps parfait de car. p»> 2 et X est de
dimension { p , on a une suite exacte de pro-faisceaux pour la topo-

logie étale

. d1lo i 1-F i
(2.7.5) SK; /P SK; ————ﬁe-w.ni ——wW. >0,
Y . n . n . *®j
ou §51x est la partie "symbolique" de EiX (image de 9X ), et
Dy o _ayi(i+1)/2 _
dlog{xl,...,xi} = (-1) {E(t),xl,...,xi} (= dlog)_{l...dlog>_<i,

avec les notations de 1.6.3). L'injectivité de dlog dans 2.7.5,
équivalente a celle de dlog :§KiX/p§5iX - Q; , n'est, semble-t-il,

pas connue.

3. Théorémes de comparaison et de finitude.

3.1 Soient S un schéma parfait de car. p , W=W(S) ,

Wn==Wn(S) , 0 1l'automorphisme de Frobenius de W . Soit f:X = S
un morphisme de type fini. Notons (X/wn)crjs le topos cristallin de
X par rapport a Wn , 1'idéal pwngs étant muni des puissances divi-
sées standard. Rappelons qu'on a une projection canonique de

. . r
(X/Wn)cris sur le topos zariskien X ([37 111 3.2)

. -

U /W '(X/Wn)cris Xzar !

n

telle que, pour tout faisceau cristallin L et tout ouvert zariskien

L) . Notons QX/W le

n
([3] 111 1.1.4) (asso-

U de X , on ait T(U,ux/wn*L) = r((U/wn)criS,

a - 1
faisceau d'anneaux structural de (X/Wn)cris

ciant & tout Wn—PD—épaississement (U,T,5) 1le faisceau QT).

1 )

On peut définir une fléche canonique de D(f (W 0

S

98



COMPLEXE DE DE RHAM-WITT
- Q-
(3.1.1) Ruy g (O ) 7 W0
n n
compatible aux structures multiplicatives des deux membres, compatible
aux fléches de transition Ru (O, /. ) 2 Ru (O ) et
x/wn 1" —X/w'rl +1 x/wn* —x/wn

NN . . . .
wn+lQX anx , et fonctorielle en X/Wn . Par application de

RF(XZar,—) on en déduit des fléches ayant des propriétés analogues
dfn .
(3.1.2) RI(X/M ) (T= Rr((x/wn)cris,gx/wnn > RT(X,W Q)
* dfn _ * * .
(3.1.3) H (X/W ) (=" HRIX/MW_ )) > H (X,W Q) .

Esquissons la définition de 3.1.1, en supposant, pour simplifier,
qu'il existe une jimmersion fermée i de X dans un W-schéma formel

lisse Y (p-adiquement séparé et complet), muni d'un W-morphisme

(o) .
. - = . =
F:Y Y YXW(W,U) relevant le Frobenius de Yl Y)%JS . Pour

= ! s (T i -
n )1 , posons Yn Y)%an . D'apres (;3] V 2.3.2), on a un isomor
phisme canonique de D(f_anQS)
(3.1.4) Ru,, .. (o ) = 0z ® S ,

X/I.Jn* -x/wn =Y QYn QYn/Wn

ou ?n est 1l'enveloppe & puissances divisées (compatible & celles de

Wn) de X dans Yoo D'autre part, la donnée de F:Y - Y(O)

(inutile pour 3.1.4) permet de définir, grice a Cartier ([16] vII §4),

un homomorphisme d'anneaux, compatible a F ,

(3.1.5) O, 2 W(O, ) .

=Y —Yl

W(o,) ou est 1'immersion

Le composé de 3.1.5 avec W(O 1, WO

O ) 7
k!

de X dans Y, , donne naissance, grice aux puissances divisées

i
1

standard sur 1'idéal VW(QX) de W(QX) (cf. par exemple ([7] 1

p. 216)), & un homomorphisme d'anneaux Oz = w 0 dont on montre

=Y X '
n

qu'il se prolonge (de maniére unique) en un homomorphisme de Wn—adg

(3.1.6) Q? ®O QY Ve - WnQX .
n —Yn n” n
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On vérifie aisément que le composé de 3.1.4 et 3.1.6 est indépendant
du choix de (Y,F) : c'est 1'homomorphisme 3.1.1 annoncé. La méme
idée permet de définir 3.1.1 dans le cas général, au moyen d'une des-
cente cohomologique par un recouvrement ouvert affine de X .
L'intérét principal du complexe de DR-Witt réside dans le théo-

réme de comparaison suivant :

Théoréme 3.2. Si X ect lisse sur S , 3.1.1 est un isomorphisme.

I1 en est donc de méme de 3.1.2 et 3.1.3, autrement dit le com-
plexe de DR-Witt "calcule" la cohomologie cristalline des schémas
lisses sur S . Par contre, je ne sais rien dire de 3.1.1 quand X
n'est pas lisse.

La vérification de 3.2 étant de nature locale sur X , on peut
supposer qu'on dispose d'un (Y,F) comme ci-dessus qui reléeve X
(avec son Frobenius). Il résulte alors de 2.6.1 que 3.1.6 (o0 Y =Y )

n n

est un quasi-isomorphisme.

3.3 Nous supposerons désormais que S est le spectre d'un corps

parfait k , et nous désignerons par X un schéma propre et lisse sur

k . Nous poserons comme d'habitude W=W(k) , Wn==Jn(k) . Si L est

un complexe, nous noterons L<3 = (...~ Lhe L -0y,
i : i+ , . .
L>/l = (0~ L =~ L* 1, ...) ses tronqués naifs. Si A est un com-

plexe de faisceaux abéliens sur X , nous écrirons parfois RI(A) ,

*

" (A) pour RT(X,A) , H (X,A).
3.4 Rappelons que la cohomologie cristalline de X/W (& valeurs
dans le faisceau structural) est définie par
* +*
(3.4.1) H (X/W) = lim H (X/Wn) ,

et est la cchomologie d'un complexe parfait de W-modules, en particu-

lier est de type fini sur W ([37 v 1.1.5). Le théoréme de comparaisor
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3.2 permet de retrouver ce résultat. Il résulte en effet de 2.4.2 que

les fléches canoniques
(3.4.2) B (wR) » Lim B oow 9h) B eouy) @ un B (xW %)
. - lvfz)( - ’ n X ’ ’ $2>< - r n
sont des isomorphismes, donc 3.1.3 fournit un Isomorphisme d'anneaux
* ~ * : .
(3.4.3) H (X/W) — H RTGIEL) .

De plus, on déduit de 2.6 :

Proposition 3.4.4. RF(Wﬂi) est un complexe parfait de

W-modules, d'amplitude parfaite contenue dans {O,2N] (sGa 6 I 5.8)

si X est de dimension {( N , et, pour tout n 1 , les fléches cano-
niques
L
. . - .
(3.4.4.1) Rr(wQX) By W7 RT(WQX@ W) RT‘(WnQX)

sont des isomorphismes.

L'isomorphisme 3.4.3, étant fonctoriel en X , est en particulier
compatible aux endomorphismes F induits par Frobenius sur les deux
*
membres. Compte tenu de 1.2.1, 1'endomorphisme F de H (WC&) pro-

vient de 1'endomorphisme F de WQk 2gal a plF en degré i .

3.5 Structure des Hj(wﬂi). Les opérateurs F et V sur WQ;
munissent les Hj(WQ;) d'endomorphismes F et V , respectivement
o et U—l—linéaires, tels que FV=VF=p . D'autre part, 1l'isomor-
phisme 3.4.2 munit les Hj(Wﬂi) d'une topologie, que nous appellerons
standard, pour laquelle ils sont séparés et complets. La structure
définie par ces données, liée a celle de la "suite spectrale des
pentes" du n® 4, est encore assez mystérieuse. Des travaux en cours de
Raynaud [26] laissent espérer cependant une clarification prochaine
de la situation. Nous nous contenterons ici d'exposer ce qui est

connu pour l'instant.
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3.5.1. Les opérateurs F' et V' sur les Hj(Wﬂi) sont conti-
nus et d'image fermée. Les Hj(Wﬂi) sont séparés et complets pour la
topologie p-adique, et pour la topologie V-adique (définie par les
VnHj(Wﬂi)) ; la topologie p-adique est plus fine que la topologie
V-adique, elle-méme plus fine que la topologie standard, et en général

ces inclusions sont strictes (voir 5.3).

3.5.2. Quels que soient I et j , le sous-module de p-torsion
de Hj(wﬂi) est annulé par une puissance de p , et le quotient cor-
respondant est libre de type fini sur W . Ce quotient, muni de F
et V , est donc le module de Cartier d'un groupe formel p-divisible

ij
GX

3.5.3. Pour tout j , Hj(WQX)/V est de dimension finie sur k ,
en particulier Hj(WQX) est de type fini sur 1'anneau de séries for-
melles non commutatif WU[[V]] (on aV==VaU). Plus généralement, si,
pour i %0 , vy désigne 1'endomorphisme de Qﬁi défini par pi—jV

en degré Jj , Vi définit un endomorphisme V, de HJ(Wﬂil) tel que

HJ(Wﬂil)/Vj soit un W-module de longueur finie, et HJ(W <l)

’

considéré comme WUL[V}]—module via Vi , est de type fini.

3.5.4. Hl(WQX) est libre de type fini sur W : c'est le module

de Cartier du groupe formel p-d:ivisible (PJ.cX/k)red .
3.5.5. Pour tout i , HO(NQ;) est un J-module 1libre de type

fini.

3.5.6. Si. X est purement de dimension N , alors, pour tout i,

Hl(wﬂg) est un W-module de type fini, dont F est un automorphisme.

3.5.7. Si X est une surface, Hl(Wni) est un W-module de

type fini.
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Les assertions 3.5.1 résultent du fait que Wnﬂi est de type
fini sur anX (2.4.2). Les résultats 3.5.2 et 3.5.3 généralisent
ceux de Bloch ([7] IITI 2.2, 2.6), et se démontrent de maniére analo-
gue, A partir de 2.6.3 . L'énoncé 3.5.4 est dlt & Serre 28] ; pour
1'interprétation de Hl(WQX) comme module de Cartier, voir Oda [23]

et Fontaine [10]. Les assertions 3.5.5 et 3.5.6 découlent de 2.5 . Le

résultat 3.5.7 est dfi & Nygaard [22] (voir 4.4.3).

4. Suite spectrale des pentes.

On conserve les hypothéses et notations de 3.3 .0n note K le

corps des fractions de W .

i

4.1 La filtration de Wﬂk par les W (3.3) fournit, compte

tenu de 1l'isomorphisme 3.4.3, une suite spectrale
S RS PRV .
(4.1.1) E] H-(WQ) ==H (X/W) ,

dite suite spectrale des pentes. On notera

~

(4.1.2) e (W) = Im B (W) - H*(wng() ~5 B (X/W)

la filtration canonique de 1'aboutissement.

L'endomorphisme F de Wﬂk (1.2.1), laissant stables les
W 7 + induit un endomorphisme F de la suite spectrale des pentes,
coincidant, sur 1'aboutissement, avec 1'endomorphisme de Frobenius de

la cohomologie cristalline (cf. 3.4.4). Il est immédiat que 1l'on a,

pour tout i y0 ,

(4.1.3) F(PIH" (X/W)) = p PIH (X/MW) .

Les Eij sont en outre munis d'opérateurs F et V vérifiant

FV=VF=p (3.5). On a §==p1F sur Eij . De plus, la relation

FAV=d au niveau de wﬂk (1.2.1.2) entraine la relation Fd1V==dl .
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Enfin, la structure d'algébre différentielle graduée de Wﬂk
munit la suite spectrale des pentes d'une structure multiplicative,
compatible avec 1l'opération de F .

Les propriétés de cette structure trés riche sont loin d'étre
élucidées (par exemple, la structure multiplicative n'a pas été du
tout étudiée !). On ne connait pour le moment que certains énoncés de

dégénérescence, inspirés par les résultats de Bloch (T77 111 §3). Le

plus élémentaire est le suivant :

Théoréme 4.2. La suite spectrale des pentes dégénére modulo tor-

sion en E, , i.e., pour tout ry1 , dr®1<=().

Ce résultat généralise celui de Bloch (loc. cit.). La démonstra-
tion, analogue, utilise 3.5.2 et un argument de "pentes" (pour 1l'ac-
tion de F).

On en déduit notamment (compte tenu de 3.5.5) :
(4.2.1) HO(WOy) = E.° = P'H (X/W) pour tout * .

Si M est un F-isocristal sur k ([4] 1.1), et I wune partie

de @ , notons M la somme des composantes isotypiques de M de

I

pentes A €I . Il résulte de 4.2 que, pour tout i , les fléches cano-
niques H*(Wﬂil) i H*(X/W) , H*(X/W) - H*(WQ;l) induisent des isomor-
phismes
(4.2.2) B ) 9K 2 (5" (x/W) B K)

-2 iy yi

- ® St wedt)

(4.2.3) (H (X/W) K)Fo,i[ H (W o )R®K .

Le cas particulier i=1 de 4.2.3 avait été obtenu, sous certaines
hypothéses restrictives, par Artin-Mazur 2] , & 1'aide d'une méthode
toute différente. Notons que 4.2.2 et 4.2.3 entrainent des isomorphis-

mes canonigques

(4.2.4) H*_i(Wﬂi)ﬁbK ~ (H*(x/w)fax)[i )

yi+al
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La suite spectrale des pentes ne dégénére pas nécessalirement en

El , car il peut arriver que El ne soit pas de type fini (cf. 5.3).

C'est en fait la seule obstruction :

Théoréme 4.3. La suite spectrale des pentes dégénére en El si

et seulement si E1 est de type fini.

+*
Ce résultat est dl & Nygaard [21] et Bloch ( ). En 1'absence

d'hypothése de finitude sur le terme E, +» on a cependant les phéno-

ménes de dégénérescence partielle suivants :

~ ol

4.4.1. On a Hl(WQX) «— E_ (Nygaard [21]). T1 en résulte une

suite exacte de W-modules libres de type fini

Ywoy) - o,

5 o 1 N 1
(4.4.1.1) 0 H (wﬂx) H (X/W) 2 H %

ui correspond a la décomposition du groupe -divisible associé a
a P

. O . C
Pch/k,red en partie formelle et partie étale (cf. 3.5.4).

4.4.2. Si. X est purement de dimension N , alors, pour tout -i,
on a Hl(WQE) = ETI = Egl . Cela résulte de 3.5.6 par un argument

analogue & ceux de Nygaard |21).
La combinaison de 4.2.1, 4.4.1, 4.4.2 fournit notamment le résul-

tat de Nygaard [22] :

4.4.3. Si X est une surface, la suite spectrale des pentes
dégénére en E, plus précisément, la seule différentielle éventuel-

lement non nulle est dl: H2(WQX) - H2(WQ§).

5. Applications.

Les hypothéses et notations de 3.3 restent en vigueur ; K dési-

gne le corps des fractions de W .

*
() (communication personnelle)

105



L. ILLUSIE

5.1 Conijecture de Katz.

5.1.1. Rappelons 1'énoncé de cette "conjecture" ([12], [187),
démontrée par Ogus (24] : pour tout n , le polygone de Newton du
F-cristal Hn(X/W)/torsion ([4] 2.1) est au-dessus du polygone défini.

par les nombres de Hodge h"'""' = aim Hn_l(Q§) , 0idn (i.e.

ayant pour pente 1 avec la multiplicité ht' 7). sous 1'hypothése

*
que H (X/W) est sans torsion et que la suite spectrale de Hodge

Ei] = HJ QX) ==%E{ (X/k) dégénére en E. , Mazur [19] dans le cas

1
relevable, et Ogus [241 dans le cas général, montrent de plus que les

h*'""* sont les nombres de Hodge "abstraits" du F-cristal Hn(X/W)

(multiplicités des W/pl dans H /F , donnant méme une caracté-

i

))
risation de la filtration de Hodge QZ nR(X/k) comme 1'en-

semble des x€ HDR X/k) se relevant en y¢€ HN(X/W) tel que
Fy € pH" (X/W) .
La théorie de DR-Witt permet, sous certaines hypothéses, de

retrouver 1'inégalité entre polygones de Newton et de Hodge, avec une

précision supplémentaire :

Théoréme 5.1.2. Soit n un entier tel gque HJ(Wﬂi) soit sans

p-torsion guels gue soient i,j tels que 3i+j=n ou i+j=n+l .

Alors :

+ .
a) HY(X/W) et H" l(X/W) sont sans torsion ;

b) rg HY(X/W) = dim HS (X/k) = = h'd;
DR i+j=n

c) le polygone de Newton Nwt de H'(X/W) est au-dessus

du polygone de Hodge Hdgn défini par les nombres de Hodge
i i
M =0, M, =(Z h", 2 inht) , o{r¢{n,
idr ilr

i,n-i
=h>'

0n
-

; de plus,

désignent les sommets de Hdgn ' Nwtn passe par les points

- o, - e s
Ao (O Al An+1 Mn+l de Hdgrl définis par
— ) 3 =
Biyp=Mypq ¥ (ap, (B41)al) €My My p 0 OCEn M p =My, o
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Vo= 34 n-i i .
aj dim H (WQ;)/F (an 0), et les pentes de Nwtn entre Aj

A appartiennent & 1'intervalle [ i,i+1[ .

L2

L'ingrédient essentiel de la démonstration est 2.5.2, qui fournit
des suites exactes (obtenues indépendamment par Bloch et 1'auteur)
(5.1.3) 0~ Hj(wﬂjé)/v - Hj(n;‘() - Hj+1(wﬂ)i(_l)/F >0
pour i+j=n . L'interprétation 5.1.2 c) de 5.1.3 est due & Bloch [8].

Dans la situation de 5.1.2, j'ignore si les hi sont les nom-
bres de Hodge abstraits du F-cristal H”(X/W). Grice au résultat
d'Ogus (5.1.1), il en est ainsi lorsqu'on suppose que Hj(wﬂi) est
sans torsion quels que soient 1 et Jj (car 5.1.2 b) implique que
la suite spectrale de Hodge dégénére en El)' D'aprés Katz [15], 1la
propriété de "contact" 5.1.2 c) (qui ne serait pas vraie en général si

*
1'on supposait seulement H (X/W) sans torsion et la suite spectrale

de Hodge dégénérée en El) entraine alors que, pour tout n ,
Hn(X/W) se scinde en la somme des F-cristaux Hn—l(wﬂi) (ou F

) i i, . . in
agit par F=p F sur WQ;) ; en particulier, P"H (X/W) est le plus

grand sous-F-cristal M de HY(X/i) tel que E(M)Cile . J'ignore
si 1'on peut, en général, caractériser la filtration PlHn(X/w) en

termes de l'action de F sur Hn(X/W).

5.2 Comparaison avec la cohomologie plate.

Dans ce numéro et le sujvant, k est supposé algébriquement clos.

La suite exacte 2.7.3 fournit, grfce a 3.4.3, une suite exacte

* * 1-F *
(5.2.1) 0~ H (x,zp) » H (X/W) —— H (X/W) = 0,
LY * . * . ’ A
ou H (X,Zé) = lim H (Xét,Z/pn) est la cohomologie étale de X &

valeurs dans Zb . En particulier, le rang de H*(X,Zb) est la dimen-
sion de la partie de pente O de H*(X/W), et, si H*(X/W) est sans

torsion, son sous-cristal unité ([14] 2.1) s'identifie canoniquement a
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*
H (X,Zp)®VV
*
Rappelons que la cohomologie plate H (X, n) s'identifie cano-
P
n

- * #*
niquement & la cohomologie étale H l(X,QX/QXp ) . Nous poserons

n
* _ . * _ s *~1 * *O
(5.2.2) H (X,Zb(l)) = lmH (X,u ) = limH “(X,0,/05 )

n —

p

Les suites 2.7.2.1 et 2.7.4 fournissent des suites exactes

* p-F *
(5.2.3) o->H*m;%5n)%Qp* H (X/W)®K —— H (X/W)3K > 0 ,
o i+l I 1 1-F i, al
(5.2.4) ... > H (X,Zp(l)) H (an) — H (wnx) 2oL,

Lot 5 wlwa?ly _1-F' i)l
(5.2.5) e H (X,Zp(l)) H (wﬂX ) ——— H (WQX ) e

Les suites 5.2.3, 5.2.4, 5.2.5 généralisent le résultat de Bloch
([7] III 4.1). on a de plus le complément suivant, qui w'a &té suagéré

par Ogus

Proposition 5.2.6. Supposons gue H2(X/W) soit sans torsion et

gue HC(Qi) = HO(Zlﬂi) (ou Zlﬂi = Ker J :Q; - ﬂi) s alors 1'inclu-
sion H2(Wﬂ>l) hd H2(X/W) (4.4.1) et la suite 5.2.5 fournissent une

X

suite exacte

p~-F

2(x/w) —_ H2(X/N)

(5.2.6.1) 0 - H2(X,Zb(l)) - H

Rappelons d'autre part que la théorie de Kummer donne la suite
exacte

2 2
2. 0O~ NS(X)®zZ_ = H (X,Z (1 - T H (X,G - 0,
(5.2.7) (0 Bz~ 1 (X,7,(1) > TH (X))

ol NS(X) = Pic(X)/Pic®(X) et T, = lim Ker p" . Si X est projectif,
les parties de H2(X/W)‘©K de pentes ( 1 et »1 ont méme dimension

h (Berthelot [5]), de sorte que 5.2.3 et 5.2.7 entrafnent la formule

e oy 2
(5.2.8) 0 = b, 2h - rg TpH (X,Gm) ,
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ou p=rg NS(X) , b2==rg HZ(X/W) . En vertu de 4.2.3, h est aussi la
dimension de H2(W9X)®I< , qui, d'aprés Artin-Mazur [2] , est la
hauteur du plus grand quotient p-divisible du groupe de Brauer for-
mel de X . Ainsi, la formule 5.2.8 généralise 1l'inégalité p b2—2h
4tablie par Artin-Mazur [27 pour les surfaces relevables vérifiant
certaines hypothéses additionnelles.

Signalons également que la théorie développée ‘ci permet de

débarrasser le théoréme de dualité plate de Milne [ 20] des restric-

tions de caractéristique (Berthelot [6]).
5.3 Surfaces K3 .

Rudakov et Shafarevitch [27] ont démontré que si X est une
surface K3 , HO(Qi)= O . Nygaard [22] a obtenu récemment une autre
démonstration de ce théoréme a 1l'aide du complexe de DR-Witt : les
outils principaux qu'il utilise sont 4.4.3, 5.2.4, la structure de la
cohomologie plate des K3 supersinguliéres (Artin [1]), et le fait
que, si =22 , le discriminant de la forme d'intersection sur
NS(X) n'est pas une unité. La distinction entre les cas p=2 et
p#2 , importante dans la démonstration de Rudakov-Shafarevitch, est
inutile dans celle de Nygaard.

Supposons désormais que X est une surface K3 . Le théoréme de
Rudakov-Shafarevitch entraine que la cohomologie cristalline de X
est sans torsion : plus précisément, on a HO(X/W) = H4(X/w) =W,
Hl(X/w) = H3(X/w) =0, et H2(X/W) est un W-module libre de rang
22 . Décrivons, d'aprés Nygaard [22], la suite spectrale des pentes
de X en supposant X supersinguliére, i.e. de groupe de Brauer

formel isomorphe a G; . Le terme E, est donné par le tableau
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d

2 1, 2ualy O, .2 ~
H™(WO,) —— H (W) — H (wn)z() =W
0 H (W) 0
~ O
W = H"(WO,) 0 0

Hl(wﬂi) , muni de F=pF , s'identifie canoniquement & PlHZ(X/W) ,
c'est un sous-F-cristal de H2(X/W) de rang 22, le plus grand
sous-F-cristal M tel que E(M)C?pM H Eﬁ=p_1§ est un automorphisme
de Hl(wﬂi) , et le Zb—module des points fixes de F s'identifie
canoniquement a H2(X,Zb(l)) (1'existence de ce sous-F-cristal est
le point de départ de la théorie d'Ogus [25]). Le quotient

H2(X/W)/Hl(wﬂi) = Egz , canoniquement isomorphe a

E02 = Ker 4 :H2(WO g H2(Wﬂ§) , est un k-espace vectoriel de
2 1 =X
dimension oL ol 230 est la valuation p-adique du discriminant
de la forme cup-produit sur H2(X,Zb(l)) (ou sur NS(X) quand
0 =22) ; comme H2(X/W) s'envoie surjectivement sur H2(QX) >~k , on

a 0 »1l . si kc[[t]] désigne 1'anneau de séries formelles non com-
d
mutatif ou at=taP (a€k) , le complexe HZ(WQX) 1, H2(WQ§) , avec

ses opérateurs F et V , s'identifie au complexe

J +n
ko.[[x]] - koLLyll . ou ax™=0 pour n(UO , dx © =y",
Vxn=xn+l ' Fx'=0 ' Vyn=O , F1=0 et Fyn=yn_l pour ny1l . On

voit notamment que H2(WQX) n'est pas de type fini sur W , mais est

de type fini sur WUE[V]] , tandis que H2(Wﬂi) n'est pas de type

fini sur WG[[V]] .
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