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PROJECTIVITE DES ANNEAUX D'ENTIERS
SUR LEURS ORDRES ASSOCIES

par

Anne-Marie BERGE

Soit F un corps de nombres, et soit N/F une extension galoisienne finie,
de groupe de Galois G . Le groupe G opere de facon naturelle sur N, et on
peut donc munir N d'une structure de module a gauche sur l'algebre de groupe
F[G]. D'apres le théoréme de la base normale, le F[G]-module N est libre,

avec un générateur.

Notons ZF et ZN les anneaux d'entiers de F et N respectivement. Nous
savons que ZN est un module de rang 1 sur l'algébre de groupe ZF[G], pro-
jectif si et seulement si l'extension N/F est modérément ramifiée. Il est donc
naturel de chercher si, dans le cas d'une extension non modérément ramifiée,
ZN vérifie une propriété analogue, & condition naturellement de substituer, 2
1'ordre ZF[G], l'ordre D(ZN, F[G]) formé des A€eF[G] tels que sz soit

inclus dans Z__ .

N
Nous savons, par un théordme de Leopoldt ([6]), que, dans le cas des exten-
sions abéliennes du corps @Q des rationnels, l'anneau ZN est libre sur l'ordre
D(ZN , D[G]). Nous allons voir que, par contre, l'étude des extensions diédrales
de Q@ fournit plusieurs types de contre-exemples a la projectivité de ZN sur
son ordre associé.
Par complétion pour les valuations p-adiques du corps F , on est immédiate-

ment ramené, pour ce probldme, au cas d'une algébre galoisienne semi-locale

sur un corps local. Cette algebre est induite par une extension galoisienne du
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A.-M. BERGE

corps local. Nous consacrons donc un premier paragraphe a 1'étude de propriétés
des ordres d'une algebre de groupe relatives a 1l'induction. Nous faisons ainsi ap-
paraftre, dans le cas non abélien, des contraintes qui sont 3 l'origine d'un pre-
mier type de contre-exemples. Nous étudions, dans le deuxiéme paragraphe, les
extensions cycliques ou diédrales de corps locaux. Dans le troisiéme paragraphe,
nous appliquons ces résultats aux extensions diédrales de certaines classes de
corps de nombres. Nous caractérisons celles pour lesquelles l'anneau d'entiers
est projectif sur son ordre associé, par une condition sur la ramification, qui met

en évidence l'aspect particulier des extensions de degré 2p, ou p est premier

(73, [11).

§ .I. - Méthodes locales

Nous conservons les notations de l'introduction. De plus, si R est un anneau
intégre, k son corps des fractions, et M un R[G]-module de rang 1, nous
notons D(M, k[G]) l'ordre associé 3 M dans k[G], c'est-i-dire l'ensemble des
Aek[G] vérifiant AMCM .

1. - Complétion semi-locale

Pour tout idéal premier nonnul p de Z l'indice p désigne la complé-

F i
tion pour la valuation p-adique.

PROPOSITION 1. - Soient M un ZF[GJ-module de rang 1, et ©® son ordre as-
socié dans F[G]. Alors :

1) Pour tout idéal premier p de Z

prona D(Mp , Fp[G])=Dp .

2) Les conditions suivantes sont équivalentes

i) M est un D-module projectif,

ii) Pour tout idéal premier p de Z Mb est projectif sur ©

F ’
[ L'implication (ii) = (i) résulte du "bon'' comportement du foncteur ExtlD vis-

a-vis de la complétion (cf. [3], exercice 11, p. 123).]

2. - Relation avec les complétions locales

Revenons i l'extension galoisienne N/F . Soit p un idéal premier de ZF .
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ANNEAUX D’ENTIERS

L'algebre galoisienne N  est composée directe d'extensions galoisiennes de Fp ,
sur l'ensemble desquelles le groupe G=Ga1(N/F) opere transitivement. Soient

L l'une de ces extensions, et D son groupe de Galois (groupe de décomposition
d'un idéal premier au-dessus de p dans N ). Ona Np = ? sL , ou s décrit un
systéme de représentants de G/D . Autrement dit, N est de la forme

Fp[G] ® L, ou le produit tensoriel est pris sur F [D] . De méme, si l'on désigne

par B l'anneau de valuationde L, ona Z =~ ZF p[G]@ B, ou le produit

N,p
tensoriel est pris sur ZF p[D] .

3. - Propriétés de 1l'induction

Soient K un corps local d'inégales caractéristiques, A son anneau de va-
luation, G un groupe fini, et D un sous-groupe de G . Soit enfin M un module
de rang 1 sur l'algebre A[D]. Nous désignons par O 1l'ordre associéa M
dans K[D]. Pour tout A[D]-module P de rang 1, nous notons Indg P le
G-module induit, c'est-a-dire A[ G]® P, ol le produit tensoriel est pris sur

A[D] .

PROPOSITION 2. - Si IndgM est projectif sur D(Indg M, K[G]), alors M est

projectif sur D .

GM , K[G])c ® Ds, griace au critére sui-

Cela résulte de l'inclusion O(IndD
se D\ G

vant ([3]):

LEMME 1. - Soit R un anneau. Un R-module P est projectif si, et seulement

de

si, il existe une famille (xi) d'éléments de P, et une famille (fi)i

iel
R-homomorphismes de P dans R, tels que, pour tout x¢ P, on ait

el

x=Z fi(x) X ol presque tous les fi(x) sont nuls.
1€

Inversement, si M est libre sur O, le G-module IndgM est isomorphe au

G . . .
G-module IndDD , mais ce dernier n'est généralement pas un anneau. En fait,

-1
] ou s

l'ordre D(IndgM , K[G]) estl'intersection des conjugués s(Indg D)
décrit G . Lorsqu'il est induit par un ordre de K[D], on obtient le résultat at-

tendu :

PROPOSITION 3. - Supposons le sous-groupe D distingué dans G, et considérons

lordre 0¥ =N sDs! de K[D]. Alors
seG
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A.-M. BERGE

G GD*

1) D(IndD M, K[GQ]) = IndD

2) pour que IndgM soit projectif sur D(IndgM , K[G]), il faut et il suffit

que M soit projectif sur o* .

Ainsi apparait une contrainte qui s'explicite mieux lorsque l'algébre K[D]

est commutative :

COROLLAIRE. - Supposons le sous-groupe D commutatif et distingué dans G .

Alors les conditions suivantes sont équivalentes

. G s
i) IndDM est projectif sur son ordre associé dans K[G] ,

ii) Indgo est un anneau, et IndgM est libre sur Indg D,

iii) M est libre sur O, etl'on a st-1=D pour tout seG .

§ .1I. - Extension cyclique ou diédrale d'un corps local

1. - Hypotheéses et notations

Soit K un corps local, de caractéristique 0, et de caractéristique résiduel-
le p#0 . On note A 1'anneau de valuation de K, et on suppose A absolument
non ramifié. Soit G un groupe fini. Pour tout sous-groupe J de G, et tout
caractere ® de J 2a valeurs dans K, on introduit l'idempotent de K[J] sui-

vant :
1
= z
7 (7:1) g3

lorsque ¢ = 1J . Lorsque (J:1) = p1 , nous écrivons

®(s )s,

noté plus simplement e

J
est une famille d'éléments de K[G], le symbole <A[G], x>

méme e, au lieu de e_, si aucune confusion n'est possible. Enfin, si (xi)
i

iel
el désigne la sous-

A-algebre de K[G] engendrée par A[G] et la famille (xi)iel .

2.- Algebre K[G]

Nous étudions, lorsque G est cyclique ou diédral, certains ordres de K[G]

contenant A[G], et notamment les ordres maximaux.

1) Supposons G cyclique.- On pose alors G=U.V, ou V estle p-sous-

groupe de Sylow de G, d'ordre pn . Comme A est absolument non ramifié,
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ANNEAUX D’ENTIERS

les idempotents primitifs centraux de K[G] sont de la forme ex(ei- ei+1) , ou
X estun caractere irréductible de U a valeurs dans K, etou i variede 0 a
n (avec la convention en+1=0 ), de sorte que l'ordre M =<A[G], ei>1$i5n

est maximal.

i < i = .
PROPOSITION 4. - Soit 0Sp=<n, et soit D =<A[G], ei>OSiSp' Soit M un

G-module de rang 1, d'ordre associé D . Alors M est libre sur D .

En effet, par récurrence sur p a partir de la relation M=e M@ (1-e1)M ,

1
ol l'ordre associé a (l-el)M est l'ordre maximal du corps (1 -el) K[G], on est
ramené au cas p=0 ; nous utilisons alors un résultat plus général di a

S.M.J. Wilson :

LEMME 2. - On ne fait ici aucune hypothése sur l'indice absolu de ramification de

A . Soit G un groupe fini abélien. Alors, tout G-module de rang 1, d'ordre as-

socié A[G], estlibre sur A[G].

2) Le groupe G est diédral. - Nous désignons par 0 et T deux généra-

teurs de G liés par les relations oh= 1'2:1 . Tc'l.'-l= 0-1 , et par H le sous-
groupe de G engendré par ¢ . On pose H=U.V , ol V estle p-sous-groupe
de Sylow de H . Soit $ 1l'ensemble des caractéres irréductibles de H 2a valeurs
dans K . La famille d'idempotents suivante constitue une base sur K du centre
de K[G] :
1 2 2
§=1{3(1x7) e, Pe®, P=BUle . 9ec®, 0" #1] .

Soit e€ 8 . Nous étudions l'ordre eA[G] de la K-algebre simple eK[G]. Lorsque
e =%(1:t1')ecp , cet ordre est 1l'ordre maximal du corps eK[G]. Supposons donc

e=e, _, et notons ch le corps cyclotomique ecpK[H] , Kép son sous-corps

®

"réel" maximal, A _ et Aép les anneaux de valuation respectifs de ch et

®
K' . Sil'on désigne par I' le groupe de Galois de l'extension K _/K' , l'ordre
eA[G] est isomorphe au ''twisted group ring" Acp[l‘], donc estmaximal si et
seulement si ch/Kép est non ramifiée. Nous supposons donc l'extension
ch/Kép ramifiée. Il existe alors deux ordres maximaux DJtl et mzz contenant
eA[G], lequel est héréditaire si et seulement si la ramification de K¢/K'cp est

modérée, c'est-a-dire si p#2 ([8]).

Soit M un eA[G]-module de rang r . Nous allons lui associer deux in-

variants, de la fagon suivante : désignons par o

v un générateur du groupe V .
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A.-M. BERGE

Comme e(crv- 1) est une uniformisante de ch , le A-module quotient
(1+7) M/(cv—l)Mn(1+T)M est un A/pA-espace vectoriel, de dimension finie S2r.
On pose :

d(M) = dlmA/pA[(1+1.')M /(ov-l)Mﬂ(1.+‘r)MJ ,

et de méme, si p#2:

d'(M)=dimA/pA[(1—T)M /(cv-l)Mﬁ(]_-‘r)M] .

PROPOSITION 5.- Soit e€d tel que l'ordre eA[G] ne soit pas maximal, et

soit M un eA[G]-module de rang r . Alors

(i) si p est différentde 2, ona d(M)+d'(M)=2r ;

(ii) supposons r=1. Le module M est libre sur eA[G] si et seulement si
d(M) et d'(M) sont non nuls.

Démonstration. - Il suffit de calculer les invariants d et d' relatifs aux ordres
5)!1 , fmz , Smlﬂfmz' et eA[G]. Pour cela, nous utilisons un isomorphisme de

eK[G] sur l'algébre de matrices MZ(KEp) tel que l'image de eA[G] soit conte-
nue dans l'ordre héréditaire suivant, ou p' est l'idéal premier de A’

Al 1
® p

A A
¢ ®

3. - Ramification

Pour toute la suite du paragraphe, L/K désigne une extension cyclique ou

diédrale, et on pose q= [A/pA|.

Notons Gi’ i20, les sous-groupes de ramification de G=Gal(L/K). On
sait que G est le p-sous-groupe de Sylow du groupe d'inertie G (£9)) .

Posons r =(G0 : Gl) . Remarquons que, puisque les groupe Gi/Gi+1 (i21) sont

de type (p, P, ...»P), il nous suffit de préciser les sous-groupes Gi non cycli-

ques, ainsi que la suite (ti)121 des indices inférieurs de ramification.
Si le groupe G1 est cyclique, d'ordre pn, les ti vérifient :
1 i rp .
= = - - <i<n .
(1) t; -1 rp (p-l tl) 1<i<n
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Si de plus G0 est cyclique, ona t ,=r sauf peut-&tre lorsque p=2, auquel cas

1

on peut aussi avoir t1=2r. En outre r divise gq-1 ou q+l1 selon que G est

cyclique ou diédral ([2]).

Si G1 n'est pas cyclique, ce qui suppose p =2, nous utilisons les résultats
de Fontaine relatifs aux 2-extensions diédrales ([4]). Résumons les différentes

possibilités pour une extension diédrale

*
PROPOSITION 6. - On suppose G diédral, et 1'on note H( ) le sous-groupe

cyclique d'indice 2 de G, et V le p-sous-groupe de Sylow de H . Soit enfin u

l'indice de H dans V . Alors u divise q+l1, eton a G0=H sauf peut-étre lors-

ue u=2, auquel cas on peut aussi avoir la situation suivante
que

1) si p#£2, G est diédral d'indice u dans G, G =HNG_, etles t sont

1

donnés par la formule (1) avec r=2 et t =1 sauf peut &tre pour p=3 ol l'on

1
peut avoir t1=3 R

2) si p=2, G0=G sauf peut-étre lorsque G est d'ordre 8 (auquel cas G0

peut étre diédral d'indice 2), G1=Go , et l'un des trois cas suivants

(1) G2=HﬂG1, les t, vérifient (1) avec r=t1=1 ,

(11) G2 d'indice 2 dans HnGl, et ti=21+1-3 pour i=21 ,

(111) GZ est diédral d'indice 2 dans GI’G

23, ti=Zi-3 .

3=G2, G4=HnG2, et, pour

Remarque. - Par la théorie du corps de classes local, on montre que tous les cas
énumérés ci-dessus se présentent effectivement. Cependant, si on se limite &
K=Qp, il faut ajouter, lorsque p =2, les restrictions suivantes : lorsque G0
est cyclique, le cas t ,=r suppose G1 d'ordre 2 . Lorsque GO est diédral,

1
le cas (II) exige (G:1)=8 et (Go:1)=4 .

AP . . J
Ramification presque-maximale. - Soit J un sous-groupe de G . On note L

le sous-corps de L fixe par J, BJ son anneau de valuation, et vJ la valuation
J iz . . J . : :

de L . L'idéal fractionnaire eJ.B de L contient BJ. S'il est entier pour tout

sous-groupe J compris entre deux groupes de ramification consécutifs, on dit

que la ramification de L/K est presque-maximale ([5] ) -

(*) lorsque G est d'ordre 4, on suppose H convenablement choisi.
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La connaissance de la suite (Gi)iao permet de calculer les valuations

vJ(eJB) , ([9]), et nous obtenons en particulier :

COROLLAIRE. - On suppose l'extension L/K (cyclique ou diédrale) sauvagement

ramifiée. La ramification est presque-maximale si et seulement si l'une des

conditions suivantes est vérifiée

(i) le groupe Go est cyclique d'ordre rpn (avec r premier d p), etl'on

a r<p-1, oualors p=2 et t,=2r,

1

(ii) le groupe Go est diédral, et l'ona p=3 et t1=3 , ou alors p=2 avec

une ramification de type (I).

4. - Structure de B sur son ordre associé 9 dans K[G]

Pour déterminer l'ordre D, on peut supposer l'extension totalement rami-

fiée, grace & un résultat de Jacobinski ([5]) :

LEMME 3. - Soit L/K une extension galoisienne finie du corps local K . L'ordre

O est induit de Go 2 G par l'ordre Do associé 3 B dans l'algébre K[GOJ .

Ainsi, supposons par exemple l'extension L/K cyclique avec une ramifica-
tion presque-maximale. L'ordre Do est alors l'ordre maximal de K[Go] (cf. 1),
et, d'apres la proposition 4, B est libre sur O =<A[G], eG->i21 .

1
Nous caractérisons maintenant les extensions diédrales pour lesquelles B

est projectif sur B

PROPOSITION 7.- On suppose G diédral. Alors le D-module B est projectif

si et seulement si I'une des conditions suivantes est vérifiée

(i) la ramification est presque-maximale. On a alors

= >

(ii) la _ramification n'est pas presque-maximale, et le groupe Go est diédral

d'ordre 2p . On a alors

D =<A[G], ZeG°> .

Dans les deux cas, le D-module B est libre.
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Démonstration. - Nous nous bornons au cas ol Go est diédral (pour les autres
cas, voir [2]). Nous conservons les notations de I . De plus, si Vi’ 0<i<n,
£ . i .
désigne le sous-groupe cyclique d'ordre p de H , nous écrivons Li , Bi > vy
i

au lieu de L i , B, vy Supposons d'abord que la ramification est presque-ma-

ximale, donc que l'on a' 0 o<AlqG], Pour montrer 1'égalité, nous sup-

G i1
posons G=G (lemme 3). Soit eed un idempotent central primitif de K[G] ;
il appartienta ® sauf peut-&tre lorsque p=2 . Si e appartienta D, le facteur
eB est libre sur eA[G] (proposition 5). En effet, lorsque eA[G] n'est pas
maximal, les invariants d(eB) et d'(eB) ne sont pas nuls (cve G, TQ/GZ) .

Lorsque p=2, ona :

@ eD=(en_1-en) A[G]=~A[Zz/2Z] ,

ed®

et on conclut griace au lemme 2. D'aprés la proposition 5, il reste a étudier,
dans le cas p=2 et G;‘Go, les composantes -;-(15: T)elB , ce qui est immédiat

(lemme 2).

Désormais, nous supposons que la ramification n'est pas presque-maximale.
Traitons d'abord le cas p#2 . Le groupe G0 est alors d'ordre 2pn . On montre

(en utilisant la proposition 6) que :

- 147
D =<A[G], > (0V l)ei>i21 .
Cet ordre est donc contenu dans l'ordre :
*
D =<A[G)], ei>121 = <A[G], e>e€r3 .

*
LEMME 4.- Soit M un DO-module projectif de rang r , et soit M le D*-mo—

dule ©M . Soit e€8 tel que l'ordre eA[G] ne soit pas maximal. Alors on a
d(eM®)=r .

[Cela étant évident lorsque M est libre sur O, il suffit de vérifier, pour M
projectif sur D, 1'inégalité d'(eM¥)>r . Soit M'= {xeM; ov(x)=x et Tx=-x}.
On montre, en se ramenant au cas M =0, que l'application (1-T)ey— (l-T)eny
induit une application A/pA-linéaire et surjective de l'espace vectoriel
(1-7)eM* /(o yeM¥* N (1-T)eM* sur l'espace M'/pM', qui est de dimension

-e s ona d(eB*)=0 ,

V-l
r .] Supposons alors n>1, et montrons que, pour e=e 4

c'est-a-dire P ok eBC(Gv-l)eB . 11 suffit de prouver l'inclusion entre les en-

2
sembles de valuations correspondants. Or, puisque n>1, ona v 1B)=-1 ,

-l(en-
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et donc tout entier 20 non congrua 1 modulo p appartient 2 1'ensemble

vn_l((cv-l)eB) (car ove Gl\G Par ailleurs, dans (1+T)eB, les valuations

2) :
sont paires et non congrues & 1 modulo p (les éléments de eB ont une trace
nulle sur Ln ). Ainsi, d'aprés le lemme 4, le ©-module B n'est pas projectif
dans le cas n>1 . Par contre, on montre que, lorsque n=1, il est libre (on se
ramene au cas G=G0 traité dans [1]). Plagons-nous désormais dans le cas

p =2 . Le groupe G0 est alors d'ordre 2x2" . Lorsque n=1 ( G estalors
d'ordre 4 ou 8, et G2=(1)), on vérifie que tout élément xeB tel que eGox
ne soit pas entier est une base de B sur l'ordre D =<A[G],2eG°> . Lorsque n

est supérieur 2 1, B n'est pas projectif sur D . Montrons-le par exemple lors-

que la ramification est de type (II) (G=Go= G1 , G2=Vn_1) . Alors on a

ZeGB= ZeGBn-I: Bn . On en conclut que tout D-module M projectif, de rang dé-
terminé, vérifie eGMn-ICM, (et donc que B n'est pas projectif). En effet, il
suffit de prouver cette inclusion pour M =0 . Choisissons xle Bn~1 tel que
vn(zerl)?/o , et xzeB tel que vn(Zer2)>0 et vn_l((1+'r)en_1x2):0 . Soit
alors XeDn_l : cet élément appartient & l'ordre maximal AeG® Alz:—z

1+7 1-7 N :
®AS (en_l- en)@A > (en-l- en) de 1l'algebre e 1 K[G] . En appliquant
(1472 2 % et x,, oOn prouve qu'en fait eer ZAeG . Le cas de la ramification

de type (III) se traite de fagon analogue (avec %( Ov-l) au lieu de eG).

§.3. - Extension diédrale d'un corps de nombres

Notations et hypotheéses

Soit F un corps de nombres, et soit N/F une extension diédrale, de groupe

de Galois G . On note ZF et Z les anneaux d'entiers de F et N . Soit p

N
un idéal premier de ZF , absolument non ramifié, et non modérément ramifié
dans l'extension N/F. On désigne par (Gi)iZO les sous-groupes de ramification
d'un idéal premier P de ZN au-dessus de p . Soit H le sous-groupe cyclique

d'indice 2 de G (lorsque G est d'ordre 4, on suppose H convenablement

choisi). On pose pZ =pNZ .

THEOREME. - Le complété ZN b est projectif sur son ordre associé dans

Fp [G] si et seulement si l'une des trois conditions suivantes est vérifiée
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(i) la _ramification est presque-maximale et G1 est inclus dans H . Alors

5 1
zN,p est libre sur l'ordre <zF,p[GJ eq

(ii) la ramification est presque-maximale, G1 n'est pas inclus dans H ,

i>i2 1’

Cr2 est inclus dans H , et 1'indice de Go dans G n'est pas divisible par 4 .

Alors Z

i ! b E: >- U
N.p est libre sur l'ordre <ZF, . [G] e eGi >z oU J est le plus

petit sous-groupe distingué de G contenant Go H

(iii) la ramification n'est pas presque-maximale, le groupe Go est d'ordre

2p et d'indice 1 ou 2 dans G . Alors ZN b est libre sur l'ordre

<ZF, x’[G:] , ZeGo> .

Notons que le cas (ii) suppose p=2 .

Remarque. - Ainsi, si ZN est projectif sur son ordre associé O, il est locale-
ment libre sur O (puisque cela est vrai aussi en tout p modérément ramifié

dans N ). On peut conjecturer que ce résultat est général.

Exemples. - Prenons F=0Q .

1) Si G est le groupe diédral d'ordre 24 , { premier, alors l'extension
N/Q vérifie, pour tout premier p , les conditions du théoréme. En fait, ZN

est alors libre sur son ordre associé ([2], [7], [6]).

2) Si G estle groupe diédral d'ordre 44, { premier, il est possible que

ZN , he soit pas projectif sur son ordre associé, soit parce que la structure

locale n'est pas triviale [exemple (avec £ =3) : N =Q(1?/T,ﬁ)], soit parce que

l'induction ne conserve pas la projectivité [citons l'exemple (avec 4 =2)
/7, ./ -1;: -, A/'l'z:3 =) 4@ .M. J. Wilson].

3) Soit p un nombre premier impair. On peut construire une extension dié-
drale N/Q , de degré 2pn par exemple, qui ne vérifie pas, pour p, les condi-
tions du théordme : considérons le corps quadratique imaginaire k=@Q(y/-p) lors-
que p#3, k=0(,/-6) lorsque p=3, etsoit p l'idéal premier de k au-dessus
de p ; la théorie du corps de classes montre qu'il existe une extension N/k ,

cyclique de degré p2 , de conducteur pZn’ qui convient.

La suite du paragraphe est consacrée a la démonstration du théoregme. Nous
posons K=Fp , L=N‘D , et nous reprenons les notations du paragraphe 2 . Notons

Do l'ordre associé 2 B dans K[Go] . Lorsque Z est projectif sur son

N, p
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G

ordre associé dans K[G], il est isomorphe au G-module Ind Do (propositions

G
o
2 et 7, et lemme 3). Nous allons donc étudier ce module, en nous bornant aux

cas ol la structure locale est triviale, et ou G est d'ordre supérieur 2 4 . Dans

le cas (i), l'ordre Do est engendré, dans K[GOJ, par des idempotents €5 tels

que J soit distingué dans G . Le G-module IndG Do est donc l'anneau engendré

G
dans K[G] par les e._, ce qui acheve 1'étude du Cas (i) . Supposons maintenant

J
que l'extension locale L/K soit cyclique, avec une ramification non presque-
maximale. La structure locale peut &tre triviale (voir [2]), mais l'ordre DO
n'est pas invariant par conjugaison par un élément T¢G+H (cf. [2], théoréme 1
et lemme 5). L'induction ne conserve donc pas la projectivité. Nous supposons
désormais Go non inclus dans H . Il est alors produit semi-direct du groupe
HQ=HI’7G0 par un groupe I’ d'ordre 2 . D'apres la proposition 7, il nous reste

N

a examiner les trois cas suivants
a) p=2 et Do :<A[GO], eGo, eH‘>H'CH0

B) p=2, (Go:1)=4, et D°=<A[Go],eGO, er>
Y) (GO:1)=Zp , et Do=<A[GO],2eGo> .
Posons (G:Go) = mZk , ou m estimpair, et soient X le sous-groupe d'indice

Zk de G contenant Go, et N le normalisateur de X dans G :

. H

{1} °

Enfin, nous notons s le plus petit entier tel que seG € Do (s=1 ou 2).
o

+
a) Etudions l'induction de G, a X . Dans le cas a), posons (G0:1)=2n 1,

X .
et montrons, par récurrence sur n20, que IndG Do est libre sur l'ordre

<A[X], e : on utilise la relation Do geIDc)@(l-el)Do , oule X-mo-

X’ ®HH'C G,
dule Indg (1-e1)'0o est un ordre de (l-el) K[X] . On est ainsi ramené au cas
n=0, poug lequel Indg Do est égal & 1'ordre maximal <A[X], ex> de K[X]

(voir II) . Dans les cas %) et y) au contraire, l'idempotent ey n'appartient
o
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pas a Oo . L'ordre ¥ associéa Ind}G( Do dans K[X] posséde donc la pro-
G o
priété suivante : % °c Ams eX+2peG A[X] . Supposons alors que Indg Do soit
o o
projectif sur % . D'apres le lemme 1, 1'élément ses peut s'écrire

o

Go X
= E Y]
se "ixi , avec Xiel s xielndG A

o

On en déduit que e x , d'ou X=Go .

¢ @ppartienta AmeX+p z AeG

o xeX o
b) Nous étudions l'induction de X a N de l'ordre %X égala

<A[X], dans le cas 0), a <A[X],ex, e > dans le cas B), eta

°x’ *HTH € G r
<A[X],ex> dans le cas Y), le groupe X étant d'ordre 2p dans les cas B) et

Y). Dans le cas g), le N-module IndI}\I(

que lorsque N=X, et donc G=X (proposition 3). Dans les cas a) et y) par

¥ n'est projectif sur son ordre associé

N L0 a8 .
contre, IndX X estun ordre, que nous notons 2, et dont nous étudions 1l'induc-

tions de N a G.

c) Pour montrer que, si N#G, Ind.g' N n'est pas projectif sur son ordre

associé, on peut se borner au cas o N est d'indice 2 dans G ; il suffit alors

#* -
de vérifier que M n'est pas projectif sur l'ordre % = ) s%s 1 de K[N]. Pour
se G
cela, on procéde comme dans a), a partir de l'inclusior§
(:n*)xc: 2sAe +pse A[X] .
N X
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