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INTERPRÉTATIONS TOPOLOGIQUES DES CONDITIONS DE WHITNEY 

David TROTMAN 

0. Introduction 

L'importance des conditions de régularité locale imposées sur les stratif­

ications, que Whitney a introduites en 1965 (C 357» f 3^J),est bien-connue. 

Elles se sont montrées utiles dans le théorème de stabilité topologique de 

Thom et Mather ( [ 33 • C 1 ^! » C 2^l ) * aussi dans les théorèmes de Lefschetz 

démontrés par Le Dung Tràng et Hamm [ 4 ] « dans la construction des classes 

caractéristiques des variétés singulières par MacPherson, M.-H. Schwartz et 

Brasselet ( £ 1 2 ] , fié] ) , et dans la classification des singularités et 

des systèmes dynamiques. 

Parce qu'elles sont génériques et qu'elles ont des conséquences frappantes 

équimultiplicité f 5 3 et trivialité topologique f l 3 ] elles sont 

importantes dans la théorie de 11équisingularité des variétés analytiques 

complexes. De plus elles sont naturelles dans une telle théorie, au moins dans 

le cas des hypersurfaces, pour lesquelles (b) équivaut à JUL -constant 

(voir les travaux de Teissier [ l 8 ] , [ 1 9 ] et de Brianoon et Speder 

M , [ni ) • 

Je vais décrire ici pourquoi elles sont naturelles dans la topologie 

différentielle : (l) on peut les exprimer d'une manière " géométrique " sans 

mention de suites, ni de limites de vecteurs ou plans, et (2) la condition 
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(a) est précisément celle dont on a besoin pour que la transversalité à la 

stratification soit une propriété stable • 

Finalement je parlerai de la relation de la condition (a) avec d'autres 

conditions qui sont équivalentes à la condition (a) dès qu'on peut utiliser 

le lemme de sélection des courbes (par exemple pour les stratifications semi-

ou sous-analytiques) , cependant plus faibles dans le cas général, mais 

intéressantes parce qu'elles sont très faciles a visualiser • 

1 . évolution historique des conditions d'incidence régulière. 

Je veux rappeler les premières parutions des définitions et résultats 

concernant les conditions d'incidence régulière imposées sur les 

stratifications. 

1957 Whitney £34] Décomposition de toute variété algébrique réelle en 

un nombre fini de sous-variétés lisses. On dit qu'on 

a une " manifold collection " (parfois aussi " sub-

manifold complex ") . 

I960 Thorn [20l Stratification : une partition d'un sous-ensemble 

fermé de JRn en une réunion de sous-variétés 

connexes differentiates (les strates ) , telles que 

l'adhérence de chaque strate soit la réunion de 

cette strate et d'un nombre fini d'autres strates 

(de dimensions plus petites) . 

Incidence régulière s Pour toute strate Y , il 

existe une rétraction Ĉ" 1TY : T Y — > Y définie 

sur un voisinage tubulaire T Y de Y , telle que si 
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Y o ~ò X , alors K Y|X U TY est une submersion. 

1964 Thom [ 2 1 ] Dans le cas des ensembles semi-algébriques, 

l'incidence régulière ci-dessus est remplacée par 

(t) Pour toute sous-variété S transverse à Y en y , 

il existe un voisinage U de y (dans (Rn) tel que 

S soit transverse à X dans U, 

1964 Whitney [35] Une stratification est régulière si pour toutes 

strates adjacentes X , Y , avec Y C ^X , et pour 

tout y e Y , les conditions suivantes sont 

satisfaites. 

(a) Pour toute suite £x^l € X convergeant vers y , 

telle que £T X] a une limite X , on a T Y c T . 
xi y 

(b f) Pour toute suite fx^} ë X convergeant vers y , 

telle que ^T^ X^ a une limite X » et que 
i 

ÇxrTTY(x ) 

ÇxrTTY(x ) 
a une limite À , avec 7Ty une 

rétraction C 1 sur Y , on a ^ C *C # 

Whitney remarque que (a) implique (t) , et que 

(a) et (b1) sont préservées par les difféomorph-

ismes de classe C"̂" . 

1965 Whitney [36] Toute variété analytique complexe (ou réelle) admet 

une stratification régulière. 

Introduction de la conditio* suivante. 

(b) Pour toutes suites ^x^e X , ^V^JeY convergeant 
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vers y , telles que ^T^ xj a line limite T , et 

Çx.- y. 

| xi~ y i L 

a une limite ^ , on a )l C C , 

Remarque : (b) est équivalente à la conjonction de (a) et (b1) . 

Il est évident que (b) implique (b 1) pour toute TTy • D'autre part 

(b) implique (a) parce que pour tout vecteur v € T^Y , et toute suite 

f x/\ S X , on peut choisir fy^j sur Y approchant y dans la direction 

de v assez lentement pour que Xi~ yi 
Xi~ yi 

tende vers v • 

Réciproquement, si (a) est vraie, et (b 1) est vraie pour une TTy 

donnée, on trouve (b) en décomposant le vecteur A (dans la définition de 

(b)) en la somme de deux vecteurs, l'un dans T^Y , et l'autre dans 

T y(TC Y

- 1(y)) • 

1965 Thom £22] La condition (b) sur un couple de strates X , Y 

avec Y C à X implique l'invariance topologique 

locale : près de chaque point y de Y on a un 

homeomorphisme entre X et Y x (Ky^CyJCN X) • 

Conditions géométriques* 

Soit (U,^) une carte C 1 pour Y en y , 

$ t (u,unY,y) — > (e11, m\ o n" m, 0) . 

Nous avons une rétraction C 1 , 

•TĈ  - 4 > " " l o ^ m ° 4 > t U > ( Ï A U ) , 

et une fonction tubulaire c \ 

p4>88 p° 4* 8 u — ¥ ( R + > 

°ù 7 T m ( x l f . . . , x n ) - ( x 1 , . . . f x m , 0 , . . . , 0 ) et p ( x x , . . . , x n ) » W xi ² 
i-m+1 

Dans l'article [̂ 223 de Thom sont démontrées les implications 

suivantes (page 10) • 
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La condition (a) pour le couple (X.Y) en y , avec y€ïc X - X , 

implique 

(ag) Pour toute carte C 1 (U, <£) pour Y en y , il. existe un 

voisinage V de y , V C U , tel que pq|v n X soit une 

submersion. 

La condition (b) pour le couple (X.Y) en y implique 

(bg) Pour toute carte C 1 (U, <j>) pour Y en y , il existe un 

voisinage V de y , V C U , tel que (̂ 4>» p4>)|vnx 

soit une submersion. 

1965 Feldman C 2 3 L e s applications différentiables d'une variété N à 

une variété M , qui sont transverses à chaque strate 

d'une stratification (a)-régulière d'un fermé de M, 

forment un ouvert dense de C°°(N,M) dans la 

topologie forte (ou fine). Ceci a des corollaires 

intéressants en géométrie différentielle. 

1965 Lojasiewicz fil] Stratification (b)-régulière des ensembles 

semi-analytiques. 

1971 Kuo £ 9 ] Introduction de la condition (r) : 11 ratio test " • 

(r) est strictement plus forte que la condition (b) dans le cas semi-

analytique, mais n'est qu'un invariant ; elle n'est pas préservée par les 

diffeomorphismes C 1 — voir £26] et JJ27J • 

1973 Hironaka T̂ J Stratification (b)-réguliere des ensembles sous-

analytiques. 
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1974 Wall [ 3 2 ] Conjectures 1 (a g)^=»(a) , (b )«=>(b) . 

1976 Verdier £ 3 1 ] Introduction de la condition (w) , qui est une 

condition générique et implique la trivialité rugeuse 

locale : on a plus de contrôle sur les homéoraorphismes 

trivialisants que avec (b) . 

(w) est strictement plus forte que (r) et donc plus forte que (b) 

dans le cas semi-analytique (ou sous-analytique). Comme (r) , elle n'est que 

préservée par les difféomorphismes C 2 et pas par les difféomorphismes C 1 , 

même pour les strates algébriques (voir [~26l et £27] ) . 

1978 Kuo [lo] Soit Y » X - X cz E n (pas seulement Y c= X - X ) • 

La condition (a) pour (X,Y) en y € Y implique 

(h0^ Le type topologique du germe en y de l'intersection 

avec X d'une sous-variété S de classe C°° telle 

que y £ S , S/h Y en y , et dim S * n - dim Y , 

est indépendant du choix de S . 

Dans la suite je vais parler de plusieurs résultats démontrés dans ma 

these £27 ] : les réciproques aux implications (a) *=^(a g) et (b)"=^(bg) 

de Thom (1965) , la réciproque du théorème de Feldman (1965) • et finalement 

une réciproque partielle au théorème de Kuo (1978) dans les cas où le lemme 

de selection des courbes est utilisable. 

2. Détecteurs de (a)- et (b)-défauts. 

Langage : Quand une condition d'équiaingularité E n'est pas satisfaite 

en un point d'une stratification il est naturel d'appeler ce point un 
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E-défaut. Très souvent, pour démontrer qu'une condition implique une 

condition E ?, on suppose qu'on a un E^-défaut et on en déduit qu'on a 

forcément un E^-défaut. 

Les résultats suivants font partie de ma thèse * les démonstrations 

seront publiées dans £29] • 

Théorème A z (a) équivaut et ( a

g) • 

Théorème B : (b) équivaut à (bg) . 

Corollaire : Les conditions (a) _et (b) sont invariantespar difféo- 

morphisme C* . 

Comment démontrer le Théorème A : 

On considère une formulation de (a ) suggérée par Dennis Sullivan. 

Soient X , Y des sous-variétés C* de (Rn , et yeïc X - X , On dit que 

(X,Y ) est ( 3-k )-régul i er en y si 

(3̂ ) Pour tout feuilletage 3" de classe C k transverse à Y en 

y , il existe un voisinage U de y tel que 3* est 

transverse à X dans U . 

(as) équivaut à (3-1). 

On remarque d'abord que *^^>|xrMJ e s ^ 1 1 1 1 6 sumersión s* e"t seulement si 

les fibres de sont transverses à X dans U • 

Donc, étant donnée (^) • ° n trouve (a ) parce que les fibres de la 

rétraction C 1 sont les feuilles d'un feuilletage C 1 transverse à Y 

et de codimension égale à la dimension de Y* 

Etant donnée (ag) on trouve (oí'*) prenant une rétraction dont les 
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fibres sont contenues dans les feuilles du feuilletage 3* • 

(3-1) implique (a)» 

On suppose que (a) n'est pas satisfaite pour le couple (X,Y ) en 

y e y C X - X . On construit un feuilletage C 1 transverse à Y en y , mais 

qui n'est pas transverse à X en chaque point d'une sous-suite de la suite 

fx/3 avec limite y • Le feuilletage sera appelé un détecteur du (a)-défaut. 

Pour le construire on part d'un feuilletage 3~Q P a r <*es hyperplans 

parallèles à lim X , et autour de chaque point d'une sous-suite ^ x^ ^ de 

^ x ^ on remplace 3~Q P a r 1 X 3 1 feuilletage proche — on ajoute des " rides 11 

telles que la tangente en x. ,à la feuille qui passe par x. , contienne 

T X , et donc ce nouveau feuilletage n'est pas transverse à X près de y: 

c'est a dire que (3̂ ) n'est pas satisfaite. 

Par le même genre d'argument on montre que (bg) implique (b) , cette 

fois en prenant un feuilletage de f*n - Y par des cylindres (les fibres 

d'une fonction tubulaire ) . 

Pour X , Y semianalytiques on peut se restreindre a des difféomorphismes 

avec leurs graphes semianalytiques. (Pour voir cela il suffit de lire 

attentivement [24] et [ 2 5 ] . ) 

Les feuilletages C transverses ne sont pas des détecteurs effectifs 

pour les (a)-défauts : (3 ) n'implique pas (3* ) • Un contre-exemple a été 

construit en collaboration avec Anne Kambouchner (voir [&0 et 2̂7*1 ) • i e 

même contre-exemple donne un (b)-défaut qui n'est pas mis en évidence par les 

2 2 voisinages tubulaires C : la condition (bg) , qui est simplement la 

condition (b g) limitée à des difféomorphismes de classe C , est 

satisfaite. 
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3. La condition (a) et la stabilité de la transversalité à* une  

stratification. 

Le théorème énoncé ci-dessous explique l'importance de la condition (a) 

de Whitney si on s'intéresse aux propriétés de stabilité* 

Théorème : Soit une stratification localement finie d'un fermé V 

d'une variété M de classe C 1 . Les conditions suivantes sont équivalentes. 

( 1 ) 5L est (a)-régulière, 

(2) pour toute variété N de classe , £z e J"̂ (N,M) : z /K J est un  

ouvert de J^N.M) , 

(3) pour toute variété N de classe C 1 , ^f e C1(N,M) : f /hZJ est un  

ouvert de Ĉ "(N,M) dans la topologie forte, 

(4) il existe une variété K de classe C 1 , avec 

1 ^ dim M - dim N ^ max (l , min dim S ) 

r 1 > s e 5 " 1 telle que [f 6 C (N.M) : f 2T j est un ouvert de C (N,M) dans la 

topologie C 1 forte. 

(l) - • *K3) a été démontré par Feldman en 1965 (voir $ 2 ci-dessus) . 

(l) ̂ — ( 2 ) a été démontré par Wall ["331 * (l ) : = = ^ ( 3 ) en découle parce 

que (3) est une conséquence immédiate de (2) par la définition même de la 

topologie C 1 forte (voir [l] , [ 1 5 ] ) . 

L'implication ( 4 ) - -^(l) est nouvelle. Pour les détails de sa démonstr­

ation voir f 27l ou [28] . La démonstration utilise d'une facon non-tri viale 

le fait qu'un sous-ensemble de C (N,M) ( 0 < k < oo) qui est fermé dans la 

k s / k 
topologie C faible , a la propriété de Baire dans la topologie C forte * 

ce théorème est démontré par Morlet £ 1 5 ] et Hirsoh [Y] • 

A 1 k 
On a le meae théorème en remplaçant partout C par C , parce que le 

241 



D. TROTMAN 

problème se réduit à un étude des 1-jets. 

On sait que \t € Ck(N,M) t f est toujours dense dans Ck(N,M) 

muni de la topologie C k forte (l^rk$ oo ) , par application répétée du 

théorème de transversalité de Thom (voir £l\ ) . Donc les applications 

transverses à une stratification forment un ouvert dense si et seulement si la 

stratification est (a)-régulière. 

Avec la topologie C 1 faible les applications transverses à une stratifica­

tion , même d'un sous-ensemble compact, ne forment un ouvert que si la 

variété source est compacte (dans ce cas la topologie faible est la même que 

la topologie forte)» En effet un voisinage ouvert dans la topologie faible ne 

donne aucun contrôle en dehors d'un compact dans la variété source. A ce sujet 

il faut signaler les erreurs dans chaque partie (a), (b), et (c) de 

l'exercice 8 , page 83 de [ 7 l . 

4* Transversales homéomorphes et transversales transverses. 

Dans 52 j'ai énoncé le théorème de Kuo : (a) implique (h°°) . En 

suivant la démonstration de ce résultat [lO*] , on voit que (a) implique 

2 oo * (h ) (dans la définition de (h ) on peut prendre des soue-variétés de 

2 1 s 
classe C ) , mais il n'est pas clair que (a) implique (h ) (c'est à dire 

qu'on Puisse prendre des sous-variétés de classe C 1) f parce que la démonstra­

tion utilise un champ de vecteurs dans un éclatement. 

Il est clair que l'hypothèse Y » X - X est nécessaire à cause d'exemples 

comme 
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Je me suis posé le problème de considérer une réciproque au théorème de 

Kuo : est-ce que (h1) implique (a) ? En effet une telle réciproque 

n'existe pas en général à cause des exemples que j'ai construit pour montrer 

que (t) n'implique pas (a) (voir [ 8 ] , £24] , C2^] , [ 2 7 J ) . Dans 

l'exemple le plus simple ([26] , [27] ) on construit un (a)-défaut en 

plaçant une suite de bosses sur une courbe tangente à Y , telle que les 

sous-variétés transverses à Y en y "ne le voient pas " • 

Evidemment on obtient ainsi un (a)-défaut qui satisfait la condition 

(h1) — d'avoir les transversales homéomorphes. ( Ceci suggère que (t) , 

c'est d'avoir les transversales transverses .) 

Maintenant il est naturel de se demander si peut-être (t) et (h"*") sont 

équivalentes. Je peux montrer que (h"̂ ) implique (t) . Plus généralement, 

k \ k 
soit (kg) l a condition que les transversales a Y de classe C et de 

dimension s aient les germes en y de leurs intersections avec X tous 

homéomorphes, et soit 1 & condition que ces transversales soient 

transverses à X près de y ( l ^ k ^ o o , oodim Y ^ s ^ n ) . 

Théorème t Soient X , Y sous-variétés disjointes de |Rn de classe , 

et yg Y , 1 2$ k ̂  00 . Alors 

(hk) implique si 
k « 1 
ou 

„ k > 1 et s > codim X . 
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La restriction sur s quand k > 1 est nécessaire ; la raison est 

essentiellement parce qu'on ne peut pas trouver une petite C -perturbation 

d'une parabole près de son sommet qui l'applique sur sa tangente au sommet. 

Les détails de la démonstration du théorème ci-dessus se trouvent dans 

[273 et vont paraître dans £30] . 

Comme corollaire on obtient le résultat suivant. 

Théorème : Pour les strates sous-analytiques, (h1) implique (a) • 

Démonstration t On applique le théorème ci-dessus et le fait que (t) 

implique (a) dans le cas des sous-analytiques ( on le montre pour les semi-

analytiques dans £24] en utilisant le lemme de sélection des courbes, qui 

est valable pour les semi-analytiques par [il] , et la même démonstration 

marche pour les sous-analytiques en citant le lemme de sélection d'Hironaka 

[ 6 ] % voir [27] ) . 

Donc pour le cas des ensembles sous-analytiques on a les implications : 

(a) 
^-transversales 

transverses 

Сtransversales 
homéomorphes 

С -transversales 
homéomorphes 

С -transversales 
transverses 

1 2 Il n'est pas difficile à voir qu'il faut (h ) et pas seulement (h ) 

pour obtenir (a) (voir £27, Note 2.&\] , ou [l§\ ) . 

Je finis avec une conjecture naturelle d'après la discussion ci-dessus. 

Conjecture : t k fh ki ' transversales transverses impliquent 

transversales homéomorphes. 
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