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INTERPRETATIONS TOPOLOGIQUES DES CONDITIONS DE WHITNEY

David TROTMAN

0. Introduction

L'importance des conditions de régularité locale imposées sur les stratif-
ications, que Whitney a introduites en 1965 ([ 35], [36]),est bien—-connue.
Elles se sont montrdes utiles dans le théordme de stabilité topologique de
Thom et Mather ([3], [14],[23] ), aussi dans les théorémes de Lefschetz
démontrés par L& Ding Trang et Hamm [4] , dans la construction des classes
caractéristiques des variétés singuliéres par MacPherson, M.-H. Schwartz et
Brasselet ( [12] , [16] ), et dans la classification des singularités et

des systémes dynamiques.

Parce gqu'elles sont génériques et gqu'elles ont des conséquences frappantes
7z N s 42 * « 13212
- équimultipliciteée [5] et trivialité topologique [13] - elles sont
importantes dans la théorie de 1l'équisingularité des variétés analytiques
complexes. De plus elles sont naturelles dans une telle théorie, au moins dans
*

le cas des hypersurfaces, pour lesquelles (b) &quivaut 3 F.-constant

(voir les travaux de Teissier [187 5 [19] et de Briangon et Speder

(11, [7]).

Je vais décrire ici pourquoi elles sont naturelles dans la topologie
différentielle : (1) on peut les exprimer d'une manidre " géométrique " sans

mention de suites, ni de limites de vecteurs ou plans, et (2) la condition
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D. TROTMAN

(a) est précisément celle dont on a besoin pour que la transversalité & la

stratification soit une propriété stable .

Finalement je parlerai de la relation de la condition (a) avec d'autres
conditions qui sont &guivalentes & la condition (a) dés qu'on peut utiliser
le lemme de sélection des courbes (par exemple pour les stratifications semi-
ou sous-analytiques) , cependant plus faibles dans le cas général, mais

7
interessantes parce qu'elles sont trés faciles a visualiser .

1. ﬁvolution historigue des conditions d'incidence réguliére.

Je veux rappeler les premidres parutions des définitions et résultats

. . . 7 o . Pd
oongernant les conditions d'incidence réguliere imposées sur les

stratifications.
1957 Whitney [34] Décomposition de toute variétd algébrique réelle en
un nombre fini de sous-variftés lisses. On dit gqu'on
a une " manifold collection " (parfois aussi " sub-
manifold complex ") .
1960 Thom [20] Stratification : une partition d'un sous-—ensemble

fermé de R"™ en une réunion de sous-variétés
connexes différentiables (les strates) , telles que
1'adhérence de chaque strate soit la réunion de
cette strate et d'un nombre fini d'autres strates
(de dimensions plus petites) .

Incidence régulisre t Pour toute strate Y , il

existe une rétraction Cl 1TY sy —> ¥ définie

sur un voisinage tubulaire TY de Y , telle que si
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1964 Thom [21]

1964 Whitney

1965 Whitney

(t)

\35]

(a)

(o)

[36]

(v)

CONDITIONS DE WHITNEY

Y © 939X, alors est une submersion.

“YlXI\TY

Dane le cas des ensembles semialgébriques,

1'incidence réguliére ci-dessus est remplace par

Pour toute sous-variété S transverse 3 Y en Y
il existe un voisinage U de y (dans R") tel que

. ~
S soit transverse a X dans U,

Une stratification est re’ggliére si pour toutes
strates adjacentes X , Y , avec Y € JX , et pour
tout y € Y , les conditions suivantes sont

satisfaites.

Pour toute suite {xi} € X convergeant vers y ,

telle que {Tx X} a une limite T , on a TyYCT .
i

Pour toute suite {x;3 € X convergeant vers y ,

telle gque fo X} a une limite T , et que
i

s(xi-TrY(xi) a une limite A , avec My wune
EREEN]

rétraction ¢l sur Y , On a Ac T .

Whitney remarque gque (a) implique (t) , et que
(a) et (b') sont préservées par les difféomorph-

ismes de classe Cl .

Toute variété analytique complexe (ou réelle) admet
une stratification réguliére.

Introduction de la conditiom suivante.

Pour toutes suites fxiie X, f yier convergeant
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vers y , telles que {Tx X} a une limite T , et
i

ixi— yi} a une limite N , On a AcT.
lxi" yll

Remarque : (b) est éguivalente 3 la conjonction de (a) et (b') .

Il est évident que (b) impligque (b') pour toute TTY . D'autre part
(b) implique (a) parce que pour tout vecteur v € ’l‘yY , et toute suite
fxi}e X , on peut choisir fyi} sur Y approchant y dans la direction

de v assez lentement pour que *i~” Yi tende vers v .
lxi— yi'

Réciproquement, si (a) est vraie, et (b') est vraie pour une Ty
donnée, on trouve (b) en décomposant le vecteur A (dans la définition de

(b)) en la somme de deux vecteurs, l'un dans TyY , et 1'autre dans

T (T 7HE))

1965 Thom [22] La condition (b) sur un couple de strates X , Y
avec Y € 93X implique l'invariance topologique
locale : prés de chaque point y de Y on a un

homSomorphisme entre X et Y x (‘R‘Y_l(y)(\ X) .

Conditions géométriques .

Soit (U,$) une carte ct pour Y en y,
$: (u,uny,y) —> @&, &% 0", 0).
Nous avons une rétraction C' ,
g = ¢te M o U —> (InU),
et une fonoction tubulaire Cl,
(9¢= PoCP:U—-—)B+, i
ol T('m(xl,...,xn) = (xl,...,xm,o,...,o) et ()(xl,...,xn) = ijiz .
=m+1
Dans 1l'article [22] de Thom sont démontrées les implications

suivantes (page 10) .
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CONDITIONS DE WHITNEY

La condition (a) pour le couple (X,Y) en y , avesc ye€YcC X-x,
implique
(as) Pour toute carte ¢t (Uy@$) pour Y en y , il existe un

voisinage V de y , V C U, tel que ﬂdD'V(\X soit une

submersion.

La condition (b) pour le couple (X,Y) en y implique

1 (U,P) pour Y en y . il existe un

(bs) Pour toute carte C
voisinage V de y , V C U, tel que (T4, P"b)thX

s0it une submersion.

1965 Feldman [ 2] Les applications différentiables d'une variété N 2
une variété M , qui sont transverses a chaque strate
d'une stratification (a)-réguliére d'un fermé de M,
forment un ouvert dense de C% (N,M) dans la
topologie forte (ou fine). Ceci a des corollaires

intéressants en géométrie différentielle.

1965 Lojasiewicz [11] Stratification (b)—rsguliSre des ensembles

semi-analytiques.
1971 Kuo [9] Introduction de la condition (r) : " ratio test " .
(r) est strictement plus forte que la condition (b) dans le cas semi-
analytique, mais n'est qu'un invariant C2 + elle n'est pas préservée par les

diffeomorphismes C1 — voir [26] et [27] .

1973 Hironaka [6] Stratification (b)-régulidre des ensembles sous-

analytiques.
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1976 Verdier
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Conjectures : (a )&= (a) , (b ) &= (1) .

Introduction de la condition (w) , qui est une
condition générique et implique la trivialité rugeuse
locale ¢ on a plus de contrdle sur les homéomorphismes

trivialisants que avec (b) .

(w) est strictement plus forte que (r) et donc plus forte que (b)

dans le cas semi-analytique (ou sous-analytique). Comme (r) , elle n'est que

préservée par les difféomorphismes 02 et pas par les difféomorphismes C1 ’

m8me pour les strates algébriques (voir [26] et [27] ).

1978 Kuo

[10]

(b%)

Soit Y=X-Xc ﬂn‘(pas seulement Y < X - X ) .

La condition (a) pour (X,Y) en y € Y implique

Le type topologique du germe en y de l'intersection
avec X d'une sous-variété S de classe C®° telle
qgue y€S ,5AhAY en y, et dimS =n-dimY ,

est indépendant du choix de S .

Dans la suite je vais parler de plusieurs résultats démontrés dans ma

\

thése [27] : les réciproques aux implieations (a) ::ﬁ;(as) et (b)ﬁ:?(bs)

de Thom (1965) , la réciproque du théoréme de Feldman (1965) , et finalement

une réciproque partielle au théordme de Kuo (1978) dans les cas ou le lemme

de sélection des courbes est utilisable.

2. Détecteurs de

(a)- et (b)-défauts.

Langage : Quand une condition d'équisingularité E n'est pas satisfaite

en un point d'une stratification il est naturel d'appeler ce point un
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CONDITIONS DE WHITNEY

E-défaut. Trés souvent, pour démontrer qu'une condition E1 implique une
condition E2, on suppose gu'on a un E2—d6faut et on en déduit qu'on a

forcément un El—défaut .

Les résultats suivants font partie de ma thése f27] 3 les démonstrations

seront publiées dans [29] .
s N 7’ .
Theoreme A : (a) &quivaut 3 (as) .
Théoreme B : (b) &guivaut 3 (v,) -

Corollaire : Les conditions (a) et (b) sont invariantespar difféo-

morphisme Cl .

Comment démontrer le Théorsdme A :

On considére une formulation de (as) suggérée par Dennis Sullivan.

1

Soient X , Y des sous-variétés C de ®" ,et yeYc X -X . On dit que

(X,Y) est (gvk)-re'gg_lier en y si

(3}() Pour tout feuilletage J de classe ¢® transverse 8 Y en
Yy , il existe un voisinage U de y tel que 3’ est

N
transverse a X dans U .

(as) équivaut 3 (3-1).

On remarque d'abord que 1‘¢‘XnU est une submersion si et seulement si
les fibres de ‘I\'(’> sont transverses a X dans U .

Donc, &tant donnée ('3-1) , on trouve (as) parce que les fibres de 1la
rétraction Cl thb sont les feuilles d'un feuilletage Cl transverse & Y
et de codimension &gale & la dimension de Y.

Etant donnde (as) on trouve (3'1) en prenant une rétraction dont les
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fibres sont contenues dans les feuilles du feuilletage 3.

(il) implique (a )3

On suppose que (a) n'est pas satisfaite pour le couple (X,Y) en

ye YC X - X . On construit un feuilletage C1 transverse 2 Y en y , mais
qui n'est pas transverse a2 X en chaque point d'une sous-suite de la suite

fxi'i avec limite y . Le feuilletage sera appelé un détecteur du (a)-d&faut.

Pour le construire on part d'un feuilletage 3—0 par des hyperplans
paralldles & lim T_ X , et autour de chague point d'une sous-suite §xik} de
fxili on remplace 3—10 par un feuilletage proche — on ajoute des " rides "
telles que la tangente en x5 ,3 la feuille qui passe par X5 contienne

k k

Tx X , et donc ce nouveau feuilletage n'est pas transverse 2 X prés de y:
i
k

c'est & dire que ('3—1) n'est pas satisfaite.

Par le méme genre d'argument on montre que (bs) implique (b) , cette
fois en prenant un feuilletage de B" - Y par des oylindres (les fibres

d'une fonction tubulaire (?q> ) .

Pour X , Y semianalytiques on peut se restreindre 3 des difféomorphismes
avec leurs graphes semianalytiques. (Pour voir celd il suffit de lire

attentivement [24] et [25].)

Les feuilletages C2 transverses ne sont pas des détecteurs effectifs
pour les (a)-défauts : (32) n'implique pas (3'1) . Un contre-exemple a été
construit en collaboration avec Anne Kambouchner (voir [8] et YZ?] ) . Le

méne contre—exemple donne un (b)-défaut qui n'est pas mis en &vidence par les

voisinages tubulaires 02 ¢ la condition (bz) , qui est simplement la
condition (bs) limitée & des difféomorphismes ¢ de classe c? , est

satisfaite.
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CONDITIONS DE WHITNEY

3. La condition (a) et la stabilité de la transversalité 2 une

gtratification.

Le théoreme énoncé ci-dessous explique 1'importance de la condition (a)

de Whitney si on s'intéresse aux propriétés de stabilité.

Theoreme : Soit S"  une stratification localement finie d'un fermé V

d'une variété M de classe C' . Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) > est (a)-réguliére,
(2) pour toute variété N de classe ¢t , {z € Jl(N,M) : zd\Z} est un

ouvert de Jl(N,M) ,

(3) pour toute variété N de classe ¢t , ff 6Cl(N,M) s fA\Z} est un

ouvert de Cl(N,M) dans la topologie ct forte,

(4) il existe une variété N de classe ¢t , avec

1< dimM - @im N & max (1 , min dim S )
sex
telle que §f€ C'(N,M) : £ A} est un ouvert de C'(N,M) dans la

topologie C1 forte.

(1) ==>(3) a &té démontré par Feldman en 1965 (voir &2 ci-dessus).
(1) &> (2) a 6té démontré par Wall [33] 3 (1)=>(3) en découle parce
que (3) est une cons8quence immfdiate de (2) par la définition méme de la
topologie ct forte (voir [7] . D-5] ) .

L'implication (4)=—)(1) est nouvelle. Pour les détaile de sa démonstr-
ation voir [27] ou [28] . La démonstration utilise d'une fagon non-triviale
le fait qu'un gous-ensemble de Ck(N,M) ( 04k £0) qui est ferm§ dans la
topologie Ck faible , a la propriété de Baire dans la topologie Ck forte ¢

ce théoréme est démontré par Morlet [15] et Hirsch [ﬂ .

On a le méme théordme en remplacant partout ¢l par ck , parce que le
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probldme se réduit & un 6tude des 1-jets.

On sait que §£€ C5(N,M) + £ A=} est toujours dense dans CN(N,M)
muni de la topologie c® forte (l€£ k< o), par application répétee du
théoreme de transversalité de Thom (voir [7] ) . Donc les applications
transversess une stratification forment un ouvert dense si et seulement si la

stratification est (a)-régulidre.

Avec la topologie C1 faible les applications transversesa& une stratifioa-
tion , méme d'un sous-ensemble compact, ne forment un ouvert que si la
variété source est compacte (dans ce cas la topologie faible est la meme que
la topologie forte). En effet un voisinage ouvert dans la topologie faible ne
donne aucun contrdle en dehors d'un compact dans la variété source. A ce sujet
il faut signaler les erreurs dans chaque partie (a), (b), et (c) de

1l'exercice 8 , page 83 de [7] .

4. Transversales homéomorphes et transversales transverses.

Dans $2 3j'ai énoncé le théoréme de Kuo : (a) implique (b°°) . En
suivant la démonstration de ce résultat [10] , on voit que (a) implique
(h2) (dans la définition de (h® ) on peut prendre des sous-variétés de
classe c? ) , mais il n'est pas clair que (a) implique (hl) (ctest a dire
qu'on pyisse prendre des sous-variétés de classe Cl) , parce que la démonstra-—

tion utilise un champ de vecteurs dans un éclatement.

I1 est clair que 1'hypothése Y = X - X est nécessaire 3 cause d'exemples

comme

242



CONDITIONS DE WHITNEY

Je me suis posé le probléme de considérer une réciproque au théoréme de
Kuo : est-ce que (hl) implique (a) ? BEn effet une telle réciproque
n'existe pas en général a cause des exemples que j'ai construit pour montrer
que (t) n'implique pas (a) (voir [8] , [24] , [26] y [27] ) . Dans
1'exemple le plus simple ([26] , [27] ) on construit un (a)-défaut en
placant une suite de bosses sur une courbe tangente & Y , telle que les

sous-variétés transverses 8 Y en y " ne le voient pas " .

Evidemment on obtient ainsi un (a)-d&faut qui satisfait la condition

(hl) —~ d'avoir les transversales homéomorphes. ( Ceci suggére que (t) ,

c'est d'avoir les transversales transverses . )

Maintenant il est naturel de se demander si peut-&tre (t) et (hl) sont
équivalentes. Je peux montrer que (hl) implique (t) . Plus généralement,
soit (h]:) la condition que les transversales & Y de classe c® et de
dimension s aient les germes en y de leurs intersections avec X +tous
homéomorphes, et soit (tls) la condition que ces transversales soient

transverses 3 X prés de y (1< k<o, codin Y< s<n ).

Théorsme : Soient X , Y sous-variétés disjointes de R" de classe Ck ’

et yeY, 1=k<oo. Alors
k=1
(hl:) implique (t:) si ou
k> 1 et s> codim X .
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La restriotion sur 8 quand k> 1 est nécessaire ; la raison est
essentiellement parce gqu'on ne peut pas trouver une petite Cz—perturbation

d'une parabole pr;s de son sommet qui 1l'applique sur sa tangente au sommet.

Les détails de la démonstration du théoréme ci-dessus se trouvent dans

[27] et vont paraltre dans [36] .
Comme corollaire on obtient le résultat suivant.

Théoréme : Pour les strates sous—analytiques, (hl) impligue (a) .

Démpnstration : On applique le théordme ci-dessus et le fait que (%)
implique (a) dans le cas des sous-analytiques ( on le montre pour les semi-
analytiques dans [24] en utilisant le lemme de sélection des courbes, qui
est valable pour les semi-analytiques par [11] , et la méme démonstration

marche pour les sous-analytiques en citant le lemme de selection d'Hironaka

[6] s voir [27] ).
Donc pour le cas des ensembles sous—analytiques on a les implications @

Cl—transversales : Cl—transversales

(a) < ; transverses homomorphes
2 2
C -transversales C —-transversales
homéomorphes transverses

I1 n'est pas difficile & voir qu'il faut (hl) et pas seulement (h2)

pour obtenir (a) (voir [27, Note 2.8] , ou [36] ) .

Je finis avec une conjecture naturelle d'aprés la disocussion ci-dessus.

Conjecture @ (t:) E—) (hI:) — transversales transverses impliguent

transversales homéomorphes.
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