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Société Mathématique de France 
Astérisque 59-60 (1978) p. 151-172 

L'INDICE D'UN POINT SINGULIER D'UN CHAMP 

selon V. ARNOLD, ([o]) 

par I. KUPKA. 

INTRODUCTION : Dans ce travail Arnold se propose de donner des évaluations de l'in

dice d'un champ de vecteur,en un point singulier isolé,pour des familles de champs 

particulières (en général polynomiaux homogènes ou même gradients de polynômes homo

gènes) . Les méthodes qu'il utilise,lui donnent des sous produits intéressants,en eux-

mêmes, par exemple,une nouvelle démonstration des inégalités de Petrowsky-Oleinik, 

une estimation de certains nombres de Hodge par les nombres de Petrowsky, une esti

mation, par les nombres de Hodge,de la caractéristique d'Euler̂ Poincaré,du bord de la 

fibre singulière locale d'une fonction analytique,ayant un point singulier algébri

quement isolé. 

Essentiellement, deux méthodes sont présentées pour évaluer l'indice. 

La première est fondée sur le travail de Eisenbud-Levine. Elle donne 

une nouvelle démonstration des inégalités de Petrowsky-Oleinik (voir énoncé plus bas). 

La deuxième méthode s'applique à des champs gradients et repose sur deux conjectures, 

l'une d'Arnold , l'autre de Steenbrink. La conjecture de Steenbrink relie certains 

nombres de Hodge au polygone de Newton. La conjecture d'Arnold majore l'indice d'un 

gradient par un nombre de Hodge. Arnold démontre sa conjecture dans le cas du gra

dient d'un polynôme homogène et donne des idées très intéressantes sur de possibles 

démonstrations. Il termine son article par des considérations topologiques sur les 

bords des fibres singulières locales. 

Dans la suite nous exposerons les principaux résultats d'Arnold ou plutôt ce 

que nous avons réussi à en comprendre. Ensuite nous tenterons de justifier ces asser

tions, en développant les indications assez succintes d'Arnold sur les démonstrations. 

Nous assumons aussi la responsabilité de toute erreur contenue dans l'exposition qui 

suit. Des conversations avec nos collègues, R. Moussu et B. Perron nous ont été très: 

utiles* Qu'ils trouvent ici nos remerciements. 
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I. KUPKA 

(1) EXPOSÉ DES RESULTATS. 

Introduisons les nombres de Petrowsky : 

n (d) = #{ a|a =(a1 ,...,a )£. IN
n, 0 <a. < d n 1 1 n 1 

n 
I a . 

_ nd_ , 
2 

n (d) = # {ala=(a1,...,a„ INn 1, 0 < a. < d n " 1 1 n-l 1 
n-1 _ n„ * nd 1 -ir- d < E a . < -7p } * i = 1 î z 

Que les nombresdans les membres de droite de ces égalités sont égaux,est une pro

position prouvée par Arnold/dont nous laissons la démonstration à l'amusement du 

lecteur. 

THÉORÈME I : La valeur absolue de l'indice en 0 d'un champ de vecteurs sur |Rn à 

composantes polynomiales homogènes toutes de degré d-1 ,et ayant en 0 un point 

singulier algébriquement isolé,est inférieure ou égale à ïï^(d) • 

Soit f : |Rn~^ R un polynôme homogène de degré d. Soit Z 1'hypersurface réelle 

de PR(n-l) définie par les zéros de f. Dans le cas où le degré d de f est pair, le 

signe de f sur toute droite passant par l'origine est constant (sauf en 0) et on peut 

définir dans ce cas les ensembles semi-algébriques V + et V de PR(n-l) : 

V + = {f * 0} V_ = {f £ 0} . 

Notation : Si X est un espace "raisonnable",on désignera par E(X) sa caractéristique 

d'Euler Poincaré. 

Inégalités de Petrowsky-Oleinik. Si O est une singularité algébriquement isolée , 

alors : 

|E(Z) - 1| * Iïd(n) si n est pair 

|E(V+) - E(V_) I < Itd(n) si n est impair et d pair. 

Notons que l'hypothèse sur O entraine que Z , V + , V_ sont des variétés lisses 

(V+ , V_ avec bord Z). 

THÉORÈME 2 : Si O est un point singulier,algébriquement isolé du polynôme homogène 

f : JRn—>R,de degré d , l'indice en O du gradient de f est égal à 1 «- ECZ) si n est 

pair et à E(V+) - E(V_) si n est impair et d pair. 
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INDICE D'UN CHAMP 

La conjonction des théorèmes 1 et 2 démontré les inégalités dè Petrowsky-

Oleinik. 

THEOREME 3 : La valeur absolue en Q,du gradient dlune fonction analytique réelle f, 

de deux variables/définie dans un voisinage de 0 et dont 0 est un point singulier 

algébriquement isolé,est inférieure ou égale au nombre de points à coordonnées en

tières, situées sur l'ensemble des arêtes compactes du polygone de Newton de la fonc

tion f en 0. 

Corollaire : Sous les hypothèses du théorème 3fsi y est la multiplicité de 0 comme 

point singulier, la valeur absolue de l'indice en 0 est inférieure ou égale à c/\x 

où C est une constante universelle (indépendante de f). 

Si u : Cn-3> Œ est une fonction polynôme ayant 0 comme point singulier algé

briquement isolé, la variété de niveau générique de u est une variété affine lisse, 

sur laquelle on peut mettre une structure de Hodge mixte (à deux niveaux d'ailleurs, 

dans ce cas) . On désigne par h^,C*(u) le nombre de Hodge de type Cp,q) de cette struc

ture. 

THÉORÈME 4 : Si f : (Rn — R est un polynôme homogène de degré d ayant 0 comme point n n 
~2r~2 

singulier algébriquement isolé , alors^si+n est pair, h (f̂ ) = 11̂  (n) où f̂. est le 
2 ' 2 

complexifié de f et si n est impair̂  h (g) = (n) , où g est le polynôme à n+1 
2 

variables x^,...,xn ,t ; g (x, t) = f (x) + t . 

De ce théorème et du théorème 1, il résulte,que dans les conditions du theorem 

me 4, la valeur absolue de l'indice en 0 du gradient de f,est inférieure ou égale à 

~2<~2 

h Cfç) , si n est pair . Cette remarque conduit Arnold à faire la conjec

ture suivante : 

Conjecture 1 : Si n est pair et si f ; (Rn,0) —* (SRrO) est un germe de fonction ana-
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I. KUPKA 

lytigue en O ayant en ce point une singularité algébriquement isolée,^alors la valeur 

2f 2 

absolue de l'indice du gradient de f en O est inférieure ou égale à (fç) . 

Ce nombre est la dimension du sous espace de l'espace des cycles de type de 

Hodge de la structure de Hodge mixte de la fibre locale générique de la com-

plexifiée f c de f, formée des cycles invariants par la monodromie de O. (Voir dans 

la partie 3 de ce papier une explication plus détaillée sur ce point). 
EL EL 
2' 2 

Une conjecture de Steenbrink ([24]) relie ce nombre (f̂ ) à un nombre 

p (r) qui peut être défini et calculé uniquement à partir des propriétés combina

it 0 

toires du polyèdre de Newton de f, si la fonction f est non dégénérée 

au sens de Kushnirenko ( fl8̂ ) . 
En réunissant ces deux conjectures on obtient : 

Conjecture 2 : Soit n un entier pair. Si f : (lRn,0) —y (IR,0) est un germe en O de 

fonction analytique,ayant O comme singularité algébriquement isolée,de polyèdre de 

Newton r i et si f est r-non dégénérée au sens de Kushnirenko , alors la valeur 

absolue de l'indice en O du gradient de f est inférieure ou égale à p (T),nombre 

qui ne dépend que du polyèdre de Newton V et défini dans Steenbrink. 

En un sens,cette conjecture est une généralisation du corollaire du théorème 3., 

Arnold donne plusieurs exemples à l'appui de cette conjecture et offre plusieurs 

idées pour la démontrer. Bien que très intéressantes, nous ne pourrons entrer dans 

le détail de ces questions, faute de temps et de place. 

Arnold termine son article sur des résultats qui précisent la structure topo

logique des variétés de niveau d'une fonction analytique réelle ou complexe au voisi

nage d'une fibre singulière à singularité algébriquement isolée. Pour cela , il a 

besoin des "structures de Clemens" introduites par Clemens dans L 5 J -

Structure de Clemens : Soit X une variété projective complexe ou réelle réunion finie 

de sous variétés lisses Ŷ, ,Ym en position générale. Cela veut dire que pour tout 

sous ensemble S de (1,2,. ..,m} tel que YtS) = O Y. soit non vide, les Y. je S 
j £ S J 

se coupent transversalement le long de l'intersection commune Y(S)% La variété X est 

stratifiée de façon naturelle : à toute partie S de (l, 2,*,m} on fait correspondre 
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INDICE D'UN CHAMP 

la variété Y(S), si Y(S) n'est pas vide et 0 dans le cas contraire. La strate ouverte 

X(S), correspondant à l+a partie S, est YCS) - Y (T) si Y(S) ̂  0 et 0 dans le cas 

contraire. A la partie 0 correspond la strate X (0) = X - L/Y(S) . Les strates X (S) 
S 

sont des variétés lisses ouvertes non connexes en général. 

Une structure de Clemens, complexe ou réelle sur une variété X du type précé

dent est un triple (M,u,X) d'une variété lisse réelle M et d'une application conti

nue u : M—*X satisfaisant à la condition suivante : 

Pour toute strate ouverte, non vide, X(S) de X le triple (u (X (S) ) , u u 1 (X (S) ) ,X (S) ) 

est un espace fibre localement trivial de classe C dont la fibre type est un tore 

réel T s de dimension s = Cardinal de S,dans le cas de la structure de Clemens com

plexes et un ensemble discret de cardinal 2 S (c'est à dire un "tore"(S°)s) dans le 

cas de la structure de Clemens réelle.* M est appelé l'espace de la structure de 

Clemens et X sa base. 

La proposition suivante est amusante et sa démonstration (facile!) est laissée 

au lecteur. 

Proposition 1 : Si (M,u,X) est une structure de Clemens réelle 

E (M) = Z { E(Y(S) )[ Y (S) strate fermée, card (S) impair } 

Le théorème suivant décrit la structure topologique des bords des fibres sin~ 

gulières locales. Nous l'énoncerons dans le cas complexes et nous nous contenterons 

de donner des indications sur les modifications à y apporter dans le cas réel. 

Soit f : U C une fonction holomorphe définie sur un voisinage ouvert U de 0 

dans <£n ayant 0 comme singularité isolée. 

Soit une résolution de la singularité 0 de f. D = TT 1 (0) est 

la réunion d'un nombre fini de sous variétés projectives de codimension 1 D ^ , . . , D M . 

f (0) = D M D1 y . . . », D où D est la sous variété de codimension 1 de R. clôture, o v 1 w m o > i 

dans R,de la sous variété f 1 (O) - D de R-D . D Q , D J , . . . , D sont en position géné^ 
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I. KUPKA 

raie.si X désigne l'intersection D Q f\ D et l'intersection DQ/\D^ pour j = 1,2,.. ,m 

alors X est une variété projective réunion des variétés projectives lisses Yi'"** , Y

m 

et les Yj,...,Ym sont en position générale. X est stratifié de la manière explici

tée plus haut. 

THÉORÈME 5 : Si f : (U,0) —5>(<C,0) est une fonction holomorphe définie dans le voi

sinage U de O dans <£n ayant en O une singularité isolée et si M est l'intersection 

de f * (O) avec une sphère S^ * de centre O et de rayon a assez petit, M est une va

riété analytique réelle lisse (d'après Milnor [£9j ) et il existe une structure de 

Clemens complexe (M,u,X) sur M de base X et de projection u. 

Dans le cas où la fonction f est réelle et O est algébriquement isolée on a 

un résultat analogue : une structure de Clemens réelle (M,u,X) remplaçant la struc

ture de Clemens complexe. La base X de la structure s'obtient comme suit : on corn-

plexifie la fonction f. Après résolution des singularités on obteient un X c comme 

précédemment. La conjugaison canonique O laisse l'espace R de la résolution, le 

*>-l 

diviseur exceptionnel D et f (0) invariants. Donc X^ sera invariant par a . On pren

dra pour X l'ensemble des points fixés de a sur X^. 

(2) ESSAI DE JUSTIFICATION DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS. 

THÉORÈME 1 : Soit f = (fj,...,^) le champ de vecteurs polynomial sur IR ayant O 

comme singularité algébriquement isolée et soit i l'indice de O. Désignons par Q 

la R-algèbre finie R jp^ , . . . / idéal (f^...,^) . D'après Eisenbud-Levine [ a ] , 

si I est un élément maximal de l'ensemble des idéaux de Q dont le carré est nul. 

[i| = dimRQ - 2 dimR I. 

-5» 

Il faut donc estimer âim^ Q et dimjR 1 dans le cas ou les composantes de f sont homo

gènes de menie degré d-1. 

Dans ce cas l'idéal engendré par fjf...#f est homogène et donc Q est une al

gèbre graduée Q = © Q. . La partie b) du corollaire du lemme 1 montre que : 

j=0 3 
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1) = 0 si j > n(d-2) , 

2) dirn̂  Q_. = dim^ pour tout j = 0,1, ,m où on pose m = n(d-2) pour 

simplifier, 

3) dimR = Hn(d) Csi m est impair ïïn(d) = 0 et = (o) ) 

2 2 
Soit alors J l'espace (+)m Qj * îl est immédiat que J est un idéal de carré 

^ > 2 

nul. Un tel idéal est contenu dans un idéal I maximal parmi ceux de carré nul. Donc 

dim^I > dirn̂ J. Il résulte de là et de la formule d'Eisenbud-Levine que : 

|i| * dini Q - 2 dini J = dini Q E dim Q. 
IR (R |R . .m i 

1*2 
d'après 2) plus haut. 

De cette inégalité et de 3 , il résulte que 

I i i < dim Q = H (d) . i i *• ~m n 
2 

Pour démontrer les assertions 1-2-3 sur Q,remarquons d'abord que R |£x̂  , . . . 

est un anneau régulier. O étant algébriquement isolé, l'idéal engendré par les f̂ ,... 

f̂ #...,f est de détermination . Comme il est engendré par n éléments et n = la haur-

teur de l'idéal maximal de R j&j , . . . , X n ] J , les flf...,fn forment une 1R j p c ^ , — ' x

n T ] ~ 

suite maximale C [28J appendice 6 théorème 2). 

Plaçons nous alors dans le cadre suivant,un peu plus général que nos besoins 

actuels,mais utile plus tard. Soit A un anneau local noetherien gradué,dont le radi

cal est l'ensemble des éléments de degré positif. Mais on n'exige pas qu'il soit en

gendré par les éléments de degré 1. En particulier,Aq l'ensemble des éléments homo

gènes de degré O est un corps. Soit {u^,...,un} un système de paramètres qui soient 

homogènes et qui forment une A-suite. On peut former le complexe de Koszul 

K(A,u.,...,u ) associé à la suite u,,...,u . Il est acyclique en degrés £ 1 et l n l n 

H (K(A,u ,...,u )) = A/idéal (u. ,u ). On peut énoncer le lemme o 1 n 1 n c 

Lemme 1 : a) Il existe une unique graduation sur K = K(A,u^ ,..... ,un) f qui fait de 

chaque terme de K,un A-module gradué et telle que : 

1) Sur K Q = A la graduation coincide avec la graduation donnée sur A, 
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2) la différentielle de K est homogène de degré O. 

b) Cette graduation ne dépend pas de la A-suite û ,-...fu mais seulement 

des degrés des éléments u.,...,u ; 
1 n 

c) L'anneau quotient O = H (K) = A/idéal (u,,...,u ) est gradué Q = f+S Q. 
o 1 n * j et n 

dimA Q = z <-l)S dimA K 
o J s=0 o , J 

où K . est la composante homogène de degré j du terme K de K. s, j s 

En particulier G^i m

A Qj ne dépend pas de la suite Uj,,..,un mais seulement des 

degrés des u.,...,u . 
1 n 

Preuve : La preuve est à peu près triviale, La preuve de l'unicité de la graduation 

est laissée au lecteur car nous n'en aurons pas besoin. L'existence de cette gradua-
n 

tion se voit comme suit : K(A,u, ,. .. ,u ) = (x) K(A,u.) où K(A,u.) est un complexe 
n jtiA J J 

à 2 termes KQ(A,u_.) = A et K.̂ (A,Uj) = A et la différentielle est 

d : Kj(A,Uj) KQ(A,U_.) , a -* aUj . Sur KQ(A,U_.) on met la graduation induite par 

A , sur K^CA,^) on met la graduation décalée par -ô_. de la graduation de A ,6.. 
étant le degré de u.. Cette graduation sur K (A,u.) satisfait à toutes les conditions 

] n ° 3 

de a. Sur le produit tensoriel sur A , K(A,u_.) on met la graduation produit 

tensoriel. Celle-ci vérifie toutes les conditions de a), b) est une conséquence im

médiate de cette construction. Quand à c) ,il résulte de a), de l'acyclicité en di

mensions £ 1 du complexe de Koszul et des propriétés bien connues de la caractéris

tique d'Euler-Poincaré. 

Ce lemme a plusieurs corollaires. Mentionnons en un qui nous est utile. Soit 

k un corps , f^,...,fn n polynômes de k[x^,...,Xn]tels que O soit une singularité 

algébriquement isolée du morphisme f : k n -* k n , f = (f^,...,^) et que fj,...,fn 

soit quasi homogènes de degrés 6^..., 6 pour un système de poids de la forme 

(—,...,— ) q, ,. . . ,q entiers ̂  1. On gradue alors A = k llx. ;...,X ") lde la manière q1 q n 1 n |t 1 nJJ 

suivante de g X. = — q q^%.q^. Les f^,+**,f sont alors homogènes de degrés 
3 ÇLj n n 

<5̂ q,..., ô̂ q respectivement et d'après l'hypothèse sur ff informent un système de 

paramètres de A. Le théorème de Macaulay montre qu'ils forment aussi une A-suite. 
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Corollaire : a) L'algèbre quotient Q = A/idéal (f 1,..., f n) est graduée Q =(+) Q g . 
s 

Si on fait l'hypothèse simplificatrice que ĵÇj est entier pour tout j , 1 £ j £ n 

alors n 
dim, Q = #{a [a = (a, ,... ,a ) <£ N , 0 £ a . £ 6 .q. , E a ./q. = s/q } 

k s ' 1 1 n j 3 D . - D 3 
3=1 

b) Dans le cas particulier où q̂  = q̂  = ... = q n = 1 , 

Qs - {0 } si 
n 

s > E 6 . -n = m 
j=i 3 

dimkQs = dimk Q m_ s et si m est pair 

n 

dimk = {a|a =(«1,...,an) é. «N
n , 0 $ eu S ô̂ -l = E ou = j } 

ï j = 1 

Preuve : En appliquant le lemme 1 , on voit qu'on peut remplacer fi#...,f par une 
. 1 n 
o .q. 

autre suite ĝ , — ,ĝ  ayant les mêmes propriétés- Prenons g_. = X_.J J . Si 
Q' = A/idéal (gj..,gn) , Q

1 est graduée Q' = (+) Q's et dimk Q s = dimk Q's pour 
s 

tout s (ici A = k) • Or il est trivial de voir qu'une base de Q' comme espace k-

vectoriel est formée de tous les monômes X01 tels que 0 $ a_. £ <S_.q_.-1 pour tout 

j = l,...,n. Comme ces monômes sont homogènes on obtient le résultat a). b) est 

à peu près trivial. Pour voir que dim Q - dim Q , il suffit de remarquer que 
K S K Tn̂ s 

Ot OL ^ 

l'application X -*• X où ou = ô_. - 1 - ou pour tout j = l,,,,,n induit une bi-

jection Q s •+ Qm^s-
Passons maintenant à des résultats plus géométriques. 

THÉORÈME 2 : Soit S^ 1 une sphère de centre O et de rayon e assez petit pour être 

-1 n-1 ^ transverse à f (O) et ne contenir que la singularité Odef. S = V n V où 
e + 

V + = {x|x e S
n _ 1 f (x) * 0 } et \T_ = {x|x e-Ŝ ""1 f (x) £ 0} . Si on désigne par 

v : S^ 1 -* S^ 1 l'application v(x) = £|jgrad fj| ' 1,indice en 0 du gradient de f 

est le degré de l'application v , S^ * étant convenablement orientée. 

Pour calculer le degré de v, il suffit de remarquer que 1 + (-l)n"**deg v = 

= Lef (v) où Lef (v) est le nombre de Lefschetz de v. Il nous faut donc étudier les 

points fixés de v. Si x £ S^ 1 est un tel point, alors (Euler) 

f(x) = <grad f(x),x > = e |)x|j2 ||grad f(x)}/ > 0 . Donc tous les points fixés de v 
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appartiennent à l'intérieur de V + . On va montrer que Lef (v)=E (V+). Pour cela , on 

va déformer v en une application de V + en V+% Considérons la famille à un paramètre 

bien connue vfc : ̂  - S^"1 , 0 * t g 1 . vt(x) -ejg^j*
 +

+ ggj-, . Elle est 
A. 

bien définie car si elle ne l'était pas, il y aurait un x 6. V + tel que v(x) = -x. 
2 

Mais alors (Euler) f (x) = <grad f (x) ,x> = - e |jx\t grad f (x) < 0. x serait 

dans l'intérieur de V ce qui contredit x £L V . 
A, A 

Il existe un t > 0 tel que si 0 < t £ t , v (V ) C V . Admettons ceci 
o o t + + 

pour un instant . L'expression de vfc montre que vfc et v = ont les mêmes points 

fixés pour tout t. Comme v̂  = v , et que l'indice d'un point fixe est invariant par 

déformation, les indices de v et vfc aux points fixes sont les mêmes. 
A 

Comme tous les points fixes de v et donc de vfc sont contenus dans V + , la somme des 

indices des points fixes de v est égale au nombre de Lefschetz de v^ considérée 

comme application de V + en lui-même, ceci pour 0 £ t £ t % Comme V q = Id r ce nombre 

est E(V+). Par conséquent deg v = (-1 ) n(1 -Lef (v) ) = (-1 ) n (1 -Lef (vfc) ) = (-1 )
n (1-E (V+) ). 

Pour voir l'existence de tQ, remarquons d'abord que V + est une variété com-

pacte à bord,de bord l'intersection Z = f (0) ̂  S £ . Désignons pour tout x e Z y 

par V(x) le vecteur normal unitaire à Z pointant dans l'intérieur de V + et tangent 

n-1 -1 n-1 
à S . Comme f (0) est transverse à S , pour tout x e. Z,grad f (x) n'est pas nor-

e e 

mal à S n et sa projection sur T (Sn~ ) est X v(x) où X est un scalaire positif 
£ X £ 

puisque f est positif sur V. Donc <grad f(x), v(x)> >0 pour tout x & Z. Il résulte 

de là que<vt(x), i/(x)>>0 pour tout x e Z et tout té £o,l] . Comme V q est l'identité, 

pour tout x € Z } <vfc(x) - V Q(X) , v(x)> >0 . Il résulte de là quey pour t assez petit^ 
A A 

v f c(Z)0 V +. L'existence de t Q s'ensuit puisque pour t petit, vfc est voisin de V Q . 
En considérant l'application w : S^ 1 1 , w(x) = - v(x) ,un raisonnement 

analogue à celui qui vient d'être fait montre que les points fixés de w sont tous 

A. N A. 

contenus dans l'intérieur de V__ et que deg w = (-1) (1- E(V_)) . De plus, vu la 

relation entre v et w f deg w = (-l)n deg v. 

i -A A. ^ A A A A n-1 
Puisque ST = V + ^ , Z = V + n V_ , E(V+)+E(Vj = E (Z) + ECS

1 )• Soit 
alors i l'indice du gradient de f en O. Si n est pair, deg v = deg w et i = deg v = 
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= deg w = -|(deg v + deg w)= 1 - ^E$) , puisque E (Ŝ ~* ) = 0 . Si n est impair puis-

^ N A n—1 
que la dimension de Z est n-2 elle est impaire, E(Z) = 0, E(S£ ) = 2 . Donc 

y\ ^ 1 1 A -A 

E(V+) + E(V ) = Z . Dans ce cas deg w = - deg v. i = -^(deg v - deg w) =2*(E (V+) -E (Vj ) . 
n-1 -1 A ^ 

Si ir : S £ •> PR(n-l) est la projection canonique, ÏÏ (Z) = Z . Z est un 

«\ 
revêtement à deux feuillets de Z et donc E(Z) = 2 E(Z). Donc si n est pair , 

i = 1 - E(Z). Si n est impair ,mais d pair, TT"1 (V +) = \T , ÏÏ^CVJ = .V+(resp.Vj 

A ^ 

est donc un revêtement à deux feuillets de V + (resp. V_) : E(V+) = 2 E (V+) et 

i = E(V )' - E(VJ . 
Passons maintenant à la preuve du théorème 3. 

THÉORÈME 3 : Soit f : U IR une fonction analytique définie dans un voisinage ouvert 

2 

U de O dans |R , ayant en O une singularité algébriquement isolée. Dans le cas très 

particulier où f est un polynôme homogènê le théorème 3 est une conséquence immédiate 

du théorème 2. Dans le cas général, on peut donner une preuve géométrique très élé

mentaire du théorème 3. Nous allons en donner une preuve qui sera plus semblable à 

celle utilisée pour démontrer le théorème 2. 

On peut supposer que O est la seule singularité de f dans U et que U est un 

disque de centre O. Si U* = U - {0} , on définit une application analytique 

n 2 il x \\ 
v : U •+ IR de la manière suivante v(x) = T;̂ J - . srr grad f (x) . v transforme tout 

Hgrad f 

cercle S de centre O contenu dans U en lui-même. On peut donc définir le degré , 

deg(v,S) , et le nombre de Lefschetz , Lef(v,S), de la restriction de v à S. Comme 

précédemment deg (v,S) = 1 - Lef (v,S). Si i est l'indice du gradient de f en O , 

i = deg(v,S) pour tout S. Pour calculer i , il suffit d'évaluer Lef(v,S) pour un S 

convenable. 
Remarquons d'abord que les points fixés de v[s ne sont autres que les extremas z 

de la restriction de f à S où <grad f(z),z > > 0 (< > = produit scalaire euclidien 

2 

dans R ). Supposons alors qu'on puisse choisir des cercles S d U de centre O et de 

rayon arbitrairement petit tels que les extremas de f[s soient non dégénérés et que 

S coupe f 1 (0) transversalement. Les points fixes de v[s sont alors non dégénérés 

et l'indice d'un tel point est —1 ousuivant qu'il est un minimum ou un maximum 
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de f J S. Donc Lef (v. S)- —(m+ - M+joû m + (resp. M_) est le nombre de minimas (resp. 

máximas) z tels que <grad f(z),z> > 0. On a i = 1 + m + - M + . 

Si on prend des cercles S satisfaisant aux deux conditions du paragraphe pré

cédant et de rayon assez petit , alors tous les points de f 1 (0) f] S seront situés 

sur des branches passant par O. Si a £f 1 (0) ^ S, fjs change de signe en a car, 

dans le cas contraire, comme f * (0) est transverse à S, la branche de f * (0) passant 

par a serait multiple et O ne serait pas une singularité isolée. L'ensemble 

f (0) f\ S contient un nombre pair de pointe qu'on numérotera dans un ordre cyclique 

sur S , a^,a^,... de telle manière que f|s est > 0 (resp. < 0) sur l'arc 

a_.a_, + 1 si j est impair (resp. pair). Si z est un extremum de fis, et si f(z) > 0 

(resp. < 0) alors f > f (z) du coté de la courbe de niveau f = f (z) qui ne rencontre 

pas l'intérieur du cercle S au voisinage de z (resp. qui rencontre l'intérieur du 

cercle au voisinage de z). En conséquence <grad f(z), z> > 0 si et seulement si 

f(2) > 0. 

Donc m+ (resp. M ) est le nombre de minimas (resp„ máximas) situé sur les 

arcs a .a. . avec j impair. Sur un arc e^a^. .:nombre des minimas de fia. a. . - nombre 

des máximas de fia. a. , = — signe de fia. a. , . Il résulte de là que m - M, = —k 
1 J 3+1 1 3 3 + 1 + + 

et donc i = 1 - k. Mais chaque branche de f *(0) passant par O rencontres en deux 

points. Donc k est le nombre de branches de f *(0) passant par 0. 

Si E est l'ensemble des points à coordonnées entières situer sur le polygone 

de Newton de f et m son cardinal, E divise le polygone de Newton en m-1 segments 

compacts et deux demi-droites. A chaque segment compact correspond au plus une bran

che réelle passant par 0. Donc k-1 ̂  m-2. Mais m-2 est exactement le nombre de points 

à coordonnées entières situés dans l'intérieur de la partie compacte du polygone de 

Newton. 

Pour achever la démonstration, il faut encore montrer qu'on peut choisir des 

cercles S de centre O et de rayon arbitrairement petit tels que les extremas de f[s 

soient non dégénérés et que f 1 (0) soit transverse à S . Comme O est algébriquement 

isolé en faisant un changement linéaire de coordonnées préalable, on peut supposer 

éventuellement vide (alors k = O et le raisonnement fait plus bas 
s'applique) 
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3f 3 f 

que le germe en 0 de la complexifiée de la fonction g : (x,y) -* -y — + x — n'a pas 

de facteur multiple s'annulant en 0. En restreignant U au besoin on pourra supposer 

que la courbe g~*(0) n'a pas de branche multiple dans U et la fibre singulière f * (0) 

non plus. De plus on pourra, en diminuant U au besoin, supposer que g *(0) n'a pas 

de composante qui soit un cercle centré à l'origine contenu dans U. Un point z e U 

sera un point fixé dégénéré de v|s où S est le cercle de centre O passant par Z si 
2 

8 f 3 f 3 f et seulement si il appartient à l'ensemble E ={p|pÊ.U rr-(p)=—r-(p)=0, r—(p) > o}, où 36 a e 2 3r 

(r,0) sont les coordonnées polaires en O. Si E n'est pas discret ; d'après le lemme 

de l'arc (voir lemme 2.5 C ^ ? ] ) , E contiendrait un arc analytique C. Comme C ne peut 

pas être un arc de cercle centré en 0, C c. g'"1 C0) et g est singulière le long de C 

Cnoter que = 0^ 0 ) . Ceci contredirait les choix faits plus haut. D'après Milnor 
do Z. Z 

Y -1 _ 
tout cercle assez petit centré en 0 est transverse à f (0). comme est discret , 
ceci achève la démonstration . 

Corollaire du théorème 4 ; Soit (r,r) le point du polygone de Newton de f situé sur 

la bissectrice principale et soit E + (resp. E_) l'ensemble des points à coordonnées 

entières situés dans l'intérieur de la partie compacte du polygone de Newton et au 

dessus (resp. au dessous) de la bissectrice principale. La projection de E + (resp. 

E ) sur l'axe des x (resp. des y) est injective et son image est situé dans l'en

semble des points { (i,0) | O < i £ r} (resp. (0,i) | 0 < i £ r} ). Donc 

m-2 = card E + + card E_ £ 2r. 

Les monômes x*ŷ  tels que O £ i,j £ r-1 sont certainement linéairement indé-

3f 3f 

pendants modulo l'idéal engendré par — et — . Ces monômes sont en nombre plus grand 

ou égal à |r |2 où |r | est la partie entière de r. Le corollaire résulte de là et de 

l'inégalité m-r-1 ̂  2r . 
Passons maintenant aux relations entre les indices et les nombres de Hodge* 

THÉORÈME 4 : Dans son travail Otty], Steenbrink a mis une structure de Hodge mixte 

sur la variété de niveau locale de f variété qui coïncide essentiellement avec la 

variété qu'il désigne par dans le travail cité. Il démontre dans le paragraphe 

3.12 loco citato que cette structure de Hodge coïncide avec la structure de Hodge 
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mixte canonique sur 1'hypersurface affine lisse V = {z|z € C n f(Z) =1} qui est 

la fibre générique de f. Cette structure, est décrite à son tour dans le théorème 1 

du travail de Steenbrink ĵ âjcomme suit. 

D'après Milnor,V n'a de 1'homologie qu'en dimension n-1. On définit une appli-

cation linéaire Cp de l'algèbre des polynômes (C [Z^ ,... ,ZnJ dans H (V,C) de la ma

nière suivante : si P est un polynôme homogène de degré q 

4f(p) = res ( —г, 
(f-l) U ( q ) 

dz 1 A... Adz n ) 

où u (q) est la partie entière de - -̂ j—* (rappelons que d est le degré du polynôme 

homogène f) et l'application résidu, res, de l'espace ^n(Cn-V) des formes homomorphes 

de degré n sur <Cn-V dans H n 1 (V;<C) est classique (voir par exemple le travail de 

Grif f ithsjj.0̂ . Griffiths démontre que tp'passe au quotient Q de CĴ Ẑ  ,.,., J par 

l'idéal engendré par jr§— /.*,fr-^— et cette application Lp : Q -> Hn~* (V;C) est un 
°Z„ d Z 1 

1 n 
isomorphisme d'espaces vectoriels. 

Dans la filtration par poids W de H11"1 (V;(E) , le gradué associé 

gr W H n * (V;(E) n'a que deux niveaux n-1 et n : gr W H n * (V;(C) = 0 si j ̂  n-1, n. 

F W n-1 

Si gr^ grp+q H CV;<C) désigne la partie homogène de degré Cp,p+q) du bigradué 

associé aux filtrations par poids W et de Hodge F de H1""1 CV?Œ) alors, toujours 

d'après Steenbrink : 

(D 
F W n-1 , 

g r p g V q H C V ? ( C ) = 

© 4>(Qr) 
pd-n < r < (p+1 )d-n' 

j(Qpd-n) 

O 

si p+q = n-1 

si p+q = n 

autrement 

où est la partie homogène de degré r de l'algèbre graduée 

^ = cL zl z J / i d é a l # f£>-
1 n 

Pour calculer les nombres de Hodge h p' q = dini grF gr W H n (V;C) , il suffit 
<T p p+q 

donc de calculer les dimensions des Q r. Ceci est possible grâce au lemme 1 et son 

corollaire qui nous disent que dim̂  Q r ne dépend pas de f mais seulement de son 

degré d. Pour déterminer dirn̂  Q r , il suffit de prendre un polynôme commode à savoir 
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n d Z x 
j=l 3 

Dans ce cas dim Q = {a I a €. |Nn 0 < a. £ d-2 
C r 1 j 

n 
I 
j=l 

= r} » On en déduit : 

h P' q = 

# {a| a e N n 

#{a| a e <Nn 

0 

0 * ou £ d-2 

0 $ a_. $ d-2 

autrement. 

pd < |ot|+n < (p+l)d} si p+q=n-l 

|a|+n = pd} si p+q = n 

En particulier si n est pair , on peut prendre p = q = ̂  . 

n_ n_ 
2'2 
n = 

{a |a éiNn 0 $ a.. £ d-2 
|a|=n(d-2)/2={B| B c Nn 

i s 63 S d-1, |B|= f - } 
n n 

n = n (d). 
n 

Si n est impair on se ramène au cas n pair par l'artifice suivant : on ajoute 

2 

une variable à f et on considère le polynôme g( z

Q, — r z

n)
 = z

0

 + f (Zj,...,zn) . 

g n'est plus homogène mais quasi homogène de poids (̂  ,. ..,g-) . Les résultats de 

Steenbrink s'appliquent à ce cas et donnent 

hp'* = 

E{dimŒQr|. p < 
г 
2d" 

+n/d • i < P+l} si p+q = n 

dinr Q C *a 
_ ,n _n „ „n—1 a*2pd -d -2nd si p+q = n+1 

0 autrement. 

Rappelons ici que les ZQ,Z^,—fZfl ont été affectés des degrés d n , 2dn~1,....,2dn 1 

respectivement,dans le lemme 1 et son corollaire. En particulier si n est impair 

on peut prendre p = q = et le corollaire du lemme 1 montre que (ici ô_. = 1 - ^ 

si j ï 1 « o = \ ) : 

n+1 n+1 
2 ' 2 

h = #{a|a£ (Nn+1 a= (a^o^ ,... ,an) , a Q = 0 , 0 ̂  £ d-1 si j £ 1, 

[a[ + n = d(p - -j)} n+1 n+1 
2 ' 2 

ïi = n (d) . 
n 

Nous pouvons maintenant passer à la conjecture d'Arnold et donner quelques 

explications là dessus. On utilisera les notations de la preuve du théorème 4. 

L'action de la monodromie sur la cohomologie de V est particulièrement facile à dé

terminer du fait que f est homogène. S^.g 9 ^ [ P ' O e^^é. c * est le lacet 

canonique de C*. Par homogénéité, f (e d Z) = e^^f (z) .La famille à un paramètre 
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0 «В 0' 1 0 d e transformations To=f-1(1)->f-1(e2nio), Z e 
2Tri0 
d Z est donc un 

relèvement de y dans le fibre (C - f-1(0) ,f,<C*). T x : f
_1(l) -* f"1*!) induit un 

générateur de la monodromie T* : H*(V,<S) -* H*(V,C) . 

De la définition de l'application résidu dans Griffiths [/¿0, il résulte sans 

peine que T* о res = res от où т est 1'application sur les formes différentielles 
de <cn-V induite par le difféomorphisme Z -> e ̂  Z de Œn-V en lui-même. Si 

Pc c(zif...fZn3 est un polynôme homogène de degré g et = P^ ̂  dZ^ K. . - A
D Z

N 

la forme holomorphe sur C n - V associée alors il est trivial de voir que 27Г1 (q+n) 2TTitq+n) 
таз = e d ш . Il résulte de là que T* (ш ) = e d со ) . Les formules p p 1 ^ p Y p 
(I) de la démonstration du théorème 4 montrent que l'espace vectoriel 
grF gr W .Hn_1(V,Ç) est stable par T* et T* = e 2 ï ï i p Identité. En particulier si n 
p p+q 1 1 

est pairie t sj. g = q = ̂  , gr^ grJJ Н П 1 (V,Œ) est fixé ponctuellement par T* . 

2*'2* 2"'2" 2" 

Donc h = hi % C e c i prouve la conjecture 1 pour les polynômes homogènes et expli

que le pourquoi de la conjecture. On peut étendre, sans difficultés, la démonstration 

faite ci-dessus aux polynômes quasi homogènes. 

Dans son article, Arnold mentionne des démonstrations des conjectures 1 et 2 

dans d'autres cas d'ailleurs très partiels, il présente aussi plusieurs "ansâtze" de 

démonstration de ces conjectures qui paraissent très intéressantes. Malheureusement 

faut de temps nous ne pourrons nous étendre là-dessus. 

Structure de Clemens et théorème 5 : Nous nous bornerons à discuter le cas complexe 

Le cas réel s'en déduit, essentiellement en complexifiant et en prenant les points 

fixés de la conjugaison. 

Arnold ne donne aucune indication sur la démonstration du théorème 5. La dé

monstration que nous allons esquisser utilise le théorème du h-cobordisme et n'est 

valable que si le nombre de variables n de f est supérieur ou égal à 4 » Il est pos

sible qu'une démonstration directe existe. 

Soit donc f : U <C une fonction holomorphe sur un voisinage U de O dans £ n 

ayant en O une singularité isolée. Comme on l'a vu dans la partie (O), le théorème 
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de résolution des singularités nous dit qu'il existe un espace analytique R, un 

morphisme ÏÏ de R sur U et une fonction holomorphe f :R -> C tels que : 1) f=f o ïï, 

2) TT (0) est la réunion d'un nombre fini de variétés projectives lisses de codimen-

-1 -1 *>-l 

sion 1, D^,D2,...,D , 3) TT (f (O) ) = f (O) = ^ ^ ...^D^ où D q est une va

riété lisse de codimension 1. C'est la clôture de f^ CO) - {0}= ÏÏ"1 (f^1 (o)) - (0> 

dans R. 4) Les variétés D Q, f...rD sont en position générale. 
5) L'espace D muni du morphisme restriction de ira D est une résolution des singula-

o o 
-1 

rites de l'espace analytique réduit porté par f (O).Le diviseur exceptionnel C de 

cette résolution est la réunion C^jC^ . .vJĈ  où C_.est la variété projective lisse in

tersection de D et D .. 

° 3 

r r 

6) ÏÏ restreint à R - [I D. est un isomorphisme de R - \ ] D. sur U - (o) . Une légère extension du théorème 4.1 de Clemens ( ù 5 3 ) affirme qu'il existe un 
r 
. 00 

voisinage W de C = [J C^ dans D q et une métrique riemannienne C sur W tels que : 

r 3 - 1 

1) W = i) W. f W. est un ouvert de D et porte une structure de voisinage 
j=l 3 J ° 

tubulaire normal de C. de projection C , TT . : w. C . où W. est la fermeture de W... 
D D D 3 3 J 

2) Pour tout ensemble I C. (l,2,...,r} tel que C £ 0 , l'ensemble 

ouvert W = ' » W. porte une structure de voisinage tubulaire normal de la variété 
1 Jei 3 

lisse de projection C ïïj : Wj Cj * Wj fermeture de Wj-3) Si Je I c (l,2,...,r} , ÏÏ o ÏÏ = n sur WT . 

4) Si 1 $ j £ r et si pj : W_. —* IR+ désigne la fonction distance à C_. , alors 

pour tout (j,k) , l < j , k * r , j ^ k , les variétés de niveau de p.. rencontrent 

celles de p^ orthogonalement. 

Soit p: W •> R + la fonction p Cz) = min (p.. (z) | tout j tel que z^W^K 

Pour tout e > 0 assez petit f O- < e < e , l'ensemble W(e) = p ̂ ([0fe[) est un voi

sinage ouvert de C. C'est une variété "à coins" (voir Douadyt'-fj) dont le bord est la 

variété de niveau T(e) = p " 1 ^ ) . Nous allons faire un lissage de p, W(e) et T(e) 

Pour celatconstruisons un champ de vecteurs Z transverse à p . Ceci a un sens car 
OO OO R 

p est C par morceaux. Soit a: iiR -+ R une fonction C positive sur [0, + ° ° L a support 

compact telle que : 1) 0 ̂  1«(t)[ j [t[ pour tout t ; 2) a (t) = t dans un voisinage 
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de O. Pour tout j 1 £ j £ r désignons par r.. : R IR+ la fonction égale à a o p.. 

sur w_. et O à l'extérieur de W/. Si on a choisi le support de a assez petit , toutes 

les fonctions r, seront C sur R - C.. On définit alors un champ Z sur R ainsi : 
r J 3 

00 
Z(x) = - E r. (x) gradient p . (x) . Z est C et nul sur C. La condition 4 ci-dessus 

j=l 3 3 

implique qu'il existe un ̂  > O tel que : 

tz 
1) Pour tout e O < e < eQ et tout t * O , e (W(e) ) ̂  W(s.) . 

2) Z est transverse aux fonctions p.. et donc à p sur W(eQ) . 

3) Pour tout j , pj décroit sur les trajectoires de Z dans W(eQ). 

4) Si en un x W(e ) , p . (x) = p (x) pour un couple j,k alors p. = p sur tout la 
0 3 k j K 

trajectoire de Z dans W(C q) passant par x. Ceci résulte de la condition 4) sur W 

ci-dessus» 
tZ 

5) Pour tout x €. W(e ) , lim e (x) existe et appartient à C Si q : W(e ) •> C 
° * + tz ° 

désigne l'application x lim e (x) , alors pour tout sous ensemble I C {1,2,..,r} 
r\ t^ +°° . -1 

tel que C = f I C. ̂  0 , la restriction q|q (Ĉ ) -+ est une immersion C . 
jcl 1 

En utilisant le fait que Z est transverse à p sur W(G q) on peut construire 

une fonction tapissante de p au sens de Thom JX$Jjc ' est à dire une fonction continue 
00 o 

lç> : W(eQ) •+ lR+̂ nulle sur C , C sur W(eQ) - Ĉ et qui soit C proche de p * partout̂  
00 

C proche dep sauf au voisinage de l'ensemble de discontinuité de p, ensemble qui 

d'après la condition 4) sur Z est invariant par Z. Enfin Z sera transverse à£p et £p 

décroîtra sur les trajectoires de Z dans W(eQ). 

De cette construction, il résulte que si e < e , la variété lisse à bord 
o 

LW(e) = (|jO,e[) sera un lissage de W(e) (on "arrondit" les coins) et le bord 

LT (e) = J lp" 1 ^) de LW(e) sera un lissage du bord T(e) de W(&) . Z sera transverse 

aux variétés LT (e) pour tout e, O < e < e Q et pour tout t > O et tout e , 

tZ 

0 < e < Gq , e (LW(e)) ci LW(e). Les trajectoires de Z permettent donc de définir 

deux retractions par déformation : l'une de LW(e) sur C et l'autre de LW(£) - C sur 

LT(e)ceci pour tout e, O < e < e^. 

Il est maintenant facile de voir que la restriction de q à LT(e) définit , 

pour tout e , O < e < e Q , une structure de Clemens sur LT (e) de base C. Pour en 
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construire une sur le bord de la fibre singulière de f, il suffira de montrer que 

celui-ci est difféomorphe à LT(e) pour un e convenable. Soit a > O un nombre assez 

petit pour que : 

1) la sphère S (a) C ^ n de centre O et de rayon â  coupe f (O) transversalement ; 

2) O est l'unique singularité de f dans la boule fermée B(a) de centre O et de 

rayon a ; 

—1 —1 2 

3) La restriction à f"" (O) 0 B(a) de la fonction d : x £ f ~ (O) ||x|| ë IR n'a pas 

de point singulier autre que O. Si M = f * (O) ̂  S (a) , pour démontrer le théorème 5 

il suffit de démontrer que M et LT Ce) sont difféomorphes* Soient N » ÏÏ""1 CM) f 

V = T" 1 (f_1 (O) n B(a) ) j V q = V - C = ir"
1 (f"1 (o) p B(a) - {o>) . TT applique N et V Q 

dif féomorphiquement sur M etCf * (O) p B(a) - (ol).On va démontrer que N et LT (e) sont 

d i f f éomorphe s. 

Pour cela on choisit d'abord un e , O < e < eQ , assez petit pour que 

LW(e) c intérieur V. Si VCe) = V LWCe) , V Ce) est une variété lisse à. bord réunion 

de N et de LT (e) . On va appliquer le théorème du h-r-cobordisme au triple CV Ce) #NfLT Ce) ) 

Pour cela il faut deux conditions : 

1) dim V(£) ̂ 6 ; cela implique que n ̂  4 ? 

2) N , LT(e) et V(e) doivent être simplement connexes* 

D'après Milnor (£^3), M et donc N sont simplement connexes. A cause de la 

condition 2) sur a , ci-dessus, les lignes de gradient de la fonction d = d o ÏÏ 

permettent de définir une rétraction par déformation de V Q sur N. Donc V q est sim

plement connexe. Je dis que si on montre que LW(e) - C est simplement connexe alors 

LT(e) et V(e) sont simplement connexes.En effet , les trajectoires de Z permettent 

de définir une rétraction par déformation de LWCe) - C sur LT Ce). Donc LT Ce) est 

simplement connexe. Il est clair que VCe) est connexe. Comme V Q = VCe) \j(XMle)-C), 

LT (e) = V(e) (LW(e) - C) et que V q , LT (e) et LW(e) - C sont simplement connexes 

Van Kampen montre qu'il en est de même de V(e). 

Pour montrer que LW(e) - C est simplement connexe, il est d'abord clair qu'il 

est connexe. Soit G le champ-gradientSd sur V , relèvement par ÏÏ du champ-gradient de 

-1 ° t o G 

d sur f (0)«I1 existe un t Q > O assez grand pour que e (VQ) CL Intérieur de LW(e)-C. 
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t l Z t o G 

Ensuite il existe un ̂  > O assez grand pour que e (LW(e) - C) c* e (V ) . Prenons 
tjZ 

alors un point de base z e (LW(e) - C) et soit v : (Ŝ ,l) (LW(e) - C,z ) un 
o o 

lacet. Par une déformation le long des trajectoires de Z, on peut déformer y en 
i v n 

un lacet y„ : (S,l) -> (e (LW(e) - C) , z ) en laissant z fixe. (S est le cercle 1 o o 

unité dans (f) , y et ŷ  ont même classe d'homotopie dans TT̂  (LW(e) - C, ZQ) . Puisque 

ïïl ̂ Vo ' Zo^ = ' ̂ 1 Possode une extension ŷ  : A •> V Q où A est le disque unitaire 
de (C. En utilisant une déformation le long des trajectoires du champ G , on peut 

t G ^ 1 
déformer ŷ  en une application y 2 : A •> e (Vq) en laissant ŷ  [ S fixe. Donc y 2 

est une extension de ŷ  au disque A . Comme Y2(A) ̂-
 L W( e) - C , ŷ  et donc y sont 

homoJbopes à zéro. 
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