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PREMIERE CLASSE DE CHERN ET COURBURE DE RICCI :
PREUVE DE LA CONJECTURE DE CALABI

Séminaire Palaiseau Printemps 1978

AVANT-PROPOS

Ces notes rendent compte d'une fagon détaillée d'un séminaire
sur la preuve de la conjecture de Calabi qui s'est tenu & Palaiseau au
Centre de Mathématiques de 1'Ecole Polytechnique (Laboratoire associé au
C. N. R. S. n° 169) de Mars a Juin 1978.

En 1954, dans [3]E. Calabi a écrit

"ot M' be a closed, n-dimenstional complex manifold. We assume that M
admits at least one Kdhler metric L its associated closed exterior
form w = \/Ti .5 az*A dEB determines a real cohomology class, called
the principal class of the metric. Consider the space( of all infinitely
differentiable Kihler metrics in M' with the same principal class ; the
topology of Q <s defined by the Lz—topology of the tensorial compon.ents
of metries in Q in compact subregions of coordinate domains. If

Ra 18 the Riccil tensor of any metric in Q , then the Ricetl form

\/-:‘E ROLB az* A dEB s closed and its cohomology class is 2ncy (the first
Chern class of M).

THEOREM 1.- Given in M’ any real, closed infinitely differentiable exterior
formT of type (1,1) and cohomologous to 2c1 s there exists exactly one

Kidhler metric in Q whose Ricel form equals T ."

A cela fait suite un plan de démonstration. Un an plus tard,
E. Calabi a ajouté dans (47 :

"While the proof of this result is not complete, we feel justified in
assuming the truth of the statement for several concurrent intuitive
reasons. This...gap...makes the result...depend on the conjecture that

a compact Kihler manifold admits a Kihler metric with any assigned, posi-

tive differentiable volume element."




La traduction analytique de la conjecture est une équation de
Monge-Ampére complexe, équation elliptique non linéaire. I1 me semble
important de souligner que 1'équation porte sur une fonction, & savoir
le potentiel par rapport & la métrique kdhlérienne donnée de la métri-
que kdhlérienne cherchée. Par contraste 1'étude plus générale, dans le
cadre de la géométrie riemannienne, de 1'application qui, a un deux-
tenseur métrique, associe son deux-tenseur de Ricci est beaucoup plus
difficile car i1 s'agit alors de résoudre une équation portant sur des

champs de deux-tenseurs.

La solution de cette conjecture, obtenue en 1976 par S. T. Yau,
pose a nouveau le probléme de la place de la géométrie kdhlérienne en
géométrie. Pour certains ce ne serait pas une théorie a part entiére, mais
seulement un hybride de la théorie des variétés complexes et de la
géométrie riemannienne. Pour d'autres, les méthodes transcendantes telles
qu'elles se sont développées dans le cadre de la géométrie kdahlérienne
depuis Hodge restent des méthodes privilégiées pour attaquer la géométrie
analytique. I1 faut bien dire que la preuve de la conjecture de Calabi
apporte des arguments aux seconds, puisque les contraintes globales sur
la courbure de Ricci d'une métrique kdhlérienne se limitent & la condition
cohomologique d'étre un multiple de la premiére classe de Chern ; c'est
un grand pas dans la compréhension de la géométrie différentielle des
variétés kdhlériennes compactes.

Cette conjecture a intéressé de nombreux analystes et géométres
différentiels. Pourtant, & part les résultats initialement obtenus par
E. Calabi dans [4] (résolution au voisinage d'une forme de Ricci d'une
métrique kdhlérienne et unicité a classe de Kdhler fixée) repris par
T. Ochiai en 1974, i1 a fallu attendre 1967 pour que T. Aubin établisse
dans [17 un cas particulier de la conjecture en supposant de plus que la
courbure bisectionnelle holomorphe est positive ou nulle. Ce résultat
n'était pas vraiment déterminant pour la conjecture (on pense en effet,
et on sait en petites dimensions, que 1'espace projectif complexe est la
seule variété kdhlérienne a courbure bisectionnelle holomorphe positive),
mais certaines estimées &tablies dans [ 1] ont servi par la suite a T. Aubin
pour la preuve qu'il a donnée au printemps 1976 d'une conjecture voisine
relative & 1'existence de métriques de Kdhler-Einstein (voir[ 2] et exposé

n° V pour des détails). C'est dans 1'automne 1976 que S. T. Yau a prouvé la



conjecture de Calabi : il a proposé deux démonstrations, dont la plus
directe ne s'applique qu'd la dimension complexe deux, utilisant des idées
tout 3 fait nouvelles pour 1'estimée uniforme de la fonction solution
(voir [7] ). I1 prouve aussi la conjecture voisine par des estimées
analogues a celles de T. Aubin, ainsi que le cas beaucoup plus délicat

ol la métrique peut &tre modérément dégénérée ou singuliére. La preuve
donnée dans 1'exposé n® VII, qui généralise aux dimensions supérieures
1'argument le plus direct de S. T. Yau déja simplifié par J. Kazdan, a

été batie & partir d'un lemme énoncé par T. Aubin en Novembre 1977

(Te lecteur curieux consultera 1'article de T. Aubin "Equations du type

de Monge-Ampére sur les variétés kdhlériennes compactes" Bull. Sci. Math.
102 (1978) 63-95 en méme temps que 1'historique détaillé de J. Kazdan dans

£51).

Les exposés se sont efforcés d'étre accessibles & un auditoire
comprenant a la fois des analystes et des géométres : ainsi sont repris
les outils de base de 1'analyse non linéaire que sont les estimées de
Schauder aussi bien que les fondements de la géométrie kdhlérienne. Par
contre nous n'avons pas eu le temps (trahis que nous fimes par un calen-
drier & trous) de traiter des applications de la conjecture : il semble
d'ailleurs que celles-ci n'aient été encore qu'entrevues.

Dans ces notes, sauf en ce qui concerne 1'estimée uniforme reprise
de la présentation orale de 1'exposé 507 du séminaire Bourbaki, nous sui-
vons la preuve donnée par S. T. Yau dans [ 7] en nous efforgant seulement
de Ta rendre plus intrinséque . Si 1'estimée uniforme apparait maintenant
satisfaisante (bien que de nature non géométrique), i1 n'en est pas de
méme des estimées sur les dérivées secondes et troisiémes, pour lesquelles
des démonstrations plus géométriques sont encore a trouver. Les estimées
du deuxiéme ordre sont en fait des estimées uniformes sur la vraie inconnue,
a savoir la forme de Kahler. De ce point de vue la méthode de continuité
qu'utilise S. T. Yau ne donne aucune indication sur la fagon de trouver
ces estimées, pas plus d'ailleurs que la méthode directe du calcul des
variations utilisée par T. Aubin car la fonctionnelle qu'il utilise ne
contient pas d'information géométrique. Pour des extensions a des variétés
non compactes et aussi pour avoir une construction de 1a solution, il serait
sirement utile d'avoir une "meilleure" preuve. Nous n'y sommes pas parvenus
dans le cadre de ce séminaire.



Les exposés sont présentés dans 1'ordre chronologique ; les
quatre premiers sont consacrés & des rappels soit d'analyse (exposés
n® I et II), soit de géométrie kdhlérienne (exposés n° III et IV). Le
Tecteur pressé de contempler la conjecture doit donc se reporter d'emblée
aux exposés n° V et VI, ol la mise en équation et les résultats sont
présentés. Les estimées nécessaires & la preuve de 1'existence sont établies
dans les exposés n° VII, VIII et XI. Les autres exposés contiennent des
compléments soit sur la conjecture voisine (exposé n° X), soit sur des
développements récents (exposés n° IX et XII).

La bibliographie essentielle est 1a suivante

[1] T. AUBIN, Métriques riemanniennes et courbure, J. Diff. Geom., 4
(1970), 383-424.

[2] T. AUBIN, Equations du type de Monge-Ampére sur les variétés kdhlériennes
compactes, C. R. Acad. Sei. Paris, 283 (1976), 119-121.

[3] E. CALABI, The space of Kihler metrics, Proc. Internat. Congress Math.
Amsterdam, Vol. 2 (1954), 206-207.

[4] E. CALABI, On Kdhler manifolds with vanishing canonical class, Algebraic
geometry and topology, A symposium in honor of Lefschetz, Princeton Univ.
Press (1955), 78-89.

[5] J. KAZDAN, A remark on the preceding paper of Yau, Comm. Pure and Appl.
Math. XXXI (1978), 413-414.

[6] S. T. YAU, On Calabi's conjecture and some new results in algebraic
geometry, Proc. Nat. Acad. U. S. A. 74 (1977), 1798-1799.

{77 S. T. YAU, On the Ricei curvature of a compact Kihler manifold and the
complex Monge-Ampére equation I, Comm. Pure and Appl. Math. XXXI (1978),
339-411.

Pour une vue d'ensemble du sujet, on peut aussi consulter 1'exposé
n® 507 du Séminaire Bourbaki. Notons enfin que notre bibliographie ne com-
prend pas de livres d'introduction aux variétés kdhlériennes ou a 1'analyse
pour lesquels nous renvoyons aux bibliographies particuliéres des exposés
n® I, IT et III.

Les exposés qui suivent ne contenant pas d'applications de la
conjecture , je ne peux pas clore cette introduction sans en mentionner
deux parmi les plus frappantes, espérant ainsi convaincre le lecteur de
1'intérét du sujet de ce séminaire



-"toute variété kdhlérienne compacte d premiére et deuxiéme classes
de Chern nulles est revétue par un tore" (méme pour les variétés algébriques
cette propriété trés spéciale du fibré tangent n'était pas soupgonnée);
="vour my 2, les hypersurfaces de degré m+2 dans EPm+1, en particulier

les surfaces complexes K3, admettent des métriques d'Einstein-Kidhler d

courbure de Ricei nulle ou ce qui est équivalent Q& groupe d'holonomie SU(m)".

Pour toutes les remarques, questions et autres suggestions, nous
remercions les auditeurs du séminaire. Nous savons gré aux professeurs E. Calabi
et S. T. Yau d'avoir bien voulu nous faire part des derniers développements du
sujet. Enfin pour le soin et la rapidité de la frappe, nous remercions le
secrétariat du Centre de Mathématiques et en particulier Michéle Lavallette.
Pour terminer nous remercions la revue "Astérisque" d'avoir assuré une
diffusion large et rapide & ces notes de séminaire.

Pour les rédacteurs,
J. P. BOURGUIGNON

Palaiseau, le 30 Octobre 1978.






Exposé n® I

RAPPELS SUR LES ESPACES FONCTIONNELS
UTILES AUX EQUATIONS AUX
DERIVEES PARTIELLES

par B. HELFFER
Centre de Mathématiques de 1'Ecole Polytechnique

Palaiseau

REFERENCES
[1] R. A. ADAMS, Sobolev spaces, Acad. Press (1975).

[2] T. AUBIN, Problémes isopérimétriques et espaces de Sobolev, J. Diff.
Geom., 11 (1976), 573-598.

[3] T. AUBIN, Espaces de Sobolev sur les variétés riemanniennes,

Bulletin des Sciences mathématiques, 100 (1976), 149-173.

[4] J. L. LIONS, Problemes aux limites dans les équations aux dérivées

partielles, Séminaire de Montréal (1965).

[5] J. L. LIONS, J. PEETRE, Sur une classe d'espaces d'interpolation,
Publications de 1'I. H. E. S., n°19 (1969).



B. HELFFER

On se propose de passer en revue quelques propriétés des
espaces de Sobolev et de HBlder. Dans tout 1'exposé, sauf mention ex-

[o0]
presse, (1 désigne un ouvert borné, de bord C dans R" de coordonnées

(xi,...,xn) .

§ 1. ESPACES DE HOLDER

Tout d'abord quelques définitions. On désigne :

- par CO(Q) 1'ensemble des fonctions continues dans Q 3

- par  c™0) ={?[?€ c°@), Dd*¢€c®(Q), pour lal<m}

ou o a
] )
=\3x cee (3%
1 1
et
ch.|=0(,1+...+(xn H

- par Cm(ﬁ)l'ensemble des fonctions ¢ dans Cm(Q) telles que

D% ¢ est bornée et uniformément continue sur 0 pour 0< lal<m

L'espace c"™(@) est un espace de Banach pour la norme

lloll = max sup |Da@(x)| H

o< lal<m xe€q

- pour 0<A<1, par Cm’XGT) le sous-espace de Cm(a) constitué

des fonctions ¢ telles que

Daw satisfait dans Q une condition de HBlder d'exposant A, c'est

a dire qu'il existe une constante C telle que, pour tous x, y dans Q
ID%p(x) - Da(p(y) l<c Ix- y|}‘ .

On munit Cm’x(ﬁ) de la norme

ID%¢(x) - D% o(y) |

!l = lell + max sup
myA = m, = A
¢ @) ¢ (@) o<lal<m x,y€Q Ix -yl
x£y

10



RAPPELS SUR LES ESPACES FONCTIONNELS

Proposition 1.1 : Soit m un entier positif et soit 0K V<A=<1 .0n a

les inclusions suivantes :

"@ G ™M@ ™Y@ G AEt@) -

Toutes ces injections sont compactes si A<1 .,

La démonstration résulte du théoréeme d'Ascoli - Arzela.

Remarque 1.2 : On a le lemme classique suivant qui relie les résultats

d'inclusions compactes a des inégalités.

Lemme : Soient X, Y, Z des espaces de Banach tels que X©cYCZ ,0On_sup-

pose que l'inclusion XGY est une injection compacte et que 1l'inclusion

YG&Z est une injection continue. Alors

¥e, :}C€> 0, ¥x €X, HxllYSs HxHX + C(g) HXHZ .

Ce lemme permet la comparaison des différentes normes de HUlder. Dans
la pratique, il ne permet pas de donner la forme de C(eg), et des calculs
directs donneront de meilleures inégalités (cf.proposition 3.1).

Signalons enfin que d”(ﬁ) est dense dans les espaces de HUlder.
§ 2. ESPACES LP(Q)

On définit classiquement pour 1<p<o 1l'espace LP(Q), muni de

la norme

“qu (I lu(x) P dx)1/p pour p< +o
9]

et

ess sup lu(x)| .

luall,
x€Q

Rappelons quelques propriétés classiques de ces espaces.

Proposition 2.1 (Inégalités de HHlder)

'
Si pour unp,1<p<e , u est dans Lp(Q) et v dans LP (Q) avec

11



B. HELFFER

l+-1-, =1 ,alors u.v est dans Ll(Q) et
P P -
lu(x).v(x)| dax < |lu]l v .
{2 l » l\p,
S8i u est dans L4(Q), alors u¢ 1LP(Q), pour 1<p<q<oeo et
- (1
llull, < (vor @)@/P) = (1/a)
P q
Si u est dans L), alors lim |lull_ = fhall -«
p—)OO P
Si u est dans P () pour tout p tel que 1=p<® et s'il existe
une constante K telle que, pour tout p, lluHPSK ,alors u est dans

@) et lull <K .

L'espace LP(Q) est un espace de Banach (de Hilbert si p=2). L'es-
pace CO::(Q) (fonctions €~ a support compact dans Q) est dense dans
LP(Q) (1<p<w). Le dual de LP(Q) est L (Q) pour 1<p<w, ainsi LP
est réflexif pour 1<p<x.

§ 3 ESPACES W™'P(Q)

On commence par leur définition intérieure. On définit W P(Q)

comme W'P(Q) = {ufuc tP@) , »*ucrP(q) pour |o/<m} et on le munit

de la norme
1/p
Hu“m’p ={o;“_<_m IlDaullg} pour p fini ,

I\UIIm’ = <Ta:lc HDau\\m.

sinon de la norme

0

Par w:’p(Q),on désigne la fermeture de COZ(Q) dans W™'P(Q)

L'espace W™ P(Q) est un espace de Banach, réflexif (si 1< p<®);

si p=2, wm’z(Q)fgoté H"(Q))est un espace de Hilbert.

12



RAPPELS SUR LES ESPACES FONCTIONNELS

L'espace Coo(ﬁ) est dense dans Wm’p(Q) .

L'espace C ( R™) est dense dans W™'P( Rn); en particulier,
whP(RY) = whP(RY) .

On note | |Ill la semi - norme
9
/p
uw ( ?:l-‘: nn"‘uup) :
al =m P
Proposition 3.1 : Il existe des constantes K (m,p,n,0) et € stric-

tement positives telles que, pour tout j entier, 0=j=m-1, tout ¢

strictement positif inférieur a €9 tout u dans Wm’p(Q), on ait

3.1 lul. <K (¢ lul S3/m=i |y )
(3-1) 3 m,p * ° ulo,p)

Théorémes de prolongement : Un opérateur de prolongement est un opéra-

teur linéaire continu P de Wm’p(Q) dans wm,p( Rn) tel que

PuPQ:u,

n =K Hullm’ .

HPuHm’p’ R p,Q

De tels opérateurs permettent, pour étudier les propriétés de Wm’p(Q),

de se ramener a wm,p( Rn). Ces opérateurs existent toujours lorsque Q

est suffisamment régulier. Lorsque le bord de Q est Cw, on peut méme

trouver un opérateur de prolongement commun 3 tous les W™'P(Q).
Application : Soit W''P(Q) 1'espace défini par
(ueW™P@)Ned vew™P(RY), up Q=u) .

Alors il résulte del'existence d'un opérateur de prolongement que

Tf""p(n) = w“"p(Q) .

13



B. HELFFER

Inégalité de Poincaré

L'espace W'::’p((l) peut étre muni de la norme

1/p
ur ( EI : HDaqu) .

al =m

On peut en effet montrer 1'inégalité suivante (cf. proposition 3.1) : il
existe une constante K telle que, pour tout j entier, 0< j<m-1 g tout
u dans W:’;'p(Q),

(3.2) [ul . < Klul .
JsP myp
Application : Dans le cas m=1,p=2, écrivons 1l'inégalité (3.2)

sous la forme

(3.3) c@ i, <=z 1
L2(Q) - dx

pour u dans wi'z(m).

Soit u une solution du probléme de Dirichlet pour le laplacien dans Q,
1200) et

n

correspondant & une valeur propre p dans R+,i.e. ucw

Il résulte de (3.3) que

p=Cc(Q) -

Théorémes de Sobolev : Soit Q un domaine dans R régulier, m un_entier

non négatif et p vérifiant 1<p<w .

<

=
LA

1 m
i) Si m/n < 1/p » alors, pour ;-—s

=

WP & L) -

14



RAPPELS SUR LES ESPACES FONCTIONNELS

L'injection est compacte si i nm < 1 .
p n q
ii) Si %:% (cas limite des inégalités de Sobolev), pour p< g<w
W P@) &, L) -
. m-1 1 m m 1
iii) Si - < ? <4 alors, pour O< A< (n-p)n ,

WMP) ¢, c>M@) .

L'injection est compacte si A< (-E-%)n .

si L= (m-1) .
P

n

whP) & cM@)  , o<a<t .

Corollaire : L'espace WP(Q) est une algebre de Banach si %<E et

on a l'inégalité

[luevi| <K |ul|

myp,Q m,p,Q “v”mopvﬂ .

Esquisse de certains points de la démonstration

On va montrer le lemme suivant

. n m 1
Lemme : Soit QO un ensemble ouvert dans R et ;>-I—) - Alors, pour

tout compact KcQ, il existe une constante C>0,telle que, pour toute

fonction f dans COO(Q), avec supp (f)CK,on ait

sup If(x)!l <cl¢l .
x €K P

Démonstration : Il suffit de montrer que

l£(0)] < cl¢l .
m,p

15
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On passe en coordonnées polaires par 1'application

g1 (t,x) —— y€ R™N{0} .
R+xSn--1

Soit f dans C (Q), et g=fo€, on a

m
lgltyx) |y a, (i) DE ()
btm lal=m o hyh

ou les q, sont des fonctions homogenes de degré m .

Si M est assez grand, on peut écrire

M m M m
£(0) = - [ gb{ £(t.x) dt = (—(“1:-11-;-1— J‘O -1 b_ftimt—'ﬁ dat
0

M . m
f(o)(f w) c, | | o gltyX) ym-b gp

m
Sn—1 §—1 0 ot
M o™ e (t ) ,n-1
£0) =c' [ [ 0 B LX) dt Aw
) gn-1 ™
= C; " gm(y) dy
llyll <M

m
ou g, = Q_% et t =y
Jt

On utilise 1'inégalité de HBlder

I£(0)l =c (f

[} l/p'
t(m-n)p dy) (I |gm(y)|de
lyll <M lyll< M

1 1
avec —+—, =1 .
P P

16
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Si %>>% , (m-n)p' +n-1 est strictement supérieur a -1 de sorte que

la quantité est finie.

(I t(m—n)pv dy.)1/P'
llyll<M

L'autre terme est majoré par |f|m b’ d'ol le lemme.®
]

Démonstration du point i) pour m=1 .

On va montrer que si n>p, on a une injection de Wl’p(Q) dans
L1(Q) avec %::%w—% « On peut se ramener (en utilisart les opérateurs de
s s . -1
prolongement) a montrer cette propriété pour Q =R". Soit Y=p E—; ,
y est 2 1.
Pour u dans di(]?), on a
g
I E;(|u(x1,...,xi+t,...,xn)|Y). at = - lu(x) 1Y «
0
N
On pose DPour Xq = (xl,...,xi,...,xg
Fi(x‘) = sup lu(xl,..,xi,...,x )Ip/n—p .
X, €ER n
Alors
1 e 1
n-1 _ =
lFi(xi)l <v I_“)|u(x)| |Diu(x)|dxi .

Admettons le lemme suivant

n
Lemme : Soit G(x) =T
i=1

Gi(xf) , ou
n-1 n-1

Gi(xf) =Gi(xl,...,xi_l,xi+1,...,xn) appartient a L' (R ).

Alors G(x) appartient a L1( Rn) et on a

n n
n-1
iﬁn la(x) | ax < 111 Inn'1 lGi(xﬁ)l dxi .

17
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On a alors

)|n—1 dX, e edx, dX. Le.edx <
i n

llF1”Ln-1 n-1 =~rn—1|Fi(x4* 1 -1 %ia

(R 7) R
I Iu(x)|’y_1 Ipx, ul ax .
Y Rn i
D'ou en utilisant 1'inégalité de H8lder, puisque (y -1)p'=gq ,

llul|9/P"

e ™t net <yl
-1 (R =Y Tt p gy e g,

On utilise maintenant le lemme, d'od

n
luf|® = Iu(X)|np/n_p dx < T F.(x,) dx
LY rRY IR" ”rlz“ iz 10N
n ' /n-1
< T |F,| < (y [lull /P /0=t
izt L lemtl ; wlP(R") LY R")
soit
q(n-1) g
(s) n P! = ||u < v||u .
nunLq( ) Iqu(Rn) I ”wl’q(n“)

Si-1 >-%-n% y alors 1'inégalité précédente est encore vraie pour les

q
ouverts bornés par croissance des normes P n

Remarque : T. Aubin a résolu le probléme de trouver la meilleure cons-
tantepour 1'inégalité (S), qui n'est pas obtenu par la méthode exposée
ici (cf [2]et [3]). Plutdt que de découper en tranches les intégrales,
il procede a une symétrisation sphérique pour se ramener a une variable
réelle. L'estimée sur les dérivées utilise alors 1'inégalité isopéri-

métrique classique.

18
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§ 4 INTERPOLATION ET ESPACES FRACTIONNAIRES

Rappels_sur 1'interpolation réelle

Soient A0 5 A, deux espaces de Banach contenus dans un méme

1
espace vectoriel topologique séparé A, les injections de Ao et A1
dans A étant continues. On dira alors que (Ao’Al) est un couple

d'interpolation.

Définition 4.1 : Soient (Ao’AI) un couple d'interpolation , a un para-
metre réel, m un entier strictement positif etp, 1=p=<w ; on désigne
par W(m)(p,a,Ao,Al) le sous espace des distributions de D' (]o0, +oo[ , A )
telles que

. a

i) t*uerPQo, +of, AL

‘s o d"u
ii) ¢ ;;; € Lp(]oy'Fw[s A1) .

. 1
Si 0<:a-+; < m4 on peut montrer que l'application

u->yu =ult=0

est bien définie de W(m)(p,a,Ao,A1) dans A .

fps sy mim) .
On définit T @,a,Ao,Al) comme 1'image dans A de cette application:

(m)
T (p’a’Ao’Al) est l'espace des traces sur t =0 de W(m)(p,m,AO,AI)-
On pose [A ,A 1 = T(m)( a,A ,A))
o'"146,p Pady 98y

1 1
avec e::;(a-+;) (on montre d'abord que T(m)(p,a,A ’Al) ne dépend
o

que de © et p)-.
Ces espaces d'interpolations ont les propriétés suivantes :

Théoréme 4.2 (Théoréme d'interpolation),

Soient (Ao’A1)~£L (Bo’Bl) deux couples d'interpolation. Soit m une ap-

plication linéaire de A°+A1 dans Bo'FBl’ dont la restriction a Ai est

linéaire continue de Ai dans Bi (i=0,1). Alors, pour tout 6 dans ]0,1[ R

our tout p,1<p<w,la restriction de m a (AO,A1)e P est linéaire
pour_toub ,p —————nc21re

continue de (A ,A,) dans (B ,B .
gontinue de (4,,4.}, (B,» 1)9vP
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On utilisera souvent le théoreme 4.2 sous la forme suivante.

Théoréme 4.2 bis : Soient (AO,A1) et (Bo’Bl) deux couples d'interpola-

tion tels que AOC.gB0 et AICg B1 , alors on a 1'inclusion

(AO’A1)9,pc‘>(Bo’B1)9,p .

On a les résultats suivants qui se déduisent facilement des définitions.

Proposition 4.3 : Ona sousles hypothéses habituelles

(Ao’Al)e,p = (Al’Ao)l—G,p :

'
Bour p'>p , (RsAy)g (G (AR5 1 .

Pour 0<9<08'<1, 1<p<w et 1=p'<w ,

(Ao'A1)e,pc;’(Ao'A1)e-,p'
Ces inclusions suggerent la définition suivante

Définition 4.4 : Un espace de Banach A tel que Aor‘wA1 CQI\C>AO +A1 est

. A i on
dit de classe K, ( o’Al) pour 0<6<1, si on a (Ao’A1)9,1C>AC)(AO’AI)G,OO'

Le résultat suivant est fondamental :

Théoreme 4.5 (Théoreme de réitération).

Soient 90,6 deux réels tels que O<160<:9 <1; soit (Ao’Al) un couple

1
d'interpolation; soient XO,X

1
deux espaces de Banach de classe Ke (AO,A1)

1

EI-Kel(Ao’Al); alors pour tout 9 tel que 60<9 <61 ,0n a
9-90
—_ ! o —
[Ao’Alje,p = [Xo’xlje',p avec © _61 _eo .

Théoreme 4.6(de compacité).

Soient 90,9 deux réels tels que 0< 60<61< 1.,8i Ao s'injecte dans

1
Al’ l'injection étant compacte, alors pour tout PyePy vérifiant
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<y < < Vin- i

1<p <w,1<p <, 1'injection de [Ao’Alleo,p dans [AO’A1]91,P1 est
compacte.

Premieére application : Les espaces de Besov

Par s compris entre O et m, on pose

SRR = (WPCRY), LP(RD ]

avec § = 1-— .
La définition est indépendante de m et © .

Si s est non entier, s:[s] +(1-06) , alors

BS'P(R") ={u|uEW[s]’p( R , va , lal=[s], vjel1,...n)

« o
oo( ) u(xl,...,xj+t,...,xn) -D u(xl,...,xj,-.-,xn)lp dx)dt<oo}
n (1+(1-9)p

Pour s entier,BS'P( R") differe de WS'P( R") si p est différent de 2 .
Lorsque p =2, les espaces de Besov Bs’z( Bn) sont les espaces de Sobolev
classiques HS( Rn).

On peut alors énoncer un théoréme de trace :

Théoréme 4-7:Si u appartient a whP( Rn), u admet m traces sur xn=0 N

u(O),---,u(m 1)(0) avec u(‘])(O) dans B™” - 'p',P(R 1).

(J P
1 9,
L'application u- {u (O)}J 20,1,0om-1 de whP(Rr" ) dans

m-1 e 1 1

T B"™J TP Ry est surjective.

j=0

Deuxiéme application : Les espaces hYlderiens sont des interpolés

entre les espaces de fonctions différentiables.
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Soit s un réel non entier, s=[s] +1-6 avec 0<6<1,m un entier
strictement supérieur & s.On pose 1-a=m/s .

Alors
C[s]' 16 pny _ [c™ ’™), c°( Rn)]o“oo .

Ces propriétés sont reliées a la caractérisation des espaces d'interpo-

lations lorsqu'on est dans la situation suivante :

i) A1C>Ao ’

ii) A1 est le domaine d'un opérateur A non borné dans Ao’ générateur
infinitésimal d'un semi-groupe G(t)(dans notre cas le semi-groupe est la

translation dans une direction).
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§ 0. INTRODUCTION

0.1 Au début des années 1930, Schauder a montré que l'existence
de solutions de classe de HYlder Cl,a a un probleme de Dirichlet associé
a un opérateur elliptique a coefficients de classe de H8lder CZ-Z,a est
une conséquence du théoreme d'unicité de cette solution.

Pour établir ce résultat (entre autres résultats plus généraux
qui ne seront pas mentionnés ici), il a prouvé certaines estimées qui
portent son nom depuis lors. Dans ce qui suit, on s'intéresse essentielle-

ment aux '"'estimées intérieures'" que 1'on peut présenter ainsi :

0.2 Soit £ un entier 2 2, o un réel tel que 0 < o < 1 et M une
variété compacte. Nous notons Cz’a(M) 1'espace des fonctions sur M de classe
de H8lder Cﬂ,a défini de facon analogue a 1'espace Cz’a(ﬁ) pour un

domaine borné O de R" (cf. exposé n°1) .

0.3 Théoreme : Soit L un opérateur différentiel elliptique d'ordre 2

. f -
a coefficients dans C 2@
£

pour toute fonction v de C '*(M), on ait

(M). Alors il existe une constante C telle que

(0.4) < C(||L ) .
99 g €N gy * I

La constante C dépend de M » de £ et aussi des normes CZ—2,a des coefficients

de L.

0.5 Remarques : i) Le terme ”v“ ° peut etre remplacé par une
autre norme appropriée de v, notamment par des normes du type LP ou du
type Sobolev wh P

ii) Il existe une estimée du meme type que (0.4)

pour des variétés a bord (cf. [1]), [2] ou [3) par exemple).

0.6 Nous prendrons dans la suite £ = 2; le cas plus général £ > 2

s'en déduit sans changement fondamental.
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§ 1. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

1.1 Soit M une variété compacte de classe c”. Un opérateur différen-

tiel d'ordre 2 sur les fonctions définies sur M admet,dans un systeme de

, i . n.,, . .
coordonnées locales (x ) de domaine Q dans R ,1'écriture suivante :

=
(=}
(o4

™Me

n
L = 2 aDp: Z —i-—-—.+ akak 0
[p[<2 P i,j=1 ax'ax? k=1 ax

o les (ald), (a¥) et a® sont des fonctions sur Q que nous supposerons

0,0
de classe C ' .

Les termes de plus haut degré de L sont en fait intrinseque-

ment définis sur M et forment le symbole principal o de L qui est une

fonction sur T¥M,1'espace total du fibré cotangent a M ; dans notre cas
n .

GL(E) = ¥ alJEigj . Une métrique riemannienne étant fixée sur M, on

i,j=1
définit la constante d'ellipticiteé By de L par

L= :

= inf o (E)]
g[=1 T

ou | | désigne la norme sur T*M déduite de la métrique.

Bien entendu L est dit elliptique si uL> 0, autrement dit

si la matrice (a'J) est définie positive.

1.2 Faisons brievement quelques rappels d'ordre général. Soit Lo
un opérateur différentiel a coefficients constants sur R". Une distribu-

tion J sur r" est dite solution fondamentale (ou élémentaire) de 1'opé-

rateur L si elle vérifie L J = 6 (6 distribution de Dirac a l'origine
de R"). fi s'en suit alors que,si ¥ désigne la convolution sur Rn,

LO(J* f) = £, pour tout f dans C:(Rn) - Lorsque L est un opérateur ellip-
tique d'ordre m(m=2), homogene et a coefficients constants, une solution

fondamentale J de 1'opérateur Lo est caractérisée par les propriétés

suivantes
i) J a un noyau noté j qui est une fonction ¢” dans le complémentaire de O
ii) -iiil si n impair ou n pair > m
n-m
r
j(x) =
Ux) . .
Py 1o(x)Logr' si n pair < m

ou 1?1 est une fonction positivement homogene de degré 0 (i.e.2(tx) = 2(x),
~ ~ n i

pour t> 0), 1, un polynome homogene de degré m-n et r-= [x[=(CZ (x1)2)1/2.

i=1
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Dans le cas particulier du laplacien euclidien A, 7 est la

fonction constante 1 (parce que A est invariant par rotation).

1.3 Nous appellerons noyau singulier a 1'origine toute fonction k
sur R"-{0} telle que

(1.4) kK = 2
n
r

ot # est une fonction positivement homogéne de degré O, de classe C  en

dehors de 1l'origine, bornée ainsi que ses dérivées et vérifiant
(1.5) J wds = 0

n-1 1

ou S désigne la sphére unité de R" et ds 1'élément d'aire sur S .
Pour lpl: 2 et J une solution fondamentale de 1l'opérateur L
d'ordre 2, DPJ est un noyau singulier a 1'origine.

On vérifie facilement que (1.5) est équivalent a

(1.5') k(x)dx = 0 .
R1<[x|<R2
pour tous réels, R1 et R2 tels que 0 < R1 < Rz.
En effet
R2 n-1 -n
I k(x)dx = (I %(rg)ds(g))(j r .r dr) = 0 .
R1<|x|<R2 gn-1 R,

En faisant tendre R1 vers 0 et R2 vers +o dans (1.5'), nous pouvons écrire

au sens de la valeur principale de Cauchy

-f k(x)dx = V.p.I L K(x)dx = 1lim k(x)dx = 0 .
R R R, =0 R1<|x|<R2
R2 =+ ®

De la meme facon si ¢ est une fonction dans dZ(Rn), le produit de

convolution K * ¢ existe comme valeur principale au sens de Cauchy :
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(K* 9)(x)

‘ar ?(y) kix -y)dy =v-p.fnn¢(y) k(x=-y)dy =

lim J‘ P(y)k(x-y)dy -
e=o0 "[x-y[> ¢

On a alors le lemme :

1.6 Lemme (Inégalité de Korn-Lichtenstein-Giraud).

Soit K la distribution associée a un noyau singulier a 1'origine . Alors

pour tout a (0<a<1), il existe une constante C1 dépendant de K, n et o

telle que, pour toute fonction ¥ dans (f:(Rn), on ait

(1.6) K#* o < c, ||
” Hco,a(Rn) 1 ”Co,a(mn)

. . @, n P
Preuve : Soit ? une fonction dans CO(R ) ;5 nous pouvons écrire (au sens

de la valeur principale de Cauchy)

(K* 9)(x) = ‘I' n[“’(y)-"’(x)]k(x—y)dy .
R

Soient x' et x" deux points dans R" . Posons [x'-x"[ = a. Il

vient

(K* @) (x') - (K* ®)(x")

j n {[e(y) =o(x")]k(x' - y) = [@(y) - ¢(x"))k(x"-y)} dy
R

1
-
+
L]
-

en désignant par I1 et 12 respectivement 1'intégrale étendue aux domaines

. n
suivants de R

Ay {ylyeR", [x'-yl<2a} ,

]

b, = (¥yIy€R", [x' -yi>2a} ,
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Remarque : Si y est dans A2 et si y' est un point tel que [y'- x'[ < ay
on a
(1.7) [x' -yl < 2[y' -yl < 4lx' -y[,

puisque [x'-y[ < 2[y' -y[ et |y' =yl < [y =x"[+[x'-y] < 2|x' -y].

1) -
En posant Ma @ = Sup [oGxt) - @(y) | s, on peut écrire

x4y ix'-yl*
II I < .rA {;P_;.X_LT;(.L)_I yrxlk(x| - y)l '&‘l)_’_‘p_:%_[ x" y' lk(x" y)l}dy
y -y

= Ma,anA DGt =) [ xt =y %+ [k(x" = y) [[x" - y|*] dy ,
1

avec k(x) = .

La fonction » étant bornée, l'intégrale dans le second membre de la
derniere inégalité est finie pourvu que 0<oa (ce qui est le cas) ; elle

est alors majorée par

sup [n(x)]( . A __EX______)
[x[<2a ‘r IX'-yln'(JL Ay Ix"-yPT%

i

d'ou

[11| < A aaMa,@ ou A, = w 4 (sup fr(x)1)

< 2a

. "o n-
ou Wo_q est 1'aire de S .

De la méme fagon on peut écrire 12 sous la forme

= [ [eGx - @(x)k(x' - y)dy
by

+ [ [ey) -o(x") ] [k(x' -y) -k(x"-y)]dy .
b8y

En vertu de (1.5') et compte tenu du fait que 1l'expression entre crochets

dans le premier terme ne dépend pas de y, la premiere intégrale est nulle.

28



ESTIMEES DE SCHAUDER

De plus comme x~ k(x-y) est c” pour y dans by et x dans by y 11 existe

(2 cause du théoreme des accroissements finis) y' entre x' et x'" tel que

A aA
2 < 2

1y

Ik(x'-y) - k(x"-y)[< [x'-x"] Vel

ly'-yl

ou A, est une constante dépendant de x et, a cause de (1.7), nous avons

2

1 . 1 . 2n+1 .

n+1; n+1 = n+1 1°

27 [x' -yl ly'-yl Ix'-y[™

d'ou I, existe et
II l < ZOH'IH-:l a.A_, M I iy-x'lon“n_1 dy
2 2 o, P A )
2

L'intégrale dans le second membre est finie parce que a < 1, Alors

(1] < A,a™M ou A, = Ef:fi A
2 32 Yo, 3° 1o “2%-1 -

Finalement
[(K* @) (x') - (K* @) (x")| < (A + As)[x'-x"laMa,@

et le lemme 1 s'en déduit . =

1.8 Corollaire : Soit L0 un_opérateur différentiel elliptique

d'ordre 2 a coefficients constants dans R'. 1 existe une constante

C2 dépendant de Lo,n et a, telle que, pour toute fonction 9 dans dZ(Rn),

on ait
(1.9) = || pPe|| s C,|lL |
[pl=2 Orx(gh) 270 Teoa(ph)
Preuve : Soit J une solution fondamentale de 1l'opérateur Lo' Pour toute

fonction ¢ dans d:(Rn), on a

fw:nWLJ*w)=D%*L£.
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Comme, pour |p|= 2, DPJ est un noyau singulier a l'origine, il existe

d'apres le lemme 1.6 une constante C2 telle que

2 ||oPe] 2 |[oPs x|
C

- 0y, pny — o 040, N = CZHLowH 0,0, Ny’
[pl=2 (RY)  [pl=2 c*H(RY) c”*(Rr")

§ 2. ESTIMEES DE SCHAUDER INTERIEURES

2.1 Proposition : Soit L un opérateur différentiel d'ordre deux

elliptique (a coefficients variables) sur R" . Soit BR la boule centrée
a 1'origine de rayon R et Cg’a = Ck’a(BR) muni de sa norme usuelle .,

I1 existe des constantes C3 dépendant de L, n et o et C4 dépendant en plus

de R telle que, pour toute fonction u dans C:
9

R 9
(2.2) ol g, = Ctimal g o+ Bul g o+ cllll -
R R R R
Preuve : On note L0 1'opérateur a coefficients constants égal a la partie

homogene de degré 2 de L dans laquelle on a figé les coefficients a 1'ori-
gine. Soit u une fonction de classe CZ,a a support dans BR; d'apres le

corollaire 1.8 ,

lll ,oy= 2 0Pl e el
CR’ Ipl= CR, CR,
< cglugul g ot ol 4o
R R

Mais L =1L+ (Lo—f) - b a_DP ou T désigne la partie
° 0< lplsl p
homogene de degré deux de 1'opérateur L .
D'ou
S 7 U ¢t A XY (D S P LN
g’ ¢’ cp'® oslIpl=1 p cp’

wlhll
CR’

On remarque alors que
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Z Ha pPu < max (”a | )|yl
os<[pls1 P ”c;’“ o<[p[=1 p!c;’“ | ”c;’“ '

d'ou 1'existence d'une constante 05 dépendant des normes c®'% des

coefficients de L, de n et o telle que

Il 5 o= cslival o +ll@ =Tyl o+l 1.
cR CR CR CR

Pour terminer la preuve, il nous suffit d'avoir des estimées convenables
de ”(LO-L)uHCo,a et de ”uHCI,a .
R R

Prouvons d'abord un lemme technique :

2.3 Lemme : I1 existe deux constantes 05 et C6 telles que, pour
toute fonction u dans C. , on ait

o,R —_—

- a
(2.4) H(LO—L)uHCo’a < C.R ]|u|[c2’m+c6 ||u|[C2
R R R

Les constantes 05 et C6 ne dépendent que des normes dans C;’a des coeffi-
cients de L (ﬂ RO est un réel fixé assez grand). °
Preuve : En effet soit u dans C. , on a,en posant b= a_=-a _(0),
—_ o,R p p p

Ity -Trul o o = 2 [b oP|
o P core

R IP|=2 R
Or
[(b_DR)(x) - (b_DPu)(y)I
Hb DpuH ova = ”b Dpu“ ot Sup B ap
p CR’ p CR X,y € BR [x-y]
x£y

lbp(x)(Dpu(x)-Dpu(y))+(bR(x)-li)(y))Dg-ﬁ'l

Sl o 0P o+ sup —
o Cp X ¥EBy x-yl
XAy
s o || ClioPul] o+ M J+m [| Pull
p cg cl‘; ,DPu % by cg
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Puisque bp est dans C;’a et que bp(O) = 0, il existe pour tout

p des constantes CS,p et C6,p telles que

a
b <C R
I pHCO S»p
R
et
M < C .
oc,bp 6,p
Par suite il existe des constantes C5 et Cy telles que
P a
IZ_g R PR P
pl= R R R
- . 240 2
2.5 Pour 0 < a < 1,1'injection de CR dans CR est compacte. Par

suite, pour tout € > 0 et tout u dans C;’a,il existe une constante CS

telle que

o = ehilg, o €l

En utilisant le lemme 2.3 et 1'inégalité précédente avec & assez petit
dépendant de R, on obtient qu'il existe,R0 étant fixé, une constante C3
telle que, pour tout R,0 < R < R_, et toute fonction u dans cz(BR), il

existe C4 tel que

(2.5) [ ull 2,0 < Cs(HLuH oy * RaHuH 2,0 C4HuH O) .
Cr Cr Cr Cr

Rappelons que CE ne dépend que de n, a et des normes c2'% des
coefficients de L sur la boule By (les normes C°’% des coefficients de
i-—Lo sont contrdlées par ces derhieres).

Remarquons que le rayon R de la boule n'intervient pas dans C

mais peut intervenir dans C4 .ou
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3. ESTIMEES DE SCHAUDER SUR LES VARIETES COMPACTES

3.1 Nous considérons ici une variété riemannienne compacte (M,g)
de dimension n et de classe C . Soit LM un opérateur différentiel d'ordre
deux elliptique défini sur les fonctions.

On se fixe un recouvrement fini (U,), de M par des

i“i=1,...,N

boules de rayon Ri centrées aux points (mi) et une partition de
1'unité (ni) subordonnée a ce recouvrement.

I1 sera commode de considérer des cartes exponentielles centrées
en ces points my » On note Li 1'opérateur LM lu dans la carte
(Ui,exp;? PUi). De plus on suppose que les boules du recouvrement
sont asséz petites pour que sur chaque boule Ui le produit d'une constante
ne dépendant que de la norme dans c?®'%¢M) des coefficients de Ly par R: soit

inférieur a 1 (cf. 2.5).

3.2 Théoreme : Soit LM un opérateur elliptique d'ordre deux

opérant sur les fonctions d'une variété riemannienne compacte (M,g).

I1 existe une constante C7 dépendant de (M,g), de LM par sa constante

d'ellipticité et par les normes €c®’® de ses coefficients telle que ,

pour toute fonction u dans Cz'a(M) )

(3.3) uH < ¢, [||Lu + ||u
PP (W S T

Preuve : Soit u une fonction de Cw(M). En utilisant la partition de
1'unite (ﬂi) mentionnée en 3.1, on se ramene a 1l'étude de u; = T,-uqui
est €7 a support dans Ui . On peut appliquer la proposition 2.1 a u, lue

dans la carte exp;]1 PUi . On trouve donc une constante C8 i telle que
i 9

ol 2, = G, Ultgul g+ oyl 3
R, R, R,
i i i
(ici nous avons utilisé que Ri était suffisamment petit pour regrouper
dans le membre de gauche les termes en HuiH 2,q Aavec un coefficient
C 9

positif). R,
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Comme

N
gl g q % ¥mes gl g

= R. . R.
1 1

| <
“u|c2’“(m)

il existe une constante C8 telle que

@)l g, = o Dyl g g Dol -
R, R,
i i
I1 est clair que max“u.“ est controlé par “u” ° y la
i Tep c®(m)
i

partition de 1'unité (ﬂi) étant donnée.

Pour 1'autre terme il suffit de remarquer que Liui - ﬂi(LMu) ne

fait intervenir que des dérivées d'ordre au plus 1 de u, de telle sorte

qu'il existe des constantes C9 i pour lesquelles
9

= Cg,i (”LMu”Co,a( * ”u”

L.u, ).
” i 1”Co,a M) Cl’a(M)

R,
i

En utilisant alors que l'injection de c? %*(M) dans ct (M) est

compacte, pour tout €> 0, on trouve une constante Cs telle que

Il ull < €[l + Clull
cbr %) ¢ ° e’
En reportant cela dans (3.4),0on peut trouver une constante C7

telle que

< ¢, []|L,u .
”uncg,a(M) 7 | M “Co’a(M) + “u”CO(M) J

3.5 Le théoreme 0.3 se déduit alors facilement du théoreme 3.2 car, gi
X est un champ de vecteurs sur M, LM.(X.u) = X.LMu + [X,LM]u de telle
sorte que 1'estimée précédente appliquée a X.u se ramene a une estimée
ct'® ge Ly

dont la norme Co,a des coefficients fait intervenir la norme C Lra des

u et Cz,a de u car [X L ] est un opérateur d'ordre deux, mais

coefficients de L . La preuve se termine alors par récurrence. @
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§ 1. INTRODUCTION

Soit V un espace vectoriel de dimension 2n sur R muni
d'un endomorphisme J de carré -I (I désigne 1'identité de V), de telle
sorte que (V,J) peut étre considéré comme un espace vectoriel de dimension

n sur €. Si (zl) sont des coordonnées complexes, elles donnent lieu a
des coordonnées réelles (xl,yl) telles que z° = x' + V—lyl.

Une fonction f définie sur un ouvert () de V a valeurs dans €
est dite holomorphe (ou C") si sa différentielle notée df est @-linéaire
(on note df ¢ zm(v,m)).

’ \ " o] N ’
Nous nous intéressons a des fonctions C a valeurs réelles.

KA KA
< W

Pour une telle fonction f, df est un élément de zlz(v,ln = V', Sur V
il y a une structure complexe induite par celle de V : pour u dans Vm,
J’?u)::u°J . Mais si on se donne un isomorphisme IR-linéaire de V sur v©

2n . . 2n ;
(induit par exemple par le choix d'une base (ei) i x =% x'e, »x =2 x'e,

3
ou (ei) est la base duale de (ei)) l1'isomorphisme induit entre les espaces

complexes (V,J) et (V',J ) est @T-antilinéaire.

Cela nous amene a considérer des fonctions f dm a valeurs dans
€ , de telle sorte que leur différentielle df est un élément de

LV, 0= v“éanzm le complexifié de V'. A titre d'exemple :pour la fonction z',

dz' = dx1<+V-1 dy1 et pour la fonction 21, dz' = dxl-V—ldy;, ce qui suggere

s
pour u dans V“lem la décomposition u = u'+u'" avec u'=1/2(u=\{=1 u-J),

u"=1/2(u+ =T usJ) ou l'on remarque que u' est @-linéaire et u" C-antilinéaire

On décompose ainsi la différentielle d en d = d'+d" en posant d'f = (df)’
et d"f = (af)".

On peut voir cela directement sur V : on introduit 1'espace
vectoriel V sur € qui est le méme groupe additif que V, mais dont la mul-
tiplication par les scalaires complexes est donnée par (A,v) >X.v au sens
de V .
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On remarque alors que
o oo
= = ®
. Vm %R®E vVov
ou V- désigne 1'espace propre de Ie (extension @-linéaire de J) pour la

valeur propre tV-f . L'espace V est E-isomorphe a v* par l'isomorphisme
vov®1 -Jv®\-T et 1'espace V l-isomorphe a V par v - v®1+JvR|{ 1.

’ . . + - + .
Dans la décomposition de v dans V en v=v +v , v est dite la composante

T
de type (1,0) de v et v sa composante de type (0,1).

La conjugaison complexe v s'étend a 1'espace VE en I® Y .

Elle échange V' et V . R

On pose par analogie avec les notations différentielles
9—7 =1/2 (Q—T - V-1 Q_T)
i i
oy

0x
et

S _ 172 (e~ L \TT O .
ox*t byl

o0
On remarque alors que pour une fonction C a valeurs dans €

n . . n . .
ar = x Lad . gyt oz DL g0, Ll
i=1dx dy i=1 dz dzt
de telle sorte que
n .
arr = ¢ & agt
i=1 3zt
et
n
anr = ¢ L a3t
i=1 az1
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§ 2.  VARIETES COMPLEXES

’ ’ oo
On suppose connue la notion de varietée C .

’, . . . sz ’ 0 Iy 3
Définition 2.1 : Une structure complexe sur une variété C Mde dimension

2n est le choix d'un sous~atlas dont les changements de cartes définis sur

les ouverts de L (=R2n) sont €% .

Localement toute fonction de M dans @ peut étre considérée
(du point de vue différentiable) comme une fonction définie sur un
ouvert de V = €". On définit donc une décomposition de la différentielle

dend=d'+4d" .

Définition 2.2 : Une variété différentielle M de dimension 2n munie

d'un champ J d'applications linéaires telles que pour tout m de M

(Fmn?2 - -1

T M est dite presque complexe.
m

I1 est clair qu'une variété complexe hérite de ses cartes
une structure presque complexe. Si la variété est seulement presque
complexe, on peut encore en chaque point construire le complexifié de

1'espace tangent V = TmM, qui se décompose en sz vievo , mais la struc-

ture complexe dépend du point (i.e. pour m et m' dans un ouvert de carte Q,

Jm et Jm' ne proviennent pas de la méme structure complexe de QCV).

En particulier pour un systéme de coordonnées (xl,yl) tel qu'en m

(IE—T =Q__ , il n'y aura pas de raison pour que les champs Zizzg—; -V—l(IQ—T
dx

ox’t by1 Ox

définis comme au §1 vérifient [zi,zj]= 0.
En fait nous avons le

Théoreme 2.3 : Soit (M,J) une variété presque complexe. Cette structure

provient d'une structure complexe si et seulement si le crochet de deux

champs de vecteurs de type (0,1) est de type (0,1).

rDANS TOUTE LA SUITE, M DESIGNE UNE VARIETE COMPLEXE l
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Les formes différentielles sur M a valeurs dans & sont engendrées
par des formes de type (1,0) et de type (0,1). L'espace des r-formes

différentielles Q' se décompose en at= ¢ aP’% ou Pt désigne 1'espace

des sections du fibré sur M,associé aul?;gjé cotangent, de fibre ApfﬁmaAqv*—.
Comme d2= 0, il est clair que si w est une forme de type (p,q),

alors dw est une somme d'une forme d'w de type (p+1,q) et d'une forme d"w

de type (p,q+1)(dans un systéme de coordonnées locales complexes (zi),

si A,B sont des multi-indices,

d( b fAdeAAdEB): T deBAdzAAdEB
AB Y AB N
- % a, BAdzAA azB . = ang, oA az*s az®,
A,B , AB M

cette décomposition est transportée par changement de cartes holomorphes).

Par suite, en examinant les types, il vient d'.d' =0, d".d"=0

et d'od" + d"ed' =0, Remarquons que la conjugaison échange les (p,q)-formes
et les (q,p)-formes; de plus d'a = d"a . De 1la suit le

Lemme : L'opérateur |[-1'd'd" est un opérateur réel (il applique les formes

de type (p,p) réelles dans les formes de type (p+1,p+1) réelles).

Preuve : Les formes a de type (p,p) réelles sont caractérisées par la

condition a = a. Or

V-id'd"a = |(“Tda'd"a = |(~T'd'd' @ = V-T'd"a'a = -{-Ta"d'a= \(-1'd'd"a . m

L'opérateur \(-1d'd" va jouer un rdle fondamental dans toute

la suite.
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§ 3. VARIETES HERMITIENNES

Soit V un espace vectoriel complexe. On appelle métrique
hermitienne sur V la donnée d'une forme R-bilinéaire symétrique définie

positive g vérifiant pour tous vecteurs v,w de V
(1) g(Iv,dw) = g(v,w).

On note encore g le prolongement E-bilinéaire de g au complexifié
se décompose en SZ(VI® (Ve (vy )® s2(v'h)”

3
3
[ A [ 4

~ 3.+

et que g vérifie (1) si et seulement si g € (V) ®(V*)_; en effet nous avons

\') Remarquons que 82V

g(=Tv, -\=Tw) = g(v,wsi veEV' et we v,
g(=Tv, =Tw) =-g(v,wsi v et we V",

glv,w) = g(Iv,dw) = g(=Tv, -\=Tw) =-g(v,w)si v et weV .

glv,w) = g(Jv,dw)

1

]

g(v,w) = g(Jv,dw)

3¢ ey -
On peut encore remarquer que (V' )'®(V')” est aussi isomorphe

3
au sous-espace de AZVE

naturel d'associer a toute métrique hermitienne g la forme réelle de type

formé des formes de type (1,1). Il est donc

(1,1) w définie par 1'égalité

w(v,w) = g(Iv,w).
Réciproquement si w est une forme extérieure réelle de type (1,1), on
dit que w est positive (on note w>0) si la forme Symétrique g associée

est définie positive. Dans ce cas, ® définit une structure hermitienne.

Définition 3.1 : Une variété hermitienne est une variété complexe (M,J)
munie d'une métrique riemannienne g vérifiant, en tout point m de M et pour

tous les vecteurs X et Y de T M, g(JX,JY) = g(X,Y).

Remarquons que toute structure riemannienne g sur une variété complexe

permet de construire une métrique hermitienne g' en posant
g'(X,Y) = g(X,Y) + g(JX,JdY).

I1 existe donc toujours des métriques hermitiennes sur une variété complexe.
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En coordonnées locales,posons g.= = g(b—i-, b—_—- .
1] dz ZJ

On a alors

g =% (g3 az'®azd + 8y dzlg dzv)

T g.- dz'odzd .
. . Pij
1,]

Notons que g;3 = &3 raue az'.J = (“Tdz" et que dz'.J = -|=T'dz'. Ceci donne
w=\-T £ g.-dz'padzd.
i,

3.2. Codifférentielles 6,6' et &".

On commence par un rappel.

On appelle dérivation covariante une application bilinéaire D
de gM xEM danng (ouGM est l'espace des champs de vecteurs sur M)
qui a (X,Y) associe DXY et qui vérifie les conditions suivantes, pour
tous champs de vecteurs X et Y et toute fonction f ,

DC i) DY = £D,Y,

(X.£) Y+ £ DxY .

DCii) Dx (£Y)

La connexion de Levi-Civita d'une variété riemannienne (M,g)

est l'unique dérivation covariante (dont on montre qu'elle existe)

vérifiant de plus, pour tous champs de vecteurs X,Y et Z, les conditions

Lc i) Dg=0, i.e. X.g(Y,Z) :g(DxY,Z) + g(Y,DxZ) s

LC ii) DyY- D X= [x,y] .
Sur une variété riemannienne (M,g) on définit un élément de volume

canonique noté v . L'opérateur & agit de 1l'espacedes r-formes différen-

tielles dans 1l'espace des (r-1i)-formes. Si M est compacte, § est 1'ad-

joint de d pour le produit scalaire <a,B> = Jr'M S(az,ﬁ).vg ’ c'est-a-

dire que <dy,a> = <y.ba> pour toutes les formes différentielles a et vy

de degrés r et r-1 .
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En prolongeant par @€-linéarité, on définit & : aQt - Qr_l.

Si @ € aP’%, alors 8a ¢ Op-l,q &) Qp,q—l et on note 8'a et 6"a les compo-
santes de 8da . Remarquons que si g désigne encore l'extension de la struc-
ture hermitienne aux formes différentielles complexes et si <.,.> est la
forme bilinéaire non dégénérée définie par <a,B> = I g(a,B).vg . 0! et &"

sont les adjoints de d' et d'" par rapport a <.,.> .
J p PP

Remarquons que d' et d'ne dépendent que de la structure complexe
de (M,J), tandis que &' et &" dépendent aussi de la structure hermitienne .

En coordonnées locales, nous choisissons la carte (x? yl) de sorte

\ o o . 2 . .
que le repere 51 soit orthonormé au point m (aucune raison pour
0x oy

qu'il en soit de méme en un autre point). Nous obtenons

Ga:—lE( iy DOOL - ilb Db a
bxk bxk Oyk byk
- —92% _ .
2k iy Db a 2i iy Db a
bzk oEk OEk Ozk

ou D est la connexion de Levi-Civita de (M,g) et iX le produit intérieur
par X . Les deux termes de la somme représentent respectivement 6'a et &"a .

Pour un repére non orthonormé, nous obtenons

‘g = -
bla = . > D
i,j =1 =3
et 0z o0z
M"a = - % glJ ib DO a .
i,j - =
vzt dz?
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§ 4. VARIETES KAHLERIENNES

Théoreme 4.1 : Soit (M,J,g) une variété hermitienne. Soit w la forme

de type (1,1) associée a g et D la dérivation covariante canonigue (de

Levi-Civita). Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Dx(JY) = J(DXY) pour tous les champs de vecteurs XetY;
(ii) Dw = 0 ;
(iii) dw = O.

Preuve de 4.1

(i) » (ii) : en effet, pour tous les champs de vecteurs X,Y,Z,
(Dyw) (Y,2) = X.g(JY,2) - g(IDy Y,2) - g(J¥,D,2)
= (ng)(JY,Z) + g(DxJY - JDyY,2) =0 .
(ii) » (iii) car dw(X,Y,Z) = wa(Y,Z) - DYw(X,Z)+ Dzw(x,Y).
(iii)®> (i) : en effet, nous venons de voir que
(wa)(Y,Z) = g(DxJY - JDX Y,Zz),

ce qui donne

(*) dw(X,Y,2) = g(Dy JY-JD ¥,2) - g(D, JX - JD X,2)+g(D,JX-JD

Y ZX,Y).

Si X et Y sont de type (1,0), le crochet [X,Y] est également de type (1,0)

car fb—, 9——] =0 . Nous avons alors
i B]
0z dz
IJDY-JD X = J[x,Y] = V=1. [x,Y] = DyJY-D JX .

En remplagcant dans 1'égalité (*), ceci donne pour tous les vecteurs X,Y
de type (1,0)

g(DzJX -JD X,Y) =0,

Z
Or D,JX-JD,X = V=1 (DX + \/-I'JDZX) est de type (0,1), donc

DZJX - JDZX =0 lorsque X est de type (1,0). si X et Y sont de type

(0,1) , un raisonnement identique prouve que DZ JX=J DZX , ce qui

s
acheve la preuve. =
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I1 suit de 4.1 que si (2') est un systeme de coordonnées

complexes, alors Da g—. = Da 2 =0.
- aE.J ] 327
dz dz
Définition 4.2 : Soit (M,J,w) une variété hermitienne. On dit que la

variété est kUhlérienne si w vérifie une des conditions (i), (ii) ou

(iii) du théoreme 4.1 .

Lemme 4.3 : Soit o une forme réelle de type (1,1), w est fermée si et

seulement si pour tout point m de M il _existe un ouvert U contenant m et

une fonction f : U > R telle que w = \=Tara"r.
Preuve : La forme réelle w étant fermée, il existe au voisinage de

chaque point une forme réelle B telle que dP =w (Lemme de Poincaré).
Nous avons B = ﬁ1+§1 ou Bl est de type (1,0) et El de type (0,1).
Comme dp est de type (1,1), nous avons d'Blzzd"ﬁ1 = 0 et w::d"61+d'51.
D'aprés le lemme de Dolbeault (cf.[Z]), le fait que d"Ei:O implique
1'existence d'une fonction ¢ définie sur un voisinage du point consi-

déré et telle que d"g¢ = 51, auquel cas d'@: Bl . Ceci donne
o =d", +d'f, = d'a"(yp-¢) = V-T ara"s

si f est la fonction réelle telle que [-1.f = ¢-¢ .
Réciproquement, si ®w est de la forme |—1'd'd"f = -|=1'd" d'f au voisinage
de chaque point, nous avons dw = \(-1d'd'd"f - V—l da"q"d'f=0 .1

Corollaire 4.4: Soit (M,J) une variété complexe et w une forme réelle

de type (1,1). La variété (M,J,w) est kHhlérienne si et seulement si

w est définie positive et si, pour tout point m de M, il existe une

fonction f définie sur un voisinage U de m telle que w = \(-1d'd"f sur U .

Ceci donne une méthode pour la construction de structures kHhlériennes.
Remarques

i) Une forme de KHhler w donne une forme volume o". En effet,

choisissons la carte locale (x',y') de sorte que le repére (9—-1.-,b i)
Ox” dy

soit orthonormé au point m ou sont effectués les calculs.
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Nous obtenons au point m
w = (J-iy2) = az'aaz',
i
soit

1 - -
o =0 b (T2 astaazta ... nas" haz" o n
ou vg est la forme volume canonique de (M,g).

ii) Sur une variété kHhlérienne compacte, la forme de KHhler w ne
peut s'écrire sur toute la variété sous la forme id'd"f ,ou f serait
une fonction définie partout.

En effet, en posant a=\|-1'd"f, on obtiendrait w=da ,ce qui donnerait

o = daA W™t d(a A wn_l) et par suite I w"=0 .
M

. . . n
Ceci est impossible d'apres la remarque precedente, puisque ® est un

élément de volume.

4.5 A titre d'illustration de ce qui précede, nous allons cons-

truire la structure kHhlérienne canonique du projectif complexe cp”.

n+1

Notons p : @ \{0}—>EPDl‘application-quotient canonique. Un élément

n , . N
p(E) € L P sera donné par ses'coordonnées homogenes", c'est-a-dire par

le (n+1)-uple (50,...,§n) des coordonnées de £ dans En+1.

i) La structure analytique de g P est donnée par le recouvrement

ouvert (U.) défini par U, = {p(io,...En)|§1 # 0} et par les
1<i<n t o 2 n
. n o n §
cartes ;¢ Ui - & avec 9i(p(§ R 3 )) = | —T,...,ET,...,EY .
v g 3 g€
n

ii) La métrique riemannienne canonique de L P est 1l'unique métrique

2n+1 c ¢n+1 sur EPn.
2n+1 n+1

ct B
1'application tangente TFp envoie isométriquement 1'hyperplan ortho-
n+1

qui fait de p une submersion riemannienne de S
Plus explicitement, pour tout élément £€ S

gonal a E.t dans { sur 1'espace tangent en p(£) a & P".

En coordonnées locales, au voisinage du point m = p(§) ,

- ca s n+1
choisissons une base wunitaire {eo,...,en} de € telle que e,= € 3 nous
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. 1
avons 2t = s; ou {O,...,En sont les coordonnées dans cette base.
g€
Au point m , 1 est 1'image de Q_T par 1l'application T.p. Nous avons
dz o} >
donc
g.-.=<-b——.—,b—.-> =0 siifAj o
10wt T gl
:1/2Sii:j.

iii) La forme de KHhler peut se définir aussi par les fonctions fi:Ui+ R

données par w; =\-1 d'd"fi , en posant

2
f. op(§°,...,§“) = Log Hsug .
1 i
13
Pour démontrer que ceci définit une forme de KHhler w sur M, il suffit de

montrer que w, et wj coincident sur Uiﬂ Uj et que w est définie positive.

i
Sur Uiﬂ Uj’ nous avons

1

. 2
J
w'-wj - V':ledu LOE[JE_LZ] .

[
I1 existe une détermination holomorphe de la fonction
o n gJ
h : (§,...€ )»Log =5 au voisinage de tout point Uiﬂ Uj .

€
Nous avons donc d"h=0 et d'h = d"h = 0. Ceci donne

0 -0g = V=Ta'a" (h+h) =\{-Td'a"nh - (-T'a"d'h = O .

1

" -
Remarquons que pupvﬁ;d'd"[Log(Hgﬂz)] sur En+1\b}- En effet sur p 1(Ui)

2 . —_—
Log lI£]|” - Log (M2)=Log(§l>+ Log(&))
fedf

La fonction Log(g€') admettant une détermination holomorphe au voisinage

de tout point dep-l(Ui),nous avons comme ci-dessus

2
d'd"[LogH§H2-Log (”—i'z)] =0,
led]
Attention : p o peut s'écrire globalement sur ¢n+k{0}comme -1 d'd"ﬁmg“%”z).
Il n'en est pas de méme pour w car §r>Log”§”2 ne passe pas au quotient

(voir aussi 4.3 remarque 2 et comparer a 1'exposé n’IV).
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Pour montrer que w est définie positive, il suffit de remarquer
que U(n+1) agit isométriquement sur ¢n+1ﬁo}donc, par passage au quotient,

sur £P". La forme p w étant invariante par l'action de U(n+1), la

forme w 1l'est aussi.

Le tenseur y défini par Y(X,Y) = w(X,JY) est invariant par
1'action de U(n+1), donc proportionnel a la métrique g de gP”. 11 est
donc facile de vérifier que y = 2g et que ® est bien la forme de KHhler

correspondant a g .

En coordonnées locales, et en reprenant les notations de ii),

. ey s n+1 .
si {eo,...,en} est une base wunitaire de @ et si m = p(eo), on a

w = V:Td'd"[Log(1+(z1)2 + ...+(zn)2)J .

Au point m =p(e0), nous obtenons

n . .
w = =T = dz' A az' .
i=1

A une constante prés, w est bien la forme de KYhler correspondant a g .

4.6 Le laplacien réel est défini par A = d° 6+ 6°d (cf.3.2).

On définit deux autres laplaciens : 1le laplacien holomorphe
A'=d'eod' +86'o d' et le laplacien antiholomorphe A" = @" o 6"+ §" oqd" .
Théoréme : Sur une variété kahlérienne les laplaciens holomorphe et

antiholomorphe co¥ncident avec la moitié du laplacien riemannien (et

co¥ncident donc entre eux).

Preuve : On considére l'application L de aP’? gans Qp+1,q+1: La=wAa .
Choisissons la carte (x',y') de sorte que le repere Q_T’ Q—T soit
d0x dy

orthonormé au point considéré. Tous les calculs suivants sont effectués

au point m . Pour une forme différentielle ¢, on a d"a = I dEkA DO a .
k 2
oz"
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D'aprés 3.2 , on obtient

[6',1:]& = =2 2 ib
k=%
0z 0

D, (wpra) +2iwA% D a ;
zE 02X 57K

comme Dw = O d'apreés 4.1 , on a

[6',L]a:—22(ib w)/\Db a = -\[-1T% dEkAD a
k — k 0

T ozk ozk

= -\=T.d" .

On montre de m#me que [6",L] =y-1d'; il s'ensuit que

V=T (s ar+a*s') = 6'o[6',L] « [6',L]°8"'= 0 ,
On montre également que &6"d'+d'6" = O . Ceci implique

& = (A" +adM 2 (8"+6") + (86" +8") e (d'+d") = Af 4 4",

D'autre part, en remarquant que 6'6" =-6"6"', on obtient

V=1(86'da'+a's")

1

86", L] + [8",L]ogr= s"e{L,8'] + [L,6"Jogn
v—:]-.'(é"d" +avem,

I

ce qui acheve la preuve . B

Le calcul en coordonnées locales donne, pour une fonction f ,

a'f = 8'a'f = -2 g p af(®~) da'aprés 3.2 .
PN ) i
1,] by dz
>zY
Comme la variété est kHhlérienne, nous avons DO 'g—;: o,
— b
ce qui donne vz
ij %t

Af = 2A'f=- -2Z g T
i,j ozt vzY

(cette écriture permet aussi de redémontrer que A'f = A"f).

Ceci est évidemment particulier aux variétés kH#hlériennes. Sur une
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variété complexe, nous n'aurions pas A = A'+ A" et, dans 1'écriture
de A'f en coordonnécs locales, interviendraient des termes en gi'jd'f(Db _b__'_).
gﬁ dz"
Il est important de remarquer que , parce que la variété est
k4hlérienne, A cst un opérateur différentiel homogéne de degré 2 dont
les coefficients sont donnés par la métrique. Ceci est une propriété

tout a fait exceptionneclle puisqu'en général, sur une variété quelconque
P q g s ,

le laplacien s'écrit, en notant G = det (gij) >

. 2 . .
NE = - Z gl‘]. _Ol_f__J_ + 2, __O_f_J_ O—I[EIJV'(_;‘J )
i,j dx~ dx V& i,j ox* ox

il y a alors une partie qui est d'ordre 1 en f et dont les coefficients

sont des dérivées des gl'].

Lemme 4.7 : Si w et w' sont deux formes de Kdhler sur une variété

complexe M et si w et w' appartiennent a la méme classe de cohomologie,

alors il existe une fonction f définie sur tout M telle que

w' = + \([=1'd'a"f.

Preuve : Il suffit de montrer que, pour toute forme réelle de type
(1,1) qui peut s'écrire sous la forme da , il existe une fonction réelle

f telle que da = \-1'a'a"f .

D'aprés le théoréme de décomposition de Hodge, a peut s'écrire
sous la forme a = &+ Ay ou g est harmonique et y convenablement choisie.
La forme aoétant réelle, nrous avons a = B + B ou B est de type (0,1).
Donc B =B + AT ou g + g = J et T+7= Y » Comme da est de type (1,1),
on a d"B = O (composante de type (0,2) de da). Ceci donne 0 = d"g = d"(pT)
car d"g est nul et A =2A " commute avec d" ., Ceci implique &(d"t) =0 ,

donc §"(d"t) =0 .,

Or d'apres 4.6,
AT = 2(d"8"T + &"d"g) = 2d4"8"«w
et

o
B =P + 2d"(s").

o -
Posons ¢ = 6"7, nous obtenons da = da+2d'd"(8"7)+ 24" [a"(s" )]
dlou da = 2d'd"(¢p-p) = (=1d'a"t si V-1f= 2(¢-F). »
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PREMIERE PARTIE : POINT DE VUE DE LA TOPOLOGIE

§ 1. FIBRES VECTORIELS COMPLEXES

1.1 Définition : Un fibré vectoriel complexe de rang q est un triple

= (E,n,B), ou E et B sont des espaces topologiques et n une surjection
g s

continue de E sur B, tel que

i) il existe un recouvrement ouvert {Ui} de B pour lequel

n-l(Ui) est homéomorphe a U, x a¢%. on note 3 u; x e n_l(Ui) cet

U,
i
homéomorphisme et on dit que {Ui} est trivialisant;

ii) la fibre n—l(x) est un espace vectoriel sur @ et la

restriction de 5_1 a n_l(x), x appartenant a U, , est un isomorphisme.
U, i?
i

1.2 La condition précédente s'énonce encore sous la forme suivante

ii') Dans l'intersection de deux ouverts Uk , i1 existe

une application c® notée kU y. » ou plus simplement ki' ,a valeurs
ij J
dans GL(€,q) appelée fonction de transition telle que

(@Ui(x,v) = QUj(x,v')) & (kUin(x) v:v').

Les fonctions ki' satisfont aux conditions de compatibilité

/-
i k.% = k..
ij ji

k.. k. k. =1 dans U.NU.NU .
1] Jg g1 13 4

Ces conditions expriment que(kij)est un cocycle a valeurs
dans GL(@,q) .
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1.3 Exemples :

i) Si X est une variété complexe de dimension n, son
fibré tangent est un fibré vectoriel complexe de rang n, dont les
fonctions de transition sont les matrices jacobiennes des applicaticns

de changement de cartes.

ii) Si g = (E,x,B) est un fibré vectoriel complexe, son
4 * . s -
fibre dual g* = (E",p,B) a pour fonctions de transition les tki; .
iii) Pour deux fibrés g' = (E',n',B) et g" = (E",n",B) on
définit la somme de Whitney ' @ €" = (E' ¢ E", n' @ n", B). La fibre
en x est la somme directe n'-l(x) o) n"—l(x). Les fonctions de transition
k! . 0
1]
sont données par la matrice .
0 k",
1)

iv) Soient £ = (E,n,B), B' un espace topologique,

f : B' , B une application continue. L'image réciproque f*(g) de g

par f est le fibré vectoriel complexe f*(g) = (E',n',B') ou E' est

défini par
E'= {(x,v)| (%9 BXE, =n(v) =f(x)} .

v) Pour deux fibrés g' = (E',n',B') et g" = (E",x",B")
on définit le fibré produit g' X g" = (E, n'gn", B'xB"), la fibre en
(x',x") étant donnée par n'-l(xo ® n”-l(x")

Lorsque B'=B"=B, et si A est l'application diagonale de B
dans BxB, le fibré image réciproque A*(g'sg") est appelé produit tenso-
riel de g' et g" et noté g£'®E'". Ses fonctions de transition sont les

1
kij ® k

n
ij -’
1.4 Définition : Deux fibrés de rang q sur B sont dits équivalents

si, dans un recouvrement ouvert {Ui} de B qui les trivialise, il existe

une application hy ae U, dans GL(€,q) telle que
i

8 (X,hU (v)) = 8 (x,v) .
i i i
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Ceci s'écrit encore pour les fonctions de transition

-1
k!. = h kY. h_".
ij Ui ij Uj
A équivalence prés les fonctions de transition définissent

le fibré et par la suite on dira souvent '"fibré" pour ''classe de fibrés".

1.5 Une situation qui va particuliérement nous intéresser est
celle ou le rang du fibré est égal a 1. On dit alors que l'on a un

fibré en droites (complexes). Remarquons que le produit tensoriel est

une opération interne dans les fibrés en droites qui, avec 1'opération
de passage au dual, munit 1l'ensemble & des fibrés en droites d'une

structure de groupe.

Le modéle de ces fibrés est, comme nous le verrons plus
loin si B est compacte, le fibré nn défini par un hyperplan de "

qui est le dual du fibré tautologique sur EPn.

Les fonctions de transition de N, Pour le recouvrement (Ui)
de @P" donné par les ouverts affines en coordonnées homogénes sont les
fonctions multiplication par zi/zj ou &k)désignent les coordonnées
homogénes de ap”. Géométriquement, ﬂﬁ est obtenu en mettant au dessus

n+1

d'un point de GPn, espace des droites de @ , la droite de Gn+1 corres-—

pondante.

Pour avoir encore une autre vision de 1  donnons la définition

suivante.

Soit Y&—X une sous variété complexe de dimension k de la
variété complexe X de dimension n. Chaque point y de Y admet un voisi-
nage ouvert dans X dans lequel les coordonnées locales sont (zpu.,zn)

et tel que, dans ce voisinage, Y s'écrive z ;..:zn=0 .

k+1

Soit j : Y , X le plongement de Y dans X .0On a alors,en

notant TX le fibré tangent a X,

F¥(1X) = TY @ NY (comme fibrés différentiables)

ou NY est le fibré normal a Y, Le fibré NY est analytique.
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1.6 Lorsque k = n-1, on dit que Y est un diviseur de X a cause
de la construction suivante : il existe un recouvrement ouvert {Ui} de

X dans lequel Y s'écrit fi = 0 ou fi est une fonction holomorphe. Si

Ui ne rencontre pas Y, fi est inversible.
Le cocycle(fj.fzﬁ est holomorphe non nul sur Ui n Uj et

définit sur X un fibré en droites souvent noté r?j dans la littérature.

1

1.7 Considérons alors le plongement de aP"™" dans €P" donné

par z = 0. Les fonctions de transition de IGPn-II sont donnés par

zn/z,.zi/zn = %i/%j et ne dépendent donc pas du plongement particulier
J

choisi. Alors 7 s'interprete comme lGPn_q .

1.8 La structure de groupe des fibrés en droites induit sur
1'ensemble des diviseurs associés une structure de groupe, qui n'appa-
raissait pas au niveau de la géométrie. Du point de vue de la géométrie
algébrique cela revient a considérer les diviseurs définis par les

puissances de 1'équation d'un diviseur donné.

§ 2. DEFINITION AXIOMATIQUE DES CLASSES DE CHERN

2.1 Soit £ = (E,x,B) un fibré vectoriel complexe. D'apreés le

théoreme de décomposition polaire GL(q,&) s'écrit comme produit topo-
2
togique RY x U(q) et comme RY est contractile, seule compte la partie

U(q) du produit en ce qui concerne les propriétés topologiques. On
considérera donc que le groupe structural, i.e. le groupe qui opére
dans la fibre se réduit de GL(q,&) a U(q), sous-groupe compact maximal

du groupe linéaire.

2.2 Les classes de Chern sont définies par le systeme d'axiomes

suivant
CCi) Pour tout i dans N,on se donne un élément ci(g) dans

H21(B,Z) et on demande que co(g) soit égal a 1 .

CCii) Si B' est un autre espace topologique et f une appli

cation continue de B' dans B,alors

c(£¥(g)) = t¥e(e),
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ou c(g) désigne la classe de Chern totale

©
c(g) = » c;(g) .
i=o
CCiii) Soient g, et g, deux fibrés vectoriels complexes

sur B, Alors
c(g@g,) = c(gy).clgy)

CCiv) (axiome de normalisation). Notons h le générateur
de HZ(GPn,ZD associé a la 2n-2 classe d'homologie représentée par
1'hyperplan 2z, = 0 de ap" (cet hyperplan s'identifie a GPn-l).

Alors

c(n,) = 1+h -

n-1

Remarquons que, si j : @P -~ €P" est le plongement précédent,on a

L

J (hn) = B v My = Mpar

On peut montrer que ce systéme d'axiomes définit les classes de Chern
de fagon unique.

Les classes de Chern "caractérisent' les fibrés complexes et sont obte-
nues comme image réciproque des classes de cohomologie d'un espace

classifiant.

2.3 Proposition : Si g = (E,n,B) est un fibré en droites sur B

compacte, il existe un entier N et une application f : B . GPN tels

que
*
g = (1) -
Démonstration : On va en fait exhiber une application T au dessus de
f .On va construire une application f de E dans GN+1 telle que f soit

@-linéaire et injective dans chaque fibre de g . La fonction f définie

pour e dans E par
fle) = (271 (x(e))), (o))

répond alors a la question.
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Soit {Ui} (i=1,”.,ﬂun recouvrement ouvert fini de B triviali-
sant g . Comme B est normal,il existe des ouverts Vi(i = 1,.42) tels que

T C: - . : . kv .
v u,, g Vi_ B, De méme il existe W ,...,W ouverts tels que W, C V.

Soit Xi une fonction plateau a support dans Vi et valant 1 sur Wi .

1
(v,)

Comme Ui trivialise g , il existe une application hi de =~

dans @ qui est linéaire sur les fibres.

Définissons hi : E , @ par

hi(e) =0 si n(e) ¢ vy
et par
hi(e) = Xi(n(e)) hi(e) si n(e) € U; -

L'application hi est continue et linéaire dans chaque fibre. On définit

f(e) = (hi(e), ...,h!(e)) .

Alors f est continue et est une injection sur chaque fibre. =

2.4 Remarque : On a un résultat du méme type pour un fibré de rang
quelconque comme image réciproque du fibré tautologique sur une grassman-

nienne.

Par ailleurs ce résultat s'étend aussi au cas ou B est
paracompacte. La base du fibré servant de modéle est alors la grassman-
. © . . i .
nienne Gn(G ), ensemble des sous-espaces de dimension n de @ €  muni de

la topologie limite inductive. .

§ 3. UNE PROPRIETE DES FIBRES EN DROITES

On suppose maintenant que la base du fibré g est une variété

© ’
C notée M,
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3.1 Proposition : Les fibrés en droites c” sur M forment un groupe
isomorphe a H2(M,ZD .

Démonstration : Soient respectivement g et a* le faisceau des germes

de fonctions C” sur M a valeurs respectivement dans @ et dans T - {0} .

Les fonctions de transition d'un fibré en droites g sur M
sont dans a* et définissent donc un élément de HI(M,O*), compte-tenu
des conditions de compatibilité. Comme le produit tensoriel de deux
fibrés en droites £' et g'" sur B est encore un fibré en droites sur
B , dont les fonctions de transition sont obtenues comme produit tenso-
riel des fonctions de transition de ' et g'", on a ainsi un isomorphisme

de l'ensemble des fibrés en droites sur B sur Hl(X,O*) .
Considérons alors la suite exacte de faisceaux
o.z LaS%ad*-o0
ot i est 1'inclusion et e(f) = ezimf pour f dans @ .

On en déduit une suite exacte de cohomologie

1 .2
atm,0) &5 wlv,a® &P,z A vt

comme @ est un faisceau fingon a HI(M,a) = Hz(M,a) = {0} .

D'ou
1
€ 1 %, 5 .2
0 —H (M,a") 2 H°(M,Z) -~ 0

et 1'isomorphisme cherché. m

3.2 Remarques

i) On peut montrer que si £ est un fibré en droites on a
c,(g) = 8(g) .
ii) Si X est une variété complexe, ses classes de Chern

ci(X) € H21(X,Z) sont par définition celles de son fibré tangent.
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3.3 Proposition : Soit en+1 le fibré vectoriel trivial de rang n+1

sur CP". Alors on a la suite exacte

* n+1 * n
(3.4) 0 - My, ~» © - M, ® TCP L 0 .
Démonstration : Soient (uo,...,ui_1,1,ui+1,...,un) et

(v ,eee,v. 1,v. ...,v_) les coordonnées déduites des coordonnées
o’ ST R AR S 'V

homogénes des deux cartes affines Ui et Uj de €P". On a alors

u u
v o \' 1 A 1 \ n
o wu."""i T w2ttty T Tttt n T ou?
J J J

d'ou la matrice jacobienne, écrite comme une (n+1) x (n+1) matrice

dans laquelle on enléve la j-éme ligne et la i-éme colonne.

-1 -2

(3.5) 0 : 0
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Soient (go,...,gn) et (60,...,6n) les coordonnées du fibré trivial en+1

au-dessus des ouverts Ui et Uj ; on a bien sfr €k = Ok * Remarquons

k
alors que les n-uples (go-uogi"'°’.\0 "'”gn-ungi) et
iéme
place
(ooivooj,...,'\o ,...,on—vnaj) constituent les coordonnées au-dessus
jéme
place

de U, et Uj d'un fibré puisque, sur Ui n Uj’

uk uk
OKViO5 = B = o gj = (gk-ukgi) - 1-1-:; (gk-ujgi)

=1

et que

. = 1 ==L (g, -ue)
RS T S T B

Ce fibré n'est autre que ni ® TEP" dont les matrices de
transition s'obtiennent par produit par uj de la matrice jacobienne (3.5)

Nous venons donc de définir une application fibrée de 9n+1
sur ni ® TeP" dont le noyau est un fibré de rang 1 dont les paramétres
A et p au-dessus de Ui et Uj sont reliés au-dessus de Ui n Uj par
(luo,...,lui_l,l,lui+1,...,ku) = (pvo,...,pvj_1 , p,pvj+1,...,pvn) .

En particulier p = X.uj .Ce fibré est donc n: .m

3.6 Proposition : La classe de Chern totale de GPn est (1+hn)n+1 gg

h est la classe de Chern du fibré T]n .

Démonstration : Par produit tensoriel avec Tn de la suite exacte (3.4),

on obtient

% n+l1 n
O-mn,®n, - ® n, -~ TP L0,
i=1
D'aprés les axiomes des classes de Chern, nous avons prouvé le
*
résultat, puisque le fibré de rang un Mo © M est trivial (il a une

section non nulle). m
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3.7 La connaissance de la classe de Chern de @P" va nous permettre

de calculer la classe de Chern d'une hypersurface complexe de ap”.
Remarquons tout d'abord que si S est une hypersurface de
degré k de @P", le fibré en droites associé [Sl est équivalent & 1la

puissance tensorielle k-iéme du fibré nn .

En effet, une hypersurface S de degré k de apP" est défini

par un polyndme homogéne F de degré k . Sur un ouvert affine Ui’ S est
z, z F(zo,...,zn)
définie par fi(ET”"’l”"’ET) = T Alors les fonctions de
i z

i
transition de [S] s'écrivent comme puissance k-ieme de celles de ", -

On a donc cl(l'g]) =k cl('nn) .
On a par ailleurs, si j est le plongement de S dans GPn,
i*(rap™) = 15 @ ;*([F]),
d'ou
c(8) = i¥(c(taP™) . j*(c(S1)) L.

Si h est la classe de cohomologie duale de la classe d'homo-

. -1 .~ . .
logie de €P"™" dans GP", et si B = J*(h) on peut écrire

c(S) = (1+E)n+1(1+ﬁﬁ)_1.

En particulier si S est une surface K3, quartique de GPS,

on obtient

c(S) = 1+6H2 ,

d'ou

1
(=]

cl(S)—
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DEUXIEME PARTIE : POINT DE VUE DE LA GEOMETRIE

§ 4. CONNEXION SUR UN FIBRE VECTORIEL COMPLEXE

4.1 Dans ce paragraphe £ = (E,x,M) est un fibré vectoriel com-

plexe sur une variété complexe M (par convenance pour la suite).

On note € 1'espace de ses sections. On a donc

e = {f]f:M_ﬂi‘.,no f = Id

.

m}

Le complexifié du fibré tangent TM de M est noté T“M .

On a TgM = T @ TM, ol TM est le fibré vectoriel complexe conjugué

de TM. De méme on notera T:M le @-dual de TGM .

4.2 Définition : Une connexion sur £ est une application V ,
¥ ¥*
vV:¢e . T;M ® e (ou TGM est 1'espace des sections de TwM - M) telle que :

Cc i) V(e1+e2) = Ve1 + \Te2 N 1€

C ii) V(fe) = df®e + f Ve , ¥ ec€ ¥feq .

On remarquera que la différence de deux connexions est un élément de
T;M ® 5* ® ¢ et que, par suite, l'addition d'un tenseur de ce type a une

connexion donnée permet d'obtenir une autre connexion.

4.3 La donnée d'une connexion V sur £ induit une unique connexion
#* * . N . PP
V" sur £, qui commute a la contraction,définie pour X dans IGM, e dans &

et t dans 6*,par

X.<t,e> = <V¥t(X),e> + <t,Ve(X)s .

On notera souvent Vys pour Vs (X) .
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On a aussi une unique connexionyencore notée V, sur

§* ® € = Hom(g,g) définie par
V(tee) = V¥t®e + t&Ve .

4.4 Par partition de 1'unité on a le résultat suivant

Proposition : Si M est paracompacte, £ admet une connexion (et donc

beaucoup).

4.5 Définition : Soit £ = (E,x,M) un fibré complexe holomorphe sur
M. Une connexion sur g est de type (1,0) si, pour toute section holo-

morphe s de g et pour tout X dans fﬁ, on a

vs(X) =0 .

4.6 Proposition : Si £ est un fibré holomorphe hermitien (i.e. muni

d'une métrique hermitienne dans les fibres), il existe sur € une unique

connexion, dite canonique et notée D, qui préserve la métrique hermitienne

et soit de type (1,0).

Démonstration : Si <,> désigne le produit hermitien, pour deux
sections Sy et S, de £ et pour X dans TM, on a nécessairement
X.<sl,52> = <stl’52> [y
car
<51,D_52> =0,

On peut vérifier que 1l'opérateur ainsi construit satisfait

aux axiomes définissant une connexion. m

4.7 Remarque : Si £ est un fibré en droites holomorphe muni de la

métrique hermitienne a, on a pour une section locale s de € et un
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champ de vecteurs X

Dys = [s*(d'Log a)(X)]s .

En effet s*(d'Log a) représente localement une forme de type (1,0), et

1'égalité découle de l'unicité de la connexion canonique sur £ muni de a .

La forme différentielle d'Log a définie sur l'espace total

E du fibré privé de sa section nulle est appelée la forme de connexion.

Pour les fibrés vectoriels de rang supérieur a 1 la définition de la
forme de connexion nécessite 1'introduction d'un autre objet appelé

fibré principal.

4.8 La donnée d'une connexion V sur le fibré g permet de définir
une différentielle extérieure dV sur les formes différentielles sur M

a valeurs dans E . On pose, pour g dans Qk(M) et s dans & ,
dv(e®S):d9®S+(—1)k9AVS.

Le produit extérieur correspond a l'antisymétrisation des

k variables de forme de g avec la variable de forme de Vs .

On notera Qk(M,g) 1'espace des k-formes a valeurs dans € .

4.9 Lemme : Soient g dans Qp(M)_EE w dans Qq(M,g). Alors on a
\ v
ad(gaw) =doaw+ (-DP gady .

Démonstration : Utilisant la linéarité il suffit d'établir la formule

pour w de la forme a ® s .0On a alors

1

a"(0a(ags)) = @ ((BAQ) ® 8)

dlena) ® s + (-1)P*1 eAa/\dvs

1]

dgaw + (-1)P gada @ s + (-1)P*9 g4 aAst

adaw + (-1)P ga dvu) .n
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4.10 Définition : La deux-forme R' & valeurs dans Hom(g,g) définie

pour X et Y dans TGM et s dans € par

RV(X,Y)s = (d'(d"(8)))(X,Y)
est appelée la courbure de V .

Compte-tenu de la définition de dV on a encore
R(X,Y)s = Vy(Vys) - V (Vys) -

V[X,Y]S .

4.11 Proposition : Sur un fibré vectoriel holomorphe hermitien g

la courbure RD de la connexion canonique D est de type (1,1).

Démonstration : Soient X et Y dans TM et s dans & .On note <,> le

produit hermitien, On a

<R(X,Y)s,s> = <DX(DYS) - DY(DXS) - D[X,Y]S’S>

= X.Y.<s,s> - Y.X.<s,s> - [X,Y].<s,s>

=0 .

Remplagant X et Y par X et Y) on montre de mé&me que

<R(X,Y)s,s> = 0 .m

4.12 Lemme : Soit w une k-forme sur M a valeurs dans € .Alors on a,

pour X,Y dans ICM ’

R (X,1)a0 = (d (@w)(X,0) ,

2& O est le produit extérieur des formes différentielles suivi de

la contraction (1,3) §* ®E®E -E .
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Démonstration : Posons @ = g ® S avec § € QK(M) et see

on a
v
dv(e®S) = dp®s + (-1)¥ pAd s .
(@ (ges)) = (-1 @gnd’s + (-1)¥ agad’s - (-1)%* grd"d's
= eAdVdVS P
d'ou
v,V
a (a (w))(X,Y) = R(X,Y)p® . »
4.13 Proposition (Deuxiéme identité de Bianchi)! La deux-forme

de courbure R‘7 de la connexion V est fermée pour la différentielle

P A
exterieure d .

Démonstration : On a

(@R (s) = " (R"(s)) - R, d's

= dvdvdvs - dVdVst =0 «em

4.14 Proposition : Soit € = (E,x,M) un fibré en droites holomorphe

hermitien. On note a la métrique et D la connexion canonique. Alors

on a,pour une section locale s,

RD(s) = -s"(a"a Log a) ® s .

Démonstration : Comme la connexion canonique estde type (1,0) et que
[X,Y] =0,0n a

RD(x,'Y')s = -D (D s) .
Y X
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Utilisant 1'expression
#*
Dys = [s (d'Log a)(X)]s ,
on obtient

D (D s) = d[s*(d'Log a)(X)]()s + [s*(d’Log a)(X)] D_s.
Y X Y

Le dernier terme est nul car D est de type (1,0). La dif-
férentielle extérieure commute a 1'image réciproque et comme pour une

fonction f ,df(Y) = d"£(Y), on a
D - +* " p—
RO (X,T)s = -[s*(d"d'Log a)(X,Y)]s . u

4.15 Proposition : Soient V et V' deux connexions sur le fibré

g = (E,n,M). Alors, si A désigne la différence V - V' on a

A
R -R =a4-040ah,

ou A b désigne le produit extérieur suivi de la contraction

(o8 e (0t - ot .

Démonstration : Pour s dans £ et Y,X dans TGM on a

\Y

RV(X,Y)s - R' (X,¥)s = (d'd"s)(X,¥) - (d" d" &)(X,Y)

((@"-a"" e d's)(x,Y) - ("', (" -a")skx, 1)
= A(X) d's(Y) - ACY) a"s(X) +
v d (B(8)) (X,¥)-A(X) (A(Y) (8))+B(Y) (A(X) (8)) .

Utilisant 1'identité

dv(A(s))(X,Y) = (dVA(X,Y))s + A(Y)dvs(X)-A(X)st(Y) ,
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on obtient

RV(X,Y)s-R' (X,Y)s = d"A(X,V)s - (A(X)oa(Y))s + (A(Y)oA(X))s . u

§ 5. LA CLASSE c,

5.1 Soit g = (E,x,M) un fibré vectoriel complexe muni d'une
connexion V, On va maintenant construire a partir de V une forme

différentielle sur M représentant la classe cl(g).

\U N v ;
5.2 Proposition : La deux-forme 5%; r (22' rV: trace R') est fermée

et définit une classe de cohomologie sur M au sens de Rham. Cette classe

ne dépend pas de la connexion sur g et coincide avec 1'image de cl(g)

dans HZ(MJR).

Démonstration : Compte tenu de la définition de la connexion sur
*
£ ® E on a

drv = d trace RV = trace dV RV,

d'ou, comme R' vérifie 1'identité de Bianchi,

\

dr 0.

i

Si V' est une autre connexion sur g,on a
\Y
R - R =dA—A¢A,
c'est-a-dire

\Y

RV(X,Y)s - R' (X,¥)s = d"A(X,Y)s - (A(X)aB(Y))s + (A(Y)ed(X))s 3
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d'ou

\Y

'
trace (RV(X,Y) - R (X,Y)) = trace dV A(X,Y)

d trace A(X,Y).

1
Les formes rv et rv ne différent donc que par un cobord.

Montrons maintenant que r satisfait aux axiomes des classes de Chern.

Comme Hz(mpn,:m) =1, les classes cl(nn) et [r] sont pro-

portionnelles. Pour trouver le coefficient de proportionnalité il

suffit de les évaluer sur un cycle, par exemple GPI.

Considérons le fibré tangent T(IZP1 de GPI. Sur GPI on a

les deux cartes
by (zo,zl)__4>zl/zo (z, £ 0),
byt (ZO,Zl);-_—;zo/z1 (z, # 0).

On a pour les applications de changement de carte

-1
v Vo

1
Zb—)(z,l)-——-)z .

Les fonctions de transition sont en -1/z2 et donc en -z2

pour le fibré cotangent ™M .0n a par suite
*
ZCl(nl) = cl(T M) ,
D'autre part
1 . 2 .
[r] [@P"] = [ir][S®] = 4in ,

et 1
e (nler ] =1 3
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d'ou

[r] = (2in) ¢ (q,) .

Les connexions se comportant de fagon naturelle par image

réciproque, il en est de méme pour [r] .

Enfin si g = €, ® By la donnée d'une connexion sur chaque

g munit € d'une connexion pour laquelle r = r1+r2,donc [r]:[r1]+[r2] R

condition a laquelle se réduit pour c, l'axiome sur les sommes de

1
Whitney. m
OO 1 .V . .
5.3 Deéfinition : La forme 5TRT est appelée premiere forme de Chern

de (g,V) et notée Yl(g,V) ou yl(g) lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité sur

la connexion choisie. (C'est une forme de type (1,1).

5.4 Remarques : i) Si TM est le fibré tangent d'une variété kdhlé-

rienne M et si V est une connexion sur TM, alors la courbure de Ricci

\

p de V est définie pour X,Y,T dans T ,M comme la trace de 1l'endomorphisme

(4
Y o RV(X,V)T .

Lorsque 1l'on choisit sur TM la connexion canonique D, la courbure R

vérifie la premiére identité de Bianchi qui s'écrit

rRD(x, )T = rRP(x,T)Y

1]

et
R2(x,7)r = RP(1,1)X .

La courbure de Ricci est alors aussi la trace de 1'endomorphisme

T , R(X,1T

et on a donc yl(TM,D) = 5%; pD.
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ii) On peut aussi construire, au moyen de la courbure,
des formes de Chern représentant les classes de Chern de degré supé-

rieur a un,

5.5 Lemme: Soit £ = (E,n,M) un fibré holomorphe hermitien de rang q .

Le fibré Aqg est de fagon naturelle un fibré en droites holomorphe

hermitien. Alors, si rA est la courbure de la connexion canonique sur

Aqg,on a
rD= RA = trace RD.
Démonstration : Soit (Si) une base locale de sections de g . Alors

0 =8;A... ASq est une section locale de Aqg . Pour X,Y dans TGM on

a
<M, T)o,05 = <dDdD0(X,Y),0> ,

le crochet désignant la métrique hermitienne sur Aqg induite par la

métrique de g .

D'ou

D.D - D —_
<d " do(X,Y),o> T <siA...Ad SiA...AdDSjA...ASq(X,Y),0>

i,j

b <slA...AdDst.(x,Y)A...As ,0> ,
i t 1

car sti(Y) = 0.

Comme

A ] 'y = [
S N ASSIAL S > det(<si,sj>),

on obtient en un point ou (Si) est une base unitaire

<dDdDa(x,Y),o> =% «d

1

D.D -
d si(X,Y),si> R
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ou cette fois le crochet est la métrique de E . On a donc

trace RD(X,Y) =z <RD(X,Y) S;»8;>

i
i

<RA(X,Y) 6,05 .m

56 Proposition : Soit £ = (E,n,M) un fibré holomorphe hermitien

de rang q . Alors si a est la métrique hermitienne induite sur Aqg

et si 0 est une section (éventuellement localéd de A% ne s'annulant pas,

on a
1 * 0oy an
yl(g,D) =575 © (a'ad" Log a) .
Démonstration : Suivant la proposition 4.14 on a pour une section
o de Aqg

A
R'(0) = -0" (a"a" Log a) ® 0 .

Utilisant le lemme précédent on peut écrire, pour une base locale

(si) de sections de g et pour 0 = s A ... nsg s

PN <r? $,,8;> = a(RAG,O) = -0 (a"a’ Log a) a(o0,0).
i
s g s 1 D \ .
Par la proposition 5.2, v,(g,D) = 5= trace R". D'ou si a(o,0) =1

21irn

au point x de M, on obtient

1 *
v, (€,D) = 5= 0 (d"d' Log a) .
Comme d"d' = -d'd", la proposition est démontrée. m
5.7 Sur ce cas particulier (fibré holomorphe), il est maintenant

clair que la premiére classe de Chern d'un fibré hermitien (donc avec
des fonctions de transition dans U(q)) est 1'obstruction au choix global

d'un élément de volume complexe, i.e. une section partout non nulle
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de NIE . On peut encore dire que c, est 1l'obstruction a ce que les

1
fonctions de transition du fibré soient dans SU(q).

§ 6, UNE APPLICATION

6.1 Proposition : Soient X une variété complexe de dimension n et

Y une sous-variété complexe de X de dimension n-1, Alors si h est la

classe de cohomologie associée par dualité a [Y},on a

cl(r§1) =h .

Démonstration : Comme {Y| est trivial hors de Y , on peut choisir
sur 1Y une métrique qui soit plate dans le complémentaire d'un voi-
sinage tubulaire V'n de Y . La premiére forme de Chern est alors a support

dans V_n +Si a est une (n-1,n-1)-forme fermée, on a donc

(el e (1) X3 = [ aay, (WD) = [ any, (YD .
X \'
M

Si a est la métrique hermitienne sur |Y|,on peut écrire

[ d Log a = | d'Log zz = [ £ - 2ni .
fibre fibre fibre

Alors, notant SNY 1'espace total du fibré en cercles du

fibré normal a Y et Tg la projection, on a

I ¢ = - f n; and'Log a .
SNY

Pour un voisinage tubulaire assez petit, 1'exponentielle

du fibré normal est un difféomorphisme. D'ou

Ay, (Y] =
fvn"‘ Y1 fNY

exp” aa exp® yl(l_ﬂ) .
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L as . * * *
Notons [ le flot géodésique. Alors comme exp = Cy° ™

exp*a et n*a sont cohomologues. Il en est de méme pour exp* y1( Y )

et N*Yi(rY1)-

On peut donc écrire

exp*a Aexp*yl( Yl = j‘

n*aAn*V1(|T|) + j‘ dw ,
NY

fNY NY
ou
* *
W = exp aaP' + exp Y1(|TI)A[3 + BAdB'

et

dg'

dp = exp*a - n*a .
{ exp’ yl(fY1) - vl(FY1).

Comme n* yl(FYW) est homogéne de degré O en dehors de la

section nulle et que Y1 (TY1) est a support compact, on peut écrire
dw = dwo + du)1 s

ou w, est a support compact et w; homogeéne de degré O .

On a alors

I dw

NY “NY NTY

n
—
o
13
e
n
“—
%
u
3
-
-

ou Ny désigne le fibré normal privé de sa section nulle.

Comme w, est homogéne de degré O, w, = p*wi ou wj est

définie sur SNY et ou p est la projection de N*Y sur SNY yon a

]

Ly @ = Jwy #00y = ] asay = 0.
NY N'Y SNY

Notons N:Y le fibré normal privé des points a distance plus petite

que & de la section nulle, On a
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* * * *
o Any, (Y1) taan v, (Y1)
INY 1 IN*Y 1

lim ‘]" n*a/\-zlﬁ- dd'Log a .
es0 o

Y
€

On utilise le théoréme de Stokes

J’ n*a AR*YI(M) = limj M n*al\(—%‘-) d'Log a

NY €.,0 aNcY
i *
= —217; ‘]' p n*a\/\/d'Log a;
SNY

comme To p = Mg 0N obtient

* # —
AR Yy =
INY * " J‘Y *
=([a] ¢ M)[X] .

D'ou cl(m) =h.sm
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§ 1. INTRODUCTION ET RAPPELS

1.1 Dorénavant, on se fixe une variété M complexe, compacte,

connexe de dimension (complexe) m > 2, et on supposera que M admet

des métriques kHhlériennes compatibles avec cette structure complexe.

On insiste sur le fait que la structure complexe (et en
particulier 1'opérateur J) est fixée (et n'est pas donnée a automor-
phisme prés), et que toutes les métriques kHhlériennes considérées

sont compatibles a cette structure complexe.

1.2 Soit g une telle métrique kHhlérienne (g(JX,JY) = g(X,Y)).

On lui associe canoniquement (cf.exposé nOIID une 2-forme réelle w

de type (1,1), qui est fermée puisque g est kHhlérienne. La classe de
cohomologie [w] de w dans Hz(MJR) n'est pas un invariant de la struc-
ture complexe. En général, l'ensemble des classes [w] pour toutes les
métriques kHhlériennes compatibles est un cdne convexe de H2(MJR). Par
exemple, si g est une métrique kHhlérienne et t un nombre réel positif,
tg est encore une métrique kHhlérienne compatible dont la forme est tw

et la classe t{w] .

1.3 On rappelle que g est déterminée par la forme w , On appellera

dorénavant w la forme de KHhler de la métrique considérée. On remarque

qu'une 2-forme fermée réelle de type (1,1) n'est pas forcément une
forme de K4hler. Il faut en plus (et il suffit) que le tenseur symétrique
g(X,Y) = w(JX,Y) soit défini positif. On dira dans ce cas que w elle-

méme est définie positive.

1.4 Si g est une métrique kHYhlérienne, sa connexion de Levi-Civita
D est en méme temps une connexion 'complexe'" c'est a dire D vérifie

DJ = 0 ou encore (étendue & T, M par linéarité) : si X est de type (1,0),

(14
alors D, X est de type (1,0) (cf 4,1 de I'exposé n®III). On associe & D s8

courbure R par R(X,Y) = D[X,Y]

Ricci p défini par p(X,Y) = trace (Z . R(X,Z )Y). Alors p est un 2-tenseur

- Dy,D et son tenseur de courbure de
XY

symétrique, qui satisfait p(JX,JY) = p(X,Y) (cela suit de 4,11 de 1'exposé

o . .. . .
n IV), De la méme fagon qu'd g on a associé w4a p on associe
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canoniquement la forme de Ricci Y définie par

v(X,Y) = p(X,JY) .

On rappelle que vy est une 2-forme réelle de type (1,1) fermée (pour la
deuxiéme identité de Bianchi (voirexposénoIV)et que la classe de coho-
mologie [y] de y dans HZ(MJR) satisfait [Y] = 2n Cl(M)' En particulier,

[Y] ne dépend que de la structure complexe considérée (et pas de g).

1.5 On aura besoin de l'expression de ces quantités en coordon-

nées locales complexes (z%). 0n a

et vy se calcule a partir des coefficients de g (ou de w) par la formule

y = -id'd" Log det(g _) .
ap

On remarque que cette expression fait intervenir 1'élément de volume
de M.En effet o" est la forme volume de M associée a g et s'écrit

en coordonnées locales

o™ = (™) (det(g ) azt A dzt

ap

Aeevw p d2™ A az™
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On rappelle enfin un lemme important sur les 2-formes

fermées réelles de type (1,1), qui nous servira souvent dans la suite

1.6 Lemme (cf.exposén®III): Si a et B sont deux 2-formes fermées

réelles de type (1,1) dans la méme classe de cohomologie, alors il

existe une fonction réelle ¢ définie a une constante prés telle que

B = o + id'd"(P .

§ 2. ENONCE DU PREMIER THEOREME

2.1 On énonce d'abord le théoréme de Calabi-Yau, solution de

la premiére conjecture de Calabi.

Soit M une variété complexe, compacte, connexe, de dimension
complexe m > 2 .Soit c une classe de cohomologie dans Hz(M,IU contenant
au moins une forme de KHhler compatible avec la structure complexe.

On considére : l'ensemble € des formes de Kihler w sur M (compatibles
avec la structure complexe) telles que [w] = ¢ (c'est a dire € est
1'ensemble des formes de KYhler dans la classe c) ; l'ensemble & des
2-formes Yy fermées réelles de type (1,1) telles que [Y] = 2x CI(M)'
On forme 1l'application Cal : & _, F définie par Cal(w) = Y ou Yy est

)
la forme de Ricci de la métrique kHhlérienne définie par w. Alors :

Théoréme I . L'application Cal est bijective.

Autrement dit, pour toute classe de cohomologie c de HZ(MJR) dans
laquelle il existe une forme de KHhler et pour toute 2-forme Y fermée
réelle de type (1,1) avec [v] = 2n cl(M), il existe une unique forme

de K4hler w telle que [w] =c et Y =1y ,
m
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2.2 Exemple - motivation

Lorsqu'il a proposé cette conjecture, Calabi s'était intéressé
spécialement aux variétés kHhlériennes vérifiant cl(M) = 0, qu'il appelle

variétés kHhlériennes spéciales.

Un corollaire immédiat du théoréme I est la proposition suivante :

2.3 Corollaire : Soit M une variété complexe compacte connexe de

dimension m > 2 et vérifiant cl(M) = 0. Alors, dans toute classe de

cohomologie de Hz(MJR) contenant une forme de KHhler, il existe une et

une seule forme de KHhler telle que la courbure de Ricci de la métrique

k¥Yhlérienne correspondante soit identiquement nulle.

L'intérét de cette construction (du moins pour les géométres riemanniens)
est de fournir les premiers exemples de variétés riémanniennes a
courbure de Ricci nulle et non plates.

Par exemple les '"surfaces K3" vérifient CI(M) = 0 et sont simplement

connexes, donc n'admettent aucune métrique riémannienne plate.

2.4 Remarque : Cela résoud en particulier un probléme d'holonomie

le groupe d'holonomie d'une variété riemannienne irréductible non
symétrique est "en général" SO(n). Il est U(m) (n = 2m) précisément

pour les variétés kHYhlériennes a courbure de Ricci non identiquement
nulle et SU(m) pour les variétés kHhlériennes a courbure de Ricci
identiquement nulle (d'ou le nom de variété kHhlériennes spéciales).
Les exemples obtenus montrent que le groupe SU(m) est réalisé. (Il

reste encore quelques groupes d'holonomie qui sont possibles, mais

pour lesquels on n'a pas d'exemple : Sp(g) (n 2 8 G, et Spin 7 resp, en

dimension 7 et 8 ).

2.5 Remarque : Le théoréme peut se concevoir comme un résultat
d'obstruction : il dit que la seule obstruction sur une 2-forme
fermée réelle y de type (1,1) pour qu'elle soit la forme de Ricci

d'une métrique kHhlérienne est la condition cohomologique
[y] = 2n cl(M). Ceci parait a priori optimiste, mais on transformera

bientdt 1'énoncé pour le rendre plus '"crédible'".
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§ 3. CONJECTURES VOISINES

3.1 Les variétés riemanniennes a courbure de Ricci nulle sont

un cas particulier de ce qu'on appelle les variétés d'Einstein, c'est

a dire les variétés riemanniennes vérifiant o = Ag, ot A est une
constante. On remarque que si on remplace g par tg ,ou t est une cons-
tante positive, p ne change pas (car la connexion de Levi-Civita est

la mé&me pour g et tg), donc seul le signe de A importe réellement.

On va essayer de construire des métriques kHhlériennes d'Einstein avec

les constantes +1 ou -1 (le cas A = O étant résolu par le théoreme I).

3.2 On constate tout d'abord qu'il apparaft une nouvelle obstruc-
tion a ce probléme. En effet, si p = z g,o0n avy = I p donc la classe

de cohomologie CI(M) = 5; [y] contient une 2-forme fermée réelle de

type (1,1) "définie" (positive ou négative respectivement) au sens ou
la forme hermitienne canoniquement associée l'est. On est donc conduit
a la

Définition : La classe cl(M) est dite positive (respectivement
négative) si elle contient une 2-forme fermée réelle de type (1,1)

dont la forme hermitienne associée est définie positive (respectivement

négative).

On a donc '""démontré'" 1la

3.3 Proposition : Si M admet une métrique kHhlérienne d'Einstein

avec la constante + 1 (respectivement - 1), alors cl(M) est positive

(respectivement négative).

La réciproque a cette proposition a un statut différent suivant la
valeur de la constante. On a d'une part le théoréme (T. Aubin, S.T.

Yau) :
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3.4 Théoréme II™ : Soit M un:variété complexe compacte connexe de

dimension m > 2 avec c1(M) négative. Alors il existe une unique

métrique kHhlérienne d'Einstein avec la constante -1 , compatible

avec la structure complexe.

3.5 On peut aussi se poser la

Question II' : Si M vérifie Cl(M) positive, existe - t - il une

et une seule métrique kHhlérienne d'Einstein avec la constante +1 9

mais la réponse est négative pour plusieurs raisons :

a) il existe des variétés (par exemple @p? avec un ou deux points
éclatés) admettant des métriques kHhlériennes a CI(M) positive,

mais n'admettant pas de métrique kHhlérienne d'Einstein ;

b) méme s'il y a existence,il peut ne pas y avoir unicité (voir exposénox),

3.6 Les questions II et 11" sont parfois appelées 2éme con-

jecture de Calabi, mais a tort, Calabi connaissant semble-t-il les

contre- exemples cités en a). Dans l'article original sur la question,
il pose une conjecture plus générale, qui sera reprise dans un exposé

ultérieur et qui implique le théoréme II .

§ 4. MISE EN EQUATION DU THEOREME I

4.1 On va remplacer le probléme posé sur les formes par un

probléme sur les fonctions, énoncé en termes de formes volumes.
Sous les hypothéses du théoréme I, on choisit une fois pour
toutes une métrique kHhlérienne g dont la forme de KYhlr w est dans

la classe choisie ([w] =c).

4.2 On notera Y, S8 forme le Ricci. Soit maintenant y une autre

2-forme fermée réelle de type (1,1) avec

(V] = 2n c,(M) = v, J -
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D'aprés le lemme 1.641 existe une fonction f réelle sur M telle que

Y =v - idva's
w

et f est unique a une constante pres.

Pour lever cette indétermination, on choisit f telle que

[efu™ = " (=volm) .
M M
4.3 Pour démontrer le théoréme I, on cherche donc @ forme de

K4hler telle que [w] = [w] et [YNJ = [y] .
w

Toujours par le lemme1.6,0 peut s'écrire ® = W + id'd"y ou ¢ est

une fonction réelle sur M, unique a une constante prés.

Pour lever 1'indétermination, on choisira

On exprime alors vy en fonction de g ; on a
[

y_ = -id'd" Log det(g _)
w ap

et on veut résoudre v = y , soit
w

-id'ad" Log det(g _) = -id'd" Log det(g _) - id'ad" f .
7] ap

Puisque les trois fonctions sont réelles, on obtient
Ing det(g _) = Log det(g _) + f + C
af 1)

(ot C est une constante) ou encore
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det(g )
—aB _ fC,
det(g )
ap det(g )
4.4 On introduit alors les formes volumes —————EE— est
det(g _)
ap

exactement le rapport des formes volumes @" et w". On obtient donc

~m f+C m
w = e w .

Puisque w et w sont cohomologues, o" et Em le sont également, donc

I o™ = I o = I ef+C o™ = e* I ef o eC I mm, d'al C = 0 .
M M

M M M
4.5 On est donc ramené a résoudre 1'
Equation I : Etant données une forme de KHhler @ et une fonction

réelle f sur M vérifiant I ef o™ = I wm, montrer qu'il existe une
M M

et une seule fonction réelle ¢ telle que

i) la forme hermitienne canoniquement associée a w + id'd"y est

définie positive;

i) [ gt =0

iii) (@ + id'd"g)" = e o". (%)

§ 5. MISE EN EQUATION DU THEOREME II~ ET DE LA QUESTION II'

5.1 On traitera dans le texte le cas II avec le cas II+ entre
parenthéses.

Par définition, si CI(M) est négative (resp. positive), il

existe une forme de KYhler w sur M telle que [w] = -2x cl(M)

(M)).

(resp. [w] = +2n %
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Si maintenant on cherche & forme de KHhler sur M telle que y_ = -w
w
(resp. v = +®), on doit donc avoir
w

~

[w] = -[y ] = -2= c, (M) =[]
Oy

(resp. ['(;] = +[y~] = +2m Cl(M) = [w]),
w

et donc on doit chercher, d'aprés le lemme 1.6, ® sous la forme

w=w+ id'd" ¢ (avec toujours ¢ fonction réelle, unique a une constante

pres).

5.2 On rappelle que [yw] = 2n CI(M)’ donc que par hypothése

[y ] = -[lw] (resp. + [w]), ce qui peut s'écrire, via le lemme 1.6 ,
W

Y, =0t id'd"f (resp.+w+id'd"f)

ou f est une fonction réelle unique si on impose, comme au paragraphe

précedent,

M M
On peut donc écrire
Y= Y = (w-w) -~ id'a"f (resp.+(W-wp)-id'd"f) ,
"d)" i
soit
-id'd"Log det(g _)+id'd"Log det(g _)=-id'a"(f+g) (resp-id'a"(f-y)),
ap ap

soit encore, par les mémes manipulations qu'au paragraphe précédent,

Gm - ef+<p+C wm (resp. ef—<p+C wm)

ou C est une constante.
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Pour lever 1l'indétermination sur ¢ (et faire disparaftre la constante)

on choisira ¢ telle que

=@ ~m _ f m - m
IM ¢ ¢ IM ° e IM v

(resp. I P Y™ = I ef o™ = I o™ .
M M

M

5.3 Finalement, on est donc ramené a résoudre 1'

+

Equation II° : Etant donnée une forme de KHdhler w sur M, vérifiant

(w] = £ 2x cl(M),et une fonction réelle f sur M, satisfaisant

f m m . . . . .
I e w = I w , déterminer s'il existe une et une seule fonction
M M

réelle ¢ telle que :

i) la forme hermitienne canoniquement associée a w+id'd"g
soit définie positive ;
b m f m ¥
ii) e (w+id'a@"e)" = e . (%%7)
5.4 On rappelle qu'il s'agit de répondre oui pour le cas II~

et on montrera quelles difficultés apparaissent dans le cas 1t dans
1'exposé n°x.

5.5 Remarque : S.LYau résoud également dans [1] des équations plus

générales, avec des membres de droite dégénérés ou singuliers.
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§ 0. RAPPELS

Cet exposé est la suite directe du précédent, dont il reprend

les notations et hypothéses.

0.1 On se fixe donc une variété M complexe compacte connexe de
dimension (complexe) m > 2 et une métrique kYhlérienne C¥ g sur M de

forme de KHhler w .

(o]
On se donne une fonction f réelle C sur M vérifiant

m m
I e w = I W . On va montrer qu'il existe une et une seule fonction
M M

c® réelle ¢ sur M telle que

i) 1la forme hermitienne canoniquement associée a w+id'd"¢

est définie positive ;

ii) ¢ satisfait 1'équation du probleme I

(%) (w+id'd”¢)m = ef " ;

iii) I ywm =0 (normalisation) .
M

Respectivement,
ii)” ¢ satisfait 1'équation du probléme II~

f m
e w

(%) e-?(w+id'd"¢)m
(sans autre normalisation).
Et on s'intéressera aussi a 1'équation du probleme 1§

(2t e?(w+id'd"¢)m =e W

(sans la résoudre).
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0.2 Remarque : Signalons ici que Yau résoud plus généralement des

équations du type

(w+id’d"¢)m = eF(x,y) o™
avec deux conditions sur F
. oF .
].) a(? 2 0 9
ii) ¥, [ JFx V) m =[ o™
M M

I1 se permet méme des deuxiémes membres plus généraux (avec
des zéros et singularités). Mais on ne connait pas encore les applica-
tions qu'il tire de ces généralisations. On ne les étudiera donc pas

ici.

§ 1. UNICITE DE LA SOLUTION DE L'ﬁQUATION I

1.1 On va donner deux méthodes pour prouver l'unicité : la
premiére est due a Calabi, dans l'article original, et contient des
idées intéressantes pour la suite ; la deuxiéme est celle employée

par Yau et est plus courte, mais moins éclairante.

i) Premiére démonstration

1.2 Soient ¢, , ¢, deux solutions de (#). On notera ¢ = ¢, - ¢;
Si W, = w+id’d”(p1 , alors wy = w+id'd"¢2 =W + id'd"¢ et finalement
. m m f m m
(wl + idrd"¢) " = Wy =€ w = w .

On forme la différence et on développe en utilisant le fait qu'on a

des 2-formes (donc des éléments d'une algébre commutative).

On obtient

1
o

m-l o mekel
(ia'a"y) A[ £ (0, A ‘”2- - )]
k=0
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Le membre entre crochets est une (2m-2)-forme fermée réelle, de

type (m-1,m-1), qui s'écrit donc en coordonnées locales (2%)

m — N N
s MP azl A .. naz® A ... AdZP A ... A 2"
a,p=1

1.3 Lemme : La matrice (MaB) est définie positive.

Démonstration : Fixons x dans M et choisissons des coordonnées locales
. 1 2
(Za) telle que, au point x, g =6 et g ==06 1 . Nous avons bien sfr
—_— af B op apo

by strictement positif pour tout « .,

Au point x ,on a w; =X dz® A dz% et w, = T L daz® A dza,de telle sorte que

5 =
a a
mT A wg—k—l a pour coefficient
ap
M =6 ( ) (VSR TR
(k) ap 1<i <...<i <m 1 'k
1 k
i.Za Vj
j J

Donc seuls les coefficients diagonaux sont non nuls et ils sont tous

strictement positifs. m

1.4 Alors ¢ est solution de 1'équation

m - a2
s M 29 _ o
«,B=1  22z% 37

ou la matrice (MaB) est définie positive.

Donc ¢ est solution de My = 0O ,oﬁ M est un opérateur elliptique du
2éme ordre a symbole défini positif sur M compacte, et ¢ doit donc étre

une constante. Enfin comme on a choisi I ¢(Jn= 0,? est 1a constante O .
M

ii) Deuxiéme démonstration

1.5 On forme de la méme fagon ¢ = 95=9 et w, = w+id'd"91.

1

De (w1+id'd"¢)m = wT , on tire
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1.6 Lemme : A ¢ < O.
&

Démonstration : Fixons x dans M et choisissons des coordonnées locales

2
. 1 9
(2%) telles que, au point x, gaB = 6aB et g;;—igg = 6aB Xa

On a donc, au point x ,

m
TT (1+7& ) =1
a
a=1
et chacun des 1+A est strictement positif, puisque g2_ =6 B(1+7\a).
a op a
Par 1'inégalité entre les moyennes arithmétique et géométrique , on
a donc
m/ m ;M 1 m
1 = (142 ) <= T (1412 ) = =(m+r & A )
a=1 @ m a=1 a m a=1 a
m
d'ou ¥ A >0,
a
a:l
a2
Enfin, en x , 4 ¢ = =X =2 _ -z , donc A <O .m
L3 a 3z% aZa a @ €1
1.7 Puisque M est compacte, il existe une constante C > O

telle que ¥ = C+y soit > O partout.

On a Ag (Wz) = 2\P(Ag V) - 2|d¢|2 et en intégrant sur M
1 1

2 m m
Jav|® o™ = [ w(a W) " <0
IM 1 IM g

puisque ¥ > 0 et Ag ¥V < 0.
1

On en déduit d¥ = O soit ¥ constante, donc ¢ constante et, comme

f qwm =0, 9 =0.m
M
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§ 2. UNICITE DE LA SOLUTION DE L'ﬁQUATION 11

2.1 Soient ¢, et ¢, deux solutions de (##7) ; on pose encore

(P = (Pz—(Pl N wl = (_D+id’d"(Pl, u_)2 = (.U-i-id'd"(Pz et on a
2 m _f m “f1 om

soit

e_q(w1+id'd”¢)m = o

En un point x de M, on peut choisir des coordonnées (z%) telles que,

au point x,

On a donc , au point x ,

m
D oy =1,
a=1 @

?(x)glet p(x)<0 .

Si x est un maximum de ¢,on a Ka < O pour tout a, donc e
Si x est un minimum de ¢,on a la > Opour tout o, donc e?(x)zl et 9(x)=0 ,

D'ou ¢ =0.

2.2 Remarque : On voit que cette méthode (ainsi que les deux pré-
cédentes de I) ne donne rien dans le cas I1". En fait, 1'unicité est

- . . . , .0
fausse en général pour cette équation, voir exposé n X .

§ 3. METHODE DE CONTINUITE POUR LA RESOLUTION DE I

3.1 Pour trouver une solution de (#), Calabi et Yau emploient
la "méthode de continuité'". (T. Aubin utilise la méthode directe du

calcul des variations).
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On va remplacer (%) par une famille & un paramétre d'équations, dont

l'une a une solution connue et on obtiendra la solution de (#) par

passage a la limite.

3.2 On considére la famille d'équations
m
[ o
(*t) (w+id'd"cp)m = etf( Mt m) o™
t€ro,17 [ e w
M

c'est a dire 1'équation (#) dans laquelle on remplace f par

tf + Log ([ o™ - Log([ e*fu™.
IM I&

On fixe une fois pour toutes k entier > 2 et a avec O<a<l .

On note A={t|[t € [0,1] , (*t) a une solution ¢ dans Ck’a(M) vérifiant

m
IM(P('.):O}-
On rappelle que ¢ est unique. On va montrer que 1 appartient a A
pour tout k > 2 et tout a, O<a<l , On obtiendra ainsi une solution
¢ C” de (%), ce qui terminera la démonstration du Théoréme I .

Pour cela, il suffit de démontrer que A est ouvert, fermé et non vide.

3.3 L'ensemble A n'est pas vide, car ¢=0 est solution de (*o).

3.4 L'ensemble A est ouvert : cela résulte du théoréme d'inver-

. . .. P , O
sion locale, via les estimées de Schauder décrites dans 1'exposé n II ,

On considére en effet 1'espace E défini par

E={ glg € %M, [ g = 0}
M
(c'est un espace de Banach car fermé dans Ck’a(M))et 1'ouvert Q de E
Q= {9|p€E et w+id'd"g est définie positive} ,

On considére aussi H = {h]h € ck-2,a

(M), IM ho™ = f wm} ;
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. k-
c'est un hyperplan affine fermé de C 2’“, dont 1'espace tangent est

1'hyperplan vectoriel Ho={hlh € Ck—z’a(M), I he™ = 0} .
M

On consideére enfin 1'application ¢ : Q L, M définie par

(w+id'ad"p)"
G((P) =——wT-—(£— .

On a bien I cly) o™ = I " = I w" puisque @ = w+id'd"y et w sont
M M M

cohomologues, donc G(?) est dans H .

On voit facilement que C est continue et différentiable. On calcule

sa différentielle

3.5 Lemme : Té} = ~C(9) D (gg‘X est le laplacien de la
métrique kHhlérienne g associée a @ = w+id'd"e).
Démonstration : En coordonnées locales (z%), on a
32
det(gaE i aza azE>
cly) = ,
det(g _)
d'ou op
a2
Log c(y) = Log det(g o+ ————2;3) - Log det(g _)
ap 3z% 3 aB
On rappelle que (Log det B)' = trace (B_IB'), done
2 -1 2
-1 3% 2%h ¥
G(?) T C(h) = trace((g o+ ) ( )) = =A h .
$ op  az% o7 2z azP

(voir expo-élPIII pour la derniére égalité). m

k
3.6 8oit t un point de A et ¢ la solution de (*t)’ qui est C '@
par hypothése. La forme de KHhler ® = w+id'd"y est donc Ck-z’a. Donc
le laplacien 2D de T a également des coefficients Ck-z’a (il suffit

. . k-
de regarder l'expression en coordonnées locales). Puis O(Q) est C 2,0
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. k-
donc T C est un opérateur a coefficients C 2’“.
On note H_ = {hlheck'z"’(m)zr ho" = 03 .
o . M
3.7 Lemme : h \ c(¢)h est un isomorphisme de ﬁo sur Ho.

Démonstration
I c(v)hwm = I K", w
M M
3.8 Lemme : A est un isomorphisme de E sur § .

o

Démonstration : Si h est une fonction réelle sur M et si A h = 0,

h est constante et si de plus I ho™ = 0 alors h = 0, d'ou 1'injecti-
M

vite.

Ensuite, la relation jha?]= 0 équivaut a dire que h est orthogonale

pour le produit scalaire E aux constantes, donc que h est dans 1'image

de & .

Il reste les questions de différentiabilité : si h est dans ﬁ; , alors

h est Ck—2,a.

L'équation Th="ma toujours une solution dans L2. En appliquant les

estimées de Schauder a 1l'opérateur elliptiques s , dont les coefficients

k-2,a

sont C , on en déduit que la solution h est Ck’a.donc dans E si on

choisit de plus f ho™ = 0 (ce qui est possible puisque h est définie
M
a une constante prés). =
3.9 On peut donc appliquer le théoreme d'inversion locale puisque

T C est un isomorphisme de E sur Ho' On en déduit que pour u suffisamment

voisin de t (ce qui implique en particulier que

r,m m
I Jo
et M est voisin de e'f M en norme Ck-z’a) lor
uf m tf m n ) @ s
I e w I e w
M M
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[ o
ely) = —nt

a une solution Ck’a, qui est donc solution de (*u) et
uf m

j e "W

M

u est dans A .

3.10 L'ensemble A est fermé : c'est le plus difficile. On va

montrer que la norme CK’a d'une solution ¢ de (*t) est bornée a priori
uniformément en t f{en fonction des normes appropriées de w et f). En

supposant ceci démontré, si (tn) est une suite de A tendant vers t dans

[o,1 si est la solution de (%, ), alors on peut extraire de la
3 ) ?n ’

t
n

. . k,a' 242
suite (qn) une sous-suite convergeant dans C ’" (a' < a) vers un élément

k,a'

de C On sait en effet (voir exposé n°I ) que l'injection de
¢ P

1
Ck’a dans Ck’a est compacte. Mais ¢ est une solution de (*t) et la

k,a

démonstration de la régularité C des solutions nous montrera

également que ¢ est de classe Ck’a.

Enfin la forme hermitienne associée a w+id'd"¢ est non dégénérée puisque

(w+id'd"¢)m = efwm. On note Q'={?|PEE et la forme hermitienne associée

a w+id'd"g est non dégénérée}. Or () est une composante connexe de 1'ou-

vert Q' dans E est dans (Q pour tout n et est limite de la suite (g )
’ $n ¢ Pn

1
(dans Ck’a en fait, mais cela suffit), donc ¢ est dans Q et donc ¢

est bien la solution cherchée.

3.11 Pour trouver la "borne a priori'" annoncée, on remarque
d'abord que (*t) est l'équation (#) pour la fonction

M et que les normes ctrP de f, sont bornées

foo= tf LogIMwm - Longe

uniformément en t par celles de f,I1 suffira donc de regarder le cas

t=1,

3.12 On va utiliser 1'équation dérivée de (#) qui nous donnera

une équation aux dérivées partielles linéaire et elliptique portant sur

les dérivées premiéres de ¢ . On appliquera a cette équation les estimées
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de Schauder de 1'exposé n°11 . Pour cela il faut obtenir au moins une

0@ pour les coefficients de l'opérateur elliptique. On verra

borne C
’ ~ Ie ’ .
plus loin que celui-ci dépend de w. On sera amené a opérer en plusieurs

étapes :
i) il y a une borne c® pour ¢ [voir exposé nOVII] ;
ii) une borne c® pour ¢ implique une borne c® pour
® = w+id'd"e (par une estimation des dérivées de ¢ de la forme ;_§E§:E ’
z~ dz

via une borne C° de Ag) [voir exposé n° VIII];

iii) il a une borne C1 our » (par une estimation des
y P P

a2 : . o

dérivées de ¢ de la forme - Y) [voir exposé n XI];

aza dz" dz

k,a

iv) il y a une borme C de ¢ (via 1'équation dérivée)

[voir paragraphe 5 ci-apres].

+
§ 4. METHODE DE CONTINUITE POUR LA RESOLUTION DE II™

4.1 La stratégie est exactement la méme que dans le paragraphe

précédent, il n'y aura que quelques différences de détails.

On considére la famille d'équations

1+

m
9 m tf IMw m
(ex, ) e (w+id'd"y)” = e —'—TT—E)w .
I e "w
M

On fixe k > 2, O<a<l et on pose

+ +

B™ ={t[te [0,1], (**t—) a une solution Ck’a}.

+
4.2 Le point O est dans B® :0 est solution de (%% ).

4.3 L'ensemble B est ouvert (Attention, on se restreint a II).

On considére les espaces de Banach Ck’a(M) et Ck-z’a(M)

et U = {g¢ | ¢ € Ck’a(M) et la forme hermitienne associée a ¢ est

définie positive} qui est un ouvert de Ck’a(M) .
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- - - - s qr gt )ym
On forme @ : U ck 2’a(M) définie par C (¢) = e ¥ (w+1dmd ) .
w
L'application ¢~ est continue et différentiable.
4.4 Leme : TC == (9) (A + 1a).
Démonstration : c'est le meme calcul.qu'au paragraphe précédent, a

ceci prés que le terme e™? fournit dans la dérivée logarithmique 1le

terme -Id . m

4.5 Lemme : & + Id est un isomorphisme de ck (M) sur ck- 2’a(M) .
Démonstration : L'opérateur D est positif, donc A+ Id n'a pas

de noyau. Pour montrer qu'il est surjectif, on utilise les estimées de
Schauder comme au paragraphe précédent. La suite de la démonstration
de "B~ est ouvert'" est alors la meme que celle de "A est ouvert'" au

paragraphe précédent. =

4.6 Remarque : Dans le cas II+, on peut bien sQr former
- id'd"o)™
3+ : U 4 Ck z’a(M) définie par G+(?) = e? Q&LE%fle— , qui est toujours
w

continue et différentiable, mais sa différentielle est

Twa+ ==c"(¢) (B-14)

et elle n'est inversible que si 1 n'est pas valeur propre de T .

Comme w varie avec t, on voit qu'il peut a priori apparaitre des
"points de bifurcation'" sur lesquels on ne sait actuellement rien

dire.

4.7 L'ensemble B  est fermé : c'est la méme démonstration
qu'au paragraphe précédent. Il suffit de remplacer (* ),E,M,Q et Q'
par (**t 0y, cks 1% (M), ck-2, '%(M), U et U' = {9 | ¢6Ck a(M) et la forme

hermitienne associée a w+id'd"¢ est non dégénérée} .
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L k
Pour trouver une borne a priori de la norme C @

, on utilisera égale-
ment 1'équation dérivée de (## ) et on aura les mémes étapes i),iiL

iii) et iv), qui seront traitées aux meémes endroits que pour ().

[1 y a une petite différence seulement : i) est ici tres

facile : (voir 1.3 de 1l'exposé n® VII).

§ 5. UTILISATION DES EQUATIONS DERIVEES DE (s) ET ()

5.1 Cas I : On va dériver une fois 1'équation

32 £
det(g + —‘L_) = e det(g ) .

op 32 aiﬁ aPp
On en prend le logarithme et on dérive en 2
3z’
B 2%
On obtient en notant (Eu ) la matrice inverse de (£.z) = (g =+ )
oB of* a__p
3z 3z
n ~af , 984F 35 df o of 2847
z e (V' xStk & Y ’
a,B=1 dz 9z dz' dz dz  a,p=1 9z
ce qui peut se réécrire, en utilisant 1'expression
_ m 0B a2
3=- 3% &P ¢
oy B=1 dz dz
sous la forme
~,39P m og
) 7@y -z (P - o) ZuB) 2L
dz a, =1 >z 32’
5.2 D'apreés 3.12 i), ii), iii) (et les exposés n® VII, VIII et XI),

® et g sont bornées uniformément ainsi que leur premiére dérivée en
fonction de w et f.Vu 1'expression de A , on peut donc estimer la

0,a

norme C de ses coefficients en fonction de w et f, pour tout a

avec 0 < @ < 1 .0n peut donc appliquer (pour O<a<l) les estimées

de Schauder de l'exposéﬁi[é (#'), puisque T est bien sOr elliptique.

On en déduit qu'il existe une constante C telle que
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-1
d ~
1= scoaw ) el el )
dz CZ,a CO,a Cl,a Cl,a
N . Sy P
On procede de meme pour et on en déduit donc une borne de la
3zY
norme C3,a de ¢ .
5.3 On procéde ensuite par récurrence sur k : si la norme Ck’a
k-2,a

de ¢ est bornée (k > 3),on en déduit une borne pour la norme C

des coefficients de T . On applique de nouveau les estimées de Schauder

a (#'), et on en déduit une borne de la norme k% ge 8% e EBL» donc

azY >zY
k+l,a . . k-1,a
une borne de la norme C de ¢ (dépendant bien sOir des normes C
de w et f).
5.4 Cas II° : le procédé est exactement le meéme. On obtient

comme équation dérivée

~ m -
(1) (A + Id)(—a(py = z ((E‘aB - gaB)ﬁ) _of
dz a, B=1 3z’ 32"

et ¥ + 14 est toujours elliptique et a coefficients bornés en norme

ct (d'aprés 3.12 i)ii),iii)). La suite de la démonstration est la méme

en remplagant (#') par (s ).
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§ 1. ENONCES DES ESTIMEES

1.0 Dans cet exposé nous démontrons l'existence d'une borne a
priori pour la norme c° des solutions des équations (¥% ") d'une part
et des équations (*)t d'autre part. Comme le second membre de ces équations
parcourt un ensemble compact (pour toute topologie raisonnable) lorsque
t parcourt [0,1], il nous suffit d'établir une borne a priori pour t=1
Nous abandonnons donc les indices t .

La démonstration est élémentaire pour les équations () .

Pour les équations (¥), S. T. Yau a prouvé en 1976 1l'existence
d'une telle borne en dimension quelconque par une méthode établissant
en meéme temps la borne Cz. Pour la dimension 2 par contre il a donné
une estimée C° indépendante qui a été simplifiée par J. Kazdan. Th. Aubin
a proposé une généralisation de cette méthode a la dimension quelconque
en novembre 1977.La preuve simplifiée que nous expliquons ici est due

a J. P. Bourguignon.

1.1 Soit M une variété complexe compacte et connexe qui admet une
métrique kHhlérienne. Nous supposons dimmM =m=2= 2, So0it g une métrique
de K4hler et w la forme de Kihler associée a g .Dans cet exposé nous ferons

la normalisation suivante :

vol(M) = [ o™= 1.
M

Nous fixons une fonction f dans C°(M) (en fait c® suffit) telle

que
I efwm = I ot =1 .
M M
1.2 Soit ¢ une solution co (k = 2) de (*%7) :e—w(w4-id'd”¢)m= ef™
telle que w+ id'd"? > 0 et [ Pw"= 0 .
M
Proposition 1.3 : Il existe une constante C (ne dépendant que de M, o et

f ) telle que, pour toute solution ¥ au moins 02 de (**-),

Gl o = Sup [e(x)| < C .
C x€EM
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Preuve : La fonction ® est continue sur la variété compacte M. Il
existe donc un point x de M ou ¢ est maximum ; alors Hess® (x) < O .
Choississons une carte dont la base naturelle en x diagonalise
simultanément g et é‘v (de telles coordonnées seront dites adaptées en x)

de telle sorte que
ga‘B-(x) = 60{.[3
et

m
id'a"(x) = T A az%p az* .
a=1

Comme (Hess®)(x) < 0, nous en déduisons que 7\(1 < O pour tout a ,1<a<m .

Comme 1'équation (*¥7) s'écrit en x ,

m
T (1an) = T

a=1

-9(x) S ef(x)

nous avons e soit encore

¢ <-inf f(x) .
xEM

Soit maintenant y un point ou ¢ est minimum ; alors
(Hess®)(y) = 0 et en choisissant une carte adaptée en y comme avant,

nous avons )‘a > 0 et, en utilisant encore (¥*%*7) ,

® 2 -sup f(x) .
xEM

Si A< f < B( A<O i cause de 1,1 ), nous avons donc A-B < ¢ < B-A , d'ou
lo| <B-A . =
c°
. . k,a
1.4 Soit ? une solution C ' (k=2) de

(*) (w+id'a"9)™ = ef

telle que w+id'd"? > 0 et [ 9u"= 0.
M
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Proposition 1.5 : Il existe une constante C (ne dépendant que de M, w
et f) telle que toute solution ¢ Ck’a de (*) vérifie

ol ,<c.
c

Preuve : Nous utilisons les lemmes suivants qui seront démontrés plus

tard :

Lemme 2.1 : Il ,existe une constante C1 (ne dépendant que de M et de w)

telle que pour toute fonction ¢ Ck’a vérifiant w+ id'd"? > 0 on ait

i) AP<m

ii) supP< C

M 1

Nous utiliserons ce lemme en posant | = kP-C1 -1 ; nous aurons
alors
i) Av<m ,

ii) supys -1 .

telles que pour tout p

Lemme 3.3 : Il existe deux constantes C5 et C
de la forme (m/m-1) ¥ (r€ N), on ait

6

Il = (Cg)P(Cp( )™ ™.

La preuve de la proposition se fait alors comme suit :

la suite (||\yl|p) est croissante car -y 2= 1 et vol M =1 . Par ailleurs la

A E]

-1 r
2yl

sous-suite (H\p”p ) avec p = (m—m_l)r vérifie H\@/Hp < CG[C5 O e .
r

Comme de la suite croissante (”\VHH) on peut extraire une sous-suite

bornée, la suite (H\y”n) est elle-meme bornée. Mais d'aprés la Proposition

2.1 de 1l'exposé n’ I ’ comme ”\wa = lim H\y”n et que |y est continue,
n-— o
Il = sup v = vl , -
M c

Par suite il existe une constante C (= Ce+Cy+ 1) telle que

|l 0 <C. =
c
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1.6 Remarque : Il peut paraitre surprenant qu'un controle de la croissan-
ce des normes LP d'une solution aboutisse a 1'estimée uniforme. Cela est

di a la non-linéarité de l'équation, qui se manifeste bien dans les preuves
des lemmes du § 3 (voir aussi [1} page 22 pour une autre situation ou

un tel controle donne de bons résultats).

§ 2. QUELQUES PROPRIETES DES POTENTIELS KAHLERIENS

Lemme 2.1 : 1I1 existe une constante 01 (ne dépendant que de M et de w)

telle que pour toute fonction ¢ Ck’a vérifiant w+ id'd"? > 0, on ait

i) AP <m ,
ii) sup¥< C

1 9
iii) [ lel <2c, .
M
Preuve : i) En prenant des coordonnées adaptées en x ,on a

gaE(X) = 60&[3 et gocB(X) = éaB(1+)\a) .
Par suite
~ aB ~
traceg glx) = T g gaE(X) =m=-AP(x) > 0 .

ii) Nous allons utiliser le noyau de Green, sur lequel nous
faisons quelques rappels (voir [2] et [3]).

Nous notons X 1'espace des fonctions harmoniques sur M (i.e.
les constantes). Le théoreme de décomposition de Hodge s'écrit pour les

. 0y
fonctions C ’

c® %) = ac® (M) @ X .

sixt désigne 1'orthogonal dans L2(M) de X , i1 est clair que
A(C2 M) c3c*n c°'*(M), puisque A est auto-adjoint dans L2(M) (bien siir
(M) c L2(M)). L'inclusion Xt N c*M) < A(Cz'a(M)) est obtenue de la
fagon suivante : on montre l'existence d'un opérateur continu G (dit

opérateur de Green) de C°’*(M) dans X*N ¢ %) tel que Gf est l'unique

solution de Af = f-Hf (ou H est le projecteur orthogonal sur X dans L2(M)).

On a les propriétés suivantes :
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:0‘

A
AG =G:- A =1Id-H ,
H=0.

On peut associer a G un noyau %tel que

G6r(x) = [ Qlxyy)(£ly) - He(y))el -
M

Le noyau 3 est donc défini a une constante pres. Si (@i) est une base
de fonctions propres de A orthonormale dans L2(M), (nous les prenons
C ce qui est possible) et si (Ki) désigne la suite des valeurs propres

de p, alors (Ko = 0 est exclue)

1
%(x,y) = Z T¢i(X)wi(y) .
iz1 i

Le noyau 3’ défini sur MxM est C_ hors de la diagonale et a
. sqz 2-2m . . .
une singularité en r sur la diagonale au sens suivant : si r(x,y)

désigne la distance géodésique de x a y, on montre (cf.[3] page 137) que

S}(x,y) = (2m—2)_1s;; r(x,y)2—2m4-0(r4—2m)

2m

ou s désigne le volume de la sphere unité de R . On remarque que le

2m
premier terme est le noyau de Green dans R2m pour le laplacien ordinaire.

4-2m) s'obtient par un développement de la métrique par rapport

Le reste O(r
a r dans une carte exponentielle.

Nous avons alors
(-8 00 = [ Glxy) a0yl

Venons-en a la preuve de ii). La normalisation I LY wm =0
M
(soit HP = 0) permet d'écrire

o) = [ ( Fxv) + K a0(y) Wy -

Par ailleurs le noyau E} est borné inférieurement sur M : en
effet (3(x,y) tend vers +® lorsque (x,y) tend vers la diagonale de Mx M ,
donc il existe un voisinage qyde la diagonale de Mx M ou efest
positive. Sur M X M - 17, i}est €” Aonc bornée. On peut donc trouver un
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réel K tel que sur Mx M, 3* K soit positif. Alors 1l'inégalité AP<m

entraine
P(x) < mJ‘M( %(x,y) + K)wg -

On aura donc une majoration de ? si 1'on montre que y»~ ?(x,y)
est intégrable sur M, Laconvergence au voisinage de y= x est assurée
puisque la singularité de 9 (x,y) est en r(x,y)z_zm . On en déduit donc:

que pour tout point x de M

m
e(x) < mIM(C)(x,y)+K)wy = C1 .
iii) Comme ¢ = ¢-C,+C,, [?] < C,-9+C, d'ou 1'inégalité. =
17 71°* 1 1

2.2 L'estimée ii) du lemme précédent nous permet d'introduire la
fonction | = <P—C:l - 1 qui est telle que supy < -1. Il sera ultérieure-
ment plus commode de travailler avec V , poﬂr laquelle nous avons aussi

&= w+idamwy .

Lemme 2.3 : Pour tout p > 1, nous avons

-1
[ P2 ay(2om < Lo Lgnym)
M M

Preuve : Nous avons
" - o™ = darany A (m; R k) W
k=0
En remarquant que d'd" = dd" et que dw = d% = O, on peut écrire
- = atid"e A (m; FAGmEh) .

k=0

.o, s L (_Y)p-l_ 1,m m
Nous considérons pour p> 1 1l'intégrale I_ = I (T -w ),
P M pP- 1

en remarquant que, lorsque p tend vers 1, Ip tend vers J‘ log (=) (@"- o™) .
M

Nous avons d'apres le théoreme de Stokes
_ p-1_ m-1 ke
1= [ ads¥=hy g saneya (2 o4 @M.
p M p- k=0
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En développant et en remarquant que wkI\Em—k-1 est de type (m-1, m-1),

donc que la seule partie de d(-V{) qui intervient dans Ip est da'(-vy) ,
nous obtenons
oo gn-k-1,

m
1= (-P2iary pay A (2 oA T
p M k=0

Par définition w et @ sont des 2-formes réelles positives ;
montrons que id'y A d'"y est réelle et non-négative. En effet | étant réelle
id'yAd"W = —~id% A d'y = id'"yA A"y ; de plus d'yA A"y est la partie

hermitienne de la forme bilinéaire complexe qu/® dmw, donc est positive

ou nulle.
L'intégrale I _ se décompose donc en une somme d'intégrales telle
que chaque intégrale j (—W)p-zid'vl\d"WA wk A mm-k_l est positive, la
M

forme a intégrer étant un produit de formes non-négatives, donc une
forme non-négative.
En particulier Ip est supérieur a 1'une quelconque des intégrales,

par exemple

I, 2 J‘M(-sl/)l"2 idrynany A o™,

soit encore

1= (-9P2ary A any,w)o™ = j‘(—w)p'zld\yizm"‘. .
p M

§ 3. LES LEMMES NON LINEAIRES

Les lemmes qui suivent utilisent explicitement que | est solution

de 1'équation non linéaire (¥*).

Lemme 3.1 : Il existe une constante C3 telle que, pour tout p > 1,

- )P
IM(-v)p 2Idwlzwm = C3IM g—%%ﬁ—_—l o™

Preuve : En effet, comme @ - o" = (ef- 1)u™ (ot f est une donnée), le

lemme est un corollaire immédiat du lemme 2.3 . =
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Lemme 3.2 : Il existe une constante 05 telle que, pour tout p=1,o0n ait

IWIP 5 = csplvly -
L=

Preuve : On remarque d'abord que pour p=1
2 2 2 ‘5 2
VP layl® = ap™ [a-° <,
de telle sorte que le lemme 3.1 peut s'écrire

32 m_p? P to1om
fM'd('W) 1% o™ <35 IM p-1 W

2
soit en ajoutant ‘I' P o™ = [ ((-\y)z)zmm aux deux membres
M M

(- )P/ :

2 _¢)P-1_
”w1,z’2 [, Urcs Bt o7

On remarque alors que cette inégalité est encore valable pour

p=1. De plus le terme entre crochets est toujours borné par _2.31 p(—\y)p

p-1_
(on peut supposer C3 > 4). En effet la fonction x ~ p2 XP_—II - (2p-1)xp
p-l -1

est majorée par p (p= -xP) qui dans le domaine 1<x,1<p, est

p-1
négative, car elle n'a pas d'extrémum et prend des valeurs négatives au

voisinage du bord ou de 1'infini. On obtient donc
p/2 2 O3 P
U024 9% s Felvly -

Le théoréme de plongement de Sobolev (cf. exposé n®I) permet

d'affirmer que W1’2 contient LY pour q sszml (la dimension réelle est 2m).

I1 existe donc une constante C4 telle que

R, 2 c.cC
=03y = cl-02* < 2D

2
m-1 wir2
c,C
d'ou le lemme 3.2 en posant 05 == et en remarquant que
%
- P
IOl = I 5 - .
m-1 Poc1
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Lemme 3.3 : Il existe une constante CG telle que, pour tout p de la

forme (m/m-1)F (r€ N), on ait

IVIE = (ce)Plegp (n/m-1)™ 17"

Preuve : La preuve se fait par récurrence. Pour r=0,p vaut 1 et H¢H1 est
bornée d'apres iii) du lemme 2.1. Si le lemme est vrai jusqu'a r, soit
p= (m/m-1)", on va montrer qu'il est vrai pour q = (n/m-1)""1 | Le

lemme 3.2 permet d'écrire

lelil < Cop VIl < Cp(Cg)PLCp(m/m-1)""] " "
m-1
< (€)™ (Cg)P(m/m-1) (M1
D'ou
_ m(m-1) p- m _ m2(m-1)
[ R R O N
soit
IWId < cdleg atw/m-n"™" .
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0. INTRODUCTION. PRESENTATION DES RESULTATS

Le but de cet exposé est de prouver, en suivant B],le

0.1 Théoreme : Soit (M,J,w) une variété kMhlérienne compacte. 5i @

est une autre métrique kHhlérienne dans la meme classe que w, alors

il existe des constantes positives 01 et 02 dépendant de w et de la

forme de Ricci Y de ¥ telles que

~
. < .
(0.1) Cos s Cu
Preuve
0.2 Pour trouver la constante Cz, il suffit de majorer (T,w) en

fonction de w et YG - En effet,dans une base unitaire pour w diagonali-

sant &, nous avons en un point x

~ m
@w)= T g
i=1

=

et pour chaque i,ﬁii > 0 et par suite |3 0 S (Tyw).
[

Par ailleurs comme il est expliqué dans le paragraphe 4 de 1'ex-
posé n°v (en particulier en 4.3 et 4.4), se donner w et Y. revient

m
a se donner Gm. Comme &m = (11- mii)dzlA dZ1 A.-.A dzmA dEm, de la constante
i=1

02 nous déduisons la constante 01 puisque
1-m T
i 2 T .
i i=1
0.3 I1 va etre commode de faire intervenir le potentiel kYhlérien ¢

tel que T=w+ id'd"? . En effet
(G)Iq(l)) = m= AP

m
ou A désigne le laplacien kYhlérien p = - T g

2
.
i=1 *J 3z'azd
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Comme nous savons déja que 4¢ < m, il suffit donc de trouver
une borne inférieure pour A¥Y dépendant de w et de Yg -
Admettons d'abord le lemme suivant dont la preuve fait 1'objet

du paragraphe 2 :

0.4 Lemme : Il existe une constante c¢ dépendant de w et des constantes

A,B et C (avec C > 0) dépendant de w et v, telles que

~

(0.5) F(e P (m-20)) < e”°?(A+ B(m-20) - C(m-p9) ™)

(F désigne bien siir le laplacien de la métrique &).

0.6 La preuve se termine alors comme suit. Nous nous plagcons en un

point p ou la fonction e-cq)(m- A?) est maximum. Son laplacien pour la
m

métrique & est positif et donc A+ B(m-p®(p)) - c(m_ALp(p))'""1 > 0.
m

La fonction d'une.variable réelle x— A+ Bx-C xm-1 avec C> 0 est

négative pour X2 X, ou x, ne dépend que de A, B et C, puisque c'est le

terme en xm-1 qui est dominant. Par suite il existe une constante C:5

dépendant de w et yy telle que m- AP (p) < Cy

Comme, sur M,nous avons

-c9(p)

e P(n-10) < e (m-4%(p)) ,

nous en déduisons
(m-29) < PP po(p)) .

Comme nous avons montré dans 1'exposé nvVII que @ était uniformément bornée
en fonction de w et Yu’)’ , nous obtenons donc
c(sup ® - inf @)
M M

e . ]

AP 2 m—C3

Remarque : T. Aubin a donné dans [2] une démonstration analogue de

1'estimée C2 pour la solution de 1'équation (w# ) .
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§ 1. QUELQUES FORMULES DE GEOMETRIE KAHLERIENNE LOCALE

1.1 Dans ce paragraphe nous faisons quelques rappels de géométrie
kdhlérienne locale.
Soit (g. 3) la matrlce de la métrique kHhlérienne dans un

systeme de coordonnées (z') et @13) la matrice inverse. Nous rappelons que

gii = gIJ = gj;

et que la forme de KHhler étant fermée,

agl"j _ agki
k i .
dz dz

On désigne par J la structure presque complexe définie par

la structure complexe.

1.2 Soit D la connexion de Levi-Civita (qui est a la fois hermitienne

et holomorphe voir exposé n® III). On pose éventuellement

D1 =D , DT =D 3 .
dzt 3zt
Alors D vérifie
DoJ = JeD ,
Dw = 0 ,
DY - DX = [x,Y] .
1.3 On définit le tenseur de courbure R par

ROGY) = Dry vy - [Dy+Dy]

(c'est le signe opposé de 1'exposé n° IV).
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Le tenseur de courbure de Ricci est noté ici p .

Nous avons

Nous rappelons (cf. exposé n® 1v) que

a2
R.s = - ——=—— (Log det(g.=)).
H 32337 H
1.4 Nous rappellerons aussi quelques formules locales sur la
dérivation covariante;d'abord
m
k
D ai = Z Ty _a_k
I 3z k=1 J 3z
avec
k K m 287 Ik
(1.5) [ =Ti. = Z(— g )

ij ji f-1 azl

car la connexion est de type (1,0)). Les

(il n'y a pas de terme en

9z _
. k k k k e
symboles de Christoffel I',= , I'.=, I'=. , '+ < se définissent de
) ij ij ij ij
maniere analogue et vérifient
k k
= F-——
3713
k k
FIJ = Fii =0 ’
k k k
Fii = F13 = Fij Fij o .

La dérivation covariante des champs de formes se définit par
dualité par g . A une 1-forme o, on associe # a définie par g(#a,Y) = a(Y).

Alors

Da = p(D(#a))
(b est bien sir 1'isomorphisme inverse de #).
. - i i
D'ou sia = ¢ a,dz + ardz , et si
ioq 1 i
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m . . . -
s «, .dzt®azd+ a, - dz'® a2z’

Da 5.
1 1
.’j 1 v J J

+ ocr..dzl®d-z'3+ as - dz '®azd ,
15) 15)

nous avons

o,
[ = 1 - Z F.z‘a )
135) aZJ 4=1 1 4

Boci Q0w
o - = — y Ol = ,
13 aEJ 13) dz

da~r m 7

i £

G-;;j === = ¥ I's= oc[ -

La dérivation covariante est étendue aux 2-tenseurs comme

une dérivation.

1.6 Pour une fonction f définie sur M, on note
- - - f
£, = (df)i = (Dfi) ==
oz
et
- - = of
f; = (df)i = (Df)I == -
oz
Les composantes de DAdf sont alors
3%¢ M R §
fi' ==, - T Fi. =
I addad  4=1 M 3z
22s 2%t
fl— i . f,].l b
N Y 3z a?d
2 m z
fI-. = 8 f .= Z I‘;- g_f-l, .
I o3zt -1 M
Si f est réelle, alors fi' = f,. et fi:i = fij .
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Les composantes de (DDdf) sont alors
af . . m
j £
(1.8a) f.. = 2o g (Tl f, +l"£.f ),
ijk azk 4-1 kj il ki Lk
afi.
(1.8b) fin = _—l_k ,
9z
) afiT m P
(1.8¢ f.= = —=d o T Ir. f,=-
ijk azk 4=1 ki "£j
afl- m b
(1.84) foop = —4 - T Ie=f. N
ijk aik 4o1 K3 il
af7. m
L
(1.8e) fy, =—l - % 1 .fz, ,
1jk azk 4-1 kj il
af?. m 7
(1.8£) fpo = —sd - 5 recf,.
1jk aik £-1 ki IJ
afif
(1.8¢) fIJ.k = —-lk ,
dz
afi'.- m r[ 7
(1.8R)  fy3g = —t - T (g3fpp TRy -
dz =1
De plus si f est réelle, alors f.=, = fx.- (et toutes les relations
ijk 1jk

analogues).

I1 est a remarquer qu'en un point ou la métrique est diagonale

08~ 08. =
dans la base naturelle et ou ——il = ——%l = 0 (en tout point il existe
dz dZ

toujours des systemes de coordonnées complexes dits adaptés vérifiant
ces conditions ; ce sont les analogues des coordonnées normales en
géométrie riemannienne), alors les composantes de (DDAdf) correspondant
aux formules (1.8c) a (1.8f) co¥ncident avec des dérivées troisiemes
ordinaires de f .

1.9 Nous en venons maintenant aux expressions en coordonnées de la

courbure. Nous posons

R~

3 3 13 4
li = (R(—" ’_i)_-l-() .

aEJ 3z dz

I1 vient alors aisément que
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£
‘ ok
R .= = - —
ki 3zl
m azg
= -3 -_WEBi gpl +
p=1 3273z
m ag‘ - ag = - z‘
+ by (__Bki —ar gpqg I‘) .
pisqsr=1 3z 323
m e] i
Nous posons encore Rklij = z ngR%ii y, de telle sorte que RkZii = -———45
p=1

est symétrique dans ses premier et troisieme arguments ainsi qu'en

ces deuxieme et quatrieme argumentﬁ.
Nous avons alors R.= = T Rlz.,_
1J 4=1 1]
Nous constatons que
(1.10) fisk = Tikg i3k = Tiky
f f..- = = 2 R L f
ikj ijk ~ 4oq 13k 2
d'ou
i3k kji °
§ 2. PREUVE DU LEMME 0.4
2.1 Nous partons de 1'expression locale de 1'équation (¥*)
2
7@ f
(* ) det(g.- + ——=)det(g.=) = e .
loc 1] azlazJ 1
s oo . . =) -f 3 sy
En différentiant deux fois par -—:Z(e ——) et en utilisant
k
d2z oz
la formule
n -1
(det A )'=(detd. & (A7), . A", .,
ijo ij

i,j=1
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nous obtenons

2
azf - ; gia(a glJ 64¢ )
azkaz i,j=1 azka‘” dz azJaz az
m 1- og_-
+ T PJ q __iEL_ ___dl
isj’P’CI:i dz
m 15 azgi-.
i,j=1 dz 3%

m 3 g.= 3
NpJ qu 3@ 1) 9 ¢
- z (—%ﬂ J)( + 1 =1

)

iy jsprq=1 dz 22Paz% 2 az dz azJazk

En prenant la trace nous obtenons

gkI 3%r
=1 szaiﬂ

m
Af = - z
k,4

dans le développement duquel nous voyons apparaitre comme second terme

le terme principal de AA® .

Avant de passer au calcul de X s remarquons que si nous

choisissons des coordonnées adaptées au point x ou nous évaluons Af

(i.e. telles que (—— ) soit une base unitaire en x et que

a3zt

i —:%1 = 0), 1l'expression précédente se réduit a

2

m g.= 4§P
Af = - - ~1J( 13 . 5} —
iy jrkyl=1 az az dz BzJBz 9z
m Bzg - m 3 3
+ % -—Tll. + z g pgﬂq S ° T 2 2
i,j=1 2z a-z-'] iyjspaqrk=1 Bz‘]azpai o2z azqaz
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2.2 Evaluons donc A(A®)
m 7 m LT L2
Faw) = 3 g4 2 g )
k,4=1 azkaz 1,J 1 d2z YA
m 7 s T
kL 3¢
iyj.koL=1 323 3z 327
m j 2

7 2 1ij
kb ¢
+ b g R 7 ai i
iyjakyf=1 dz 92 3232

La disparition d'un certain nombre de termes dans la formule

précédente a tenu compte de ce que,par choix de coordonnées ,

08. =
—\1 —-J- = 0 au point x ou nous évaluons A(Af).
az az

Remarquons encore qu'au point x

- 2
a%gtd 9 &3
szail' azkazl

qui n'est rien d'autre, dans ce systeme de coordonnées, que la composante

Rklif de la courbure d'apres les formules de 1.6 .

Nous avons donc

2
~ n ~iJ azgi, mo 387
A(A®) +Af = - % 3 ‘Tflk + 3 ’"TJ“
iyjik=1 d2 9z i,j=1 32733’
5 B3 _ 30 a%e
* z g8 j p- Kk i .q. -k
isjsprqrk=1 37 3zPaz 2 3z 0z
2
mo ki 2 B3 a2
R 43 -
i, ksl=1 32%% 3zl3z
2.3 Nous remarquons alors que,dans le systeme de coordonnées ou nous

sommes ,
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) 2%
- = n 9
kpj azJaEpaEk
) 2%
- = q >
kqi azla Eqa zk
2
3%
1 B e
3232

d'apres (1.8d) , (1.8c) et (1.7).

Par suite, au point x, nous avons

1]
™
03

e
el
1513
[

B3(a®) + Af
i,j,p, q,k:l

+ T m
~ij
+ z g'R,. - - T R,z
i,jik=1 ijkk i,0=1 iiel

m -
ki
+ z g R, - Q.- .
i’j’kif'=1 IJkI 1
Le membre de droite ne dépend maintenant plus du choix de coor-
données. Nous avons donc une égalité entre quantités intrinseques . Il
va etre commode de continuer a transformer 1'égalité dans une base

unitaire ou @ (et par suite DA?) est diagonal au point x .

2.4 Posons
m - m n W
A= v &R -:-- % Ray;+ T TR,z 3@.r o
iy5.ke1 ijkk i4-1 iz iyiokyd=1 ijkl Tij

Nous pouvons écrire au point x

A & Huw o on m 1 0
) i,§=1 (1+%;7) i,lzc=1R Ikl—‘+1,;iz,k=1 g "13kk 13
= - g R - (Pii + g R - -¢iI

i4=1 ile? 1+<Pi,I i,0-1 11472 1+9, 7
= ;‘ R.~ z < T (Pii _ (p‘el ¢
i,g=1 110 il (149, 2) (149, 7
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Nous voyons donc apparaitre dans 1'expression de Jeles
composantes RiIEZ de la courbure, qui ne sont rien d'autre que la

courbure bisectionnelle holomorphe (X,Y) = g(R(X,JX)Y,JY) (c'est a cause

de ces termes que T. Aubin dans [1] faisait une hypothese sur cette
courbure bisectionnelle). Nous savons que Riiﬂl est symétrique en i et 4

de telle sorte que 1l'expression Jepeut se réécrire

; 2
1 M (®1- %)
id=1 (1+@ii)(1+@£l)
ou encore
~ ~ 2
m (g.=-8,7)
A= % T Ry _éﬂ_
i,4=1 €ii%21

et par suite
~ - 2
m (§.=-8,7)
il i4=1 2§, -8
iicel

2.5 Par suite nous pouvons obtenir une minoration de A(A®) par
~ - ifgjd mo8ii 2
(2.6) B(a®) = -at+ T BUEM e o0 o 4 (infR7 )0 3 Fo-m
iyjik=1 J I i i,0=1%47

Dans le membre de droite précédent, deux termes sont genants :

le terme quadratique en DDAP et le coefficient (infR.:, ) de
) iitk

m -
L
(m-p®) = E7.
11:1
2.7 Si, guidé par [3], nous considérons le développement de
E(e—c¢(m-A¢)),oﬁ c est une constante positive que nous choisirons

ultérieurement, nous voyons apparaitre des termes en DDAP et aussi
c(3?) (m-AP). Mais
QP-

m
L2 = -m+ I

,ézz
1 1+%3 )

1

m
(2.8) 29 = - %
4=

Plus précisément nous avons
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T(e P (m-29)) = -c e P 80(m-29) - 2e P §(a?,d9) (m - 2®)

-c? ~

- 2ce”? F(ar?, a®) - e~ K(a0) .

Comme m - A? = (F,w) > O et que

c2(m - AP)E(dP,dP) + 2¢ E(dAP,aP) + (m - Atp)'1 F(dp®,da®) 2 0 ,

nous pouvons majorer ec‘P 2¢e”"(m - A®)) par

(2.9) ec‘PK(e"Cq’(m-m))s - cAP(m = AP) + (m—Aw)'l”(qu’ aa®) - 2 (a®).

Pour poursuivre la majoration nous analysons de plus prés

(m-A¢)—1§(dA‘P,dA‘P) ; d'abord par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz nous avons

m
g(ap®,an®) = . ~11| z ( ﬂkkq, )/—
1=1 k=1

m
~ii ~i3
sZg(}Zg P =, )(Z g,7) »
i=1 i=1 331 °341 21 M

de telle sorte que
-1 m
(m-A9) " E(dA®,ap?) < 50 B

(2.10)

et que, comme Dd? est symétrique,

¢§ik = @ijk

Par suite les termes d'ordre 3 de 1l'inégalité (2.10) se
transforment exactement en ceux de (2.6). Nous avons donc en reprenant

1'expression de (2.9)
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m

ec(PK(e-c(P(m-AﬁP))s -cAP(m-pAP) + Af - (inf R.ﬂz)( z

ife i,0
d'ou en utilisant (2.8)

o Z(e'c‘P(m -A®)) < (Af + m2(inf Rii/li)) + ¢ m(m-A®) -
(2.11) iAd
)
g -

- (c+ inf R.z,5)(m - A®)
il iild 1

m
z
2=
R i y)
I1 nous reste a minorer ¥ § . Pour cela nous allons prouver
. . . £=1 . . .
le lemme suivant qui, bien que donnant une minoration grossiere, nous

suffira :

2.12 Lemme : Soient agreeeaan m nombres positifs. Alors

1 1
(2.13) X —3— 2 (g ai)'""lel' Lym-1
i=1 34 i=1 i=1 3j

La preuve se fait par récurrence sur le nombre de termes. Pour
m=2, il y a égalité de fagon triviale.

Supposons 1'inégalité prouvée pour toute famille de (m-1) nombres
positifs avec m= 2, Soit (a1,...,am) une famille de m nombres positifs que
nous supposons ordonnée de fagon décroissante.

Nous avons alors

m-1

m
1 \m-1 1 1 m-1
(_E ;f) = (.§ = ;—)
i=1 i j=1 73 m
m-1
> O™ e (e )™,

a a . a.
m m j=1 J

de 1'hypothese de récurrence nous déduisons, comme m= 2 ,

[y

m-1 m-

m
(z D™ 2™ L (T 2,
i=1 2i m n j=1 I j=1 ¥
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m m 1 1 m=-1 m-1 1 m-1 1
or (% ai)(” ;)=a—(2 a.)( a—)+TT <~ - Le lemme
i=1 i=1 34 m j=1 J j=1 % =1 3
suit donc puisque, la suite ayant été ordonnée de fagon décroissante,
1 1 .
a—-z: pour 1< j<m-1. =m
m J
T o~il
2.14 D'apres le lemme 2.12, comme Tr E = e, nous obtenons
i=1
n o .v 1 __£
@t e mop)™te ™
i=1

En utilisant cette minoration dans (2.11) et en choisissant c tel que
en chaque point et pour chaque choix de base c+ inf Ri'ﬂ[> 1 (un tel choix
est possible car 1l'espace des bases unitaires suf est compact), nous

avons au point x

m

5 (™ (m-29)) <A _+B (m-20) -C_(mn- p®)™ ",

2, .
avec Ax: Af + m (%nf Rii-lz)'
il
Bx: cm
I
Cx= e m-1 >0 .

Le lemme 0.4 est donc prouvé car les constantes Ax ’ Bx et Cx sont uniformé-

ment bornées par des constantes A,B et C avec C> 0. m
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1. Cet exposé présente des résultats a paraitre dans [ 3] dont nous
donnons seulement un résumé.

Nous nous proposons de construire des métriques d'Einstein-
K4hler. Si Yw est la forme de Ricci associée a une forme de KHhler W,

1'équation a résoudre est

En coordonnées locales (z"), il est bien connu (cf. exposé n°III,

Lemme 4.3 ) qu'il existe une fonction ¢ (dite potentiel de KHhler) telle

que
2
2 3%1og det(g =)
. 9% - ap
thB- = ) -B et RaE = - m —B .
9z 3z dz dz
2. Des solutions explicites de cette équation ont été données
en 1973 dans [2] dans des tubes Dy = D® iR"c €” ou D est
un domaine convexe de R". Si 7 : Dm - D est la projection, alors on peut

prendre 0 = Pom ou ? est une fonction strictement convexe dans D solution

de 1'équation de Monge-Ampere réelle

(3) det (——ai—z—L) = e
dxtaxId

Lorsque K < 0, la preuve de 1l'existence de solutions a cette
équation apparait dans [4].

Si la solution ¢ de (3) éclate uniformément au bord, la métrique
est complete. Si D est une boule, on peut prendre des fonctions ne dépen-
dant que de la distance,ce qui donne une solution plus élémentaire de (3)

sur les variétés.

4. Si 1'on veut des exemples non triviaux topologiquement, on
peut penser a construire des métriques hermitiennes sur 1l'espace total
d'un fibré.

Dans le cas riemannien la notion qui s'impose est la suivante

appelée submersion riemannienne a fibres totalement géodésiques dans

la littérature .

130



CONSTRUCTION DE METRIQUES DE KAHLER-EINSTEIN

Soit m : E—~ (M,g) un fibré de groupe structural G ou G est
un groupe d'isométries de la fibre (F,gF) et soit c> une G-connexion
sur le fibré. Alors il existe une métrique et une seule gg sur E telle
que
i) gp induit gp sur les fibres,

ii) TpE = TpF ) HpE ou p est un point de E et HpE 1'espace horizontal
en p »

iii) les fibres sont isométriques et leur distance égale a celle de

leurs projections dans la base.

5. Nous prenons maintenant des variétés kHhlériennes (M,gu) et
(F,gF). Nous voulons faire une construction analogue pour des fibrés
holomorphes sur M a fibres F : on ne peut prendre a la fois i), ii) et
iii) sinon la théorie est triviale.

Nous nous inspirons du cas particulier suivant : le fibré vectoriel
n : L = M est holomorphe de rang m . Nous prenons G = G¢{(m,€) que nous
réduisons a G = U(m) par choix d'une métrique hermitienne a dans L.

Nous prenons alors comme définition d'une métrique kHhlérienne
q

fibrée les conditions i), ii) et on modifie iii) en iii') comme suit :

iii') la métrique induite sur la section nulle co¥ncide avec gy -

6. On se sert de la structure kHhlérienne pour étendre la métrique
ailleurs : 1le potentiel kHhlérien local sur L est pris égal a
td-bM-‘n ou °M est un potentiel kHhlérien local pour 8y et t la forme
quadratique associée a a . Nous posons
1 n
w = id'd (oM.n+t) .
Grace a a et a la connexion canonique@ nous associons aux
coordonnées holomorphes (z,C) le repére local (dz*, V7 CA) ou
- ga
Vet - at + 1t avee LM - M E
va va 32%

Alors si nous notons S la courbure du fibré, nous avons

iarand = (gu5+ E“awstag cV)az®a azP + g vtav t.
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La premiere partie est définie positive si { est assez petit ou encore

si la courbure du fibré est "positive'". Ceci va marcher pour les fibrés
P sy . . . n . .

associ¢és a un fibré vectoriel holomorphe de fibre une région € invariante

par G0 (les boules, les couronnes, etc...).

7. Nous allons adapter la métrique dans la fibre en prenant
ngiduPOF ou OF ne dépend que de la distance t dans un intervalle conve-
nable (t sert a paramétrer les orbites de Go)'

Nous prenons alors OE =0on + u(t), d'ou

id'd"{)E = (gaB+ u'(t)sm_wgt:,’L 'g'“)dz“AdzB + (u'(t)am +

+ u"(t)awavﬁg"ﬁ")Vg)‘AVc -

I1 faut maintenant trouver u pour queid’d"()E soit défini positif.

8. Nous faisons maintenant l'thothése que (M,gM) est d'Einstein-
KHihler de constante ko, i.e.
-kOOM

gy = det(gag) = e .

Nous nous restreignons d'abord aux fibrés en droites. Nous

supposons en outre que ce fibré est un multiple du fibré canonique de

telle sorte qu'il existe un entier £ avec

Sxpaf = ¢ Oaf Bap
(remarquons que t=€ﬁﬂ§iz = elolholomorphelz).
Dans ce cas nous avons (en posant dimmM =m-1)

m-1
id'd"oE = T (1+£tu’)ga§ az® A azP + (u'+ tu")aﬂ Ve AV "c
a,B=1

et aussi

det(gy) = det(gy,)(1+2tu )" (ur + tu)t(Vioggl? .
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9. Si la métrique id'd"()E est de KHhler-Einstein de constante k
nous écrivons

2 kg
det(gE) = [holomorphe|~ e .

Par suite u doit vérifier 1'équation

_koo

-ku - k¢
e M(lq—ltu')m-l(u'+tu")t = lholomorpheize M

-9
qui, en utilisant le relation entre t et e , se simplifie si £ £ 0

(donc si le fibré n'est pas trivial) en
(k-k +£)/4
t ° (£+£tu')m_1(u'+tu")eku = lholomorphe'2 .

Le membre de gauche ne dépendant que de la distance et 1'inva-
riant de Lévi des surfaces de niveau étant non nul (£ #0), le membre de

droite doit etre constant.

10. L'équation admet pour facteur intégrant (ko-k-kﬂtu'). Si nous
voulons par ailleurs ne pas avoir de singularité a l'origine, il faut
prendre k= k0+£ .
Le cas k=0 est particuliérement intéressant puisqu'alors 1'équa-
tion se réduit a
1

1+4tu' = (1+mebt)™

qui s'integre en
1

u - ‘I- (1+mclt)ﬁ-1

71 at .

Ces métriques sont asymptotiques a la métrique euclidienne lorsque t
tend vers 1l'infini.

11. Pour m = 2 (dim M = 1 donc) en prenant M= Sz, alors k0 = 1.

1
Nous prenons k = O (et donc £ = -1) : nous construisons dans ce cas une
métrique d'Einstein-K4hler a courbure de Ricci nulle sur 1'espace total
E du fibré en droites canoniques de 52 (nous avons alors ¢ = log(1+ [zlz),

et

u = 2c(W1+2cht - log(1+V1+2cht)) .
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L'espace E est équivalent a un cone quadratique de ¢° avec
1'origine éclatée. Cette métrique a été trouvée indépendamment par

plusieurs autres personnes (cf.[1], [5]) et aussi N. Hitchin et R. Ward.

12. D'autres applications sont possibles : par exemple sur
1'espace total du fibré cotangent de mP“, il est possible de mettre une
métrique complete a groupe d'holonomie Sp(m) (donc automatiquement
kYhlérienne a courbure de Ricci nulle). Pour de telles métriques, le

qualitatif d'hyperkHhlériennes semble le plus approprié.
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%) que les conjectures 1<

0.1 On rappelle (cf. exposé n
s'énoncent :

Etant donné une variété complexe compacte (M,J) a premiere classe
de Chern définie (positive ou négative) existe-t-il une unique métrique

d'Einstein-KHihler telle que Vw =tw 9

0.2 Analytiquement 1'équation a résoudre s'écrit

+ +
(%% ) e—(p(w+ idarare)™ - efwm

ou w est une forme de KHhler dans la classe 2ncl(M) et ou f est une

fonction réelle définie par id'd"f= " (tw) avec la normalisation

efu = WM.
M M
0.3 Dans cet exposé nous nous proposons de donner des exemples de
variétés a premiere classe de Chern définie, spécialement parmi les surfaces
complexes, d'examiner le role des inégalités isopérimétriques dans 1'existence
et 1'unicité de 1'équation (***) ainsi que leur lien avec la taille du
groupe des automorphismes complexes. Nous terminons en présentant de fagon

détaillée la deuxiéme conjecture due a E. Calabi.

1. LES VARIETES COMPLEXES A lere CLASSE DE CHERN DEFINIE

1.1 Remarquons d'abord que la classe de KHhler, étant prise a
homothétie pres dans la premiere classe de Chern,est entiere. D'apres le

théoreme de Kodaira la structure est donc algébrique.

1 1

1.2 Commengons par les hypersurfaces de @Pm+ . Si M= F-l(O)c:(EPm+ ’

ou F est un polyn&me homogene de degré d , alors nous avons vu dans 1'exposé n®
#*

IV que la classe duale de [M] par la dualité de Poincaré vérifie [M] =c1([3ﬂ)

et par suite

cl(M) = (m+2-4a) [w]

ou [w] est la classe de Kihler induite par le plongement. Ainsi
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d < m+2, ci(M) est positive ;
d = m+2, ci(M) =0 ;

d > m+2, ci(M) est négative.

I1 est facile de vérifier que la métrique induite n'est pas de
Kdhler-Einstein.
Voila donc une premiere famille de variétés complexes a

premiere classe de Chern définie.

1.3 Les variétés a classe de Chern négative sont celles dont le
faisceau canonique K est ample (on rappelle qu'un fibré en droites est dit
ample s'il existe un plongement de M dans GPN tel qu'une puissance de K soit
image réciproque du fibré canonique de GPN).

La proposition suivante (cf.[4 ] p.82) est a rapprocher de la

proposition

1.4 Proposition : Le groupe des transformations holomorphes d'une

variété complexe compacte a premiere classe de Chern négative est fini.

1.5 Nous considérons maintenant les surfaces complexes. Pour cela il

sera commode de disposer du concept général d'éclatement en un point.
Soit (M,J) une variété complexe et UcC M un ouvert de coordonnées
1 m . .
(z7y...52 ) centré au point p .
Soit Zc U\ {p}><GPm-1 la sous-variété des droites joignant

les points de U a 1'origine définie par

Z={(z,¢)z€U\ {p}, gEGJPmni avec z€(} .

On considere Z 1'adhérence de Z dans Ux GPm_1. I1 est clair que

la rectriction a Z de la projection n de Ux um-i sur U est une transforma-
tion biholomorphe sur U\\{p} qui se prolonge holomorphiquement a Z. De plus
nip) = ep™1 .

On montre facilement que 1'on peut construire une variété
complexe M appelée éclaté de M en p par recollement par m de Z a U\{p}.
Le choix de l'ouvert de coordonnées U ne modifie la variété ﬁ que par une
transformation biholomorphe.

D'un point de vue topologique la variété ﬁ peut etre considérée
comme obtenue a partir de M par somme connexe avec E;ﬁ (la barre signifie

que CP" est muni de 1l'orientation opposée) : en effet le complémentaire
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d'un point dans eP" est difféomorphe au fibré normal d'un hyperplan
projectif, donc a 1'espace total du fibré de Hopf sur ap™ 1.

L'opération inverse de 1l'éclatement est la contraction. Il
nous sera plus commode (c'est par ailleurs le cas qui nous intéresse) de

ne considérer que le cas des surfaces. Sur les cycles de dimension 2 est

alors définie la forme d'intersection : lorsque les cycles sont en position

générale, le nombre d'intersections comptées avec leur signe est un

invariant d'homologie. Cette forme est duale de la forme d'intersection

définie en cohomologie de de Rham par (a,B) ~ f aAB . Nous nous intéressons
N

aux cycles qui sont des droites complexes.

Dans une surface complexe N une droite complexe peut etre
contractée et remplacée par un point p si et seulement si sa self-intersec-
tion vaut -1. La nouvelle variété ﬁ est encore une surface complexe et la
variété obtenue en éclatant p n'est rien d'autre que N . En effet le fibré
normal a n_l(p) est le fibré de Hopf dont la self-intersection de la section
nulle vaut +1 , soit -1 si on renverse l'orientation.

Remarquons qu'il est toujours possible de faire une contraction
des que la self-intersection est négative, mais la variété contractée est

singuliere des que la self-intersection n'est pas -1.

1.6 Nous spécialisons 1'étude aux surfaces rationnelles, i.e. celles

qui peuvent etre obtenues a partir de €P? par des opérations d'éclatement de
points et de contraction de droites. Pour les classifier la notion suivante

est utile:une surface S est dite un modele minimal si S ne contient aucune

droite exceptionnelle, i.e. aucune droite complexe de self-intersection -1 .

La classification est alors donnée par le théoreme suivant :

1.7 Théoreme (cf.[3]) : Les modeles minimaux des surfaces rationnelles sont

¢P2, GP1X GP1 et les surfaces de Hirzebruch Fn pour n2 2 .

1.8 Rappelons (cf.[2]) que la surface de Hirzebruch Fn est 1l'espace
total du fibré projectif sur GP1 obtenu en ajoutant un fibré trivial en droites

complexes a la puissance tensorielle n-ieme du fibré de Hopf. Les surfaces

sz sont difféomorphes a Szx 52 et les surfaces F2k+1 a la somme connexe
— A
EPz# CP”. I1 est clair que F0 est GP1X EPl. D'autre part F1 est CPz et n'est

donc pas un modele minimal.
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Les surfaces Fn peuvent s'obtenir aussi par la méthode suivante,
qui met en évidence qu'elles sont des surfaces rationnelles : on éclate
(n+1) points sur une méme droite de GP2 et un point hors de cette droite. En
joignant un point sur chacune des (n+1) droites éclatées a un point sur la
droite éclatée isolée, on obtient alors (n+1)-droites exceptionnelles. En
les contractant, on obtient Fn . Les seules relations entre elles sont
les suivantes @
A N R A

F

A
e’ -F , F - eplx ap! = P -

1 1

(1'égalité signifie bien sur un isomorphisme analytique).

Revenons maintenant aux surfaces a premiere classe de Chern posi-

tive.

1.9 Theoréme (cf.[3] et [7]) : Les. surfaces a premiere classe de Chern

positive sont les surfaces dites de del Pezzo, a_savoir

i) F_ = erlx ep? ;

ii) les surfaces obtenues a partir de GPZ en éclatant au plus 8 points

en position générale, a savoir pas 3 colinéaires, pas 6 sur une meme conique,

pas 8 sur une méme cubique ayant un point double en 1l'un d'entre eux.

1.10 Remarques :
i) Les surfaces de del Pezzo ont été originellement définies comme

les surfaces de degré d dans GPd(3s d< 8), d représentant aussi le nombre de
droites exceptionnelles (et par suite aussi 9-c?h
ii) Les surfaces de del Pezzo sont exactement celles dont le fibré anti-

canonique est ample.

2. FONCTIONS PROPRES DU LAPLACIEN ET TRANSFORMATIONS HOLOMORPHES

2.1 Dans 1'exposéﬁ)V nous avions constaté que pour résoudre 1l'équation
(**+) se posait la question de savoir si 1 est une valeur propre du laplacien
holomorphe 6'"d" (on rappelle, cf. exposélPIII,que sur une variété kHhlérienne
le laplacien riemannien est le double du laplacien holomorphe et du laplacien
antiholomorphe). Cette question se trouve etre au ceur du probleme.

Nous commengons par rappeler deux inégalités isopérimétriques
(cf-[4J et [5] page 150 )%
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2.2 Théoreme (A. Lichnerowicz, M. Obata) : Soit (M,g) une variété

riemannienne compacte de dimension n telle que Ric = k.g . Alors la premiere

valeur propre du laplacien riemannien‘K? sur les fonctions vérifie
X? = Hgi' k . L'égalité est caractéristique de s" munie de sa métrique

standard.

2.3 Théoreme (A. Lichnerowicz) : Soit (M,J,w) une variété kHhlérienne compacte

de dimension complexe m, telle que la premiere forme de Chern vérifie

Y = b.w . Alors la premiere valeur propre du laplacien holomorphe notée

hl vérifie Aiz b . De plus si 1'égalité est atteinte, (M;J,w) admet une

transformation infinitésimale holomorphe non isométrique.

2.4 Preuve de 2.2 : Sur les 1-formes nous considérons les laplaciens
a6 + 6d et D¥D (ou D désigne la dérivation covariante). La formule de

Weitzenbock pour db + 6d s'écrit
(d6 + 6d)E = D'DE + Ric(§) .
Ainsi si Rie> 0 il n'y a pas de 1-forme harmonique sur M.
Appliquée a la différentielle df d'une fonction f ,1la formule
précédente donne
aa®s - p*par + Ric(dr).
Apres intégration sur M contre df , nous obtenons
R ul .
[ (aa™f,af) = [ (D paf,df) + [ Ric(df,df) ,
M M M
soit
[ (Re)% = [ (par(®+ [ Ric(af,af) .
M M M
Si nous prenons f telle que Aszzh f yet si nous utilisons

. o R
Ric= kg ainsi que l'inégalité de Cauchy-Schwarz nIDde2 2 [a f|2 , hous

obtenons le théoreme 2.2 . =
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* -
2.5 Remarque : Nous pouvons aussi considérer le laplacien S S-d6 ou S
est 1'opérateur différentiel sur les 1-formes a valeurs dans les champs de

2-tenseurs symétriques défini par
(SE) (X, ¥) = (D EXY) + (D& (X)

ou encore S£ =& 48 ou §# est le champ de vecteurs dual de la 1-forme E. Le
noyau de S est donc formé des isométries infinitésimales et la nullité de

SE entraine par trace celle de 6% .
La formule de Weitzenbdck pour S¥S-d6 est

(s*s - ds)g = D*DE, - Ric(g),

d'ou

2.6 Proposition : §i_(M,g) est une variété compacte a courbure de

Ricci négative, le groupe des isométries de (M,g) est fini.

Preuve du théoreme 2.3 :

2.7 Dans le cas kHhlérien nous allons utiliser un autre laplacien
pour faire la comparaison : nous travaillons avec des sections de 1l'espace
tangent complexifié et nous notons,pour une 1-forme { de type (0,1)

V"¢ la partie de type (0,2) de {J{ (en coordonnées locales complexes,

m m 3 o B
si¢ = ¢ az*, Y% = % —=az ®dz").
;:1 x a B=1 33"

Nous avons alors
(2.8) (a"6" + 6"d") € = v.,* \vAE4 Ric(C) ,

de telle sorte que,si nous appliquons cette formule de Weitzenbdck a d"f avec

Af = K1f , nous obtenons
amaf = ¥y are + Rie(ans)

qui,par produit scalaire hermitien avec d"f et intégration sur M,donne
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puisque [ |§7"d"f|2 > 0.
M

Le cas d'égalité est obtenu si V/"d"f=0, autrement dit si le
champ de vecteurs Z de type (1,0) dual de d"f a des composantes holomorphes,
donc définit une transformation infinitésimale holomorphe. Ce champ Z ne
peut étre une isométrie infinitésimale puisque 6d"f = 2ARf £AO0. =
2.9 Nous avons besoin d'informations supplémentaires sur les

transformations holomorphes d'une variété complexe.

2.10 Théoreme (cf-[4]page 77) : Le groupe H(M) des transformations holo-

morphes d'une variété complexe M compacte est un groupe de Lie complexe

(qui peut avoir une infinité de composantes connexes).

2.11 Nous notons %(M) 1'algebre de Lie des champs de vecteurs
holomorphes et,si la variété M est kHhlérienne,Z dans f(M) est caractériseé,
parmi les champs de vecteurs de type (1,0),par 1'équation v'"2=0.La 1-
forme { de type (0,1) duale de Z vérifie \/"{ = O et par suite est d'-
fermée ; nous pouvons donc décomposer ( , soit { = 504-d"f,avec go harmonique.
En ce qui concerne la relation entre transformation analytique

et isométrie, nous avons (cf. [5]page 154).

2.12 Proposition : Sur une variété kHhlérienne compacte un champ de

vecteurs X est une isométrie infinitésimale si et seulement si Z=X~ iJX

est une transformation holomorphe et si la 1-forme § duale de X est cofermée.

Preuve : Nous avons déja remarqué en 2.5 que SE = O implique 6§ = 0. Si
nous posons [ =&+ iJ§ ,  est la 1-forme duale pour la métrique hermitienne
de Z=X-idX .

D'apres la Remarque 2.5 et la preuve du théoreme 2.3
(s¥s-3d6)% = (do+6d)E - 2Ric(E) ,

de telle sorte que si € est la 1-forme duale d'une isométrie infinitésimale,

¢ vérifie

(2.13) (a5 + 6d)8 = 2Ric(g) .
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D'apres 1'identité 2.8 appliquée a ¢ (qui est la partie de
type (0,1) de la forme réelle §), comme 2(d"5"+ 6"d") = d6 + 6d,nécessaire-

ment

v"*v"c= 0 .

En intégrant cette identité sur 1la variété compacte M contre
{ » on trouve que Y?"g = 0, autrement dit que Z=X- iJX est un champ de
vecteurs holomorphe.

La réciproque suit des identités précédentes appliquées a

{ et de leurs analogues appliquées a E ]

2.13 Théoreme : Soit (M,J,w) une variété kHhlérienne compacte a premiere

classe de Chern positive. Si la courbure scalaire de (M,J,w) est constante

(en particulier si (M,J,w) est de Kyhler-Einstein), alors l'algebre de Lie

j(M) des isométries infinitésimales est une forme réelle de 1'algebre de Lie

%(M) des champs de vecteurs holomorphes gqui_est donc réductive.

Preuve : Soit Z un champ de vecteurs holomorphe. Alors la 1-forme [ de type

(0,1) duale de Z vérifie 1'équation
(a"6" + 8"d")¢ = Rie(() .

Comme la lere classe de Chern est positive, d'apres la
premiere conjecture de Calabi, il existe une métrique kYhlérienne a courbure
de Ricci positive, donc M est a un revetement fini pres simplement
connexe et en particulier n'a aucune 1-forme holomorphe.

Donc ¢ qui est d"-fermée (puisque /"¢ = 0) est de la forme
d"f . En séparant les parties réelle et imaginaire de f=u+ iv , nous

obtenons

A"d"u - Ric(d"™u) = -i [A"d"v - Ric(d'"v)].
En appliquant 6" aux deux membres, nous obtenons

A"A"u+ (Ricyid'd™u) = i[a"A"v + (Ric,id'd"v)]
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car d'aprés la deuxieme identité de Bianchi 6"Ric=d't (ou t désigne la
courbure scalaire).

Les deux membres de 1'égalité précédente étant respectivement
réel et imaginaire pur sont nuls. Par intégration sur M contre u et contre
v respectivement, nous trouvons que d"u et d"v sont duaux de champs de
vecteurs holomorphes.

Nous remarquons alors que

5(d"iv + d"iv) = 6"d"iv-56'd'iv = O

R

puisque 8"d"=06'd' = A" .

o=

La forme d"iv duale d'une transformation holomorphe a donc une
partie réelle [ qui est cofermée. D'apres le théoreme 2.13,( est la
1-forme duale d'une isométrie infinitésimale. Comme id'"u est encore

la 1-forme duale d'un champ de vecteurs holomorphe, le théoreme est prouvé.m

2.14 I1 ressort de la preuve précédente que sur une variété a premiére
forme de Chern positive et d& courbure scalaire constante 1'image par J
d'une isométrie infinitésimale est la différentielle d'une fonction et
est aussi la partie réelle d'une transformation holomorphe.

Cela nous fournit des contrexemples a l'unicité des solutions

de 1'équation IIT. En effet si '%(M) £ 0, %(M) qui est une algebre de

Lie complexe admet comme sous-algebre de Lie réelle J(M). Si J(M) n'est
pas une algebre de Lie complexe (c'est le cas si J(M) est semi-simple
réelle comme pour M= ap” par exemple), il existe des champs de vecteurs
holomorphes Z dont la partie réelle n'est pas une isométrie infinitési-
male. Soit (a ) le flot d'un tel champ Z . Nous avons,puisque [a:(w)] = [wl,
que o, (m) est de type (1 1),

ay *w) = w+idrd"e,

ou ¢ # 0 car Z n'est pas une isométrie infinitésimale. Alors 51 nous
supposons w de KHhler-Einstein (comme pour @P") ; la métrique N (w) est
encore de Kihler-Einstein pour la meme structure complexe, de telle

sorte que nous avons

¢t(w+ id'd"¢t)m = o™ .
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Le phénomene précédemment décrit est relié a ce que la constante
de K4hler-Einstein de g apparait comme valeur propre du laplacien (cf,

Théoreme 2.3).

2.15 Corollaire : Les surfaces de Hirzebruch Fn (n=1) n'ont pas_de

métrique kHhlérienne a courbure scalaire constante.

Preuve : Dans le théoreme 2.13 1'hypothese que la premiere forme de
Chern soit positive n'était la que pour assurer 1'absence de 1-formes
holomorphes. Le théoreme 2.13 s'applique aux surfaces de Hirzebruch. Leur
groupe de transformations holomorphes n'est pas réductif ainsi qu'il

est connu (cf.[l] page 508). Par exemple H(Fl) est 1'image dans PGZz(E)

%*

du groupe des matrices ) qui est une extension non triviale

0 Gzz(m)
de Glz(w) par ﬁ% donc non réductif. On peut voir ce fait comme suit :
d'abord H(eP™) = PGlp+1 (L) (remarquons que 1(eP™) = PU(m+1)). Lorsqu'on
éclate un point de eP", la variété é}m n'a qu'une hypersurface exception-
nelle a savoir la fibre du point éclaté, qui doit etre préservée par
une transformation holomorphe. Par suite H(é}m) est le sous-groupe de

H(EP™) qui stabilise un point de CP". m

2.16 Corollaire : Les surfaces obtenues en éclatant un ou deux points

dans €P? (en particulier F1) sont des contre-exemples & l'existence de

solutions a 1'équation II' .

Preuve : Pour un point c'est le corollaire 2.15 . Le cas de 2 points

est traité dans [7]. m

3. NOUVELLE FORMULATION DE II*

3.1 Soit (M,J) une variété complexe compacte admettant des
métriques kHhlériennes. Nous fixons une classe de Kihler () dans H2(M,G) .
Nous considérons alors sur l'espace des métriques kHhlériennes dans la

classe ) la fonctionnelle ' définie par

m
r(w) = j'M(Yw,vw)w .
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La nouvelle formulation de la conjecture it proposée par

Calabi est la suivante :

~ .~
Conjecture it §i_(M,J) a une premiere classe de Chern définie,

la fonctionnelle T a des points critiques.

3.2 Par un calcul direct (long, mais élémentaire) utilisant notamment
la variation de la courbure de Ricci et la 2eme identité de Bianchi, on

peut montrer que 1'équation des points critiques est

Y '"d"Scal = 0

ou Scal désigne la courbure scalaire (i.e. la trace de la courbure de

Ricei).
Les points critiques sont ceux ou le gradient complexe de la
courbure scalaire définit une transformation holomorphe.
o 1

. . , Ricci -
3.3 Si nous décomposons la forme de Ricci Ym en Yw Yw + Yw

ou Yo est le représentant harmonique dans la classe de cohomologie

[Yw], il est clair, d'apres les propriétés des formes harmoniques, que
m o o0y m
r(w) = ‘[’M(rw,vw)w = IM(vw,vw)w .

Remarquons alors que {fv;,v;)mm est indépendant de  dans

sa classe de Kihler. En effet
2 2 m-2 _ o o m-2 _ [ | o 2 m
aney o Lw)"77(M) = ‘[Mvm N j'M(vw,vw)m - j'M(Yw,w) w

(c'est évident point par point dans une base unitaire diagonalisant YZ)-
Par ailleurs (Yz,w) est une constante puisque la multiplica-
tion par w applique 1l'espace des formes harmoniques sur lui-méme et
o m o m-1
que (Yw,w)w =y Aw .
Par suite I(Vgsw)zwm = (2n cyv [w]m-l[M])z .

Ainsi

Jod ¥ = anded o [wI™3M) - (2ney o [w)™TIMDZ
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Remarquons que si nous pouvons trouver une métrique kHhlérienne
w telle que ce minimum absolu soit atteint, alors, d'aprés l'unicité
de la forme harmonique dans sa classe, (cf.[6] chapitre V), nous avons
Y o= yz . La métrique k4hlérienne y est donc a courbure scalaire constante

w
puisque Y est cofermée d'apres la deuxieme identité de Bianchi.

3.4 La conjecture affirme donc qu'en 1'absence de métrique
kHhlérienne réalisant le minimum absolu de la fonctionnelle I' (de tels
cas existent d'apres le corollaire 2.15), il existe d'autres points
critiques pour T,

Si 1'algebre de Lie des champs de vecteurs holomorphes de la
variété complexe est réduite a zéro, la conjecture affirme alors qu'il
existe des métriques a courbure scalaire constante, se réduisant presque
a 1'ancienne conjecture II' (soulignons que dans ce cas lavaleur limite de
xl ne peut se produire),

Remarquons pour terminer que dans le cas ou la premiere classe
de Chern est définie négative, la nouvelle formulation de la conjecture

se réduit a 1l'ancienne a cause de la Proposition 1.4 .
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§ 1. INTRODUCTION

1.1 D'apres VI.3.12 et les exposés n®S VII et VIII, il ne nous

reste plus, pour terminer la démonstration de la conjecture de Calabi,

qu'a obtenir une borne a priori pour la norme 01 des coefficients

de § . Pour cela, puisque g est une donnée, il suffit de controler la
3% 3%
1ok P ik

92323z 3z 3z"dz

la norme des dérivées de ? de la forme

3%  __ »%
BZIBEJBEK aElazJazk

On rappelle que puisque ¢ est réelle. Il suffit

donc de contrdler le premier terme. Pour cela, on va plutot estimer 1la

dérivée covariante troisieme de ? par rapport a D ( connexion de Levi-

3,

37
azlaEJazk

Civita de g). On souligne que D est une donnée. Le rapport entre

d A .
et .o = (DDa?) ( ak, —_ O_) est expliqué dans 1.5 de 1'exposé n’VIII,
J 9z oz dz
1.2 Suivant une astuce due a Calabi (cf [1]) on va estimer la norme de

cette expression tensorielle par rapport a ¥ (on rappelle que l'on a

déja un controle de g). En résumé, il nous suffit donc de majorer a

priori 1'expression

_ ' 4iTosi ki, _ o
(1.3) S = gETE @ij Pt

iyjrkyrys,t=1

Pour cela, au paragraphe 2,on se ramenera a majorer le laplacien 3 de S
par rapport a g en fonction de S ,ce qu'on fera au paragraphe 4 apres
avoir rappelé quelques lemmes utiles sur la commutation des dérivées

covariantes.

§ 2. REDUCTION DU PROBLEME

On démontrera au paragraphe 4 le

2.1 Lemme : Il existe des constantes C

1 £t C2 (ne dépendant que de

f et g et _de leurs dérivées) telles que

(2.2) /Y

S s018+ 02
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On va en déduire ici une majoration de S .

2.3 On rappelle que 1l'on a déja calculé dans 1'exposé n® VIII

§ 2 1l'expression

~ ~kj.ir
B(AP) = -Af+ E g g ¢k;¢¢13z
iyjokyk,r=1
m ij
+ E R.= - R.z,7 +
iﬁl§1 ijet i;, =1 iidd
~kl
+ g R, = P.=

Puisque Af et R sont des données et que § et (<P15) ont déja été estimées,

il existe une constante C3 > 0 telle que

(2.4) o 2 () gdgtTe -, 000 .

i’j’k’z=1 r 1J
2.5 Puisque (8'9) est une matrice définie positive dont la
déviation par rapport a g a déja été uniformément bornée, il existe

une constante C4 > 0 telle que

~KGpir
i3Jskel,r=1

kj iP w2 -
Cs i: TEE wkﬁawiﬁl = C,S
1’J’kvz’Paq=1

et par conséquent

~
(2.6) A(A®) = c4s-03 .

2.7 On choisit alors une constante 05 > 0 telle que 01-0405 = -CG <0

(par exemple Cy = C;1(01+ 1)). On pose C, = czltc,+C,C.) et on forme
! pose 6 ‘“2* %%
A(S-CSA¢) - En appliquant les inégalités (2.2) et (2.6), on a

~
A(S-CsA‘P)s 03$+ C2 - 05045 + CSC3 < 06(07 - 8).
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2.8 Soit alors X, un maximum de S-CSA(P. En X, son a
~
A(S-C5a9)(x ) 20 ,done S(x,) = C, et (8-C5a®)(x ) =C, - Cy a0 (x ) -

Pour le point courant x de M, on a donc

(s- Cy AP) (x) < (S- Cy Acp)(xo)

< C7—CSA¢(XO) ’

d'ou
S(x) < c7+05(A@(x)-A¢(xo))

et
S(x) < C,+C (sup A® - infA® ) .
5 M M

Puisque A? a déja été borné a priori dans 1'exposé n® VIII, on a donc

ainsi une majoration a priori de S . W

§ 3. COMMUTATION DE DERIVEES COVARIANTES

a) Formules_générales

3.1 Dans la démonstration du lemme 2.1 qui sera donnée au paragraphe
4 ,on va avoir besoin de commuter des dérivées covariantes. On rappelle
que, contrairement aux dérivées ordinaires, les dérivées covariantes ne
commutent pas en général. Cette opération introduit le tenseur de courbure

et ses dérivées covariantes « On a précisément

3.2 Proposition : Soit T un (p,q)-tenseur sur une variété M munie

d'une convexion symétrique D (i.e. DxY- DYX = [X,Y])- Alors, si R est la

courbure de D ,

(DDT)(X,Y,Ul,...,U ) - (DDT)(Y,X,U,y...,U ) =
q 1 q

-R(X,Y)T(Ul,...,Uq) + T(R(X,Y)Ul,...,Uq)+ ...+—T(U1,...,R(X,Y)Uq) .

3.3 Attention : Ici R(X,Y) est vu 2a la fois comme endomorphisme de
1'espace tangent (appliqué aux Ui) et comme 1'endomorphisme induit un
des espaces de p-vecteurs (appliqué a T(U1,...,Uq)). En particulier, si T

est un (0,q)-tenseur, R(X,Y)T(UI,...,Uq) =0 .

3.4 Démonstration : Pour simplifier, on fera la démonstration avec

q=1, la démonstration générale s'en déduisant facilement. On a
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(pDT)(X,Y,U) = Dx((DT)(Y,U)) - (DT)(DyY,U) -(DT)(Y,D,U)

D, (Dy(T(V)) - T(DyU)) - DDXY(T(U)) + T(DDXYU) -

- DY(T(DXU)) - T(DY(DXU)) .

D'ou
(DDT) (X,Y,U) - (DDT)(Y,X,U) = DX(DY(T(U))) - DY(DX(T(U))) -

D, (T(U)) + D
DY DX

- T(DDYXU)a-T(DY(DxU)) - T(DX(DYU))

(T(U)) + T(DDXYU) -

- R(X,Y)T(U) + T(R(X,Y)U). =

3.5 Proposition : Soit T un (p)sq)-tenseur sur une variété M munie d'une

connexion symétrique D, Alors

(DDDT)(Z,X,Y,UI,...,Uq) - (DDDT)(z,Y,x,Ul,---,Uq) =
- (DR) (Z.X,Y)T(Uii .- -aUq) - R(X,Y)(DT)(Z'UI, ... ’Uq) + (DT)(Z,R(st)UI, L ’Uq) +

+".+(DT)(z;U1,“.,R(X,Y)Uq)+—T((DR)(Z,X,Y)Ui,".,Uq)+."+ T(Ui,u.,(DR)(Z,X,Y)UqL

3.6 Démonstration : Une dérivation covariante est, comme son nom 1'in-
dique, une dérivation et la formule donnée est simplement celle obtenue
en appliquant la dérivation (covariante) par Z a la formule de la proposi-

tion 3.2 . =

3.7 Remarque : La formule pour 1l'expression de
2 2
(" T)(Zgs-- 12Xy Y Ugy ey U ) - (o™ T (Zgs-eerZ s VoXo U eenU )
s'obtiendrait de meme en appliquant r dérivations (covariantes) en Zr,...,Z1
a la formule de la proposition 3.2 . Le deuxieme membre (qu'on ne
détaillera pas ici) ferait intervenir R,DR,...,DrR et T,DT,...,DFT.

b) Cas kYhlérien

3.8 Dans le paragraphe 4 4 on va avoir besoin d'appliquer ces
formules aux dérivées covariantes de la fonction réelle ¢ sur la variété
kdhlérienne (M,J,w), pour la dérivée covariante D de Levi-Civita. On
utilisera souvent des propriétés spéciales au cas kHhlérien. On a déja

vu en 1,5 de 1'exposé n® VIII que
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2 2
(3.9) e e Y
SIS N S P B

D'autre part, on déduit facilement de 4,11 de 1'exposé n® v que

(3.10) RCE<, )= r(3, 2 - 0.
dz 329 dz" dz

On a en fait plus généralement :

3.11 Proposition : Pour la connexion de Levi-Civita D et la courbure

R d'une variété kHhlérienne, on a,pour tout X_ ,...,X_ dans T M ,
P 1 r — @

(DR (X s.esX s &y &) =0,
dz BzJ
(DrR)(X1,...,X , 2,2 )-0.
r -1 -
dz dz
3.12 Démonstration : La quantité (DrR)(Xi,...,Xl, -Q—i ’ é—j) s'exprime
dz dz

a partir des dérivées ordinaires (par les X, ou leurs dérivées covariantes

itérées) d'expressions faisant intervenir R appliqué a des dérivées cova-

) =)

riantes itérées des - et =—. . Mais D est une connexion '"complexe' donc,
dz azJ
pour tout vecteur X, D §—ﬁ est combinaison linéaire des 2
X, i k
dz dz
et toute dérivée covariante itérée des é—i est encore combinaison linéaire
3z
. I1 ne reste plus qu'a appliquer (3.10). ®

(k=19---:m)

des 2

sz

3.13 Si on regarde les dérivées covariantes de P en coordonnées

locales complexes (i.e. appliquées a des 9—1 et é:.), on déduit des
oz 9z
propositions 3.2 ,3.5 , 3.11 (et de la remarque 3.7) que l'on peut

’ . ” . ’ . . ~
commuter deux dérivées covariantes consécutives si elles sont de meme

type, c'est-a-dire toutes deux en i et j (é—. et é—.) ou toutes deux en
- - ,d 3 9z 9z
iet j (-—& et —:j) . Si elles sont de type différent, leur commutation

33 9z
introduit (en général) de la courbure. En bref

@uuiijeae = @uoijin..

®.enijeee = PouLjio.. .
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ESTIMEES DU TROISIEME ORDRE

3.14 On a déja vu une autre commutation utile

(‘P.-. = (P-.. -
ij ji

On en déduit par dérivation
?i3k = *3ik

(Pi;_jkfl T Tjike

P35 = PFand 0
@ = P=. = , etc...
- ke
ijKL *
' s —- - QP . i
D'apres 3.13 ,wjik = ¢jki On a donc finalement

(3.15) wiJ-.k = wiik = mski = <pk31

et par dérivation

(3.16) ®i3e = ik = kil T PkGil -

De méme, on voit facilement que

(3.17) @ijkl est invariant par permutation de i,k ,4.

On aura besoin également de quelques formules précises de commutation

m
a a
(3.18) miikl - q’ilkj = a)fi(RikI(PaJ-' - Rik'j ﬂPaZ) ,
m b m
_ - - a -
(3-19)  ®isip - ®530k - R ®an B R a3
a=1
Mo a
-20 (‘p.-. "(p Pt = =~ . -
(3 ) 1;|kBa aEle ( 2 RJkB(p +a§ leB a,])a + (azi R13a¢aB+ZRB
m a m T) m
(3.21) q)iskﬁoc -wiﬁka'ﬁ: E‘ R'k Bo IJa bzl JBEX. ibk +a21R1Ba cPa;|k -
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§ 4. DEMONSTRATION DU LEMME 2.1

4.1 Cette démonstration est en fait tres simple et directe, mais la
longueur des expressions en jeu la rend peu compréhensible a la lecture.
Pour guider le lecteur, on va d'abord donner ici un résumé de cette
démonstration. Le lecteur pressé pourra se référer a l'article original
de Yau, ol la démonstration ne prend que trois pages ([2] Appendice A).
Dans la suite, nous donnerons le détail de la démonstration, en essayant

de bien séparer les diverses quantités qui interviennent.

a) Résumé de la démonstration

4.2 On calcule directement %S d'aprés_son expression en coordonnées
locales. Cela fait apparaitre des termes EaB ainsi que des dérivées

€ et 5% de ¢ (par rapport a D). On élimine les dérivées

covariantes 39, 4
5° et certaines des dérivées 4° en utilisant les équations déduites de

(#) (resp.(w# ~ ) aprés 3 ou 2 dérivées covariantes. C'est a ce stade qu'il
est nécessaire de faire permuter certaines dérivées covariantes. Heureuse-
ment, les termes qui apparaissent restent controlés en fonction des
quantités déja bornées (§a ) @GB) et de S lui-méme. On termine la démons-
tration en regroupant les autres termes en la somme de deux carrés précédés

du signe moins.

b) Début de la démonstration

4.3 En coordonnées locales, on a
_ AT 8T kT o
S = . & &8 ¢1jk¢rst
i,jsksrys,t=1
et
m = 2 m 2
~ a 9°S L
RS =- 3% E P _B: - T B BSaB .
o, B=1 azuaz a,B=1

On rappelle que g est D-parallele, donc que g = 0 . On en déduit aussi-

tot

afsy

(1523
J
|
©
|

aBsv T apy

et
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- s P . : . -1 -1 -1
(grace a la formule de dérivation d'une matrice inverse :(A ")'=-A""A'A 7).

. P : o) e)
En faisant successivement les deux dérivées covariantes en _B et .
dZ ¥

vu 1l'expression de S, on obtient

(4.4) S = -Al —A2-A3+ A4+A5-A6

en posant (on utilise a partir de maintenant la convention de sommation

sur les indices répétés)

Ay = G 55@535&(“’15;{@ *zet* %13k Pretpd
a = PR BT e g e
A.’.’» = i gsi g Qp151«:0( rsth °’
A, - EaB(EIS éa; gsﬁ ékf R ~ir .sb gai gk% . Nir—wsﬁNkl-)NaE)

X ((Pl‘]kB rst aba’ ijk rstp ?abo * ¢i§k& rst abp ijk rsta (PaBB) !
i = éaﬁ(giﬁga; .éss .ék{ . ~ir .sb .aj ,gk-t' . Eif'gsﬁ ,ékﬁﬁat) 1k et /‘paBBa ,
Ag - gaB wljk 0z 59 - o s (Elaécf) gar_‘ ~sj.kt R éiﬁgaa ,écr_' ésﬁ ékf N

+§1B Ea; .ésa ,éci ,ékf . ,éil_),éaa éss ,gvk?‘ §C€ + gic—l gc; ~sb ~aj .kt +

~ir .sd ch gaj é_ki . ’éi; gss gaa §c3 gkf + FiT gs'B ~aj ~kd ch N

+§1d ~CI gss ~kb ,éaf + gl; ,g.,sa gci @ks é..ai:- + E1r ~S] 'g'kd ~ch gaf .

+Eir ~8] gk‘t_) ~ad gcf) .
c) Etude de A;
4.5 On voit facilement qu'il apparait dans A, des termes identiques

6
sous des écritures différentes. Pour les regrouper plus facilement, on

donne un nom aux termes qui apparaissent effectivement. I1 n'y en a que
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quatre, a savoir

-vG.E ~i; ~S§ ~k{ .-as ~Ca
g & & &

By =¢ € %tk ®5ap Fct Psdn
B - ¥ BRI g e g,
b, - 7P BTl o a3k 5P Yast
B = EP ET IR T o e e g

En utilisant les égalités 3.15 , on vérifie par simple inspection que

(4.6) Ag = B + 2B, + 3B; + 6B, .

d) Etude de A,

4.7 Comme pour A, , on peut regrouper les termes en utilisant (3.15)

6
(3.16) et (3.17). On constate que trois termes seulement apparaissent :

_ waBaif asj okt mabo, o _ = P
E,=F78 BT E (%50 Psbo Prat * vsta 3ab Pibk)
_ aaBair wsIokt gaboy o o L . P~ P -
E,=8 8 g7e 8 (¢ijkB ®ara %5st * PEsia gpbiB @ajk)’

E, - PP g P 2P Ci3ka P5sb PTab * PrstP “ija Piba) -
On obtient par inspection

(4.8) A4 = E1 + 2E2 + 3E3 .

3%

——F ° on peut écrire (#) et (%% ) en
02 0z

4.9 En utilisant ¢ = =
ap

coordonnées locales sous la forme

(*loc) Log det(gaﬁ + ¢aﬁ) - Log det(gaB =f ,

(*#-loc) Log det(gaﬁ + Qaﬁ - Log det(gaE) f+9 ,

Par dérivation covariante 1'équation (*loc) devient successivement
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(4.10) Ean’aBi = £,

w1 PP B e 0,

(4.12) P % Bidk” fijk * b §a'§(‘9a,—)k 2853 * ®upik %pa3 * ubi “ajk’
@3 P 2P T ro g0 20 q

4.13 Pour (##") , on obtiendrait les mémes équations en remplagant f
par £+ ® . Dans la suite, on va se contenter d'étudier le cas (%). Pour
adapter la démonstration au cas (% ), il faudra tenir compte des termes
q)iﬁ et (piﬁk qui apparaissent lorsque 1l'on utilisera (4.11) et (4.12). Mais
¢i3 est déja borné et wiik se majore a partir de VS et des bornes de z.

b) Etude de A,

4.14 Pour pouvoir utiliser (4.12) dans A1 y i1 faut commuter des

dérivées covariantes. On ajoute et retranche donc a A1 le terme

~iT ws] kT B ~0B _
e BT @7k et T PRarst ®ige )
On remplace (une fois) §OLB ¢ = - par sa valeur dans (4.12) (et 'éaB‘P— - =
aBijk Barst

par 1l'expression complexe conjuguée) et on identifie les termes a partir
des expressions déja introduites. On obtient finalement, en ajoutant et

retranchant E2

(4.15) A1=F1+F2+F3+2E2+E3—4B4 ,

en posant

_ ~ir o8] Nk _ _ L _
Fp= B8 B8 (I3 %5t + Trgt %ig)
_ 0B il 5T kT _ . _
Fo = BB BB (O5p0 - %aigi) Pret * (Patfe ™ Parst iz
_ ~0Bnil os] ~KE ~ab o _
F3=8 & £7°¢8 E ((q’inj (piskﬁ)q)aron Ppst * (¢Fats q)i-‘sfa)(pt-)iﬁ (Paﬁk)
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g) Etude de A/

4.16 On va se débarrasser par le méme méthode de ces termes du 4e

ordre : on ajoute et retranche a A_ 1l'expression obtenue en remplagant

5
. . af
dans A5 waBBa par ¢aBaS » puis en remplagant (une fois) g waBaE par

son expression dans (4.11). On obtient

(4.17) Aj = F +F +2B,+B

5 4 5 3’

en posant

_ 0B, ~ib ar s8] Kt viT usD ,.,aﬁ,,kf ~il vs] kb ~at
Fy =8 B B B B ) %5 %5t % apPa ~%pab)
et
_ ymib ~al as] kT | wiT asP vaJ okt | ~il ~e] ~kb vat
Fo= BT T+ T BE T BT )5 %ngtap -
4.18 Les deux carrés annoncés dans le résumé de démonstration 4.2

a p
sont obtenus en prenant la norme pour (g ') des deux tenseurs donnés

par les formules suivantes

~ab
?i5kB - B Pibk *3a8
et
~ab
?i3ka ~ 8 (wajk ®iga * Pibk maia) :

Ce sont donc les deux expressions (positives ou nulles) suivantes :

ﬂal—)

OB wil os] akt T oo _ 0 _ ~ O — Oo_
P=¢ g & Uﬁjks Preia "8 (¢ijkB Pzat Psba * Pitk ?3aB Prsto) *
~ab cd
FETET Ptk ?FaB Rt Psdn !
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b

_ waP il s kT ~a
Q=g T [*5500 5stp B iTka ®5et “Fa * %i3ko Pt %BeB

~ab .cd
* P2stB Pajk %iba * P7st ibk Qpajm) BB 5 Pi50 Past PreB

* 2.5k Piba Pret Yash * Pitk Paja %dst %red * ik Paje %5t Pasp)] -

En utilisant les expressions déja introduites, on a

P:A—E + B ’
(4.19) 2 11

= A3-2E3+ 2B3+ 2B4 .

o
1

En rassemblant (4.4), (4.6), (4.8), (4.15), (4.17) et (4.19), on obtient

finalement

~
(4.20) 88 = -P-Q-F -F,-F; + F,+F, -

Une inspection détaillée des termes Fl' F2 ,F3 ,F4 et F5 montre qu'en

utilisant éventuellement les formules de commutation (3.18) et sa
conjuguée pour F. » (3.18) et (3.19) pour F, , (3.20), sa conjuguée et

(3.21) pour F

4
» on peut majorer chacun d'eux en norme a partir des bornes

déja obtenueszpour (EaB) et (Waé), ainsi que de S (en utilisant Vgﬂpour
majorer ¢i3k et ¢st y avec s'il le faut VE‘S S+ 1). Puisque d'autre part
P et Q sont positifs.ou nuls, il existe donc bien deux sonstantes C1 et
C2 telles que AS < cls + C2 . Les constantes 01 et C2 ne dépendent que de
g »f ,leurs dérivées et les bornes déja trouvées, ce qui termine (enfin!)

la démonstration du lemme 2.1 et de la conjecture de Calabi. ]
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1. On va s'intéresser a trouver des métriques de KHhler-Einstein
P . p n .

sur des variétés ouvertes (par exemple des domaines bornés de € ). Calabi

a ramené la recherche des telles métriques pour certains domaines a 1'étude

de 1'équation de Monge-Ampere réelle sur rR"

32,
(T) det —— = 1 .
dx axY

L'étude de cette équation est le cadre de la géométrie dite

"affine'" puisque l'opérateur est invariant sous le groupe SﬂAﬁIX

, s . . PP m
Théoreme 2 : Si u est une fonction convexe définie sur R , la seule

solution de (f) est un polyndome quadratique.

Le cas m=2 est dd a JBrgens, le cas m<5 a Calabi (cf.[1]) et
les généralisations a Pogorelov. Apres Pogorelov, Cheng et Yau (cf.[2 ])

ont donné une preuve analytique différente de celle de Pogorelov.

3. En considérant le graphe de u,4 on définit une "'métrique affine"
invariante par S{ (R) par Zu..dx1 ® de (on note u, .= g—g——vJ; la formule
m+1 ij ij axlaxJ

est plus compliquée si det“ij A 1.

On veut montrer que u est un polynome du second degré, donc

m
que = u?. = 0 . La meilleure méthode consiste a considérer u, 4, comme un
i,j,k=1 1K 1J

3-tenseur sur une variété et a travailler dans la métrique définie par u .

On considere donc

_ ir js _kt
S=%Zu " uu ijk urst

(pour le cas complexe on prendra

Y33k uzg) -

4. Dans le cas complexe, on considere 1'équation sur c"
2
det 24— = 1.
3z"%z)
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On s'intéresse a la métrique % éf%j:;dzi® azd .
9z 32
La question analogue au cas précédent est de décider si la
métrique est plate.
Calabi a considéré cette question : sur un domaine convexe
D borné de R" , on construit le tube D+ iR"c ¢". On cherche une métrique

= xliﬂlz}l). On

kHhlérienne avec u indépendant de (y1,---,yn) (ou z*

tombe alors sur l'équation de Monge-Ampere réelle avec second membre
e(m+1)u

2
€3] et - (mu
oX axJ

Pour que la métrique soit complete, on demande que u éclate au bord de
D. Lorsque D est la boule, Calabi a résolu 1l'équation en cherchant u
fonction de la distance a l'origine seulement. L'équation (*) peut se
résoudre en général (cf.[2]). On trouve des métriques telles que

Ric = -1 et que la courbure sectionnelle holomorphe tende vers -1 au bord.

5. Sur une variété M complexe non compacte, nous cherchons des
métriques de KHhler-Einstein completes .
Le cas Ric > 0 est exclu car, d'apres le théoreme de Myers,
M devrait etre compacte.
Seuls restent les cas
i) Riec=0 ,

ii) Ric < O (en fait on prendra Ric = -g) .

Théoreme 6 : Si M est une variété kHhlérienne complete avec Ric 2 -k

1
et N une variété hermitienne dont la courbure bisectionnelle est bornée par

—k2 < 0, toute application holomorphe f: M - N décroit la distance, plus

s .z
Erec1sement k

£ s> d
SNSk SM-

C'est une généralisation du théoreme d'Ahlfors sur le disque.
Si ko = 0 ,on trouve donc en particulier qu'il n'existe aucune fonction
holomorphe sur M . Ainsi tout domaine borné D de ¢" n'admet aucune
métrique avec Ric20 .

On s'intéresse d'abord a ii).
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Théoreme 7 (.Y, Cheng, S. T. Yau): Pour tout domaine borné Q) C2—pseudo—

convexe de €™, il existe une unique métrique complete de KHhler-Einstein.

Si Q est de bord lisse et strictement pseudo-convexe, alors la solution

méi-b

est de classe C au bord pour tout & > O .Pres du bord la courbure

sectionnelle holomorphe tend vers -1 .

On cherche la métrique comme avant en posant v= e™". La condition
au bord devient : v=0 sur 3Q .

C. Fefferman a considéré 1'équation

}_1 ll1 eesecccan um

u1 m
det . 5 = (-1)",

. d%u

i 32"z’

m

qui est une équation importante pour 1'étude au bord du noyau de Bergman.
La transformation v=e " échange les deux équations. C. Fefferman a
trouvé une solution formelle pres du bord (apres (m+2) pas apparaissent

des termes en Iog)-.

8. Que peut-on espérer pour une variété complexe générale ?
S'il y a une métrique de KHhler-Einstein avec Ric=-1,il y a
une forme volume qui s'écrit ﬂ) = —(V-l)m \') dz1A-..A dzmA dZIA...A az"

dont la forme de Ricci satisfait aux conditions

i) (/-1a'a"LogV)™ =1,

ii) Y-1d'd"LogVv> 0 .

Si la métrique J:Td'd"logV est complete et si les dérivées
covariantes de la courbure sont bornées, alors ces conditions sont
suffisantes.

Un cas ou ces conditions sont satisfaites est le suivant :
on considere une variété algébrique M de fibré canonique K et un
diviseur D de M ayant comme singularités des croisements normaux. On

suppose que

e (K) + ¢y (D) >0,
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alors M-D est un exemple (en particulier ¢P" - H ou H est une hypersurface

de degré > m+2) .

9. On revient a 1'étude de Ric = 0 .

Conjecture : Soit M une variété riemannienne complete avec Ric = 0, Alors

il existe une variété complexe compacte telle que Mc N et M = N-S ou S

est un sous-espace analytique.

On veut classifier les variétés completes avec Ric=0 . Déja le

cas de dimension 4 est intéressant.

Question : Est-ce que toute métrique complete sur une surface complexe

(disons simplement connexe) avec Ric= 0 est kHhlérienne ?

10. Si la conjecture est vraie, alors N est nécessairement une
surface rationnelle (il y a des restrictions supplémentaires, car une

surface rationnelle moins une courbe n'admet pas de métrique avec Ric=0),

Mais pour un diviseur D non singulier de degré <m+ 1 dans GPm,
¢P"-D admet une métrique complete avec Ric = O .

Plus généralement si le fibré anticanonique K-lest ample et a
diviseur lisse, Cheng et S. T. Yau savent montrer qu'il existe une
métrique avec Ric = O sur le complémentaire du diviseur. Le probleme

qui subsiste est celui de la réciproque.
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ABSTRACT

These notes from a seminar held in the Spring 1978 at the
Centre de Mathématiques de 1'Ecole Polytechnique in Palaiseau detail
the proof of the Calabi conjecture given by S. T. Yau in the Fall 1976.
The conjecture made in 1954 asserts that on a compact Kdhler manifold
any closed form of type (1,1) whose cohomology class is a multiple of
the first Chern class is the Ricci form of a Kdhler metric.

The necessary background material, both in non linear analysis
(Schauder estimates, the continuity method) and in Kdhler geometry
(the differential calculus, special properties of the curvature, the
first Chern form), is presented at some length. On the other hand applica-
tions of the conjecture are not treated.

The proof given follows basically S. T. Yau's proof except for the
uniform estimate, where an extension of an argument which was special
to two complex dimensions is presented. Efforts have been made to give a
more intrinsic treatment of the whole subject.
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