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LES FILTRATIONS DE |X| ET X,

LORSQUE X EST UNE SEMI-MARTINGALE CONTINUE.

M. CHALEYAT-MAUREL et M. YOR

INTRODUCTION
Le second auteur a montré en (4) que, si (Bt’ t > 0) est un mouvement
brownien réel, issu de x ¢ R, les filtrations, diment complétées et rendues
continues 3 droite de |B| et du mouvement brownien g = J. sgn(BS)dBS sont
o
identiques.
On montre ici que ce résultat s'étend i la valeur absolue |X| de toute

semi-martingale continue X (jouant le rdle de B). Un résultat analogue - con-

. P +
venablement formulé - est valable pour la partie positive X de X.

1 - PRELIMINAIRES
(Q,g?,P) est un espace de probabilité complet, muni d'une filtration
«Ft)t >0 constituée de sous—tribus de 5¢, vérifiant les conditions
habituelles.
La définition suivante nous sera trés utile
Définition

Si X et Y sont deux processus, on dit que X domine Y si la filtra-

tion X = (JEt, t > 0) engendrée par X, complétée et rendue continue & droite,

contient la filtration EL = (ﬁﬁt, t > 0) associée de la méme facon & Y, c'est

3 dire :
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pour tout t, yt cX,-

X et Y sont dits &quivalents si X domine Y et Y domine X.

Voici un premier exemple de domination :

Lemme

Toute semi-martingale X domine les processus [X,X] et <<Xc,Xc >,

Démonstration : il est classique que, pour tout t, [k,x]t est la limite

n
p.s d'une suite de variables I (Xt —Xt )2, ol Of_t0< tl< t2

<. <t _<t.
i=1 i+] i n

t
. ~ P c
X domine donc [X,X]. D'autre part, 1'égalité <X ,Xx° > =/ 1 a[x,x]
t (AXS=O) s
. . . c C
implique que X domine <X ,X > N
Voici deux applications de ce lemme :

Proposition

Soit X une semi-martingale, et f : R >R une fonction dont la dérivée

seconde, au sens des distributions, est une mesure signée.

Alors, £(X) domine J (2% (x) d<x5,x° >
(o]

g s

Corollaire

Si X est une semi-martingale, alors :

a). |X| domine <x%,x% >,

C C
g so) 49X X0 >
o S

b). x" domine J

Démonstration : d'aprés la formule d'Ito généralisée (voir (2), chapitre VI,
ou, dans ce volume, RPG), on a :

t
' f
f(Xt) = f(Xo) + Jo fg(Xs_)dXS + At

£ < .. -
oi A~ est un processus & variation bornée.

On en déduit : <£(X)€, £(X)¢ > = J (fé)z(Xs) d<x5,x° >
[o]

La proposition découle alors du lemme.
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: . +
Pour démontrer le corollaire, prendre £(x) = !x], puis x .

2 - LES FILTRATIONS DE |X| ET X'

Soit X une semi-martingale continue.

D'aprés la formule de Tanaka (voir toujours RPG), on a :
t

+ + 1 .o

(1) X, =X+ Jo ](xs>o)dxs *+ 5 Lo

ot L° est le temps local de X en O.

D'autre part, la formule suivante a &té montrée en ((3), formule 8)

t
_ —_— TO
(2) x| = Ix | + Jo sgn(x )dx_ + L7,

oi sgn(u) =+l si u>0,0 si u=0, -1 si u< 0, et

-0 1.0 o-
Lt = 2(Lt + Lt )
N % -x [ dx
otons e =X x > 0)%s
o s
— t —
et X, = |X0| + J’o sgn(X )dX

Voici notre résultat principal :

Théoréme :

Soit X wune semi—martingale continue. Alors,

+ o .
a). les processus X et X sont Equivalents.

b). les processus |X| et X sont Equivalents.

Démonstration :
- 1 ~a- -
a). D'aprés (l), on a : 3 L(: = sup [XS] (on note x = sup(-x,0)),
s < t
et donc, d'aprés la formule (1), X domine x*.

Inversement, il est montré en (3) (corollaire 2) que

t
o . 1 c ,C
L. = 1lim —J 1 d<X ,X >
t (e—>0)€ o (O<Xs<e) s
= lim 1Jt1 {1 d<x%,%% > )
- >
(e »0) € o O<X;<e (Xs>o) s
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Si 1'on remplace 1'indicatrice 1]0 e[(x) par une fonction continue & support
b
. ~ . .. + .
compact £, il découle du corollaire de la proposition que X domine
t
+ c C

< > .
J £(X) l(x >0)d X5,X0 >
o s

+ . bl <
Par un argument de classe monotone, X domine Lo, et donc X, d'aprés la

formule (1).

. + 2 - .
Finalement, X et X sont équivalents.

b). On fait le méme raisonnement qu'en a), 3 partir de la formule (2), et
P

. . =0
des expressions suivantes de L~ :

fé’: sup (is)_ (provenant de (1))
s<t
o 1t c e
et TS = tim o] Mocq | < o 95X Gorovenanc de(s)).

Remarque : en changeant X en -X, on déduit du théoréme 1'&quivalence
des processus X et § = Xo - Jo I(XS< O)dxs.

7/
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