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EXISTENCE DE DIFFEOMORPHISMES MINIMAUX

par

Albert FATHI et Michael R. HERMAN

Nous démontrons des théorémes d'existence de difféomorphismes minimaux sur les
variétés C°° compactes connexes possédant une action localement libre de T1 =R/Z.
La démonstration s'inspire d'Anosov et Katok [2]. Une partie de ces résultats a été

annoncée par Katok [11].

§ 1. - INTRODUCTION

Soit G un groupe topologique agissant continliment comme groupe d'homéomor-

phismes sur un espace topologique X.

1.1. DéFINITION . L'action de G est minimale sur X si l'orbite par G de

tout x € X (i.e. Gx={gx!g € G}) est dense dans X.

Soit G une action minimale sur X, si G=2Z et f € Homeo(X) est un géné-
rateur de G, alors f est appelé un homéomorphisme minimal de X ; si G=1IR, on

a un flot minimal (ou encore un groupe a un paramétre minimal).

1.2. PROPOSITION. Les affirmations i) et ii) sont équivalentes :

i) L'actionde G sur X est minimale .

ii) Si F est un fermé invariant pour G (i.e. g(F) =F pour tout g € G), alors
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F=¢ ou X (i._e . X est minimal pour la relation d'inclusion parmi les ensembles

fermés non vides invariants par G).

1.3. PROBLEME. Quels espaces topologiques X admettent un homéomorphisme

(resp. flot) minimal ?

En fait, il est assez naturel de se limiter au cas ou X est une variété compacte
connexe. On a des exemples de flots minimaux sur une variété ouverte : les flots de
Stepanoff [16] ; on obtient un tel flot en partant d'un flot minimal sur une variété C>
compacte X ; on considéere Y =X - {1 point} et on "reparametre" le flot pour

obtenir un flot minimal sur Y.

1.4. PROPOSITION. Soit X un espace topologique de Lindelof, alors i) et

ii) sont équivalents :

i) L'actionde G sur X est minimale.

ii) Pour tout ouvert non vide U de X, il existe un ensemble dénombrable

{gi }iEJN < G tel que X = ieL])N gi(U) . Si X est compact, il existe un nombre fini

n
gr0-18y tel que X = U gi(U).
i=1

Rappelons que X est Lindelof si tout recouvrement par des ouverts contient

un sous-recouvrement dénombrable.

1.5. Remarquons que s'il existe V € X ouvert et homéomorphe a Rr"
et si X admet une action minimale, alors X est une variété topologique de
dimension n.

Pour des exemples d'espace X compact métrique non homogene avec un homéo-

morphisme minimal, voir [9, § 14.24].
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EXISTENCE DE DIFFEOMORPHISMES MINIMAUX

1.6. PROBLEME. Est-ce qu'il existe un c” difféomorphisme f d'une variété
compacte, tel que f ait un ensemble minimal qui ne soit pas localement homéomorphe a
RP x Cantor ? Quelle mesure de Lebesgue peut avoir un ensemble minimal ?

(On ne connaft pas la réponse a la derniére question, méme dans le cas ou 1'ensemble

minimal est une variété topologique ou un Cantor.)

§ 2. - OBSTRUCTIONS A L'EXISTENCE D'ACTION MINIMALE

Fuller [7] a montré le théoréme suivant (qui est une application du théoréme
du point fixe de Lefschetz)

2.1. THEOREME. Soient M" une variété compacte et f un homéomorphisme

de M". si x(M"),la caractéristique d'Euler-Poincaré de M". est non nulle, alors

f a un point périodique (et on peut majorer la période par la somme des nombres de

Betti).

Anosov & Katok [2] et Anosov [1], généralisant au cas C° des théorémes
d'Oxtoby & Ulam [17, 18], ont démontré le théoréme remarquable suivant (voir aussi
1'article de Katok [12]).

2.2. THEOREME. Toute variété C* compacte connexe M" admet un difféomor-

phisme f de classe C” avec une orbite dense. De plus, on peut supposer que f

z . Vd ©0 : 4
preserve une mesure 4, ayant une densité C  strictement positive, et que f est

u-ergodique.

Anosov [1] et Blohin [3] ont montré que le théoréme 2.2 reste vrai pour

les flots C~ a1'exclusion de Sz, Pz(]R) et de la bouteille de Klein.

Le théoréme 2.2 a un corollaire (presque) immédiat :

2.3. COROLLAIRE. Toute variété C* compacte connexe M" admet une action

minimale du groupe libre non commutatif a 2 générateurs Z x Z .
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Démonstration : Soit f un difféomorphisme c” de M" ayant une orbite dense.
L'ensemble D = {x € Mnl(fk(x))kzo est dense} est un G6 dense dans M" ; il a, en
particulier, un nombre infini de points.

Soit g un difféomorphisme de Morse-Smale de Mn, par exemple le temps 1 du
flot du gradient (pour une métrique riemannienne) d'une fonction de Morse sur M . Par
définition £¥(g), 1'ensemble des points de Mn non errants pour g, estfini. Quitte
a conjuguer g, nous pouvons supposer que £Xg) € D, et par conséquent 1'ensemble
w-limite wg(x) c D pour tout x € M". Considérons 1'action de Z % Z sur M"

engendrée par f et g, on vérifie sans peine qu'elle est minimale. ]

Les théorémes 2.1 et 2.2 montrent que la difficulté avec la minimalité est évidem-
ment qu'il faut que toute orbite soit dense. Nous allons voir que la méthode d'Anosov
& Katok va nous permettre, en fait, de construire dans certains cas des difféomorphismes

minimaux.

2.4. Les obstructions connues sur les variétés.

2.4.1. R admet un flot minimal mais pas d'homéomorphisme minimal.
2.4.2. 1R2 n'admet pas, par le théoreme de Poincaré-Bendixson, de
feuilletage de codimension 1 avec une feuille dense. Il résulte d'un théoréeme profond

de Brouwer [6] que ]R2 n'a pas d'homéomorphisme minimal (Brouwer montre que,

si f: ]R2 -+ ]R2 est un homéomorphisme préservant 1'orientation et sans point fixe,
alors il existe un disque D? tel que les ensembles {fn(Di)} soient 2 a 2

€ nEZ
disjoints).

2.4.3. La bouteille de Klein K n'admet pas de flot minimal bien que
x(K) = 0 (tout feuilletage de la bouteille de Klein a une feuille compacte, voir [13]).
La bouteille de Klein admet en contrepartie un difféomorphisme IR-analytique minimal
et méme strictement ergodique, voir par exemple [19] (cela résulte, dans le cas c” y

du théoréme 1 énoncé plus loin).
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EXISTENCE DE DIFFEOMORPHISMES MINIMAUX

§ 3. - RESULTATS

3.1. On suppose dans la suite que M" est une variété c” compacte connexe
de dimension n. Toutes les actions de groupe de Lie que 1'on considérera seront

des actions C” et effectives (i.e. G c Diff (M")).

3.2. DEFINITION. Soit G un groupe de Lie agissant sur M" , l'action est
dite localement libre (resp. libre) si, pour tout x € Mn, le stabilisateur de x
Gx = {g € Glgx =x} estun sous-groupe discret de G (resp. est réduit a 1'élément
neutre de G).
Les orbites de G définissent alors un feuilletage c” sur M" de codimension

n - dim G.

3.3. Soit Tk = ]Rk/ zk (k = 1). Donnons-nous une action localement libre de

™ sur M , que l'on écrira t € ™— R ¢ € Diff"(M"). Dans ce cas, la réunion des

stabilisateurs S = U Tk est un sous-ensemble fini de Tk. (En effet [14, §5.3]
x€MN

x € M? et U est un ouvert de Tk contenant Tl;, il existe un voisinage V de x

dans Mn, tel que, si y € V, alors Tl;c U. Comme Tk/Tt n'a pas de sous-groupe

arbitrairement petit, on a Tk < T)l:, si U est assez petit. On conclut par compacité de

M)

DEFINITION. Dans la situation précédente, si H est un sous-groupe fermé
de Tk, on dit que H est premier aux stabilisateurs si H NS = {0}. Si k=1
et si H est engendré par %E Q/Z, (p, q =1, on dit que g est premier & S.

DEFINITION. Une action C de ™ sur M" (k =2) localement libre est

dite spéciale, si {¢ € Hom (]Rk_1 ,Tk) Im ¢ & -1

k-1 .k
,T7)

,Imp N S =1{0}} estdense dans

1

HomG>c> (R T 1'ensemble des c” homomorphismes de ]Rk- dans Tk muni de la

’

]
C -topologie.
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3.4. Les théoremes que nous démontrons sont les suivants :

THEOREME 1. Toute variété Mn compacte connexe qui admet une action C°°

localement libre effective de T1 admet un difféomorphisme de classe c® (isotope a

1'identité) qui est minimal.

THEOREME 2. Toute variété M" compacte connexe admettant une action
k-1

localement libre spéciale C* de X (k= 2) admet une action C~ de R

libre et minimale.

Dans le cas ou 1'action est libre, les théorémes 1 et 2 ont été annoncés par
Katok en 1972, [11]. La démonstration de Katok du théoréme 1, dans le cas ou

VI L Nn_1, se trouve dans [5, § 11.44].

3.5. Rappelons que, par le théoréme de Markov-Kakutani, si G est un groupe
abélien agissant sur un espace compact, alors il existe une mesure de probabilité u
sur X invariante par G (i.e. pour tout g€ G, gk = i) ; plus généralement, il

existe une mesure de probabilité invariante si G est moyennable.

3.6. PROPOSITION. Soit G un groupe (topologique) abélien (ou moyennable)

agissant continiment sur un espace compact X, alors i) et ii) sont équivalents :

i) L'actionde G sur X est minimale.

ii) Toute mesure de probabilité p invariante par G vérifie support(u) =X .

3.7. DEFINITION. Toujours sous les mémes hypothéses que 3.6, G est une
action uniquement (resp. strictement) ergodique si G a une unique mesure de proba-
bilité invariante (resp. si de plus support(u) = X).

Remarquer que 1'action de G est strictement ergodique si et seulement si cette

action est minimale et uniquement ergodique.
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EXEMPLE : Les translations ergodiques sur les tores.

. k kK . . N k
Soit R, : T = T définie par Ra(x) =X+a, ol « =(a-1,...,ak) €T . La
translation Ra est strictement ergodique si et seulement si 1, oz1 geees O sont indé-
pendants sur © (dans IR).
Noter que la minimalité, 1'unique ergodicité et la stricte ergodicité sont des

propriétés invariantes par conjugaison topologique.

3.8. Nous esquissons la démonstration des théorémes suivants :

THéORI:JME 3. Toute variété m" admettant une action localement libre c”

de T1 admet un difféomorphisme Cc” strictement ergodique.

THEOREME 4. Toute variété M" admettant une action localement libre spéciale

© k . . S k-1
C de T (k=2) admet une action libre C~ de R

strictement ergodique.

Le premier auteur sait méme montrer les théorémes 3 et 4 en imposant a 1'unique

. . . . 7’ 00 . N
mesure invariante d'avoir une densité C  strictement positive.

3.9. EXEMPLES. a) Si V est une variété compacte connexe, alors Tk xV

admet une action libre C* de Tk.

b) Tout groupe de Lie compact connexe G (£ {0}) admet
une action libre de T (k = 1) car il contient un tore maximal. Si G #£ 7! , S0(3) ou s3 ,
le groupe G admet une action libre de T2, car dans ce cas k 22.
Si I est un sous-groupe fini de G, le quotient G/I' a une action localement
libre de Tk.

c) Toutes les spheres impaires g2+ (resp. espaces
lenticulaires) admettent une action libre de T! (resp. localement libre) ; et tout

211+ X SZn2+1 admet donc une action libre de T2.

produit de sphéres impaires S
d) En dimension 3, M3 admet une action localement libre
de T1 , si M3 est une "fibration de Seifert orientable". Pour la classification de

ces "librations", voir [15].
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e) Toute action libre de Tk sur m" est spéciale.

..M . . 1 n2
f) Si M1 a une action localement libre de T et M2

1+k

a une

ny N2 (
sur M1 ><M2 est spéciale. Par

contre, si M" a une action localement libre de T1 non libre, 1'action produit de

action libre de Tk, 1'action produit de T

T2 sur M" x M" n'est pas spéciale.

§ 4. - GENERALITES

Soit X un espace métrique compact non vide, en particulier X a une base
dénombrable d'ouverts {Ui}iG]N (on suppose que Vi€ N, U; # @). Nous munissons
Homeo(X), le groupe des homéomorphismes de X, de la topologie compacte ouverte.
Le groupe Homeo(X) est alors un groupe topologique polonais (i.e. homéomorphe a un

espace métrique complet séparable). Soit M = {f € Homeo(X) |f est minimal} .

4.1. PROPOSITION . L'ensemble m des homéomorphismes minimaux de X

estun G dans Homeo(X) (éventuellement vide).

Démonstration : Soit W, = {f € Homeo(X) |3 n € N tel que

U,
i
U UKU)U ... Uf(U)=X}. Par1.4, M= N W
i i i . U.
i€EIN 7i
b est ouvert dans Homeo(X), ou encoreque, Vi€ N et n€ N :

U.
i

. 11 suffit alors de démontrer que

w{]} = {f € Homeo(X) IUi U...U fn(Ui) =X} estouvert.
i .
A n
Soit f € IDUi et {KJ}OSan des comp.acts avec Kj cf (Ui) tels que0<Lj,lsrll(. =X.
Visiblement N {g € Homeo(X) |g™AK.) c U.} estun voisinage ouvert de f
0<j<n oot
contenu dans wg . O

1

4.2. Unique ergodicité. Soit T une translation de ]Rn, T #£1d, alors T se

~n ~
prolongeen T : s™a g avec S"=R" U {~}. T est uniquement ergodique avec
pour unique mesure de probabilité invariante 6., la mesure de Dirac concentrée
au point o,
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Plus généralement, toute variété c” compacte connexe a un difféomorphisme
(resp. flot) c® uniquement ergodique. En effet, soient X, e M? et ¢ une fonction c”
sans point critique sur la variété ouverte M! - Xoe On considére X un champ de
vecteurs sur M" - Xy tel que X(f) > 0, par exemple X = grad f pour une métrique
riemannienne sur M" - X5- Soit ¥ une fonction c® sur Mn, strictement positive
sur M" - Xy telle que »X prolongé par O en X, soit un champ de vecteurs c” sur

Mn . L'ensemble non errant du flot de ce champ de vecteurs est réduit a Xy

4.3. PROPOSITION. Soit X un espace compact métrique et f € Homeo(X).

Les affirmations (i) et (ii) sont équivalentes :

(i) f est uniquement ergodique avec, pour unique mesure de probabilité invariante, u .
n-1
(i) Pour toute fonction ¢ € C°(X), z
1=

n -+ o, vers une constante (qui est obligatoirement égale a S odu ).
X

Qo £ converge uniformément, quand

Démonstration : Voir [8] ou [20]. o

Pour les actions de ]Rk, on a la méme proposition en remplagant les sommes de

t t
. 1
Birkhoff par tk S) ‘e SO Qo fsds1 oo dsk .

Soit ue le sous-ensemble de Homeo(X) formé des homéomorphismes uniquement

ergodiques, i.e. ue = {f € Homeo(X) |f est uniquement ergodique} .

4.4. PROPOSITION. L'ensemble ue est un G6 de Homeo(X).

Démonstration : Soit {(pi} ielN © CO(X) un ensemble dénombrable dense pour la

topologie de la convergence uniforme (la norme est notée I ||) . On se donne x0 € X.
Soit Ei : Homeo(X) -+ ]R+ la fonction semi-continue supérieurement définie par :
1 n-1 . .
EM = It |5 Z (g0 - @ o f](xo))ll .
nz1 J=0

On pose G, = Ei_1(0), c'estun G, de Homeo(X).

6
On vérifie aisément que si f € Qi et Hy & Hy sont deux mesures de probabilité
invariantes par f, alors y1(<pi) = uz(tpi). Ceci implique 1'inclusion N C,i C ue.

i€IN
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L'inclusion opposée ue c Gy est une conséquence immédiate de 4.3. Donc
i€IN
ue= N Qi est une intersection dénombrable de G 5’ et est par conséquent un G 6" C
i€eIN

4.5. COROLLAIRE. L'ensemble 8e des homéomorphismes strictement ergodi-

ques de X estun G 5 de Homeo(X).

Démonstration : Cela vient de 4.1 et 4.4. ]

Tur € Diff (M"), une action localement libre de !

t
sur m" . Soit V un ouvert de M qui coupe chaque orbite de 1'action. Alors, si

4.6. LEMME. Soit t€ T

a€ T - Q/Z, il existe un entier k tel que V U Ra(V) U...uU RI;(V) =M.
Démonstration : Par compacité, il suffit de montrer que U RZ(V) -M". soit

n€EIN

L ; R_|O_ est une translation
a'vx

x € M", 1'orbite de x est notée O, T1/T)1( =y
irrationnelle donc minimale sur Ox' Puisque Vx =VN Ox est un ouvert non vide de

n , n n
O,, onaalors U (Ralox) (vx)zox. Il en résulte que U Ra(V):M . O
n€IN n€ N

. sz P . o n
4.7. Soient Mn une variété C compacte et & un feuilletage C de M

de codimension p#n. Si r est> 0, on note DP(r) le disque (fermé)
x € RP | x|l = r}; etonnote DP(r) 1'intérieur de DP(r), i.e.
DP(r) = (x ¢ RP | Ix]| < r}. Un disque DpC—>Mn, difféomorphe & DP(r), est

transverse & 3, s'il existe ¢ > 0 et un plongement ¢ : DP(r + ¢) < M", tel que
<p(Dp(r)) =DP et que ¢ soit transverse 3 ¥ (i.e.si x € o(DP(r +¢)), ona
T,3 + Tx<p(1°)p(r +¢€)) = Tan).

On appelle intérieur de disque de Dp, 1'image par ¢ de lu)p(r') .

4.8. PROPOSITION. Il existe un nombre fini de disques D[; (1=is<k

transverses a ¥ 2 a 2 disjoints et tels que la réunion des intérieurs de disque des

Dl‘; coupe chaque feuille de M".

Démonstration : On considere un recouvrement fini de M~ par les intérieurs de cartes

distinguées (Vi)1<'< difféomorphes a Dn-p“) x DP(1) par qbi (1=i<f). On choisit
<i

=t

¢ assez petit pour que la réunion des K, =y (0" P)(1) x DP(1 - ¢)) recouvre M".
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On choisit comme premier disque DF; = zp1(0 x DP(1 - %)). On suppose que 1'on a cons-
truit pour 1 <j =P un nombre fini de disques DE (1=k= kj) 2 a 2 disjoints, trans-
verses a ¥ et tels que la réunion des intérieurs de disque des DE (1=k Skj) coupe

chaque feuille rencontrant U Ki .
1=i<j

11 faut montrer que 1'on peut gagner Kj+1 .

k;j
Onpose L=V. .N(U DP). Le
J+1 h
h=1
sous-ensemble L est un compact que 1'on regarde a 1'aide de ¢j+1 dans la carte
D" P(1) x DP(1). Pour x € DP(1), on pose L =LN ®"P(1) x {x}) € D"P(1). Par

la condition de transversalité, LX est un sous-ensemble fini de D™ P (1).

4.9. LEMME. Soient x € DP(1) et U, un voisinage de L dans D" P(1).

Alors il existe un voisinage Vx de x dans Dp(1), tel que, si y € Vx’ on ait

Ly c UX .
Démonstration : a) Puisque L est compact (donc fermé dans p"P (1) x Dp(1)), si
(z,x) £ L, il existe un ouvert (en produit) W, x vV, ne rencontrant par L ; par
conséquent pour tout y € Vx’ on a Ly N WZ =@.

b) On recouvre le compact D" P(1) - U, de p"P (1) par un nombre
fini d'ouverts WZ y . ..,W%( construits en a). Si y € l((W Vx , on a clairement

1 i=1 i
Ly c UX. O

4.10. Fin de la démonstration de 4.8.

A 1'aide de 4.9, on construit un recouvrement fini de pP (1 - €) par des disques
B? et une famille d'ouverts Ui de D"P(1), tels que :
1) BYeDP(y) ;

n- o
2) D p(1)—Ui est infini ;

. P
3) Siyé€ Bi’ on a Lyc:Ui .
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On prend les disques Dl[: (1<k< kj) auxquels on ajoute un disque pour chaque B[i) .
On choisit pour Bp, z, € Dn-p(1) - U1 et on ajoute le disque {z1} X Br; .

On choisit pour BP, z, € D" P(1) - (Uy U {z,}) etonprend {z,}x Bg, et ainsi

de suite. On épuise KJ+1 en un nombre fini d'étapes. O

4.11. COROLLAIRE. Soit M" une variété C~ compacte connexe avec une

action localement libre de T1 . Soit U un ouvert non vide de m". Il existeun C*

difféomorphisme H de M" , isotope a l'identité, tel que H-1(U) coupe chaque

orbite de 1'action de T'.

1

Démonstration : Les orbites de 1'actionde T définissent un feuilletage ¥F de

codimension n - 1 sur M". Soit Dni_1 (1=1i<K) les disques donnés par 4.8. Il
existe un C difféomorphisme H de m" , isotope a l'identité tel que

k - -
H(U Dni 1) c U (voir [10], chapitre 8). H 1(U) coupe chaque orbite de 1'action
i= k -
de T, puisqu'il contient U Dni 1 . [Voici une esquisse de la construction
i=1
dans des disques D? 2 a 2 disjoints, par exemple

1

de H. On inclut les Dni_1

dans notre cas, on peut prendre Dri1 = {Rtx |x € Dni_ et t€ [0,e]} ou €>0
suffisamment petit. On peut supposer n=> 2, lecas n=1 (i.e. M= Tl) se traite
directement. On peut alors mener des arcs < 2 a 2 disjoints, < joignant Dri] au
il existe des ouverts Vi (1=i=< k), 2a?2disjoints, tels que chaque Vi soit difféo-
morphe a R" et soit un voisinage de D;] U op On est alors ramené a construire un

C”-difféomorphisme H, : V, + V, & support compact et tel que Hi(D';) cVv,Nu.

L'existence de Hi est fournie par le théoréme d'isotopie de plongements de disques de

Cerf-Palais et le théoréme de prolongement d'isotopie de Thom. ] [m]

4.12. COROLLAIRE. Soit %E @Q/Z premier aux stabilisateurs de 1'action

de T1, U#@ unouvertde M". Alors il existe un C’= difféomorphisme H de m"

tel que :
i) HoREoH_1 - Ry
q q
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ii) H '(U) coupe toute orbite de 1'action de T' sur M.

Démonstration : Soit G = {i% li=1,...,q} le sous-groupe de T1 engendré par g .
G agit librement sur M puisque % est premier aux stabilisateurs de 1'action.

n A .
M _"_> Mn/ G est un revétement et 1'action de T1 passe au quotient en une action

localement libre de T1 .
Par 4.11, il existe H : M"/G » M"/G isotope & 1'identité tel que ﬁ"(n(u)) coupe

toute orbite de 1'action de T sur M"/G.

Soit H un G-relevé de H, i.e. on écrit un G-isomorphisme c” entre les
G-fibrés ¢ : G M MY/G et H*(g), un tel isomorphisme existe puisque H est
isotope a 1'identité.

™ l Ln
m/c 2 MG
Par construction, H commute avec 1'action de G et i) suit.
ii) résulte aisément du fait que ﬁ_1(71(U)) coupe toutes les orbites de 1'action

de T! sur MY/G. O

4.13. Remarque : On peut s'arranger pour que, dans 4.11, le difféomorphisme
H préserve une mesure de densité C” strictement positive donnée a 1'avance. On en
conclut que 1'on peut supposer, dans 4.12, que le difféomorphisme H préserve une
mesure de densité C” strictement positive donnée a 1'avance et invariante par 1'action

de T.
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§ 5. - DEMONSTRATION DES THEOREMES 1 et 2.

5.1. METHODE.
Soit M" compacte connexe avec une action localement libre de T1

t+ R € Diff(M"). On considére (voir Anosov & Katok [2]) :

6™ (Th = {go R, og ! |te T, ge Dt (MY} c Ditf (MY .

Sur Diff(M"), on met la C™-topologie. Diff (M") est alors un groupe topologique
polonais. Sur les sous-espaces de Diftoo(Mn) on met la topologie induite par la c”-
topologie. Noter que tout sous-espace fermé de Dittw(Ml} avecla C~ -topologie est
un espace de Baire.

On considére Ew(T1) la fermeture de soo(T1) dans Dittw(lvﬂ pour la C™-
topologie. La démonstration du théoreme 1 consiste a montrer que les difféomorphismes
minimaux constituent un G, dense dans KN (T1) pour la Cw—topologie (i.e. onles

construit par catégorie de Baire).

5.2. EXEMPLE. Soit Diff:(Tz) le groupe des difféomorphisme C° de T2

préservant la mesure de Haar m. Soit 5:(T2) 1'adhérence de {g"1 °oR og It € T2,
ge Ditf:;(Tz)} dans Ditf:(Tz) pour la C”-topologie. Comme 1'ensemble des trans-
lations strictement ergodiques est dense dans 1'ensemble {Rt |t € T2} , il suit de

4.5 que {fé€ Em(Tz) | £ est strictement ergodique} estun G g dense de EE(TZ).

Le second auteur montrera ailleurs que la propriété suivante :
"f n'admet pas de feuilletage ¥ (de TZ) C° de codimension 1 invariant
(i.e. f envoie chaque feuille de & sur une feuille de pas nécessairement la méme)"

est vraie sur un ensemble qui contient un G 6 dense de EE(TZ) .
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1l suit qu'il existe f € Diff:(Tz) minimal voisin de R, dans Diff:(Tz) ()
et non topologiquement conjugué a une translation, de plus f n'est pas sur un groupe
a un parametre.

Cet exemple montre aussi que 6 :(Tz) est maigre dans son adhérence EE(TZ) .

5.3. Anosov & Katok [2] ont montré que si Mn a une action effective de T1

C . .
et si u est une mesure de densité C  strictement positive laissée invariante par

1'action, alors dans 62(1"1) (1'adhérence dans Diff (M") de {hoR, oh '|h € Diff (M),

t
h wH =k et t€ T1} ) les difféomorphismes p-ergodiques forment un G 5 dense.

5.4. Démonstration du théoreme 1.

Soit U un ouvert non vide de M". On définit vy = {fte 5W(T1) |3 k€N tel

que UU ... U fk(U) = Mn} . L'ensemble V,. est (par la démonstration de 4.1) un

U
ouvert de 6°°(T1) pour la Co-topologie et donc aussi pour la Ceo-topologie qui est

plus fine.

5.5. PROPOSITION. Pour tout ouvert non vide U de Mn, 1'ensemble V
= === %

est dense dans -(5°°(T1) (pour la C” -topologie) .

Démonstration : Puisque les difféomorphismes de la forme go R o® g_1 (a € T1 ,

g € Diff (M")) sont denses dans 5°°(T1), il suffit de voir que go Ra ° g_1 € 1—;:] ,

pour tout « € T1, et tout g€ Diffoo(Mn), ol by est 1'adhérence de ty; dans

Diffoo(Mn ) pour la C™-topologie. Par ailleurs, il est clair que go R,o8 €1y

si et seulement si R, ST Par conséquent on est ramené a montrer que, si

-1,
g (U)
U (# @) est un ouvert arbitraire de M", alors pour tout o € T1, ona Ry € U .

En utilisant le fait que les g € Q/Z, tels que qp- soit premier aux stabilisateurs,

forment un sous-ensemble dense de T1 , on voit que 1'on peut supposer que

(1)

Remarque : Il existe des difféomorphismes minimaux de T2 non homotopes a
1'identité (et donc non conjugués a une translation), par exemple (x,y) € T 5 (x+y,y+9),

avec o € T'- ®/Z, est minimal (voir [8]).
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a = % € Q/Z, g premier aux stabilisateurs de 1'action de T1 sur M".

On choisit H comme en 4.12. Si a - %, on a l—I:;RCM(>H_1 -+ I—ioRRoH-1 =R

B
o q q
dans la C -topologie. Par construction de H (4.12, (ii)), U coupe toute orbite de

'action t+ HoR o H'. Par 4.6, on conclut que, si « € L Q/Z, ona
1

HoRaoH €V 1l en résulte que RRG I;U. O

q

u.’

5.6. Fin de la démonstration du théoreme 1.

Soit (U.) une base d'ouverts (non vides) de M" ; par 5.5 N by est
I'jeIN 1 i€IN i
- 00 , .
un G 5 dense de 1'espace de Baire 6 (T'), et est par conséquent non vide. Par 4.1,

N vy est le sous-ensemble de 5°°(T1) formé par les difféomorphismes
i€IN i
minimaux. ]

5.7. Remarque. Il existe toujours une mesure p de densité strictement
positive invariante par 1'action de T1 . En effet, si v est une mesure de probabilité
sur m" de densité C” strictement positive, la mesure u =g Rt *u dt convient
Considérons G:: (T1) le sous-ensemble @oo(T1) défini par : 1

1

@:(T1) - {hoRtoh'1|tE T', he Ditf"(M), hop =p}.

Si on utilise la remarque 4.13, la démonstration du théoréme 1 permet de démontrer que,
dans 6:(T1), il est générique d'étre minimal.
Par conséquent, sur Mn, il existe un difféomorphisme minimal qui préserve une

. z o . s
mesure de densité C strictement positive.

5.8. Esquisse de la démonstration du théoréme 2.
k-1

N oo
On considére Hom (IR

de classe C~ de RrK1

,Ditfoo(Mn)) 1'ensemble des homomorphismes de groupe

k-1

dans Diff (M"). Onmet sur C (R ' x M", M") la topologie

de la convergence Cc” sur tout compact. Pour cette topologie, Cm(le_1 X Mn, Mn)

k-1

est alors un espace séparable métrisable complet. Hom (R ,Diffoo(Mn)) s'identifie
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k-1

a un fermé de Coo(]R X Mn, Mn) et est donc un espace séparable métrisable complet

pour la topologie induite que 1'on appelle la Cw—topologie.

Soit Homoo(Rk-1,Tk) 1'ensemble des homomorphismes de groupe c” de
R dans TX.
L'action de Tk sur M" est notée
te T 5 R, € Diff™"(M").
On définit un sous-ensemble @ooHom(Tk) de Homoo(lﬁ’k—l,Ditfoo(Mn )) par:

1

6 Hom(TX) = {t » go R(p(t)og- , te R o € Hom™ R, 7%), g € pitt (MY} .

amHom(Tk) est la fermeture de @wHom(Tk) dans Homoo(IRk_1,Diffoo(Mn )) pour la

Coo—topologie .

! dans Mn, qui

Remarquons que les actions libres de ]Rk—
appartiennent a -(5°°Hom(Tk), forment un G, dense de _(§°°Hom(Tk). 11 en résulte
que pour démontrer le théoréme 2, il suffit, par 1.4 et (la démonstration de) 4.1, de
montrer la proposition suivante .

5.9 . PROPOSITION. Soit U un ouvert non vide de Mrl Alors
k-1

by = {ft € 6°°Hom(Tk), te RY |3 ty ...,tq €R tels que f, (U)u...uft () = MM}
- 1 q
est un ouvert dense de @OoHom(Tk) .
‘ . . Vs k ‘o oo k-1 .k
Démonstration : Comme 1'action de T  est spéciale, les ¢ € Hom (R ,T),

tels que Im¢ soit isomorphe a Tk-1 et premier aux stabilisateurs de 1'action de

k-1

Tk sur M" , forment un sous-ensemble dense dans Homoo(R ,Tk), par le méme

raisonnement qu'en 5.5, il suffit de montrer le lemme suivant.

5.10 LEMME. Soit Tk—1 c Tk premier aux stabilisateurs de 1'action de

k
T" sur )" et U un ouvert non vide de M". Alors il existe un Coo-difféomor'phisme H

de M? tel que :

i) Pour tout t € T, HoRtoH‘1 = R, ;

i) H_1(U) coupe toute orbite de 1'action de TX sur M,
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k-1

Démonstration : Puisque T ' agit librement sur Mn, on a un fibré principal

Tk'1_>Mn oMYy ™1, Le quotient M"/ =1 admet une action localement libre

de Tk/Tk_1 ~T'. On raisonne alors comme dans 4.12. O

§ 6.~ ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 3.

6.1. Soit m" une variété c” compacte connexe avec une action localement
libre de T1. On pose M /T1 =B, c'est un espace compact ; on note 7 la
projection : M" +B. Remarquons que sur chaque 17-1(b) (b € B), la mesure de
Haar m_ est canoniquement définie (m= dt = mesure de Haar sur T1) .

Rappelons le théoréme du "slice" [4, § VI, 2]. Soient x € M, O, son orbite
et q l'ordre du stabilisateur de x. Il existe un voisinage tubulaire T1-équivar‘iant
de O_, qui est T1-ditféomorphe a (T1 X Dn_1(r))/G, ou G est le groupe cyclique
d'ordre q engendré par: (x,y) € % Dn_1(r‘) — (x +Cll’Ay) avec A € 0(n-1) et

Ad-id. Deplus O est1'image de (T' x {0})/G.

6.2. On se donne ¢ : Mn -+ IR, une fonction c”® strictement positive en tout

point de M.

On suppose que, pour tout b appartenant a B, la mesure Ky définie par

dpy = (o] 11-1(b))dmb est une mesure de probabilité.

LEMME. Il existe un Coo-diffe’omor'phisme H: M? - Mn, qui préserve chaque

orbite de 1'action de T1 , isotope a l'identité, et tel que, pour tout b € B,

(H'"-1(b)) xbp =My -

Démonstration : (1) On considere d'abord le cas ou M" = (T1 « Dn—1(r))/G. Notons

1

p laprojection T an'1(r) 4(T1 X Dn'1(r))/G. Soit r' <r, et y : [0,r] -+ [0,1]

(1) Nous remercions H. King pour nous avoir communiqué cette démonstration.
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une fonction C* telle que y ([0, J)=1 et y =0 dans un voisinage de r.

Définissons un difféomorphisme H : ™ x " ) 7!

D" (r) ,
(t,X) | Sem——— (ﬁ1(tyx)’x)

t+i/q
avec H1(t,x) =t+y(|x]]) ( % z S [¢ op(s,A'x) - 1] ds) . Remarquons que H
i=0
0

commute avec G. Appelons H le difféomorphisme induit par H sur (T x p" ) 1)/G.
Ce difféomorphisme vérifie les propriétés suivantes :
1° H est égal a l'identité au voisinage de (1 x aDn'1(r))/G. De plus, il est
isotope a l'identité par une isotopie qui est 1'identité dans un voisinage de (T1 x D" 1(I))/ G;
2° H préserve chaque orbite de 1'action de T1 ;
3° Pour tout b € B tel que 11_1(b) C(T1 X Dn_1(r'))/G, on a (Hln_1(b))*;1b =m ;
4 si ¢ =1, alors H| 77 1(b) est 1'identité.

Le cas général se déduit de ce qui précede grace au théoreme du "slice". O

6.3. LEMME. Soient U un ouvert non vide de M" et e un nombre réel stric-

n N . "
tement positif. Il existe un Coo—difféomorphisme H de M, isotope al'identité, tel que,

pour tout y € Mn, on ait :
mi{te T IRy#£H (U} <e .

Démonstration : Par 4.11, il existe un Coo—difféomopphisme H1 de Mn, isotope
a l'identité, tel que H;1(U) coupe toutes les orbites de 1'action.

11 est facile de construire une fonction C* Y M - R - telle que :

a) Support ¥ © H;1(U) ,

b) Pour tout b € B, S _y bdmo= 1,
m (b)
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Définissons ¢ : M ]R?: par ¢ =(1- ¢y + €. La mesure #, sur Tg définie par

du, = (%] ‘11_1(b))dmb est une mesure de probabilité. Le lemme 6.2 nous fournit un

. 11 suffit alors de poser H=H, o H pour obtenir un

difféomorphisme H 1 2

2
difféomorphisme qui convient. O

6.4. COROLLAIRE. Soient ¢ € C(M"),n>0 et Ee ©Q/Z premier aux stabi-

lisateurs. Il existe H € Diff (M") et c € R tels que :

i) HoREoH_1 =R ;

B
q q

ii) Pour tout x € M", 'S onoRt(x)dt-C < n.
1
T

Démonstration : La premiere condition s'obtient en travaillant dans Mt le quotient de

- q-1
Vi par le groupe G= {Ri li=0,1,...,q-1}.La fonction ¢ = % Z Qo Ri
3 =0 g
N . = v . . 1
s'identifie a une fonction sur M". Notons que M™ a une action libre de T1 ~T /K q
ou Kq = {0,%, ee ’Lq1} < T1 . Quitte & retrancher & ¢ une constante, on peut

supposer que ¢ s'annule en un point de M". Considérons alors 1'ouvert non vide
de L-'I'n, U={x€ K’ln, le(X)| < e}; en appliquant le lemme 6.3, on trouve un difféomor-
phisme H de 1\7lnisotope 4 1'identité et tel que, pour tout X € 1\_4n,

mite T ‘ﬁt; ¢ ﬁ'1(U)} < €. On voit facilement que :

IS 1 ©oH o-Rt(x)dtl < e+ellgl <n, si e estsuffisament petit.
T
Si on prend un G-relevé de H a Mn, on trouve le difféomorphisme H.

6.5. Esquisse de la démonstration du théoréme 3.

Soient ¢ € Co(Mn) et ¢ > 0. Posons :
o, 1 * 1ﬂ-'l .
V(p,e)={f€6 (T)|In€ N &c€R tels que ||;]- T oof -cl| <e},

c'est unouvertde 6 (T').
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On voit facilement, par la démonstration de 4.4, que :
1
u Ne *(th = UG
i=1 k=21

ou (qoi) est une suite de fonctions dense dans Co(M") et k € nN*
i€eIN

Le théoreme 3 résulte alors de la démonstration du théoreme 1 et de la propo-
suivante puisqu'alors E N -(§°°(T1) est un G6 dense de @w(T1) pour la

Cw-topologie .

PROPOSITION. Si ¢ € COM") et ¢ >0, (p,c) estdense dans 8§ (T').

Démonstration : Par le méme argument qu'en 5.5, il suffit de montrer que

R_€ v¢(6,¢), ou [J_ € ®/Z premier aux stabilisateurs et 6 est une fonction al‘bltl‘alﬁ
% sur .

Par la stricte ergodicité de la r'otation Ra sur T1 , € T1 -Q/Z, ona,

si ¢ appartienta C°(M"), lim 1 Z‘ P oR (x) =S P o R (x)dt , et ceci
n 1 t
n-+c  i=0 T
uniformément en x € Mn. En particulier, si H appartient a Diffoo(Mn ), ona
uniformément sur M"
1 =1 -1 -1
lim - I BoHoR oH ' = S 6 oHoRoH Tat U oHotht]OH .
n-+o i=0 T1

La proposition résulte de 6.4 par un argument analogue a celui donné dans la

démonstration de 5.5. O

La démonstration du théoréme 4 se fait de la m&me maniére que celle du
théoréme 3, en utilisant 1'espace EwHom(Tk), introduit dans 5.8, a la place de

(T .
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