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REPARTITION MODULO 1
Gérard RAUZY

INTRODUCTION.

Nous nous proposons de montrer sur des exemples, comment les méthodes

2

de la théorie ergodique peuvent s'appliquer a des problémes de répartition modu-

lo 1, Enongons d'abord ce type de problémes : soit (un)n €N une suite d'éléments

de T= R/Z ; désignons pour tout arc | de T, par Xy sa fonction caractéristique
par ¢(1) sa longueur et pour Nz 1 par SN(I) la somme :

s 1) =3z (u)
N 0§n<NXl “n

La suite (un)n €N
1

N SN(I) - ¢(1) quand N> o ,

On démontre alors que dans ce cas sup | 'Kl S - e1)] » 0 quand N> =, ce
|

est dite équirépartie dans T, si quelque soit I'arc |

qui conduit & introduire la notion de discrépance (voir [9] chapitre 2).

De nombreuses études ont été faites pour préciser le comportement asymp-

totique de la suite (SN(l))NE ; i elles sont de divers types :

- donner (K.F.ROTH, W.M.SCHMIDT) des bornes inférieures de la discrépance

valables pour une suite quelconque ;

- fabriquer (VAN DER CORPUT, HAL TON, HAMMERSLEY) des suites de

discrépance trés faible ;

- étudier la suite (SN(I))N =1 pour des intervalles | particuliers et des suites

(un)n N particuliéres,

Dans ce dernier ordre d'idée, la suite (n ) ol o estun nombre

neEN
irrationnel qui constitue I'exemple le plus naturel de suite équirépartie a bien

b4
entendu particuliérement recu l'attention (KESTEN, SOS, LESCA, DUPAIN...).

Ainsi KESTEN a montré que la suite (|5, (1) - N ¢e(1)]) est bornée, si et

N=1
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8

seulement si, 2(1) est congru modulo 1 & un multiple de ¢ ; plus généralement
W. M. SCHMIDT a d'ailleurs montré que pour une suite (un)n eN quelconque la
suite (\SN([O, =) - Nx\)N - correspondante ne peut étre bornée que pour une
infinité dénombrable de valeurs de x,

Revenons & la suite (nq) ol ¢ irrationnel et posons pour Nz 1,

neEN
PN = 2 SN([O, 1/2[) - N. Nous allons montrer, ici, que_la suite (cpN)N ~q &st
équirépartie dans 7 au sens de Hartman ([9] page 295), c'est-a-dire que :
1 Zim‘pn
VtER-7Z N > e - 0 quand N » o ,

1=n § N
Il en résulte en particulier, que pour tout entier m= 1, cette suite est
équirépartie modulo m, et que, a fortiori, elle ne peut étre bornée, ce qui décou-

lait déja du résultat de Kesten,

Nous allons voir, en fait, que I'étude de la répartition de la suite (CPN)NE 1
peut en utilisant les méthodes de la théorie ergodique se ramener a la résolution
d'une équation fonctionnelle, Nous renvoyons a la littérature pour la résolution
de cette équation, qui fait appel a des résultats d'approximations diophantiennes.

Dans une premiére partie nous donnons quelques définitions, dans une
deuxiéme partie nous énongons et démontrons ce qui constitue I'étape fondamentale
du résultat cité, enfin dans une troisiéme partie nous faisons quelques commen-
taires sur les résultats obtenus et leur application a d'autres problémes de répar-

tition modulo 1,

PREMIERE PARTIE.

1 - POINTS GENERIQUES,

11 - Soit T la transformation de T en lui-méme qui & x associe x+gq, ,
et soit S la transformation de T x Z en lui-méme définie par : S(x, z)=(Tx, z+p(x))
oll ¢ estla fonction de T dans 7 définie par :

¢(x) =1 si x appartient & I'arc image de [0, 1/2[ dans I'application
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REPARTITION MODULO 1

canonique de R dans T

p(x) = -1 sinon,

1l est facile de voir, alors, que pour N=1 ona: SN(O, 0) = (N g, cpN). La
suite (cpN) Nz 1 apparaft ainsi comme liée & la suite des itérés du point (0, 0) par

la transformation S,

12 - Donnons maintenant une définition, Soit X un espace compact, ) une
mesure de probabilité sur X, T une transformation mesurable de X dans
lui-méme, conservant la mesure ), c'est-a-dire, telle que pour toute partie
mesurable A on ait )\(T-'A) = (A).

Un point a de X est dit point générique pour ) , si:

vieckx) L » f(T"a) > A quand No o

N n<N
oll C(X) désigne I'ensemble des fonctions continues de X dans (.,
13 - Soit T le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1,
Soit t€ R-7 et soit I‘t I'ladhérence dans T du sous-groupe engendré par les
éléments de la forme ezh’Tkt ol k €7 (I‘t =T si t irrationnel, T, =~7/m7z si t
est de la forme h/m avec mz1, h premier avec m),
Désignons par St I'application de T xI‘t dans lui-méme définie par :

S,(x,2) =(Tx, z e2imtn(x))

Le résultat que nous avons en vue est alors impliqué par le suivant : pour

tout te R-7 (0,1) est St—générique pour la mesure m, produit de la mesure

de Haar sur T par la mesure de Haar sur I‘t o

Remarque : On pourrait énoncer sous une autre forme le résultat précédent

(dual de lR/Z muni de la topologie discréte), Cela conduirait & introduire un

espace non séparable ce qui est plus délicat a manipuler,

2 - EXISTENCE DE POINTS GENERIQUES.

21 - La théorie ergodique intervient pour affirmer |'existence de points

génériques, Reprenant les notations du paragraphe 12, nous dirons que la
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mesure ) _est ergodique (sous-entendu relativement & T) si quelque soit

I'ensemble mesurable A de X, invariant par T (i. e, tel que T

A=A)ona:
A(A) = 0 ou A(A) = 1. Nous supposerons, d'autre part, X métrisable (donc C(X)

séparable),

Le théoréme ergodique ponctuel implique alors, que si A est ergodique,

2

presque tout point au sens de la mesure )\ est T-générique pour 3 . Récipro-

quement, du reste, si ) n'est pas ergodique, l'ensemble des points T-génériques

pour ) est de )-mesure nulle,

22 - Pour le probléme que nous considérons, montrer que la mesure mt
définie au paragraphe 13 est ergodique relativement a la transformation St ne
semble pas suffire a priori : presque tout point est générique, mais nous ne
savons rien sur le point (0,1),

En fait, comme S?(x,z) slobtient a partir de S?(O, 1) par la transformation

qui a (u, v) fait correspondre (x+u,zv) (translation sur le groupe produit T x I‘t),

on voit aisément que si un point est générique, tous le sont,

3 - UNIQUE ERGODICITE.

31 - Soit X un espace compact métrisable, Une application T de X dans X

est dite uniquement ergodique s'il existe une unique mesure de probabilité inva-

riante par T,

La terminologie s'inspire de la remarque suivante : si T est une applica-
tion continue de X dans X, I'ensemble M(T) des mesures de probabilités invari-
antes par T est un ensemble convexe compact (pour la topologie faible sur
I'espace des mesures boréliennes) ; les mesures ergodiques sont alors les points
extrémaux de cet ensemble ; dire que M(T) est réduit 3 un seul élément est donc
équivalent en vertu du théoréme de Krein-Milman, a dire qu'il n'existe dans M(T)

qu'un unique point extrémal, ce point étant alors ergodique,

32 - Soit maintenant X un espace compact métrisable, )\ une mesure de
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probabilité sur X, T une transformation )-mesurable de X en lui-méme, conser-
vant la mesure ) et telle que I'ensemble de ses points de discontinuité soit

contenu dans un fermé de ) mesure nulle, 1l y a alors équivalence entre les

propositions suivantes :

(i) T est uniguement ergodique (1'unique mesure de probabilité associée

étant )).

(i) Tout point de X est générique pour 3 .

Pour la démonstration dans le cas ol T est supposée continue, voir par
exemple [‘I]. Le cas général s'obtient ais&ment par un raisonnement style

"intégrale de Riemann!,

33 - B_er_n_ar_q_u_e_: 1l ne suffit pas pour que (i) soit vrai que tout point x
de X soit générique pour une certaine mesure (pouvant dépendre de x), Il suffit
par exemple de prendre pour T la transformation identique...

Nous allons voir cependant dans la paragraphe suivant ane si T est conti-

nue et vérifie une condition dite de minimalité, la généricité de tout point de X

pour une mesure dépendant du point suffit & entrainer I'unique ergodicité.

4 - MINIMAL ITE,

41 - Soit X un espace compact métrisable, T une transformation de X
dans X que nous supposerons pour simplifier continue, T sera dite minimale,
si quelque soit le fermé F de X, Ilinclusion TF c F (ol TF est ['ensemble des
Tx, X € F), implique F =@ ouF = X,

La transformation T est dite strictement ergodique, si elle est minimale

et uniquement ergodique,

42 - Parallélement au résultat énoncé en 32 on montre aisément, qu'il y a
équivalence entre les propositions suivantes (sous |'hypothése T continue).

(i) T est minimale.

(ii) Pour tout x de X la_suite (+:)n ¢ n-est dense dans X,
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43 - Soit alors T une transformation continue minimale sur X, et sup-
posons que pour tout point x de X existe une mesure, pour laquelle x est

générique, Alors, T est strictement ergodique,

En effet, par hypothé&se pour toute fonction f de C(X) et tout x € X

Los HT™ - c(f,x) quand N - o ,

N n< N
11 suffit en vertu du théoréme énoncé en 32, de montrer que c(f,x) est en
fait indépendant de x, Remarquons tout d'abord que :
vy xeX clf, Tx) =clf, x)

Il en résulte en particulier que si x est un point de discontinuité de la

0
. n . . . L . .
fonction c(f,. ), T X0 est aussi un tel point de discontinuité et ['oscillation en

™™ Xo est la méme qu'au point x., T étant minimale, il en résulterait que c(f,. )

o
serait partout discontinue,

Or, d'aprés un théoréme de Baire ([11] page 141, exercice 31) cette
fonction est continue sauf peut-é&tre sur un ensemble de premiére catégorie, X

étant métrique compact donc complet, ceci est impossible, clest-a-dire encore

c(f, . ) est continue, Utilisant une nouvelle fois I'invariance par T et la

densité de (T" x)n en Onen déduit bien que cette fonction est constante,
Remarque : On peut donner des exemples de transformations minimales qui ne

sont pas uniquement ergodiques ([ 3], voir aussi [5]).

DEUXIEME PARTIE.

De ce qui précéde résulte qu'il suffit, pour établir le résultat cherché, de
montrer que la transformation St définie au paragraphe 13 de la premiére partie
est uniquement ergodique, Nous avons vu du reste que l'ergodicité de mt
suffisait pour cela, et nous verrons qu'il en est encore ainsi dans la généralisa-
tion que nous allons maintenant traiter,

Auparavant, remarquons que la transformation T sur T est elle-méme

uniquement ergodique, Pour s'en convaincre on peut soit examiner les coefficients

de Fourier d'une mesure invariante, soit utiliser I'équirépartition des suites
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(x + na) et 1'équivalence du paragraphe 32 de la premiére partie, C'est

nEN
d'une situation généralisant celle~-ci que nous allons partir,

1 - THEOREMES.

11 - Soit X un espace compact métrisable, ) unhe mesure de probabilité
sur X, T une application continue de X dans X qui conserve la mesure ), Soit
d'autre part, Z un groupe abélien compact séparable, et u la mesure de Haar
sur 2, Soit enfin ¢ une application de X dans Z, que nous supposerons continue
en dehors d'un fermé de )-mesure nulle,

Nous définissons une application S de X x 2 dans lui-méme par :

S(x, z) = (Tx, z + (%)

S conserve évidemment la mesure produit m=) ® u sur X x Z, et ['ensem-
ble des points de discontinuité de S est de mmesure nulle,

L_e probléme que hous nous posons maintenant est alors le suivant : si T est
uniquement ergodique, & quelles conditions S est-elle uniquement ergodique ?

La réponse est donnée dans le théor&me suivant :

THéORéME. Si T est uniquement ergodique, il v a équivalence

entre les trois propositions suivantes :

(i) S est uniquement ergodique (I'unique mesure associée étant m) ;

(i1) m est ergodique ;

(iii) pour tout caractére ¥ de Z non trivial, l'équation fonctionnelle

f(Tx) y(ox)) = () \-presque partout

admet comme seule solution mesurable, f(x) =0 A—presque partout,

Nous renvoyons pour la démonstration de ce théoréme a [3] dans le cas
oli ¢ estsupposé continue, et & [2] ol le théoréme est établi sous forme plus
générale le groupe Z n'étant pas supposé abélien et les caractéres étant rem-
placés par des représentations, Sighalons que dans [3] une application en est

donnée & 1'équirépartition de (P(n)) ol P est un polyndme dont le coefficient

neEN
du terme de plus haut degré est irrationnel (voir aussi [1]).
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12 - Donnons maintenant un résultat |égérement plus général, les hypothéses
et les notations étant celles du paragraphe précédent, mais la transformation T
ntétant pas supposée uniquement ergodique,

THéORéME. Considérons les trois propositions suivantes :

(i) quelgue soit xq € X générique pour ) et zg € Z, (xg, 2) est générique
pour m;
(ii) m est ergodique ;

(ii1) pour tout caractére vy de Z non trivial, I'équation fonctionnelle

F(Tx) y lolx)) = F(x) A-presque partout
impligue que f(x) =0 \-presque partout,

Alors (ii) implique (iii) impligue (i). En outre, si ) est ergodique, ces

trois propositions sont équivalentes,

Remarque :si. T est uniquement ergodique (la mesure ) étant alors ergodique)
le théoréme précédent en découle en vertu du résultat du paragraphe de la

premiére partie,

Démonstration :

(i) = (iii).

En effet, si (iii) était faux la fonction g(x, z) = f(x) x(z) pu f est une solution de
I'équation fonctionnelle, non nulle )-presque partout, serait S invariante et

non m presque partout constante,

Donnons une démonstration analogue a celle suggérée en [14] (lemme 1), Suppo-
sons donc X, générique pour 3 et (xo, zo) non générique pour m,

Utilisant la séparabilité de C(Xx2) il existe une suite (Nk) strictement croissante,
telle que

VFeCXx2) g T FoS (X529 > niF)

oll n est une mesure de probabilité sur X x 2, dont on montre aisément qu'elle
est S-invariante en utilisant un raisonnement analogue a celui fait en [2]

(lemme 3) - attention ! S n'est pas supposée continue —et qui est distincte de m,
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En particulier, il existe une fonction fo € C(X) et un caractére x de Z tels que :
n(fy @ x) #mify @ x)

En outre X0 étant générique pour ), y n'est pas le caractére trivial,

Par ailleurs, si fe C(X),

K> ® Nk n<

La forme linéaire qui & f associe &(f) =n(f®y), se prolonge donc & Lz()\)

Infoy)|=im L = \f(1'”><0)]=m(\fl)ém(\flz)'/2
N

en une forme linéaire continue et il existe donc 1’1 dans L_z()\) tel que :

viel?a) , & =<, >
Par ailleurs, sur C(X), donc sur I_z()\), on a &(f) = &(\Vf), ol V désigne
l'opérateur qui & f associe (Vf) (x) = y(p(x)) H(Tx)
on en déduit que v f1 = fl oli V* est I'adjoint de V. En utilisant le fait que V
conserve le produit intérieur, et en calculant HVfl -f, |l§ , on en déduit que

VE, = f

1 A—pPresque partout,

1
Par ailleurs <f,, f> = &(fy) #0 donc f, n'est pas nulle \-presque

partout et est solution d'une équation fonctionnelle du type (iii) ce qui est
contradictoire,

Supposons maintenant ) ergodique ; pour montrer |'équivalence il suffit
alors de montrer que (i) implique (ii).,

Considérons I'ensemble A c M(S) des mesures n invariantes par S telles
que leur projection n“ sur le premier facteur (définie par nll(f) =n(f® 1) soient
égale a 3 .

En particulier m appartient a A, Les hypothéses faites sur ¢ donc sur S
montrent aisément que A est un convexe compact (pour la topologie faible des
mesures), donc poss&de un point extrémal n, Si n n'était pas extrémal dans

M(s), il existerait n , n, dans M(S) , a, 8 = 0 avec o> 0, n #n tels que

1 2
n= Oml + an En projetant sur le premier facteur, on en déduit 3 =qn‘ “+[3n2“,

d'oli comme ) est ergodique donc extrémale dans M(T), n =n =), clesta

1 T2

dire " et nz € A , ce qui est contradictoire,

n est donc ergodique et est évidemment distincte de mMsi M n'est pas
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ergodique, h-presque tout (xo, zo) est alors n-générique, et en particulier
Pour )-presque tout x., il existe z tel que (xo, zo) soit n-générique, donc
tel que (xo, zo) ne soit pas m-générique, ce qui achéve la démonstratijon,

On voit en outre que si (i) est vrai et 3 ergodique, M est |'unique éiément

de M(S) dont la projection sur le premier facteur soit 3 .

2 - UNE VERSION TOPOL OGIQUIE,

Nous avons déja dans le paragraphe 4 de la premiére partie remarqué la
similitude (du point de vue des énoncés) entre une notion de nature topologique
comme la minimalité, et une notion de nature métrique comme I'unique ergodicité,
Ce paralléle peut se poursuivre du point de vue des résultats du paragraphe
précédent,

Soit en effet, X un espace métrique compact, T une transformation continue
de X en lui-méme, ¢ une application continue de X dans un groupe abélien compact
métrisable Z et S la transformation de X x Z en lui-méme définie par :

S(x, z) = (Tx, z+ o(x))
on a alors le théoréme suivant :

THEOREME : Si T est minimale, il y a équivalence entre les trois propositions

suivantes :
(i) S est minimale,
(ii) v g € C(Xx2Z) go,S =g = g estconstante ,

(ii1) auelque soit le caractere y de Z non trivial, I'équation fonctionnelle

v X €X F(Tx) y{op(x)) = f(x)

n'admet comme seule solution f dans C(X) que la solution f=0,

Remarque 1 : On pourrait imposer & T et ¢ des conditions plus techniques

mais moins fortes que la continuité supposée ici,

Remarque 2 : Les hypothéses étant celles du théoréme du paragraphe 11 de la
deuxiéme partie mais en supposant de plus T etp continues, les conclusions de
ce théoréme restent valables quand on y remplace les phrases '"T uniquement
ergodique! et ''S uniquement ergodique!, par les phrases ""T strictement

ergodique'’, et 'S strictement ergodique!',
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En outre, si I'équation fonctionnelle considérée dans la proposition (iii) de ce
théoréme admet une solution mesurable non )-presque partout nulle, et non égale
presque partout & une fonction continue, T étant toujours supposé strictement
ergodique, il est aisé de voir qu'aucune solution non triviale de cette équation ne
peut étre égale presque partout & une fonction continue, et donc, que en vertu du

résultats du paragraphe 43 de la premiére partie, il existe un élément x_ de X,

0

tel que quelque soit 1'élément z, de 2, le point (xo, zo) n'est générique pour

aucune mesure sur Xx2,
DEMONSTRATION,

la démonstration est tout & fait analogue (en plus simple) a la démonstration corres-
pondante dans le théoréme 11 ou 12 de la deuxiéme partie,

(iii) = (i),

soit en effet g € C(Xx2) telle que goS = g.

Si y est un caractére non trivial de 2, etsi f est définie par f(x)=,rg(x,z);((z)q.l(z)
f vérifie 1'équation fonctionnelle, donc est nulle. Il en résulte que g(x,z) est
constant par rapport a z, et comme précédemment en utilisant le fait que T est
minimale on en déduit que g est constante,

(i) =(ii).

Si g € C(XxZ) est telle que g,S =g et si g n'est pas constante, il existe un
élément c de C tel que I'ensemble F des (x,z) vérifiant g(x, z) = c soit non vide

et non égal a XxZ, F est évidemment un fermé tel que SF C F ce qui est contra-

dictoire,
(i) = (i),
Nous supposerons que (i) n'est pas vrai, c'est-a-dire qu'il existe un fermé F,
de XxZ tel que SF, CF, et Fo, #@ , Fo # XxZ,
Soit alors % I'ensemble des fermés non vides de Xx2Z vérifiant SFC F,
Ordonnée par inclusion cette famille est inductive (XxZ étant compact), et ['ensemble

des éléments minimaux de ¥ est donc non vide : on pourra en particulier
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supposer que F( appartient & 7 .

Si (x, z) est un point de Xx2Z, nous désignons par F(x,z) I'intersection des
éléments de % contenant le point (x,z),

A priori F(x,z) n'appartient pas nécessairement & 7, mais si (x,z) € F ol
F enm alors Flx,z) =F,

On voit par ailleurs aisément que si h est un élément quelconque de Z,
F(x, z+h) est I'ensemble des couples (g, (+h) avec (g, () € F(x, z), et que
F(x, z+h) appartient & M, si et seulement si, F(x,z) y appartient,

Enfin, si F et G appartiennenta 7 , oubien FNG =@, oubien F =G,

Soit maintenant (x,z.) un point de F (on a donc F(xg, zo)=Fo), soit Ay
llensemble des z de Z tels que (xg,z) appartienne a Flxg, h).

De ce qui précéde résulte que Ah =h+ Ao, et que ou bien Ah n Ak =@, ou
bien Ah = Ak. En particulier Ay est un sous-groupe de Z évidemment fermé,

L'hypothése T minimale, implique par ailleurs , que si F appartient a 7,
pour tout x de X il existe un élément z de Z au moins tel que (x, z) appartienne a F,

On en déduit en particulier que, I'hypothése F # XxZ implique A, # 2.

Il existe donc un caractére y nhon trivial de 2, constant sur A0 (obtenu &
partir d'un caractére non trivial de Z/Ao).

Soit maintenant (x,z) un point de XxZ ; il existe un élément h de Z tel que
(x, z) appartient a F(XO* h) ; en outre si (x, z) appartient a F(xo, h) et a F(xo,k),
h—k appartient a A, donc x(h) = y(k). On géfinit ainsi sans ambiguité une fonction
g de XxZ dans  en posant g(x,z) = y(h) si (x,z) € F(x,, h). On voit sans peine
que g est continue, invariante par S et non constante ce qui entrafne la contra-

diction cherchée,

TROISIEME PARTIE,

1 - DES EQUATIONS FONCTIONNELLES,
11 - Pour démontrer complétement le résultat annoncé dans I'introduction, il

suffit d'aprés ce qui précéde de montrer que 1'équation

92



REPARTITION MODULO 1

(1) flx+q) = e—Zi"tcp(X) presque partout sur T

n'a pour t appartenant & R - Z aucune solution mesurable non presque partout
nulle, Ce résultat a été montré pour des valeurs particuliéres de o par

K. Schmidt [12], Veech [13] et [16], Katd-Stepin [ 6]. Pour tout irrationnel a,
Conze [2] a montré le résultat général suivant : soit G un groupe topologique

(noté multiplicativement) muni d'une métrique bi-invariante, soit & une fonction de

T dans G constante par arcs, et dont les points de discontinuité sont tous rationnels,

THEOREME. Si & n'est pas constante, 1'équation fonctionnelle

(2) Flx+a) = &(x) F(x) presque partout sur T

n'admet aucune solution mesurable de T dans G.

De ce résultat on déduit le précédent, en remarquant que si (1) admet une
solution f, le module |f| de f est invariant par la translation de nombre @, donc
est constant ; on peut alors supposer |f| =1 et prendre pour G le groupe T des

nombres complexes de module 1,

12 - Soit | un arc de T de fonction caractéristique Xpe Soit SN(I,x) la

quantité SN(l,x) = ¥ X‘(x+ru) (0. irrationnel)
1=r=N

et qoit cpN(l,x) la suite des parités de S\(I,x) (c'est-a-dire cpN(l,x)=0 si SN(I,x)
est pair, et cpN(I,x)=I sinon),

Soit @ la fonction de W dans {-1,+1} définie par &(x) = -1 si x €l et
+1 si x £ 1, 11 résulte de ce qui précéde que si I'équation

(3) fix+a) = &(x) f(x) presque partout
n'a aucune solution mesurable non nulle presque partout
la moyenne l-ll- b cpN(l,x) tendra vers % quand N tend vers I!'infini et

1=n=N

ceci pour toute valeur de x.(Pendre ici pour Z le groupe multiplicatif {-1,+1 }).
En particulier , si I' est le complémentaire de | dans T, I'équation fonctionnelle
associée est la suivante :

(4) flx+a) = -®(x) f(x) presque partout

Si (3) et (4) admettaient tous deux des solutions non triviales, f, et f, le produit
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f= fif, vérifierait I'équation fonctionnelle

(5) flxta) = —f(x) presque partout
on en déduit f(x+2a) = f(x) presque partout, donc f constante presque partout
donc f nulle presque partout en vertu de (5), et d'aprés la remarque faite dans le
paragraphe précédent sur le module de f1 par exemple, f, ou f_, nulle presque

1 2
partout ce qui est contradictoire,

Il en résulte que quelque soit I, I'une des deux moyenne 1 z cPN(l,x)
I=n=N
1
ou = b © (1", x) tend vers 1 quand N tend vers I'infini et ceci pour
NlSnSN N 2

toute valeur de x,
En utilisant les méthodes précédentes et hotamment un résultat analogue a celui

du paragraphe 43 de la premiére partie, Veech [l 3] a montré que la limite quand

N tend vers |'infini de lﬁ b cpN(I,x) existe pour tout x et tout 1 (tout en

1=n=N

n'étant pas nécessairement pas égale & 1/2) si et seulement si ¢ est & quotients

partiels bornés,

2 - AUTRES APPLICATIONS.

21 - Revenons au probléme évoqué dans I!introduction,de la répartition
modulo m de la suite ONe @ ayant la signification de I'introduction c'est-a-dire
p(x) = +1 si x appartient I'arc image de [0,1/2[, -1 sinon, définissons une
transformation § de I'intervalle [0, m[ en lui-méme de la mani&re suivante :
Soit x € [k,k+1[ avec 0=k <m et soit £ laclassede x dans T 9(x)
sera alors I'unique élément y de [h, ht1[ dont la classe dans T soit & +qa , ol
h est I'unique entier vérifiant 0= h<m, congru & k+p(g) modulo m,
Il est clair alors que la répartition de o Mod m est lide a celle de la suite
(e"(o))n cn des itérés de 0.

On peut traduire ce qui précéde en disant que 0 est uniquement ergodique

la mesure associée étant_la mesure de Lebesgue normalisée sur [0, m [ .

La transformation § ainsi définie est un cas particulier de ce qu'on appelle

les transformations d'échanges d'intervalles : soient Oqareees Qp des hombres
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réels strictement positifs tels que

.ﬁ:“'ai =1, soit Bo = o, B; = -é-;l o, et soit T une permutation de {1,...,n};
onl;éfinit une transformation 9 c:e [o, 1[ dans [0, 1[ en réarrangeant isomé-
triquement les intervalles X, = [Bi—l’ Bi[ de maniére que X; vienne a r(i)-eme
place,

L_a mesure de Lebesgue est évidemment conservée par § : est-ce la seule,
c'est-a-dire, 0 est-elle uniquement ergodique ? Nous venons de voir ici un cas
particulier d'échanges d'intervalles ol la réponse est oui, Dans le cas général,
Keanhe a montré [7] que il existe au plus n mesures ergodiques invariantes
par B lorsque la transformation satisfait @ une condition de minimalité
(1égerement différente de celle du paragraphe 4 de la premiére partie), A llinverse,
Keynes et Newton ont donné un exemple de non unique ergodicité oll la condition de
minimalité est cependant vérifiée : cet exemple s'obtient par une construction ana-
logue & celle que nous venons de faire, en utilisant une autre fonction ¢ et les
résultats de Veech sur I'existence de solutions non triviales d'équation fonction-
nelle [8] ; on voit d'aprés ce qui précéde comment multiplier ce type de
contre-exemple ; dans tous les cas cependant d'exemples ainsi construits, si la
mesure de L_ebesgue est ergodique, elle est uniquement ergodique, ce qui
renforce une hypothése émise dans I'article cité,

22 - DEFINITION, Une suite d'entiers (rn) sera dite un générateur de

n=1

suites équiréparties ([14] ol une telle suite est nhotée u, d,s.g.) si quelque soit

le groupe topologique compact K et quelle que soit la suite (Zn)n > d'éléments

1
de K engendrant un sous-groupe dense dans K, la suite (wn)n =1 ol Wy =z

w, =2z 2z ceey W_=2Z 2 L., 2Z est équirépartie dans K,
r,’ ’ 'n
1 "2 "™ T2 "n
Soit alors X un espace compact métrisable, 3 une mesure de probabilité
sur X, T une transformation mesurable de X dans lui-méme et ¢ une application
mesurable de X dans I'ensemble des entiers = 1, Nous nous posons la question de

savoir a _quelles conditions, existent des points x de X tels que la suite

(rn(x))n -1 définie par rn(x) = cp(Tn_lx) est un générateur de suites équiréparties,
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Soit donc Zy 22, ..+ Une suite engendrant un sous-groupe dense dans le groupe

topologique compact K, et soit w, (x) = Z(x)’ wz(x) = la suite

Zolx) Zp(Tx)? "
correspondante,
Si S est llapplication de X x K dans XxK définie par :
S(x,z) = (Tx, z ch(x))
on voit que Sn(x, z) = (Tnx, z wn(x))
Si pour tout choix de K et toute suite Zys Zgrees la transformation S ainsi

définie est uniquement ergodique, il en résultera a fortiori que (z Wn(X))n est

=1
équirépartie dans K, donc que o(x) , ©(Tx),... est un générateur de suites
équiréparties,

En se bornant au cas ol K est abélien (le cas général se traitant par les
extensions citées des théor&mes de la deuxi@me partie) on voit qu'il en sera insi
jquand les conditions suivantes sont réalisées (théoréme 12 de la deuxi&@me partie),

(i) x est T-générique pour la mesure ).

(i1) ¢ est continue en dehors d'un ensemble fermé de )-mesure nulle,
engendrant un sous-groupe

27 e

dense dans K, si y estun caractére non trivial de K et si f est une fonction

(iii) pour tout choix de K et toute suite 2y, 2z

A-mesurable de X dans ¢ Vérifiant :
f(Tx) y (Zcp(x)) = f(x) \-Presque partout
ona f(x) =0 3- presque partout,
Veech a ainsi montré I'existence de générateurs de suites équiréparties ([15]):
par exemple soit X un nombre normal en base 10, (qn) la suite d'entiers

définie par 99 =1 et pour nz=1, q, est la n-éme apparition du chiffre 3

. 4 . n-1 N
= - = u
dans le développement décimal de x, Si L qn qn_‘ y Ona r olT xo) o X0

iz . Kk Kom s . o _r.3_4

est le premier élément de la suite 10 x —[10 x] a appartenir a XO— [10,—]0 [ ,
ol T est l'application de X, en lui-méme qui & £ associe le premier élément de
la suite lokg - [lokg] (k= 1), appartenant 3 X,, et o I'application (temps de
retour a XO) de Xo dans N* qui & E associe le plus petit entier k=1 tel que

10K - [IOkg] appartient & X.. On peut alors montrer grice aux méthodes

0

précédentes que la suite (r‘n) ainsi obtenue est un générateur de suites équiréparties,
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3 - REMARQUES ET QUESTIONS,

31 - Nous avons pour simplifier, dans les énoncés du paragraphe 1 de la
deuxiéme partie, supposé T continue ce qui introduisait une dissymétrie par
rapport & S : en fait, une condition telle que "T continue en dehors d'un
ensemble fermé de )-mesure nulle" suffit pour entrafner la validité de ces
énoncés (raisonnement du style "intégrale de Riemann'), Dans des énoncés ol
aucune mesure ne serait privilégiée a priori, une condition semble assez naturelle,
la quasi-continuité ([10]) : T est dite quasi-continue si, A désignant |'ensemble
de ses discontinuités,

ve>0 Jw € C(X) vérifiant
() osgs1 (D vxeA wx)=1 (idyxex Tm L 5 wlTx<e
N n<N

D'autre part, des notions de minimalité peuvent se définir pour des transfor-
mations non continues, conduisant a des énoncés analogues, Il faut noter du reste
que pour les transformations telles que les échanges d'intervalles, ''le bon

obtenu
espace!' de ce point de vue est ['espace totalement discontinu/en comptant deux

fois (& droite et & gauche) les points de discontinuité des transformations

6" (n€e 7).

32 - De nombreux énoncés sont en fait "uniformes!" par rapport aux points
génériques : ainsi, si T est continue et uniquement ergodique de mesure

associée ), la convergence pour f € C(X) de 1 T #T"x) vers 2 (f) est

N n<N
uniforme, Il en résulte que la suite est ""bien répartie!" (well distributed) pour la
mesure ), c'est-a-dire que :

lim sup |'§ T fT™) - A(A] =0
N- k €N k= n< Ntk

Cette uniformité disparaft cependant si on affaiblit trop les conditions de

continuité imposées a T,

33 - L'étude de la minimalité (et a fortiori de I'ergodicité) de la transformation

sur T x R associée & une suite du type SN(I) - N e(1), dans le cas ol ¢(1) est
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irrationnel reste a faire,

Plus généralement, soit u = ( une suite équirépartie dans ‘Is, soit |

)n EN
un "rectangle! de ‘Il's, et soit SN(I, u) la quantité définie par

u
n

sy u = Xl(un)’ que peut-on dire de la suite SN(I, u)-Ne (1) en dehors
0=n<N
du résultat cité dans I'introduction ?
Si (un)n €N est la suite des itérés d'un point comme par exemple les suites

(ra, nzc;:) (@ irrationnel), ou (na, M3) (a et B irrationnellement indépendants), les
mémes méthodes s'appliquent, mais des difficuités importantes (du moins pour la
deuxiéme des suites citées) apparaissent au moment de la résolution des équations
fonctionnelles,

Si la suite u = (un) est quelconque, les méthodes précédentes ne peuvent

neEN
évidemment s'appliquer telles quelles, Néanmoins, un cas particulier peut se
traiter de maniére analogue, quoique moins simplement : c'est lorsque la suite
u est 'bien répartie'.,

En effet, soit u une suite a termes dans I'espace Y répartie selon la mesure

oit le "shift" sur I! ace YN jay= =

A , soit T shift" sur I'esp qui &y (yn)n €N (yn+1)n€lN
et soit X I'adhérence (au sens de la topologie produit) dans wN de I'orbite de u

associe Ty

N . n . . s x. 2
c'est-a-dire de la suite (T u) Il y a alors une certaine "unique ergodicité

neN
relative" provenant de I'équivalence ([l'_]) entre les propositions suivantes :

(i) pour toute mesure de probabilité y sur X invariante par T, la projection

sur le premier facteur est ).

)nGN

dans Y selon la mesure ).

(iii)

(i) si x=( est équirépartie

X est un ¥lément de X, la suite (xn)n €N

est bien répartie selon la mesure ) .

(uh)n €N
On peut alors développer des méthodes analogues reliant le transfert de

propriétés telles que (i) & llexistence de solutions d'équations fonctionnelles

([ 107).

34 - Les hypothéses et notations (X, ), T, 2) étant les mémes que dans le
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paragraphe 11 de la deuxiéme partie, soit, cette fois-ci, ¢ une fonction
de Xx2Z dans 2 et définissons S en posant :
S(x,z) = (Tx, olx,z))
Que peut-on dire sur les mesures sur XxZ invariantes par S ?
Peu de choses §ont connues ([ 3] théor&me 41) ; remarquons que dans le cas
ol X est réduit & un point, Z = Y etol ¢ estun homéomorphisme, on sait qu'il
existe une unique mesure invariante, mais que déja apparaissent des problémes

trés délicats ([5]!).

35 - Pour terminer, dans chacun des cas ol il est possible de montrer que les
suites considérées admettent une répartition, existe-t-il une version quantitative

qui permette de majorer la discrépance de telles suites ?
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