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INTERVALLES A RESTES MAJORES POUR LA SUITE {na}
par

Yves DUPAIN

1. - Introduction - Définitions

Soient u = (un)ne]NE (IR/Z)IN une suite de points du tore, et I un interval-
le du tore. Pour N¢IN, posons : ®(I,N) = card{n, n<N, unel} -n u(I) (u dési-
gnant la mesure de Lebesgue du tore). Nous dirons que I est & restes bornés

(respectivement majorés) pour la suite u , sila suite N 4+¢(I, N) est bornée
(respectivement majorée).

Plus particulierement, considérons la suite {na} ( o désignant un réel ir-
rationnel) et le probléme suivant : '""Quels sont les intervalles & restes bornés pour
la suite {nal}" ?

En 1909, P. Bohl démontre ([1]) : '"Pour un intervalle, la propriété d'étre

a restes bornés ou non ne dépend que de la longueur de l'intervalle',

En 1922, F. Hecke démontre ([5]) : ""Tout intervalle de longueur congrue 2

za (mod 1) pour z¢Z esta restes bornés'.

Enfin, en 1966, H. Kesten, utilisant les résultats précédents, obtient la ca-
ractérisation suivante ([6]): '""Un intervalle est & restes bornés si et seulement

si sa longueur est congrue mod 1 & zoa (pour z¢Z)'".

Le probleéme qui se pose alors est le suivant : "Un intervalle a restes non

bornés peut-il €tre a restes majorés' ? En 1972, V., T. Sds cite, sans démons-
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tration, ([9]) : "Il existe des irrationnels o , et des intervalles & restes majorés
et & restes non bornés pour la suite {na}'". Nous nous proposons de préciser ce

résultat. (Les démonstrations des théorémes que nous exposons se trouvent dans

[2] et [3].)

2. - Méthodes employées

Soit o un irrationnel, soit § un réel (0=<pB<1). Nous utilisons le déve-
loppement de B par rapporta o . Considérons le développement de o en frac-
tions continues, (an) la suite des quotients partiels de a , et (qn) la suite des

dénominateurs des réduites de a (qn+l=anqn+q ). Développer B par rapport

n-1

a2 o, c'est associer a B deux suites d'entiers (bn)nelN* et (rn)nelN* vérifiant :

0<b =<a n=2,3,...
n n

pour n=u, u+2,
un tel développement existe et est unique (J. Lesca [7]).

Pour un intervalie I=[0,y[ posons ®(I,N) =0 (y,N). Soit g£Zza (mod1).

L'intervalle [0, B8[ peut-il étre 2 restes majorés ? Utilisons le développement de

B par rapporta a, (rn) et une remarque de J. Lesca [7] :
Pour x<r ]CD_(B,X)-CD_({rnO.},xHSl

Il nous suffit de regarder si l'ensemble {Cp'({rna },x), nelN”", x <rn} est
majoré. Les intervalles considérés ayant des extrémités de la forme {ka}, (keIN),
nous pouvons alors appliquer les techniques utilisées par J. Lesca dans [8],

(en particulier la formule de réciprocité et les formules linéaires), et obtenir le

lemme

LEMME. - Soient neN* et x <¢N*, x<q ., x slécritalors x=y+dq,

<ds<
(y<q , 0Sd<gq ) et
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(1) si n impair, cp'({rna}, x) = CP'({rna}, y) - kn(d rn—l+ bnx)-l-An(x)

Min(d+l,b ) si y>r

o A =lael et A ()= mo

— n n n Min(d, b ) si y<r

n - n-1
N
i i ) =~ +b -
(2) si n pair,  @({ral,x)=97({ral,y)+xr (dr *b x)-B (x)

) M?n(d,bn)l si y>rré_1

o A= anan et B (x)={ Min(d,b -1)si O<ySr,
Min (Max(d-l,O),bn) si y=0
9

3. - Intervalles ayant 0 pour extrémité

Du lemme précédent nous pouvons déduire :

THEOREME 1. - Si la constante de Markov de 0 est infinie il existe des interval-

les ayant 0 pour extrémité, 2 restes majorés et 3 restes non bornés.

1+,/5
> s
majorés est & restes bornés.

tout intervalle, ayant 0 pour extrémité, A restes

THEOREME 2. - Si a

Contrairement au cas des intervalles & restes bornés ou 1'on pouvait appli-
quer le théoreme de Bohl, dans le cas présent, un argument semblable ne peut pas
étre employé, et le probleme des 'translations' d'intervalle se pose. Pour 1'étu-

dier nous allons utiliser une formulation différente.

4. - Translations d'intervalle

Soit T 1'application du tore dans lui-méme qui 2 x associe x+a. Soit I

un intervalle. Posons
®(x) = XI(x) -u(1) ( X fonction caractéristique de 1)

N

et @ (x) o(T" x)

R |

Remarquons que CON(x) =¢9(I ,N), ou I désigne le translaté de I par

-X

Supposons I = [0,g[, posons alors AB = {x|N -H:pN(x) soit majorée }

(nous avons : xeAB bt Ix est & restes majorés).

En utilisant le fait que T est ergodique, G. Halasz a démontré, en 1976,
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que u(AB)=O ([4]). Peut-on préciser ce résultat ? en particulier, peut-on savoir
si AB est vide ou non ? Introduisons la définition : B est dit distingué par rap-

port 3 a sile développement (bn) % de B par rapport a a contient des

ne N
plages arbitrairement longues de 0 consécutifs.

THEOREME 3. - Soit o un irrationnel. Pour tout B distingué par rapporta a ,

A est non vide.

S

COROLLAIRE. - Pour tout irrationnel @, il existe des intervalles a restes ma-

jorés et non bornés pour la suite {na }.

Remarquons qu'il est facile de déduire ce corollaire du théoréme 1 dans le
cas ou la constante de Markov de o est infinie, mais que celui-ci n'est pas évi-

1+
dent dans le cas ou a = AZE (cf. théoreme 2).

Notons enfin que la connaissance d'un élément de AB nous permet de carac-

tériser A

.

THEOREME 4. - Soit x appartenant 3 AB . Tous les éléments de AB sont carac-

térisés par la relation :

* . .
xtye AB ind {CP(I_X ) Rn)’ neIN"} minoré

(ou Rn correspond au développement de y par rapportd a , y =lim {Rna} ).

5. - Remarque

Tous les résultats obtenus dépendent du développement d'un nombre par rap-
port a2 a , et, sil'on sait que ce développement existe, on n'en connait en général
pas les propriétés. Cependant nous avons pu répondre a une question de M. Keame
posée aux Journées Ergodiques de Rennes en 1974 : "il existe des irrationnels a
tels que A%_ soit non vide'". (Notons que les nombres o trouvés sont tels que %

n'est pas distingué par rapport & a et que le théoreme 3 ne s'applique pas.)
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