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QUELQUES THEOREMES DE BASE NORMALE
par

Philippe CASSOU-NOGUES

Soit une extension galoisienne N du corps Q des nombres rationnels, de
degré fini,dont le groupe de Galois (resp. 1'anneau d'entiers) sur Q,est noté
T (resp. ON ). On s'intéresse a la structure de Oy en tant que module sur l'al-
gebre de groupe Z[T'] et plus particulitrement a la recherche des cas ol ON est
un Z[TI']-module libre, c'est-a-dire ol il existe une base normale d'entiers. On

sait que O, estun Z[T']-module localement libre si et seulement si N est une

N
extension modérément ramifiée de Q ; on suppose cette hypothese réalisée dans la
suite de cet exposé et on note [ON] la classe de ON dans le groupe projectif
C(Z[T']) associé a3 Z[I']. On sait qu'il existe une base normale d'entiers lors-
que T estun groupe abélien (Hilbert et Speiser, [6]), ou un 2-groupe diédral ou
quaternionien d'ordre supérieur 3 8 (Frohlich-Keating-Wilson, [5]) ou un groupe
métacyclique d'ordre 4 q oi £ estun nombre premier, q un diviseur de (£-1)
(Frohlich, [4]). Par contre Martinet ([7]) a donné un exemple d'extension modé-
rément ramifiée de M, de groupe de Galois quaternionien d'ordre 8, ou il n'existe
pas de base normale d'entiers. L'étude de cet exemple et du cas ol le groupe T
est quaternionien généralisé d'ordre 44", avec 1 nombre premier impair, a mon-
tré qu'il existait un lien entre le probleme de la structure de module galoisien de
ON et le signe de la constante W(x) de l'équation fonctionnelle des séries

L-d'Artin associées aux caracteres irréductibles symplectiques ¥ du groupe T .

Frohlich ([2] ) a montré que [Oy] appartient a2 D(I'), noyau de l'homomor-
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phisme de C(Z[T']) sur le groupe analogue C(7) associé & un ordre maximal de
Z dans Q[T'] contenant Z[T'], induit par l'extension des scalaires. On déduit
du théoréme de Hilbert-Speiser que [ON] appartient au groupe DO(I‘) noyau de

(ab)

1'homomorphisme naturel de D(I') sur le groupe D(T ), associé au groupe T
rendu abélien, Frohlich conjecture en outre que [ON:I2 =1 et méme que [ON] =1
si le groupe T" ne possdéde pas de représentations symplectiques irréductibles.
Dans les exemples déja cités la conjecture est vérifiée mais on peut remarquer
qu'elle est une conséquence de la forme particulitrement simple dans ces cas du

groupe DO(I‘) , explicitement calculable ; or on ne sait pas en général déterminer

le groupe DO(I‘) , ([11).

Le but de cet exposé est de donner de nouveaux exemples d'existence de base
normale d'entiers et d'interprétation de [ON] a l'aide des constantes W(X), en
particulier pour des extensions modérément ramifiées de @ ayant pour groupe de
Galois le groupe quaternionien d'ordre 4 '('1 J(,q , avec («f,i) , 1Si<q, nombres
premiers impairs et distincts ou 4{,n ou 4 estun nombre premier impair, ré-
gulier et tel que 2 soit d'ordre pair modulo £ si n>1. On sait maintenant que
certaines extensions modérément ramifiées de @ dont le groupe de Galois est mé-
tacyclique d'ordre L3, ou 4 estun nombre premier possede, une base normale

d'entiers (Taylor, [9]).

1. - Description du groupe E(I') et des homomorphismes h et k.

On utilise les notations de Fréhlich, ([2]). Soient R_ le groupe additif des

T

caracteres virtuels du groupe I', E un corps de nombres qui contient les va-
*
leurs prises par les caractéres de T , Op (resp. U(E)) le groupe des unités

(resp. le groupe des ideles unités). Le groupe (. des M -automorphismes d'une

[}

#*
cléture algébrique de @ opere sur les groupes RT , OE , U(E) et on définit
-homomorphismes (resp. Q

alors le groupe additif des Q -homomorphismes,

0} D

totalement positifs au sens de [2] pour les caractéres symplectiques) de RT

+
dans U(E) qu'on note : Hom_ (R_, U(E)) (resp. Hom_ (R_, U(E)) et son sous-
QQ T QQ T
groupe : Hom_ (R_, O*) (resp. Hom, (R., O.)). On définit un homomorphis -

Q(D T E QQ T E
me du groupe des ideles unités U(Z[T]) de Z[T] dans Hom;;
Q

Det. en prolongeant par linéarité a RI‘ 1'application définie pour tout caractere

(Rp.» U(E)) noté

X d'une représentation T de T par : Detx(a)=Det(T(c,)) ot Det(T(a)) désigne le
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déterminant usuel. On a alors un isomorphisme :
+
D(T) — Hom;-2 (R., U(E)) / Hom_ (R

, 0F). Det (U(Z[T])) .
o T % E

T

A tout diviseur premier {4 de l'ordre du groupe T' on associe le sous-grou-
pe Ker d{, de Rl" ,

de OE produit des idéaux premiers au-dessus de £ dans E , W»f; le groupe des

éléments inversibles de l'anneau (OE/£). L'homomorphisme de restriction de

noyau de 1'homomorphisme de décomposition d{’ , 1'idéal £

R_. a Ker dl; et la surjection naturelle de U(E) sur WL permettent de définir

T
+
un homomorphisme R{, de HomQ (R. , U(E)) sur le groupe HomQ (Ker d ’WL)

r 0

et par passage au quotient h{ de D(T') sur le groupe :

1

_ + 3*
EL(I‘) = HomQ<D (Ker d{, WL) / RL (HomQQ(RF » Of )

Soit {{,i , 1SisSq} une famille (resp. l'ensemble) des diviseurs premiers de l'or-

dre de T ; on désigne par E{/ L (T) (resp. E(T)) le groupe quotient :

1° q
9 + 4 n *
(]| R, )(Hom_ (R_, U(E)))/ (|| R, )(Hom_ (R_, O_))
FER, a ‘BT IRy q ‘Br O
i=1 i 0 i=1 i ()]
et par hL L (resp. h) 1'homomorphisme de D(I') sur le groupe EL L (1)

] q 172
(resp. E(I)) .

Soit Ri_‘s) (resp. T(RI‘)) le sous-groupe de RT des caractéres symplecti-
ques (resp. l'image de RT par l'homomorphisme T : xy— x + ¥ ). Le groupe
QQ opere (resp. opere trivialement) sur le groupe Rgf )/ T(RF) (resp. le groupe

a2 2 éléments + 1 ). Les constantes d'équations fonctionnelles permettent de dé -

finir une application (x + W(x)) de RF dans {1} et par passage au quotient

un élément noté W du groupe HomQ (Ri,s)/T (Rr), +1). Il existe un homo-

N|R
morphisme naturel de RT sur R;S)/T(RF) et un plongement canonique de -1

dans U(E) qui permettent de définir un homomorphisme t+ de

Hom (R(s)/T(R ), £1) dans Hom_ (R., U(E)) et en composant avec R

Q T T Q T £

D q Q
(resp. | | R£ ) un homomorphisme de ce groupe dans EL(T) (resp.

i=1 i
E (I) ou E(I')) qu'on note k, (resp. k ou k). Fréhlich ([2]) a
Ll...fﬁq 2 /Ll...&q
montré 1'égalité : h&( [ON] ) = k/(, (WN]Q) . Pouivérifier la conjecture de
Frohlich cette égalité est intéressante lorsque | | hL , ou 4 divise l'ordre de T,
.2
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est injectif, or ceci est généralement faux. Considérons en effet le diagramme

commutatif suivant :

TTh
L
E(T) - >— [ TE,D

Hom, (Rif )/ T(R) £1)

D Wk&

On montre que pour un groupe diédral D ou { estun nombre premier, le

5¢ °
noyau de 1'homomorphisme u estun 2-groupe, non trivial lorsque £=1 (mod. 4).
Le groupe E(T') donne donc une meilleure approche de D(I') que le produit

|/(,| E{,(I‘) . Nous allons montrer 1'égalité h([ON]) = k(WN|D) pour certains groupes

et donner des exemples o h est injective.

2. - Groupes presque élémentaires

DEFINITION. - Nous dirons qu'un groupe I' est presque élémentaire s'il vérifie

les deux conditions :

(i) T est produit semi-direct d'un sous-groupe abélien F par un sous-

groupe abélien distingué H ,

(ii) tout sous-groupe de H est distingué dans T.

Notons m (resp. s) l'ordre de H (resp. F), m le P. P. C. M. des or-
dres des éléments de H, (Z/moZ)* le groupe des éléments inversibles de 1'an-
neau quotient (Z/mo Z). La condition (ii) est équivalente & 1&; condition suivante :
Pour tout ye¢F , il existe rye(Z/mOZ)*, tel que yxy—1 =x 7 pour tout x de
H . On peut noter que les groupes I‘K-élémentaires, ([8]), etles groupes méta-
cycliques sont presque élémentaires.

Le groupe F opere sur le groupe multiplicatif des caractéres de degré 1
de H ; onnote ¥ l'orbite du caractére ¥ de H, gs.( l'ordre de X qui ne dé-
pend que de ¥ et Fs.( le groupe d'isotropie de x dans F . Soient v, Isi<q,

des éléments de F dont les classes modulo F).( engendrent le groupe F/F'R H
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-, r_ -1), 1<i=q).
Ln¢
X

de caracteres

notons hs.( (resp. d).() l'ordre de FS.( (resp. le P.G.C.D. (g
On dit que T vérifie la condition (C) si on a pour toute classe

de H, (g., h)=1 et (g /d_,d_)=1.
e (gg» he)=1 e (gx/x )

THEOREME 1. - L'anneau ON des entiers d'une extension N galoisienne modé-

rément ramifiée de @O dont le groupe de Galois est presque élémentaire et vérifie

s e N Zovies L -
la condition (C) satisfait 1'égalité : h([ON]v) k(leQ) .

Pour démontrer le théoreme il suffit de construire un élément y de

Homg (RF , OE) a valeurs dans le groupe des racines 2s-emes de l'unité et qui
Q
-1
vérifie les congruences : y(x) = T(x) (mod £) pour tout caractere ¥ de

Ker d, ettoutdiviseur premier { de l'ordre de T ol T(x) désigne la somme

£

de Gauss galoisienne associée a Y .

Remarque_ 1. - Tout groupe I‘K-élémentaire qui vérifie la 2 -eéme condition de (C)

et tout groupe dont les sous-groupes de Sylow sont cycliques est du type précédent.

Remarque 2. - Soit ¥ un caracteére irréductible orthogonalde T , il est induit par
un caractere de degré 1 d'un sous-groupe U de T ; notons E le corps des
invariants de U, 1% le caractere Indg 1 et n(x) le nombre de diviseurs pre-
miers inertes dans E du conducteur du caractere ¥ - 1. On peut alors remar-
quer que la restriction de y aux caracteres de T 2a valeurs réelles est triviale

)n(X)

sur les caractéeres symplectiques et vérifie y(x—l*) = (-1 pour les caracteéres

orthogonaux irréductibles.

3. - Théorémes de base normale

Nous donnons maintenant des exemples de groupe I pour lesquels Do(l")

est isomorphe a un groupe E (T). Nous nous restreignons a des groupes

4.4

1ty
métacycliques, c'est-a-dire a des groupes tels que H et F soient cycliques.
Soit y un générateur de F ; on note r (resp. u) l'entier Ty (resp. l'ordre

3*
de r dans (Z/mZ) ).

THEOREME 2. - Soit T un groupe métacyclique. Si l'une des deux conditions

suivantes est vérifiée :
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(i) ms/x (1) est sans facteur carré pour tout caractere irréductible

x de T telque x(1)>1,

s n . . .
(ii) m estde la forme £ ou {4 estun nombre premier impair, ré-

gulier si n>1, u estégala s ou s/2 etl'ordre de 2 dans

(z/1 z)* est pair si n>1 et u=s/2.

Alors il existe des diviseurs premiers {,i , 1=isSq, de l'ordre de T tels

que les groupes DO(I‘) et E

L (') soient isomorphes.

&1.. q

COROLLAIRE 1. - Toute extension galoisienne et modérément ramifiée de M@

dont le degré est sans facteur carré posséde une base normale d'entiers.

COROLLAIRE 2. - Soit N une extension galoisienne modérément ramifiée de M

dont le groupe de Galois I' est isomorphe au groupe quaternionien généralisé

H4 d'ordre 4m , m impair. Si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
m ——tL 1pa.

(i) m est sans facteur carré,

.s n . . - :
(ii) m est de la forme % ou £ estun nombre premier régulier et

l'ordre de 2 dans (Z/LZ)* est pair.

+
A
lors [ON] est la classe dans D(T) de t (WN|Q) .

Remarque. - Le résultat (ii) du corollaire 2 complete un résultat de Froéhlich
([3]). Si (-) désigne le symbole de Legendre, on remarque que (%): -1 implique
(resp. équivaut 3, si £ £1 mod. 4) : l'ordre de 2 dans (Z/4Z)* est pair. On
en déduit que si 4 est un nombre premier régulier, £=1 mod 4, £#1 mod. 8,
il existe une base normale d'entiers et que si 4= -1 mod 4, % # -1 mod 8, une

telle base existe si et seulement si WN (x) =1 pour tous les caracteres ¥ sym-

(0]

plectiques et irréductibles de T .
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