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FRACTIONS CONTINUES ET INDÉPENDANCE ALGÉBRIQUE EN P-ADIQUE 

par 

Peter BUNDSCHUH 

1Fractions continues. Dans la première partie de cet exposé nous allons discuter 

quelques problèmes concernant les fractions continues sur , p un nombre premier, 

introduites par Schneider [6] . Pour tout Ç € non nul, son algorithme donne un 

développement unique de la forme 

"̂Q / ^TJ " > • • • » » • • • " 

Ç = -Ttjj- + . . . + Tj j - +..., (plus brièvement Ç = ) 
K,...,bn,..._ 

avec a = p V , c i l et, pour v > 1 , c > 1 , b £ Z et 1 ̂  b < p-1 . Bien 
v v v v v 

sûr, ces fractions continues p-adiques peuvent être finies, et dans ce cas, Ç est 

rationnel. Notre premier théorème contient une condition nécessaire et suffisante 

pour qu'un nombre p-adique soit rationnel. 

fHEOREME 1 Lu* Soit Ç £ ̂  , Ç f 0 . Le nombre Ç est rationnel si et seulement si 

sa fraction continue p-adique est,ou bien finie.ou bien périodique de période 1 avec 

a = p , b = p-1 pour n > n . 
n n o 

Comme Schneider l'a déjà mentionné dans son article, la question se pose mainte­

nant de caractériser les ç £ ' ̂ ^briques ^ e êgré 2 sur Q , par leurs fractions 

continues p-adiques. Naturellement l'analogue du théorème d'Euler est vrai : si la 
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fraction continue de Ç £ est périodique avec une période différente de la forme 

indiquée dans notre théorème 1 , alors Ç est algébrique de degré exact 2 . Mais, en 

ce qui concerne l'analogue du théorème de Lagrange, rien n'est démontré jusqu'à 

présent ; quelques calculs pourraient indiquer que cet analogue n'est pas vrai. 

2 Indépendance algébrique. Cette partie sera consacrée à la discussion de quelques 

théorèmes sur l'indépendance algébrique dans , dont la plupart ont été trouvés en 

collaboration avec R. Wallisser et seront publiés dans [2] . Des conséquences de notre 

résultat principal que nous ne citons pas ici sont premièrement l'analogue p-adique 

bien connu du théorème de Liouville sur l'approximation rationnelle de nombres algé­

briques p-adiques, et pais deuxièmement le théorème suivant qui donne un critère 

suffisant pour l'indépendance algébrique dans et qui est l'analogue d'un critère 

de W.M. Schmidt [5] dans le cas réel : 

1 \ 

THEOREME 2 0 Soient ^'•••>£n des entiers p-adiques tels que, pour tout d £ 2 , 

d > 1 , il existe un (n+1 )-uple (p ,.. #, p^, q) i Z^" 1" 1 , q ̂  0 avec 
k 

0 < l q Ç k + i " p k + i l P

 < ( 2 ^ I P J ' . - . ' I P J > k l ) ) " n n k c X - P X | P 

x—1 
(0 ̂  k < n) . Alors ^'•••>£n sont algébriquement indépendants sur Q . 

A l'aide de ce critère et d'un lemme trouvé par A. Durand [3] on peut construire 

effectivement des ensembles non dénombrables de nombres p-adiques tels que tout 

sous-ensemble fini est algébriquement indépendant sur Q , Le problème analogue dans 

le cas réel a été résolu pour la première fois par von Neumann [4] . 

THEOREME 3 , Les entiers p-adiques 

00 c (T) m 
C ( T ) = C P M , C J T ) = [2* ] av£2. T € 0 ,~) 

m=1 

ont la propriété que tout sous-ensemble fini est algébriquement indépendant sur Q . 
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INDÉPENDANCE ALGÉBRIQUE p-ADIQUE 

I V 
THEOREME 4. Les fractions continues p-adiques 

c M 
ao , ai' " * 

ao,ai' " * 
avec a^ P C ( T ) = 

ao,* ao,ai' " * 

sont des entiers p-adiques qui ont la même propriété que les Ç(T) du théorème 3. 

Ce dernier théorème nfest pas encore contenu dans [2] ; mais parce que sa 

démonstration est très semblable à celle du théorème précédent nous renonçons à la 

donner ici. 
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