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FRACTIONS CONTINUES ET INDEPENDANCE ALGEBRIQUE EN P-ADIQUE
par

Peter BUNDSCHUH

1.~ Practions continues, Dans la premiére partie de cet exposé nous allons discuter

quelques problémes concernant les fractions continues sur Qp , P un nombre premier,
introduites par Schneider [6] . Pour tout ¢ € QP non nul, son algorithme donne un

développement unique de la forme
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sfir, ces fractions continues p-adiques peuvent &tre finies, et dans ce cas, ¢ est
rationnel, Notre premier théordme contient une condition nécessaire et suffisante

pour qu'un nombre p-adique soit rationnel,

/ \
THEOREME 1 [1]. Soit ¢ € QP , L # 0. Le nombre ¢ est rationnel si et seulement si

sa_fraction continue p-adique _est,ou bien finie,ou bien périodigque de période 1 avec

a, = P, bn = p-1 Dpour n ) nO .

Comme Schneider 1l'a déja mentionné dans son article, la question se pose mainte-
nant de caractériser les (¢ € Qp , algébriques de degré 2 sur @ , par leurs fractions

continues p-adiques. Naturellement 1l'analogue du théoréme d'Buler est vrai : si la
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fraction continue de ¢ € Qp est périodique avec une période différente de la forme
indiquée dans notre théortme 1 , alors ¢ est algébrique de degré exact 2 . Mais, en
ce qui concerne l'analogue du théoréme de lagrange, rien n'est démontré jusqu'a

présent ; quelques calculs pourraient indiquer que cet analogue n'est pas vrai,

2 .~ Indépendance algébrique. Cette partie sera consacrée & la discussion de quelques
théorémes sur 1l'indépendance algébrique dans Qp , dont la plupart ont été trouvés en
collaboration avec R, Wallisser et seront publids dans [2] . Des conséquences de notre
résultat principal que nous ne citons pas ici sont premiérement l'analogue p-adique
bien connu du théoreéme de Liouville sur l'approximation rationnelle de nombres algé-
briques p-adiques, et puis deuxiémement le théoréme suivant qui donne un critere
suffisant pour 1'indépendance algébrique dans QP et qui est 1l'analogue d'un critere

de W.M. Schmidt [5] dans le cas réel :

' \
THEOREIE 2. Soient C1""’Cn des entiers p-adiques_ tels que,pour tout d € 7,

d » 1, il existe un (n+1)-uple (P1,...,Pn,Q) e, q #0 avec

k
reens|p | [q]))™¢ XIL chx-lei

0 < chk+1_Pk.+1|p < (2 max(|p,

(o £ k< n) . Alors C1""’Cn sont algébriguement indépendants sur Q .

A 1'aide de ce critére et d'un lemme trouvé par A, Durand [3] on peut construire
effectivement des ensembles non dénombrables de nombres p-adiques tels que tout
sous—ensemble fini est algébriquement indépendant sur @€ ., Le probléme analogue dans

le cas réel a été résolu pour la premitre fois par von Neumann [4] .

;o
THEOREME 3. Les entiers p-adiques

)

, e (1) = [21m] avec 1 € (1,0)

o ¢ (g
te) =3 1 p"
m=1

ont la propriété gque tout sous—ensemble fini est algébriguement indépendant sur § .
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INDEPENDANCE ALGEBRIQUE p-ADIQUE

THéORﬁME 4. Les fractions continues p-adiques

A 438 jeee ] ("l;‘) m
c*(¢>=[° 1 }gj&c_am=pm o (s =27 ], 5 € (1)
1 51 5000

sont des entiers p-adiques qui ont la méme propriété que les ¢(r) du théordme 3.

Ce dernier théordme n'est pas encore contenu dans [2] ; mais parce que sa

S

démonstration est trés semblable & celle du théoréme précédent nous renongons i la

donner ici,
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