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DIFFERENTIELLES ARITHMETIQUEMENT ENTIERES
DES CORPsS DE FONCTIONS MODULAIRES

par

Rolf BERNDT

I1 s'agit de caractériser pour certains corps de fonctions modulaires, d'une
manidre intrinsdque (& 1'aide des anneaux de valuation), les différentielles
abéliennes de premiére espeéce & coefficients de Fourier entiers. En développant et
comparant plusieurs notions de différentielles entitres, on aboutit & la définition
d'une différentielle rationnelle entiére ([1] ,[2]), qui est inspirée par Néron [11]
et applicable & des schémas réduits irréductibles de type fini sur un anneau de base,
Les résultats concernant les corps modulaires sont presque tous contenus dans la

N

thése de Schramm, en préparation & Hambourg,

Soit K un sous~corps du corps dN’ des fonctions modulaires de niveau N ,
Je voudrais comparer entre elles les notions arithmétiques suivantes pour les diffé-
rentielles abéliennes de premiére espece de K
1) DiffAK désigne les différentielles de premiére espéce, qui ont & 1l'infini

un développement de Fourier — c'est—-d-dire un développement en puissances de

2wl N .
q. = exp L9 _ & coefficients dans un sous-anneau A d'un corps de nombres k

N N
contenu dans X .
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*
2) DiffAK désigne les différentielles, qui ont de tels coefficients,
quand on les développe en toutes les pointes.
En plus de ces notions "classiques" je définis selon Kihler [7] :

3) D(g) = () SdS ., Ici gds désigne le sous-module engendré par tous
SDA

les adb (a,b € s) dans le module Q%/A des différentielles de K sur A ; 1'in-
tersection est prise sur tous les anneaux de valuation discréte (de rang 1) de X ,
qui sont essentiellement de type fini sur A .

D(%) est un invariant birationnel de X sur A , qui peut évidemment &tre
associé & tout corps K , engendré comme corps par un nombre fini d4'éléments sur A
(anneau quelconque), Il est formé en généralisant la notion de la fermeture intégrale
0 de Z dans le corps de nombres k :

v =Ng , 1l'intersection étant prise sur tous les anneaux de valuation s de k.,
Pour A =C , K= C(x,y) avec f(x,y) =0,

D(%) est justement le (€-module des différentielles abéliennes de premiére
espéce de K .,

D'apres un théoreéme de Kdhler ([7] 359-378), D(%) est en général un A-module

de type fini,

En arithmétique, on considére surtout les sous—corps suivants du corps dN des

fonctions modulaires de niveau N :
KN le corps des fonctions modulaires & coefficients dans kN , le corps des

racines N-itémes de 1l'unité, et

K§ le corps des fonctions modulaires & coefficients dans § . Pour N =6 et 7

on a des calculs explicites [3]. Je veux citer

3

(

It

N DiffZK§ , c'est-d-dire : avec K§ = o(x,y)

= %z pour N=6 (f =y=x-1 =0)
a. .

= 7(;2 + %{XZ + :E.E'C.YZ) pour N =7 (£ = y3+yx3+x =0) .
y ¥y y
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Pour Kﬁ les résultats sont malheureusement plus compliqués. En général, je sais
(thése de Schramm, déja mentionnéde), qu'il existe
(5

N

c EN , tel que

) C:Diffv KN C:N?cb(gy) , o étant 1l'ensemble des éléments entiers de kN .
N N N

Sur A = v& = vﬁ[%] , tout devient plus facile et on peut prouver :

D(,I-{,NN) = Diff "'NKN .

II

Aussi, dans 1l'espoir d'améliorer l'inclusion donnée ci-dessus, on peut modifier
la définition 3, & 1l'aide de la premidre différente kahlérienne da(%) de s sur
A ([7],[1]) et définir un autre invariant birationnel, valable d'ailleurs aussi

dans le cas des corps K/A quelconques (mais séparables) :

4) D(}II{_A) -0 4}‘1(2)'1 sds .

.
.

Pour N=6¢et 7 et K§ , on trouve les résultats explicites qu'on cherchait

)
K . []
Pz = DL -
Et pour Kﬁ tout redevient plus compliqué, En général, on a

Ky -1 - Ky
;'—;1;) < ¥ () D:LfquKNCN o=t D(;;I-\I) ,

D(
Xy .
D(Tl_;;]) = D:Lff0i\IKN .

III

Oon peut modifier encore les définitions 3% et 4, a priori birationnellement

.
.

invariantes, et définir des notions qui ne le sont pas

Soit V un modéle de type fini sur A . Alors je définis :

5) D(X) = (T Sds , 1l'intersection prise sur tous les S €V,
SEV
Dg) = O > ()" sas .
, SEV

167



R. BERNDT

Ici, on va prendre pour KN le modele VN d'Igusa, qui consiste en tous les
anneaux locaux qui sont des localisations des anneaux
A fermeture intégrale de 2[J] dans Ky s

ez 1
By fermeture intégrale de zfj] dans Ky -

On obtient
v v 0.
Ny _ ¥ Ny _ TNy o ¥
D(—"N) = D:_ff,NKN et D(T-—I °N) = )" piff 0NKN .

I1 y a une relation entre les notions 4 et 5 : Pour un modéle V régulier et

complet sur A (c'est-i-dire associé & un schéma propre sur A) de K on a ([1]2)

pg) -Gy

Autrement dit, la notion utilisant ces V et travaillant avec la différente est
birationnellement invariante, On peut considérer cela comme un analogue du fait
suivant :

Pour un tel modéle V régulier et complet sur un corps A =k O(:?V Odex s
1'intersection prise sur tous les anneaux locaux Ox de V , est un in:ariant bira—
tionnel, qu'on peut identifier au A-module des sections globales I(X,Q /h) du

faisceau des différentielles sur un schéma X , dont V est l'ensemble des anneaux

locaux,
v

Avant de donner quelques indications concernant les preuves des faits cités, je
désire poursuivre encore sur le sujet des schémas :
On peut traiter les points des schémas quelconques de X , qui sont de type fini

sur A , de la manidre suivante : On définit une notion de différentielle entiére,

(*) Avec la remarque de Deligne ([4], sans preuve, mais confirmée par Katz pendant
les "Journées arithmétiques" ; voir aussi Drinfeld [5]) que VN est un modele
régulier, cela donne la caracterlsatlon

i

])(—4;'—,;-I = & (—) ! pire, K
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généralisant la notion de la différente kahlérienne d'une manidre inspirée par les

différentielles 4-morthes de Néron [11] . c'est=3~dire on définit pour tout
1 Ox
w € QK/A et x € X une différente 0(w|j;)

0(wl%§) est un ox-module. On a 0(1]%%) = 0}(%?) . Ici on a supposé que K a le
degré de transcendence 1 sur A , mais tout se généralise aux degrés plus grands,
Alors je définis :

w est (arithmétiquement) entier si et si seulement si 0(w|%§) co, .
En désignant par

o~

Q. le faisceau des différentielles entitres dans ce sens et

X
§K le faisceau constant avec la fibre Qk/A et
P 3 QX - ﬁK 1'homomorphisme canonique, j'ai un théoréme de comparaison [2] :

Soit X propre sur Z et régulier, Alors, il existe ¢ € N avec
~ K =1
r(x,9(e.)) = p(k) = r(x,4) =0(g) = ¢ r(x,0(Q)) .

On peut en plus essayer de comparer ces faisceaux avec le faisceau dualisant wX
de Serre-Grothendieck :

Pour A = k un corps, et X étant intersection compléte, on obtient

C'est un corollaire simple & la version de ¥unz [8], [9] du faisceau dualisant., Kunz
utilise un module complémentaire généralisé pour définir une notion de différentielle
holomorrhe, Ainsi la comparaison est réduite & une comparaison des différentes de
Kahler (avec indice O) et de Dedekind, Dans Le cas varticulier des intersections com-
pletes, on a 1'égalité de ces différentes et ainsi 1'égalité des faisceaux, Mais

j'espere obtenir ici des résultats plus généraux,
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v

Les preuves des résultats concernant les corps de fonctions modulaires se
raménent & 1'étude des anneaux de valuation de ces corps, c'est-&-dire & la descrip-
tion de ces anneaux de valuation et de certaines fermetures intégrales dans K; et
KN et de leurs modules différentiels (considérés comme sous~modules de QL/A) par

des séries de Fourier,

Par exemple, pour vérifier

Sy
-”—N ) c leffNKN

(

on remarque que

KN = kN(J(Lo) . J(Nw) , £ (m)) avec f(p v)(w) la "fonction de Fricke" (voir

[10]).

(3,0)

Par conséquent on a l'injection

KN“’ I'EN = quot &, # =€N[[qN]] .
I1 faut montrer que
w = gdh € SdS pour tout A < S c K

entrafne que w a le développement w = F(qN)qu avec F € # . Mais parce que #
est intégralement clos, cela équivaut & ce que F(qN) soit &lément de 8 pour tout

anneau de valuation S de 1"{ qui est une localisation Vl’: de &#.

KNou

S anneau de valuation de KN , dont on peut s'assurer qu'il

1

Comme § n KN

1

est essentiellement de type fini sur ¢_ , on peut déduire de 1l'hypothése

N
w=gdh € SAS que g,h € 3 et par conséquent F ¢ S, ce qui donne le résultat
désiré,

D'autres preuves s'obtiennent par des moyens plus subtils, Par exemple, pour

prouver 1'égalité
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BdB = { w ¢ Q! lW holomorphe dans le demi-plan H et

1

}

w=F(g )iy, avec Pla) € o;q[[qN]][q—;]
(B = fermeture intégrale de Z{%,J] dans Kﬁ)
on s'appuie sur un lemme d'Igusa [6] , qui dit que la fermeture intégrale de Z[J](p)
dans K; est un anneau de valuation non ramifié, Ce lemme est équivalent au principe
de qﬁ—développement (voir [4]). En plus, on utilise les fonctions théta fondamentales

et les intégrales de troisitéme espéce de Hecke,
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