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MAJORATIONS DE SOMMES EXPONENTIELLES

par

Jean-Pierre SERRE

Les "sommes exponentielles" considérées ici sont celles qui sont liées & la géo-
métrie algébrique sur un corps fini (cf. [15], sections L 05 et T 25). Les résul-
tats récents de Deligne sur la conjecture de Weil ([6], [7]) permettent d'en donner
de bonnes majorations, au moins dans certains cas : c'est ce que Deligne lui-méme
montre dans [8]. Dans ce qui suit, j'expose, sans démonstrations, quelques uns des

résultats les plus frappants de [8].

1. Sommes exponentielles

Notations

Si x€C, et s m est un entier = 1 , on pose
(1.1) em(x) = exp(2mix/m) .
La lettre p désigne un nombre premier, Si x€2Z , ep(x) appartient au grou-
pe p.p des racines p-i2mes de l'unité, et l'application xm~ ep(x) définit par
passage au quotient un isomorphisme

1.2 : g, - .
(1.2) 0y ¢ BB~ by
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On note k un corps fini & ¢ = Pa éléments. Si x€k , on pose

a-1
(1.3) Trk(x)=Trk/F (x) =x+ % + ves + 2
P

et
(1.4) () = e (Tr () 5
cela a un sens, puisque Trk(x) appartient & Fp = Z/pZ . L'application
t ko
e by
est un caractdre du groupe additif de k , et tout caractdre de ce groupe est de la
forme
X wk(cx) ,
avec c€k .
On choisit une cldture algébrique 1; de k .Si n=1, on note kn la sous-

extension de k qui est de degré n sur k . On a :

n-1
(1.5) Yy (x) = ‘l’k(TI‘k /k(x)) = Wk(x +xd 4 o+ xt )

pour tout xEkn .

Définition des sommes S et S,

Soit X wune variété algébrique sur k , et f wune "fonction régulidre" sur X ,

autrement dit une section du faisceau structural OX « On pose :
(1.6) s=8(Xf) = L () ;
x € X(k)

la sommation porte sur tous les points x de X & valeurs dans k ; si x est
un tel point, on a f(x)€k , ce qui donne un sens & 1l'expression Wk(f(x)) .

(Exemple : si X est l'espace affine de dimension r , ona X(k) =k* , et f
s'identifie & un polyndme en r variables XypeeasX, 3 la somme exponentielle S

est simplement :

(1.7) §= 2 e (£0x,eenx) .
xiEk

Nous reviendrons au n°® 6 sur cet exemple.)

A c8té de la somme S , qui est relative & k , il est commode d'introduire les
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SOMMES EXPONENTIELLES

sommes
(1.8) s =s(%5)= 2 ¥ (f&x) , nz1.
x€X(k ) n
On a S1 =8.
Fonction I attachée & (X,f)
Soit t une indéterminée. On pose :
®
(1.9) L(t) = L(X,£5t) = exp( 3_ S t7/n) .

n=1
C'est une série formelle & coefficients dans le corps cyclotomique Q(Hp) . On

peut 1l'interpréter (cf. par exemple [1]) comme la fonction L d'Artin L(X'/X; ep)

associée au rev@tement X' - X de groupe de Galois 2/pZ défini par 1'équation

(1.10) ¥ -y=1x),
et au caractére ep de son groupe de Galois. On a :
deg(P)\-1
(1.11) L(t) = |P (1 - A(p) dee(®)y-1

oi P parcourt 1'ensemble des points fermés du schéma X , et A(P) est donné par
(1.12) ME) = by (£(P))
ou k(P) désigne le corps résiduel de 1'anneau local Op ;s ona
(1.13) deg(P) = [k(P):k] .
La formule (1.11) montre en particulier que les coefficients de L(t) sont des
entiers du corps Q(Pp) .
Généralisation
Les sommes exponentielles considérées ci-dessus sont de type additif : elles ne
font intervenir que des caractdres du groupe additif du corps fini k (ou kn) .

I1 y a lieu d'introduire également des sommes mixtes, du type

(1.14) S=38(Xfe) = 3 % (£(x) x(ex) ,
x € X(k)

ot g est une fonction régulidre inversible sur X , et X un caractdre du groupe
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multiplicatif k' . Les Sn sont alors définis par :

(1.15) 5= L % (£6)) x(w , (s(x))) .

n b
xEX(kn)
Tous les résultats des n°° 2 et 3 restent valables.

2. Résultats généraux
On a tout d'abord :

THEOREME 2.1 - La série L(t) est une fonction ratiomnelle de t .

Cela peut se démontrer, soit par la méthode p-adique de Dwork ([9],[1]), soit
par la méthode 4-adique (4 # p) de Grothendieck [10] ; nous reviendrons la-dessus
au n° 3.

On peut reformuler (2.1) en disant qu'il existe des nombres complexes o5 et

BJ. , en nombre fini, tels que
(2.2) i) = TTC1 - 8,0)/T T - o9)
ou, ce qui revient au méme,

(2.3) S, =y (ari)n -3 (Bj)n pour tout n=1 .
i J

Bien entendu, on peut supposer que la famille {qi,Bj} est réduite, c'est-a-dire
qu'aucun oy n'est égal & un Bj . Supposons que ce soit le cas. On montre faci-

lement que les ozi et les BJ. sont alors des entiers algébriques ; ces entiers

jouissent de la propriété suivante :

THEOREME 2.4 - Si w est 1l'un des ai,ﬁj » il existe un entier r = r(w) , appelé

le poids de w , tel que tous les conjugués de w soient de valeur absolue (com-

plexe) égale 3 qr/2 .

Ce résultat est conséquence d'un théor2me de Deligne [7] sur les valeurs propres
des endomorphismes de Frobenius ; voir [8], § 1 ainsi que (3.4) ci-aprds. D'aprds

(2.3), on en déduit :
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COROLLAIRE 2.5 - Soit r le plus grand des poids des oy et des Bj « On a

(2.6) lsnl = g(an/Z) gua.nd n-o ,
et ISnI n'est Q(qm) pour aucun « < r/2 .

Remarque 2.6. Le corollaire (2.5) a la curieuse conséquence suivante : si

|Sn| = Q(qm) pour un nombre réel o ,

on a ipso facto lSnl = g(qn:c/Z) , o r est la partie entidre de 2o . Ainsi,
par exemple, dans le cas des sommes de Kloosterman 3 deux variables, Carlitz [3]

11n/8) s comme la partie entidre de 11/4 est 2, on en

a montré que ISnl = 0(q
déduit, d'aprds ce qui précdde, que ISnI = 9(qn) . (On a méme ISnl < 3q" , cf.

(5.6) +)

3. Un_critére cohomologigue

Si 1'on veut majorer explicitement les Sn par la méthode indiquée au n°® 2
ci-dessus, il est nécessaire de comnaitre le nombre des di’ﬁj , ainsi que leurs
poids. C'est 13 un probléme non trivial, qui n'est résolu que dans des cas parti-
culiers (cf. n°® 4,5,6). L'interprétation cohomologique de L(t) due & Grothen-
dieck [10] permet de dégager un cas favorable, celui ol (X,f) est purement de
poids r au sens de la définition (3.6) ci-dessous. Avant de donner cette défini-
tion, il est nécessaire de rappeler quelques uns des résultats de [10] et de [8] :

On fixe un nombre premier 4 # p , ainsi qu'un plongement de Q(up) dans une
extension finie K, du corps L-adique Q « Par "torsion" au moyen du revétement
X' = X, on définit un certain faisceau £-adique "{e , qui est localement libre de
rang 1 sur K!, . 8i X aésigne 1la k-variété déduite de X par extension du
corps de base, on peut parler des groupes de cohomologie Hi()-(;ff ) , ainsi que des
groupes de cohomologie & supports propres Hi (i;%z) . Ce sont des Kz-espace‘s vec-
toriels de dimension finie ; ils sont nuls pour i< O et i s dim(X) . Le mor-
phisme de Frobenius F de X opére de fagon naturelle sur ces espaces ; notons

FIHJL et FIH;‘ les K-endomorphismes ainsi définis. Le lien entre ces endomorphis-
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mes et les sommes exponentielles Sn du n® 1 est fourni par la formule des traces

N .
(3.1) s, = Y (1) Tr(Fn|H';') , cf. [10],
i
ol Sn est interprété comme un élément de K, , via le plongement choisi de Q(Pp)

dans KZ ;s si 1'on note wij les valeurs propres de FIH‘;’ (dans une extension
convenable de Kﬂ,) , la formule (3.1) peut se récrire :
i n
(3.2) s, = 2 (=1 (‘”ij) .
i,J
Elle équivaut aussi 3 :
: (_1)i+1
(3.3) L(t) = [ ] det(1 - ¢ Flﬂi) .
i

Dans [7], Deligne montre que chacune des valeurs propres wij est un entier al-

gébrique possédant un poids entier r(i,j) au sens de (2.4), autrement dit tel

que :

(3.4) tous les conjugués de wij gsont de valeur absolue qr(i"j)/2 .
On a de plus

(3.5) O0=<r(i,j)=1i.

(3.6) Soit r wun entier = O . Nous dirons que (X,£) est purement de
poids r si :

(3.6.1) X est non singulidre et toutes ses composantes irréductibles sont

de dimension H

r
(3.6.2) H‘;‘()-(,siz) =0 opour tout i#£r;
(3.6.3) 1'homomorphisme canonique Hi(i’?lb) - Hr()-(,’fl) est injectif.

L'intérét de ces conditions provient du résultat suivant, qui se déduit de (3.5)

en utilisant la dualité de Poincaré (cf. [8], § 1) :

THEOREME 3.7 - Si (3.6.1) et (3.6.3) sont vérifides, toutes les valeurs propres

de FIHz sont de poids r .

Posons

(3.8) B = dim. H:(X;yz) , T-i?me nombre de Betti de %, .
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Soient w;,...,wy les valeurs propres de FIHE . Si 1'on suppose (3.6.2) vérifié,

on a, d'aprds (3.2) :
(3.9) s = (1 T (o)
° n - i
i=1
et par suite
TT (1 - wit) si r est impair

(3.10) L(t) = 1/TT(1-ut) sz estpair.

Vu (3.7), on en déauit (Deligne [8], § 1) :

THEORRME 3.11 - 8i (X,f) est purement de dimension r , et de nombre de Betti

égal & B, on a
|Sn| = Ban/z pour tout n .
De plus, le cor. 2.5 montre que, si B # O , l'exposant =x/2 est "le meilleur

possible" : on n'a ISnl = Q(qm) pour aucun o < r/2 .

Remarque - La majoration de ]Snl fournie par (3.11) est de 1l'ordre de grandeur
de la racine carrée de la majoration triviale ISnI = Ca,rd.X(kn) ; d'un point de

vue probabiliste, c'est ce que 1l'on pouvait espérer de mieux.

4. Exemple : sommes 3 une variable

On suppose que X est une courbe affine non singulidre, absolument irréductible
(par exemple la droite affine privée d'un nombre fini de points). On note ;( la
courbe projective correspondante, et Xw 1'ensemble des points du schéma ;(

qui

n'appartiennent pas & X ("points & 1'infini"). Si PE€ X , onnote vy la valua-

P
tion correspondante du corps des fonctions rationnelles sur X . Le rev@tement
étale X' » X défini par (1.10) se prolonge en un revétement (en général ramifié)

~

X' de X . Onnote T son conducteur. On a

(4.1) T=2 n?,

PeX
)

ou l'entier np est défini de la manidre suivante :

(4.2.1) si X' - X est non ramifié en P, i.e. s'il existe une fonction
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rationnelle ¢ sur X telle que vP(f - tpp + @)= 0, on pose np = 03
(4.2.2) sinon, on pose n, =1 - Sup. vP(f -9P +9) ;ona n,z 2.
®

THEOREME 4.3 - (i) Pour que (X,f) soit purement de poids 1 au sens de (3.6),

il faut et il suffit que le revétement X' - X soit ramifié en tous les points P

de XmJ , i.e. que np > 0 pour tout PGX‘JD .

(ii) 8i (i) est vérifié, le nombre de Betti B correspondant, cf. (3.8), est

donné par :
(4.4) B =2g - 2+ deg(T) ,

o g est le genre de la courbe X , et deg(f) = Z np deg(P) .

Au langage prds, ce résultat est dfi & Weil [18] (voir aussi [1],[20] et [8], § 3).

Vu (3.11), il entraine (Weil, loc.cit.) :

COROLLAIRE 4.5 - Si (1) est vérifié, il existe des entiers algébriques w1,...,wB

de poids 1 tels que :

i=B i=B
(4.6) s, ==y (W), ) =TT (1-wt).
i=1 i=1
Oon a
(4.7) ISnl =3B qn/2 pour tout n .

Indiquons deux cas particuliers (on en trouvera d'autres dans [20]) :
Sommes de Kloosterman (cf. [4], [12], [13], [18], [20])
On prend pour X 1la droite affine privée de {O} , et pour f 1la fonction

X + ¢/x , avec c€k* ., Les sommes Sn s'écrivent

(4.8) S,= L e GroM= ¥ oo e .
* n n
xEkn xy=c
x,kan

ma X = {0,0} , et ny=n =2 .D'aprés (4.3), (X,f) est purement de poids 1,

et B=0-2+4=2.0n a donc

(4.9) s,=- W+ W), avee [ =l = 2,

d'oh 1'inégalité (due & Weil [18]) :
(4.10) s | =2 q¥2.

n
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On peut montrer ([4], [8]) que
(4.11) Mb=gq , i.e. p=>A.
I1 en résulte que les Sn sont déterminés par S1 = S . Signalons & ce sujet le
probldme suivant :
(4.12) Prenons c=1, q=7p, de sorte que S = 2: ep(x + 1/x) est
un nombre réel compris entre - ZJS et 2p . Quelle est la distribution de S/JE
dans le segment [-2,2] lorsque p varie ?
Sommes polynomiales (cf. [18], [20])
On prend pour X la droite affine, et pour f un polyndme de degré d non divi-

sible par p . Les sommes Sn s'écrivent :

(4.13) S,= L % (£(0) .

n
xEkn

ma X = {} et n =144 . D'aprds (4.3), (X,f) est purement de poids 1 ,

et B=0~-2+1+d=d4d-1.0n a donc

ji=d-1
(4.14) s,=- L )%, avee o] =q'2,
i=1
et
(4.15) Is,| = (a-1) @2, of. [18] .

Noter le cas particulier d =1, ol Sn = 0 (relations d'orthogonalité des carac-
tdres !) ainsi que lecas d =2 , ol Sn est une somme de Gauss quadratique.

(Je renvoie & [5], [8], [18], [19], [20] pour les propriétés des sommes de Gauss
générales et des sommes de Jacobi ; ce sont des sommes de type "mixte", cf. (1.14)

et (1.15).)

5. Exemple : sommes de Kloosterman généralisées

Soient r un entier2 1 et ¢ un élément de k" . On prend pour X 1'hyper-
surface de 1l'espace affine de dimension r + 1 définie par 1'équation

(5.1) X eesX, = C,

et 1'on prend pour f 1la fonction g+ oeee X Les sommes Sn correspondantes
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s'écrivent
(5.2) 5, = z wkn(xo + oees + xr) .
X eeeX_ = C
0 T
xiékn

Ce sont des sommes de Kloosterman généralisées (cf. [3], [8], [14], [16], [17]) ;

pour r = 1, on retrouve les sommes de Kloosterman usuelles (4.8).

THEOREME 5.3 - Le couple (X,f) ci-dessus est purement de poids r , avec pour

nombre de Betti B=r+ 1.

Ce résultat est dQ & Deligne ([8], § 7). Vu (3.11), il entraine :

COROLLATRE 5.4 - Il existe des entiers algébriques wo"""wr de poids r tels

que .
i=r
T n
(5.5) s, = (-0 L (w)".
i=0
On a
(5.6) |Sn| = (r+1)an/2 pour tout n .

L'existence d'entiers algébriques wo,...,wr tels que 1l'on ait la formule (5.5)
a également été établie par Sperber [17], en utilisant une méthode p-adique.

Sperber démontre en outre (si pP»r + 3)

(5.7) CIRPPUES qr(r+1)/2 (voir aussi Deligne, loc.cit.) .
(5.8) si désigne une valeur absolue p-adique sur QW ,...,0_) , on
p o r
peut ordomner les w, de telle sorte que W, = qlu. , avec |u, = 1 pour
i i i ilp

i =0ye0eyT &

6. Exemple : sommes polynomiales & plusieurs variables

On prend pour X 1'espace affine de dimension r (r= 1) , et pour f un poly-
ndme de degré d en r variables, & coefficients dans k . Les sommes Sn cor-

respondantes s'écrivent :

(6.1) S = v (E(xpeenx)) 0 of. (1.7).

xiEkn
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THEOREME 6.2 - Supposons que le degré d de f ne soit pas divisible par p , et

que la composante homog®ne fd de f de degré d soit non singulidre. Le couple
(X,f) est alors purement de poids T , avec pour nombre de Betti B = (d-1)F .

(On dit que fy est non singulidre si son discriminant est #0, i.e. 8i 1'hy-

persurface de 1'espace projectif P}_1 définie par fd est lisse.)

Le th. (6.2) est dQ & Deligne ([6], 8.4 & 8.13). Il entrafne :

COROLLATRE 6.3 - Sous les hypoth2ses de (6.2), on a
(6.4) |5 s (a-1)% ¢/

On sait peu de choses en dehors du cas (6.2). Dans [8], Deligne déduit des majo-

rations de Weil le résultat suivant :

THEOREME 6.5 - Si f n'est pas de la forme ¢ - ¢ +c , avec c€k et

cpek[x1,...,xr] ,

on a

[s, | = (a-1) qn(r-1/2) .

(Noter que 1'on ne gagne qu'un exposant 1/2 par rapport & la majoration tri-
viale ISnl =< )
Méme lorsque r = 2 , on ignore dans quel cas le couple (X,f) est purement de

poids r . Dans [2], Bombieri et Davenport démontrent :

THEOREME 6.6 - On suppose que k = Fi y, =2, d=3 et que le polyndme f

ne se raméne pas 3 un polyndme en une variable par un changement linéaire de coor-

données. On a alors

i=B
n
Sn = z 1’ (Wi) ’

i=1

avec B =< 14, et lwil = p pour tout i . En particulier :

(6.7) Is | = 14 p°  pour tout n .

(Dans une note de bas de page, les auteurs disent que la majoration B = 14 peut
8tre remplacée par B = 4 , i.e. par la majoration de (6.2),)
I1 serait intéressant de traiter des cas plus généraux. L'une des difficultés

est que 1'on a peu de renseignements sur les groupes de cohomologie Hi(i;?z)
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attachés au polyndme f . On ignore méme si dim. Hi(i;?z) a une borne ne dépen-

dant que de d et d¢e r (mais pas de k , ni de f ). Dans cette direction, le

seul résultat général conmu semble &tre le suivant (démontré par voie p-adique
par Bombieri [1]) : si 1'on pose
i, i =
(6.8) Xg= L (-0 aim B&5,) = v, _ (L)) ,
i
on a

(6.9) 0s (-1)"x,sa .

Malheureusement, cette majoration ne permet pas de borner chacun des termes

dim. Hi(’—(?ﬁ*'z)-

Appendice - Sommes exponentielles incompldtes

Soit m un entier = 1 , et soit ¢ une fonction de x = (x1,...,xr) , avec
xiEZ ; on suppose ¢ périodique de période m , i.e. telle que

(4.1) o(x)

o(y) =i x =y, (mod m) pour tout i .

Soient a = (a1,...,ar) et b= (b1,...,br) deux familles d'entiers telles
que a; < bi pour tout i . Posons
(a.2) RCE Y P(xg5eeerx,) -
2y 8%;<b;
Une telle somme est dite "incompldte" (par opposition aux sommes "compldtes", ol
la sommation porte sur un systeme de représentants des x; (mod m) , par exemple

0= x, <m) . Il existe une méthode standard (cf. [11], n® 14) qui permet de ra-

i
mener la majoration des sommes incompldtes & celle des sommes compl@tes. Rappelons
comment on procéde :

Si A= ()»,I,...,)\r) est un élément de %/mZ X ... X Z/m% , posons

(4.3) ¥ () = e (3 Ayxy)
et

(4.4) s0= L ¥e .

x (mod m)

Les sommes S)\‘P sont des sommes "compldtes" au sens ci-dessus.
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THEOREME A.5 - Soit M = Sup. 5,9 » et supposons que b, - a; = m pour tout i .
A
On a alors

(4.6) [s. o] = M(1 + log m)* .
a,b

(Lorsqu'on ne suppose pas que b, - a; sm pour tout i, 1'indgalité (4.6)
reste vraie 3 condition de remplacer 1 + logm par logm + Sup.(bi - ai)/m )
Démonstration de (4.6)

Puisque est périodique de période m , on peut 1l'écrire comme combinaison
9 P P

linéaire des 'l!)\ :

(a.7) o= 1. o Yy
A
avec
(4.8) cy = o Z vl;)\(-x)cp(x) =m T S_ N
x (mod m)

On a donc |c)\| <m M pour tout A, et 1l'on en déduit :

(A.9) ISa’bcp| = |Z)‘ c)\ Sa,bcp)\l = m-r]v[ Z ISa,bW)\ K
A
On est donc ramené & montrer que
i=r
(4.10) Z Isa,bw)\l = (bi - a; +m log m) .
A i=1

Comme S, ,{) est le produit des sommes a4 une variable
9

E em( )\ixi )
a;5%;<by

on voit que (4.10) équivaut 2 :

m-1
LRME A.11 - Y I ¥ e,(x) | sb-a+mlogm.
=0 asxb

Le terme A =0 domme b - a . Il reste donc & prouver que

(4.12) Y | ¥ e0x)sniogn.

=1 asx<b

Posons 1z, = em(l) = exp(2miv/m) , 1sAsm-1.0na
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a a+1 b-1
(4.13) Y em()\X) =z, 420 etz

asx<b

a b-a

2 (1- 1-32).
£ (1= /(- w)
Comme |1 - z)\l = 2 sin(m\/n) , on en déduit :

m-1 m-1
S 1L 00l =% vetm(nvm .
M1 asxcb =1

Tenant compte de 1'inégalité = sin(mx) = 2x (valable pour O = x = 1/2) , on

obtient :
=1
(4.14) Y LY el =nl F /a+e),
M=1 asx<b 1<
ol € = O s8i m est impair, et &, = 1/m si m est pair. L'inégalité cherchée

résulte alors de la majoration élémentaire :
(4.15) Z 1/A + e < logm .
152
=KD
Application
On prend maintenant m =p .
THEOREME A.16 - Soit f(x) = £(xys++4,x_) DD polyndme de degré d= 2 , en r yaria-
bles, & coefficients dans Z/pZ . On suppose que d n'est pas divisible par p ,

et que la composante homogdne de degré d de f est non singulidre, cf. (6.2).

Si bi—ai§p pour tout p , on a

2
| T e (agseeex )] 5 (@-1)7 (1 + 108 2)7 572
8;5%;<by
Posons ¢(x) = ep(f(x)) . On a, pour tout A€ (Z/pZ)" ,
S)\CP = Z ep(f(x) + )\1x1 + oo + )‘rxr) ,
x (mod p)
et le terme de degré d du polyndme f£(x) + MX; + eeo + A X est le méme que

celui de f(x) . On peut donc appliquer (6.4) & ce polyndme, ce qui donne

ls)\cp| s (a-1)° Pr/2 pour tout A ,

et (A.16) résulte de (A.6) , puisque M = (a-1)T pr/2 .
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Remarque - On notera que, pour d fixé, on obtient une majoration en 9(pr/ 2+ e) ’

pour tout € > O , majoration qui est presque aussi bonne que celle de la somme

"compléte".
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