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TX-01 

LE THÉORÈME DE RIEMANN-ROCH POUR LES INTERSECTIONS COMPLÈTES 

par Jean-Louis VERDIER 

Dans cet exposé k  désign e un corps. Nous aurons à considérer des espaces 

C-analytiques ou bien des variétés algébriques sur k  qu'o n appellera parfois 

espaces algébriques. 

§ 1 • Intersection complète» 

1*1« Rappelons quelques propriétés des intersections complètes» Pour les démons-

trations dans le cas algébrique, nous renvoyons à [1 ] et [2]« Dans le cas ana-

lytique, nous demandons au lecteur d'adapter les démonstrations ci-dessus. Soit 

X u n sous-espace localement fermé d'un espace analytique (resp. algébrique) Y • 

Nous dirons que X es t régulièrement plongé dans Y  s i l'idéal de définition 

de X es t défini localement par une suite régulière (nous nous écartons ici de 

[1] et [2] qui utilisent la terminologie de "régulièrement immergé"). Un mor-

phisme de X  dan s Y  es t appelé un plongement régulier si c'est un isomorphisme 

sur un sous-espace régulièrement plongé. 

1.2. Soient X<—>Y u n sous-espace régulièrement plongé, I l'idéa l de défini-

tion de X  dan s Y  .  Le faisceau I ® 0 = i/l2 est un faisceau localement 

libre de type fini sur X  .  On pose Nxy ^ s V(J/Z"2) • C'est un fibre vectoriel 

sur X  don t le faisceau des sections est le dual de i/l2 • Le fibre Nxy^ 

est appelé le fibre normal de X dan s Y  .  C'est le spectre analytique (resp. 

algébrique) de l'algèbre Sy m (J/J2 ) = 0__ % i/l2 0 I2/]3 e 

1.3. En tout point x  i X ,  on a 

rgvNY// = codim (X,Y) 

La fonction x i *  codim (XfY) est donc localement constante sur X  .  Pour 
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IX-°2 J.-L. VERDIER 

tout x  i X ,  codimx(XfY) es t le cardinal d'une suite régulière qui engendre 

l'idéal de définition de X e n x  . 

1.4. Soient f  = X —Y u n morphisme et x  C X .O n dit que f  es t un mor-

phisme d'intersection complète en x  s i f  s e factorise, au voisinage de x  , 

en un plongement régulier suivi d'un morphisme lisse. On dit que f  es t loca-

lement d'intersection complète s'il est d'intersection complète en tout point. 

1.5« Soit f  : X —> Y u n morphisme localement d'intersection complète. La 

fonction x  —> =  dimx̂ X̂  "" d̂ mf(x)Y eS t localement constante sur X  . 

L'entier dx(-0 est : appelé la dimension relative virtuelle de X  su r Y  e n x  . 

1,6. On dit qu'un morphisme est lissifiable s'il se factorise en un plongement 

fermé suivi d'un morphisme lisse. Une telle factorisation est appelée une lissi-

fication du morphisme. Tout morphisme entre variétés algébriques quasi-projec-

tives est lissifiable. 

Soient f  » x —> Y u n morphisme localement d'intersection complète et 

X i V 

f P 

Y 

une lissificatâon. Alors i  es t un plongement régulier . 

Soit I l'idéa l de définition de X dan s V  •  La différentielle exté-

rieure sur V  indui t une application 0X~linéair e 

1.6.1. 6 : I/I _ > ^ A V ° X 

Notons T l e complexe de faisceaux localement libres 

. . . o > ( n l ^ ®0 ox)* - 5 % (i/r2)* >o . . . 

obtenu en passant aux faisceaux duaux dans 1.6.1, en plaçant {i/l ) * e n 

degré 1  e t en mettant des faisceaux nuls en degré distinct de 0  e t 1  • 

La classe d'isomorphisme de dan s la catégorie dérivée ne dépend pas de la 

lissification. Le complexe T  es t appelé le complexe tangent à f  .  En 
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INTERSECTIONS COMPIÈTES ix"°3 

particulier la classe IT^I £ K*(x) es t bien définie. 

1.7. Soient f  =s X —> Y u n morphisme localement d'intersection complète et 

g s Z —» Y un morphisme plat» Alors le morphisme pr ^ x X XyZ —̂  Z es t 

localement d'intersection complète. Si g  es t fidèlement plat etsi pr g es t 

localement d'intersection complète, alors f  l'est. 

1.8. Soit 
X f Y 

gN 'h 

S 

un diagramme commutatif tel que g  e t h soien t plats, x € X u n point au-
dessus de s  i S .  f :  X — > Y l e morphisme induit par f  su r les fibres 

en s  •  Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) f es t d'intersection complète en x , 

(ii) f es t d'intersection complète en x  • 

1.9. Soit 

X f Y 

g h 

vs 

un diagramme commutatif. Si h  e t f  son t des morphismes localement d'inter-

section complète alors g  lfes t aussi. Si g  e t h  son t localement d'inter-

section complète alors f  l'est aussi. Si f  e t g  son t localement d'inter-

section complète alors h  es t d'intersection complète en tout point de l'image 

f .S i f , g, h son t localement d'intersection complète et lissifiables, on 

a un triangle distingué 

r g 

T 

f 
Th 

et en particulier | T^| = |TP| + **|TH| ,  dans K#(x) » 
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IX-G4 J.-L. VERDIER 

§ 2# Un éclatement. 

2.1. Soient i  : X —> Y u n plongeaient fermé, I l'idéa l de définition de X • 

/2 2  3 Notons A  l'algèbr e graduée à composantes cohérentes 0 G I/I % I /1 © ••• 
J\ 

On pose -  specC4) (spectr e analytique ou algébrique suivant les cas). 

C'est un cône muni d'une projection sur X  .  On note p(Nj^ ) l e £ibré 

projectif correspondant. On a KNX^) - ProjOî) •  On note aussi l a 

fermeture projective de •  C'est le spectre homogène de l'algèbre gra-

duée B  don t les composantes sont 

2.1.1. B - o e I/I2 © . . . © F/f** . 

2.2. Le cône Nxy ^ es t appelé le cône normal de X  dan s Y  •  Le cône normal 

est un fibre vectoriel sur X  s i et seulement si X  es t régulièrement plongé 

dans Y  [2 ] » 

2.3. Le fibre ^\^y^[) est le fermé des points à l'infini de N^/ ^ •  L'ouvert 

complémentaire est •  L'espace X  es t un fermé de conten u dans 

NxA #  c,est le sommet du cône. 

2.4. On note Y  l'espac e obtenu en éclatant X  dan s Y  •  C'est le spectre 

homogène de l'algèbre graduée C*Ov©i"© J ©  ... Le sous-espace des points 

de Y  au-dessu s de X n'es t autre que P(N̂ fy ) • 

2.5. On note Jk la droite affine. Notons N  l'espac e obtenu en éclatant 

X x {0} dans Y  xJk • C'est un Y  xiA-espace défini comme le spectre homo-

gène de l'algèbre graduée. 

2.5.1. D  - 0y ©  L Q L2 © ... 

où L  es t lfidéal de définition de X x {0} dan s Y  x A . 

2.6. Notons M x l e sous-espace de M  imag e inverse de X xJA c Y xJh . 

Par un calcul de produit tensoriel on montre que ^  58 ProjU?) o u F 

est une 0  ̂ -algèbr e graduée dont les composantes sont 

2.6.1. E = ov w . ©i/r © r / r ... ©r/jr" , 
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INTERSECTIONS COMPLÈTES IX-05 

où JP/JP+^ es t un 0 -modul e via le plongement X - X x {0} 1—* X xiTi • 

2.7. Il résulte de 2.6.1• qu'on a un morphisme surjectif d'algèbre graduée 

E > ° x x * M 
qui définit donc un plongement fermé sur les spectres homogènes 

X x A . >ÍL 

qui est une section de la projection canonique ^ x  ̂*  X xjh . 

Le transformé propre de X xJh dans l'éclatement est donc isomorphe à X xlh . 

2.8. Il résulte de 2.6.1 et de 2*1 «1 qu'on a un isomorphisme Mx  ̂  ̂-  Nx^. 

et que es t la réunion des sous-espaces fermés X xli et ̂ ŷ r • De 

plus (X xli) f) -  X plongé dans X xGi par X x {0} e t dans 

comme le sommet de N 'A . • 

2.9* On a donc le diagramme suivant de plongements fermés (diagramme cartésien) : 

2.9.1. 

X XMi XxA. >ÍL 

X X {0] NxA~**x x {o> 

2.10. Notons x  l e sous-espace de M image inverse de Y x {0} dan s M. 

Par un calcul de produit tensoriel à partir de 2.5.1, on montre que ^v ^ o } = 

Proj(î ) où F est un 0 -algèbre graduée dont les composantes homogènes sont 

2.10.1 . 
F =  0 o Y 

F = ox@J/J2 . , . e r / f " 2 e f ,  n> i 

2.11. Il résulte de 2.10.1 et de 2.4 qu'on a un homomorphisme surjectif 

d'algèbres graduées F —-, C ,  d'où un plongement fermé compatible avec les 

projections sur Y : 

Y í — * MYx{0 } 

En se restreignant aux sous-espaces au-dessus de X , on obtient un diagramme 

commutatif cartésien de plongements fermés 
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IX-06 J.-L. VERDIER 

2.11.1. 

Y • « V W * 
to 

* M 

р<*хЛ> ' "x X {о: - V 

où le plongement de p(Nĵ fy ) dans ^X/Ï est le plongement canonique et où 

P(NX̂ .) apparaî t comme l'intersection de Y  e t N^^ , . Il résulte de la 

description, de ces plongements au niveau des algèbres graduées que x  ̂ q} 

,o A 
est la réunion des sous-espaces fermés Y  e t •  Donc le complémentaire 

de Y  dan s ^  x  {q} est 

2.12. Comme Y  xâ es t plat sur A  ,  tout éclatement de Y  xlti es t plat 
ru 

sur Jk • En particulier M  es t plat sur TIT • 

2.13. Il résulte de 2.11.1, 2.9.1 et 2.3 que les sous-espaces Y  e t X xMi 

de M  on t une intersection vide. Posons M = M - Y ,  On a un diagramme commu 

tatif 

2.13.1. 

X xJA M 

JA n 

JK 

où tt est plat (2.12). On a un isomorphisme de paires dfespaces 

(tf1(ft - {0}),X x (ft - {0})) * (Y,X) x (A- {0}) 

et un isomorphisme de paires d'espaces 

(tt"1(0),X X {0}) 2? (N A,X) « 

Le diagramme 2»13.1 est appelé le diagramme de déformation canonique au cOne 

normal du plongement X C—> Y •  Lorsqu'il sera nécessaire de préciser on 

posera M  • M(X/»r) F M = K(X/V) . 

2.14. Soit 

X 
i Y 

fN g 

s 
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un diagramme commutatif tel que f  e t g  soien t plats et tel que le cône 

N(X,Y) soit plat sur S  •  Tous les espaces introduits dans les numéros précé-

dents sont alors plats sur S  e t la construction de ces espaces commute aux 

changements de bases S ' —̂  S .E n particulier pour tout X £ S ,  la fibre 

en X de la déformation canonique de i  es t la déformation canonique du plon-

gement i  :  X <—» Y indui t par i  su r les fibres en X .  Il en résulte 
X X X 

que le morphisme M  —? S xjh est plat (critère de platitude fibre par fibre)» 

PROPOSITION 2.15.- Soit X — 7 Y un sous-espace fermé défini par un idéaj I 

Le Y-espace M(X,Y) est le spectre affine de l'algèbre 

M = 
ni 7L 

n -n 
t I 

en posant I n = 0y lorsque n   ̂0 • 

Lorsque A es t une Ô -algèbr e et B  un e A-algèbre graduée, on note 

Proj spec(B,A) le spectre homogène de l'algèbre graduée déduite de B  su r le 

spectre affine de A •  Par définition fi(X,Y) = Proj spec(D,0Y[t]) où D  est 

la 0  [t]-algèbre graduée suivante : 

D=0Y[t] , 

A, = I в to [t] 

D = in $ tin"1 e ... $ tnov[t] , 

Le sous-espace fermé Y c M(X,Y) est Proj Spec(C,0Y[t]) où C  es t la 0Y[t] -

algèbre graduée suivante : 

c0 = oy[t] 

C. = I , 

c =in 

L'inclusion Y c M(X,Y) est décrite par les homomorphismes de projection sur 

le premier facteur — ' t • Si donc, pour faciliter le calcul, on introduit 

une variable dfhomogénéité U  e t si on pose D  = ®  DU » .  l'équation de Y 
n >, o 
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IX-08 J.-L. VERDIER 

est t U = 0 »  L'ouvert complémentaire MCx )̂ es t donc le spectre affine de 

la Ov-algèbre des éléments de degré 0  d e l'algèbre localisée d (UT) ET °N 

vérifie immédiatement que cette algèbre est celle décrite dans la proposition. 

PROPOSITION 2.16.- Soient X  « —Z <—» Y des plongements fermés tels que Y 

soit un cône de sommet Z  dont l'algèbre affine est engendrée par ses éléments  

de degré 1  •  Il existe un isomorphisme 

p : M(X XyYtY) M(X,Y ) 

tel que le diagramme 

X xA 

M(X X-^Y) -^M(X.Y) 

a 

où les flèches non nommées sont canoniques, soit commutatif. 

Soient T  = 0_ © T © ... © Tn © ... l'algèbre affine de Y  e t I  l'idéal 

de X  dan s Z  .  L'idéal de X  dan s Y  es t donc 

i = i © r1 © . . . © rn © . . . 

et en vertu de l'hypothèse sur Y  f  on a 

= In © In-V © i""2!-2 © . . . © r11 © r"+1 © . . . 

Il résulte de 2.15 que M(X,Y) es t le spectre affine de la 0  -algèbre 

A = 
r,P,s TfPfS 

où on pose 

A 
r,P,s 

« i W 

lorsque (r|pfs ) i 7L x TL xZL vérifie l'une des trois conditions suivantes 

s  ̂0 r = 0 t P^ O 

s < 0 r = 0 2t p   ̂- S 

s < 0 r > 0 p ^ O e t r  + p= -s 

et A =  0 r.P.s 

si aucune des conditions ci-dessus n'est satisfaite par (rfp,s ) • 
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INTERSECTIONS COMPLÈTES IX-09 

De même X  x Y es t défini dans Y  pa r un idéal J  e t on a 
Z 

Jn = In © i V © ... 0 iV" $ ... 

Il résulte de 2.15.que M(X ><ZY,Y) es t le spectre affine de l'algèbre affine 

B = 
(r,p,s 

B 
r,P,s 

où on pose 

B 
TfPfS 

r p s 
= I rt 

si (r,p,s ) £7L x Z x S vérifi e l'une des deux conditions suivantes 

s >, 0 P £ 0 r = 0 

s < 0 r = - s P ̂  о 

et B =  0 r.P.s 

si aucune des conditions ci-dessus n'est satisfaite. 

Notons m  ; k — >B l'isomorphism e de 0^- algèbre qui envoie par l'iden-

tité A 
r.P.s 

sur B 
r,P,P+s 

• Il définit un isomorphisme p, : M(XX YtY) -2»M(X,Y) 
Zi 

qui possède les propriétés cherchées» 

COROLLAIRE 2.17.- Soient Y un cône, X son sommet. On suppose que l'algèbre  

affine de V est engendrée par ses éléments de degré 1  .  La déformation ca- 

nonique au cône normal du plongemen-1: X «—> Y est isomorphe à la déformation  

cons tante (x,Y) X/A • 

En effet, il suffit d'appliquer 2.16 au cas X  = Z . 

COROLLAIRE 2.18.- Soient X  c Z c Y deux plongements fermés tels que Y  soit 

un cône de sommet Z  .  plat sur Z  ,  dont l'algèbre affine est engendrée par 

les éléments de degré 1  .  Il existe un isomorphisme M(XfY ) - M(X,Z) X Y 
Z 

compatible avec les projections sur Ui et les plongements canoniques de X  x A • 

En effet on a un morphisme de changement de base M(X,Z ) X ^ —> M(X X^YjY) 

qui est un isomorphisme lorsque Y es t plat sur Z  • 
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§ 3« Homomorphisme de spécialisation pour les plongements fermés en théorie de  

Chow. 

Les espaces considérés dans les paragraphes 3, 4 et 5 sont des variétés  

algébriques quasi-projectives sur l e . 

3.1. Soient X '—> Y u n plongement fermé, M(XfY) l a déformation canonique 

au cône normal N (X,Y) ,  s : N(X,Y) <—» M(X,Y) l e plongement canonique. 

On a un isomorphisme Y x (& - {0}) - M(X,Y) - N(x,Y) •  On a donc un homomor-

phisme de Gysin de degré -  1 (exp . 3) 

s* : A.(Y x Ûfc - {0})) >A.(N(X.Y) ) 

Soit pr ^ : Y x (jk - {O}) —̂  Y l a première projection. On a un homomorphisme 

d'image inverse, de degré 1 ,  (qui est d'ailleurs un isomorphisme cf. exp. 2] 

pr* : A.(Y) —».A.(Y x (/h - {0})) . 

On appelle homomorphisme de spécialisation et on note 

o*A : A.(Y) —» A.(N(X,Y)) 

1'homomorphisme composé s* © pr* •  C'est un homomorphisme de degré 0  • 

PROPOSITION 3.2.- Soit 

Z x X Z 

f 

X Y 

un diagramme cartésien, où X est un fermé de Y  e t f  est propre. Notons 

g z N(Z x X,Z) >N(X,Y ) 

le morphisme de changement de base. Le diagramme 

3.2.1. 

A.(Z 
aZ,Z * X 

J>.(N(Z Xy X,Z); 

f* 3* 

A.(Y) 
GY.X A.(N(X,Y)) 

est commutatif. 

On a un morphisme propre de changement de base 
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h : M(Z KR X.z) » M(X.Y) 

qui induit g  su r les diviseurs exceptionnels. On a donc un diagramme commu-

tatif 

A.fz x fa - /n*ni H.(N(Z ^ X.Z)) 

(f x id) 3* 

A.(Y x (fii - {0})) • A.(N(XFY)) 

où les flèches horizontales sont des homomor phis mes de Gysin (exp. 3), d'où, 

aussitôt, la proposition 

COROLLAIRE 3.3.- Soient X«—*Y un plongement fermé, ¥ c Y une sous-variét 

fermée. Notons 

g : N(Wn X,W) > N(X,Y) 

le morphisme canonique entre les cônes normaux. On a 

<ryx([v]) = g,[N(vnx,v)] ( 

On applique 3.2 dans le cas Z  = W .O n regarde le sort de [V] C A.(w) 

dans le diagramme 3.2.1. 

COROLLAIRE 3.4.- Soient X Y un plongement fermé et notons j  : Y<-*N(X,Y) 

le plongement canonique. Le diagramme 

A.(Y] aY,X 
A.(N(X,Y)) 

i 3* 

A.(X] 

est commutatif 

Résulte immédiatement de 3.3. 

3.5. Le corollaire 3.3 donne une description géométrique, au niveau des cycles 

effectifs, de lfhomomorphisme de spécialisation. Ceci permettrait de définir 

et d'étudier dans le cas des espaces analytiques 1'homomorphisme de spécialisa-

tion sur les cycles analytiques. 
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IX-12 J.-L. VERDIER 

3m€9 II résulte immédiatement des résultats de lfexposé 3 que 1 •homomorphisme 

de spécialisation est compatible avec l'équivalence algébrique des cycles» Il 

passe donc au quotient et fournit un homomor phi s me de spécialisation sur les 

classes d'équivalence algébrique de cycles» Exercice t étendre ces résultats 

aux classes d1 équivalence analytique de cycles. 

COROLLAIRE 3#7»~ Soient p  s Y —> X un morphisme lisse s  t X —-> Y une 

section de p  ,  q  : N(s(x)fY) —» s(x) « X la projection» Alors q  est une  

fibration vectorielle et le diagramme 

A. (Y aY,s№ A»(N(s(x)tY)) 

p^ /q* 

A»(x) 

est commutatif» 

La première assertion est classique et on constate immédiatement que 

pour tout sous-espace W  c X f 

N(p*(v) H s(x)fv) « q*(v) • 

PROPOSITION 3 .8 . - Soit 

X X Z Z 

g f 

X Y 

un diagramme cartésien où X est un fermé de Y  e t £  est Plat» Alors le 

diagramme ci-»après est commutatif 

A. (Y" JY,X A»(N(XtY)) 

f a* 

A.(Z) . 
CZjX x Z 

A.(N(X Xy Z,Z)) 

Résulte immédiatement de la définition 3»1 ou encore de la description 3*3« 
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3.9. Soient i  l X «—̂  Y u n plongement fermé défini par un idéal I  d e 0 y , 

F u n Ô -module , M l a déformation canonique de i  a u cône normal, p  : M—»Y 

la projection, n : N <—± M l e cône normal de X  dan s Y  ,  q  : N —> X l a 

projection, A = ©  tn 0 © ( & tni~ n l a 0  -algèbre dont M es t le spectre 
n^o Y  n< 0 

affine (2.15). 

Notons p* F l'imag e inverse de F  su r M  correspondan t donc au A-module 

(Jr tn F # ©  tni"" n # F  .  Notons 3Lp*F l'obje t de la catégorie dérivée 

des 0W-module s correspondant à A ® F  «  Enfin notons p** F le 0  -module 

correspondant au A-module ©  tn F ® ffî tni~n F • On a un homomorphisme 

canonique ILp*F —* p*F qu i induit un isomorphisme sur l'homologie de degré 0 

Les groupes Tor . (A, F) ,  i  > 0 ,  sont des A-module s de support contenu dans 

q ( X fi supp F) :  en effet on a sup p Tor̂  (A, F) c p (sup p F) e t en dehors 

de N  ,  M es t plat sur 0 y ;  on a donc 

supp Tori (A, F) c p"" (supp F) 0 N = q"" (supp Ff]X) • 

On a de même un homomorphisme surjectif p* F —̂  p F e t on constate comme plus 

haut que le support du noyau est dans q   ̂(X Pi supp F) • 

3.10« Avec les notations précédentes on pose Grad.. F = u*p̂ F •  C'est un 

oo n  n+ 1 ° ° n  n+ 1 N-module correspondant au B-modul e gradué Q I F / I F o ù B = $ l / l 

est l'algèbre affine de N  su r X  •  Le 0  -module gradué Gra d F correspond 

donc au gradué associé de F  pou r la filtration I-adique « 

PROPOSITION 3#11«- Soit [F ] (resp.[6rad̂ F]) le cycle de Y (resp. N(X,Y>) 

associé à F  (resp. Gracl F) (exp. 0) «  On a 

3.11.1. OvfX[F] = [GradxF] 

De plus si codim^sup p F C\ X,X) = codim^XjY) en tout point x  £ supp F 0 X 

et si le complexe IL(ioq)*F est borné, alors 

3.11.2. aY,xM - IL(i o q)*F = 
i 

-1 .i "Tor.(0 ,F x v N 

Le 0..-modul e p̂ F restrein t à M -N = YxiA - {o} n'es t autre que M 

l'image inverse de F  pa r la première projection. Comme la multiplication 

par t  dans p** F est injective, le support de F  n' a aucune composante dans N . 

Il résulte alors de la définition de 1*homomorphisme de Gysin pour les diviseurs 

principaux (exp. 3) que a [F ] = {p*F® 0  ] d'o ù 3.11.1 compte-tenu de 3.10. 
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Démontrons la deuxième assertion. On a un homomorphisme surjectif p* F pR F 

(3»9) dont le noyau H  a  un support contenu dans N e t de dimension < à  la 

dimension du support de p̂ F •  Il s'ensuit que [&Lu*)(p*F) ] = [GradF] ; 

L 

d'où ay>x[F] = [0N ®Q p*F ] - [Tor^O^F)] . 

L'homologie de ILp*F d e degré > 0 es t formée de 0̂ -modul e à support contenu 

dans N  e t de dimension < à la dimension du support de p" F .  On a donc 

aY [F] = S {[To r Y(F,0 ) ® 0 ] [Ior1M(ToriY(F,0M),0N)]} 

Dans le groupe de Grothendieck des Qx -modules de dimension .< dim supp F ,  on 
M 

a d'après la suite spectrale des To r : 

S (-OVlVbr. (F,0M) ©Q 0N - clTor * (ror,Y(F,0j,0H)} = 

1 

(-D1cl2br.Y(P,0N) 

d'où le résultat. 

3.12. Nous avons implicitement utilisé dans la démonstration de 3.11 le fait 

suivant : si F . es t un complexe borné sur 0 y te l que IL (icq)*F. soi t 

borné, alors ILp*F. est un complexe borne. Démontrons cela. Soit I  l e 0y 

idéal de X  •  Quitte à translater F . ,  on peut supposer que la cohomologie 

de F . es t en degré négatif. L'hypothèse entraîne qu'il existe un -entier m 

tel que pour tout n  ,  la cohomologie de F . ® I  /l soi t nulle en dehors 

de l'intervalle [-m,0 ] « Les suites exactes 0  — >I — ^ 1 — I / l — > 0 

entraînent alors que F . ® I  a  une cohomologie nulle en dehors de l'inter-

valle [ - sup(m - 1,0),0] . Il s'ensuit en vertu de 2.15 que ILp*F es t un 

complexe borné» 

3.13. Notons A*(Y ) e t A*(N) le s anneaux de Chern de Y  e t N  respective-

ment (exposé 5)» On a un homomorphisme d'anneaux 

(i* q)* : i/(Y) >  //(N) • 

Les groupes de Chow A.(Y) et A.(N) sont des modules sur leurs anneaux de 

Chern respectifs. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que 1'homomor-

phisme de spécialisation a  Y  es t un di-homomorphisme de modules. 
Y, A 
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§ 4# Homomorphisme de Gysin pour les plongements réguliers en théorie de Chow. 

4.1. Soit s s Xe ^ Y u n plongement fermé régulier. Le cône normal N(X,Y) 

est un fibre vectoriel sur X de rang d  «  Notons p  t N(XFY) — ^ X la pro-

jection. On sait alors que !• homomorphisme d'image inverse 

p* i A.(X) *>A.(N(X,Y)) 

est un isomorphisme de degré d  (exp « 2 et 3). 

On appelle homomorphisme de Gysin et on note 

s* = A.(X) »  A.(X) 

l'homomorphisme de degré -d obten u en composant (p*)"* ^ ave c l'homomorphisme 

de spécialisation < r v » A.(Y) —*A.(N(X,Y)) • 

4.2. Supposons que le plongement régulier s  : X * — * Y admett e une rétraction 

lisse p  l Y —» X .  On a alors 

4.2.1. s*p»=I d ,x ) 

ainsi qufil résulte de 3.7. En particulier si Y est un fibre vectoriel sur X 

et si s est la section nulle, on a 

4*2.2. s * = (d*)*"1 

Il résulte alors de 4.1 que 

4.2.3. i * • j*o Cy x 

où j  t X N(X,Y ) est le plongement canonique. 

PROPOSITION 4.3Soient s  t X »  Y un plongement régulier 

X xJh i À 

Vr0 II 

II 

un diagramme commutatif tel que n soit plat et i un plongement régulier. On  

suppose que la paire ( X x (jh - {0},TT1 (Jk - {0})) est isomorphe à (X,Y) x(A4p|). 

de sorte qu'on a un homomorphisme de spécialisation 

A.(Y) —L-»a .U ) . 
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Alors le diagrame ci-après et commutatif. 

A . ( Y ) - s* 

K A.(X) t 

A.(A i* 

Soit M(i) la déformation canonique au cône normal de i • L'espace M(i) 

est muni dfun morphisme M(i) — • & xA • Comme le cône normal de i est plat 

sur X x A 9 donc sur A , pour toute valeur \ du premier paramètre de A x A , 

la fibre M(i) est la déformation canonique du plongement régulier i iX*->A 
A. A A 

(2»14)« On a donc un diagramme commutatif de spécialisation 

A. Y 
T A.(AO) 

CTY,X 
A.(AO) 

A.(N(X,Y)) t 1 A.(N(X,A )) 

Comme le cône normal de i est un fibre vectoriel sur X le diagramme ci-après 

est commutatif S 

A.(N(X,Y) t . A.(N(X,AO)) 

a* P* 

A.(X) - A.(x) 

où p et q sont les projections canoniques, d'où la proposition. 

THÉORÈME 4»4.~ Soient X tJi* Z < — Y deux plongements réguliers. Alors 

(v o u)* = u* o v* 

Supposons d'abord que Y soit un fibre vectoriel sur Z et soit p t Y-*J 

la projection» En vertu de 4.2.2, il suffit de montrer que (vo u)* o p* a u* • 

Soit Wc Z un sous-espace, fermé, N(W fi X,X) c N(XTZ) le cône normal de 

M f\ X dans X - On a t 

4.4.1. TT*U*[W] = [N(W H X,X)] 

où TT l N(XTZ) — T X est la projection canonique. 

On a une suite exacte scindée de fibres vectoriels sur X 
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0 >  N(X,Z) ^ —> N(X,Y) >  X  ̂Y >  0 

et on constate immédiatement que 

q*N(W H X,X) = N(p*W f ; Xfp*W) . 

On déduit donc de 4.4*1 et de 3.3 l'égalité 

(q*o TT*)u*[W] = q*#(vou)*o p*[V] 

d'où le théorème dans ce cas car q *TT* = (rtoq)* est l'image inverse par la 

projection canonique tt o q : N(X,Y) — ± X ,  et cette image inverse induit 

un isomorphisme sur les groupes de Chow. 

Dans le cas général, la proposition 4.3t appliquée au plongement 

X x A c—* M(XfY) ,  fournit un diagramme commutatif 

A.(Y) 
(v o u)* 

A.(X) 

aY,Z V'o u)* 

À.(N(ZFY), 

où v ' s Z «—̂  N(ZfY) est le plongement donné par la section nulle du fibre 

vectoriel N(Z,Y ) de base Z  •  En vertu de ce qui précède, on a donc 

(vo u)* a U* o v'*o 0\_ _ 
1mA 

d'où le résultat en vertu de 4.2.2 et de la définition 4.1. 

PROPOSITION 4»4.- Soit i  : X «—» Y un plongement fermé régulier de codimension 

d •  Pour tout a i A.(x) ,  on a 

i*i»(or) = tt.c (N(X.Y)) 

Posons N  = N(X,Y) ;  notons p  t N k—» X e t j  : X c—> N l a projection 

et la section nulle. Par définition on a i*i~(a ) = (p*)~̂ o\, v ± A ù ) e t d'après 

3.4. on a 1*1* (or) = (p*)"" iAa) •  Il s'agit donc de démontrer que 

4.4.1. j*(c*) = p*(ûf).c (p»N)) 

où p* H es t le fibre vectoriel de base N  dédui t de p  î N —> X pa r le 

changement de base p  : N —̂  X •  Il suffit de démontrer cette formule lorsque 

a = [w] où W c X es t un sous-espace fermé. Notons p * l N* —y \I , le fibre 

déduit de N  pa r changement de base, j ' s W —T N' l a section nulle, 
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TT : N» *—> N l e plongement canonique. On a 

j » -  TT^[W] P*(a)rCd(p»N) - TT*.p'*[W].Cd(p'*N') 

On peut donc se borner à démontrer 4.4.1 lorsque a = [X] ,  c'est-à-dire à 

montrer que 

4.4.2. j*[x] = [N].C,(P*N) . 

Or p* N possèd e une section canonique sur N  don t l'espace des zéros est j(x) 

et par suite 4.4.2 résulte de l'exposé 5 . 

PROPOSITION 4.5.- Soient i  : X c— Y un plongement fermé régulier de codi- 

mension d  ,  F  u n 0^ - module tel que sup p F H X soit de codi mens ion d 

dans X  .  Àïors 

i*[F] = T, (-O^ibr^P.O^] 

Soient N  l e fibre normal de X  dan s Y e t p  : N —» X l a projection 

Il résulte de 3.10 que 

aY X[F] = T (-l)1[p*5briY(P,0x)] • 

d'où la proposition en vertu de 4.1 . 

4.6. Lorsque X  es t un diviseur dans Y ,  les propositions 4.4 et 4.5 permet-

tent de décrire le cycle i*[w] pou r tout sous-espace irréductible W d e Y . 

En effet ou bien W c X e t alors on applique 4.4 ou bien X  e t on appli-

que 4.5. En particulier, lorsque X es t un diviseur principal, il résulte de 

4.4 et de 4.5 que 1'homomorphisme de Gysin étudié ici coïncide avec l'homomor-

phisme de Gysin étudié à l'exposé 3 . 

COROLLAIRE 4*7Soit i  : X«—> Y un plongement fermé régulier, tel que Y 

soit lisse. Pour a £ A.[Y] notons cl(a ) ( A*(Y) l'élément tel que o r = C^O^IY] 

Alors on a, avec les notations de l'exposé 5 t 

- K L . ci(*; 

Résulte de 4.5 et des définitions de l'exposé 5 . 

Exercice.- Soient i  : X «—r Y u n plongement fermé régulier de codimension 
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d ,  V une sous-variété de Y tel que W p. X soi t régulièrement plongé 

dans W |  de codimension d » • Alors N( w D X,W) es t un sous-fibré de 

N(X,Y) t  notons £  le fibre quotient et j : W H X «—> X le plongement 

canonique* Alors i *[w] « j*([wr< X] . Cd_dl(E)) • 

§ 5. Homomorphisme de Gysin pour les morphismes d'intersection complète en  

théorie de Chow» 

5.1. Soient X et Y des variétés quasi-projectives et f  t X —> Y un 

morphisme localement d'intersection complète (1»4)9 de dimension relative 

virtuelle d  i TL (1#5)« 

Soit 

5*1 .1. 

X i Z 

f P 

y 

une factorisation de f en un plongement régulier suivi d'un morphisme lisse 

(1.6). Notons 

5.1.2. P* i А - М V A.fifi 
l1 homomorphisme composé f* * i*o p* #  C'est un homomorphisme de degré d 

PROPOSITION 5«2«- L'homomorphisme f* ne dépend pas de la factorisation» 

On utilise pour cela le lemme suivant» 

LEMME 5«3»- Soit 

X' i' Z» 

f f 

a' 
i 

Z 

un diagramme cartésien où f est lisse et i un plongement régulier. Alors 

on a i'*f* = f'*i* • 

Conséquence immédiate de 3»8 et 4»1. 
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5.4. Démontrons la proposition 5.2. Il s'agit de comparer les homomor phis mes 

définis par deux factorisations. En utilisant un produit fibre, on se ramène 

au cas où f  : X <—> Y es t un plongement régulier et où on a une factorisa-

tion où p  es t lisse 

z 

3-

x 
f 

P 

Y 

Introduisons alors le produit fibre X x Z  •  On a un diagramme cartésien 

Z xy x 
f 

> Z 

P" s P 

X f 
- Y 

et f'os=» i I On a donc i*p * = s*f'*p* e n vertu de 4.4 ? s*p'*f* en 

vertu de 5»3 et s*p'*f* = f* e n vertu de 4.2.1, d'où la proposition. 

5#5. On appelle homomorphisme de Gysin défini par f  ,  l'homomorphisme 5.1.2. 

PROPOSITION 5«6.- Soient X  Y  —2-̂  Z deux morphismes localement d'intersec- 

tion complète entre variétés quasi-projectives, de dimension relative d  e t d' 

respectivement» Alors on a 

(f og)* = f*o g* 

Vérification formelle à partir de 4.4 $ 5.3 et 5.6, 

PROPOSITION 5.7.- Soit 
X ' F Y' 

P ' IP1 

Y f 
Y 

un diagramme cartésien de variétés quasi-projectives où f  est localement  

d'intersection complète et p  plat. Alors 

p »* © =  f '*o p* . 

Résulte de 5.3. 
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PROPOSITION 5.8.- Soient f  : X —> Y un morphisme localement d'intersection 

complète de dimension relative d  e ntre variétés guasi-projectives et F  un 

0,-module tel que pour tout point x  ( x H f"^ (supp F) on ait 

dimx(X H if1 (supp F))  ̂dimf^(supp F) + d . 

Alors 
P*[F] = £ (-l)1[̂ or.Y(0x.F)] 

Résulte de 4»5. 

5.8. Il résulte de 5.7 que lorsque f  es t plat 1'homomorphisme de Gysin n'esl 

autre que l'image inverse des cycles. Il résulte aussi de 5.7 que lorsque Y 

est lisse, on a pour tout a (. A.(Y) : 

5.8.1. £*(<* ) = [X] .cl(or) , 

(cf. 4.7). 

5.9. Notons A*(Y) et A*(x) le s anneaux de Chern de Y e t X respective-

ment (exp. 2.). On a un homomorphisme d'anneaux 

f* : A*(Y) > A'(X) 

Nous laissons au lecteur le soin de "Vérifier que lfhomomorphisme de Gysin est 

un di-homomorphisme de modules. 

§ 6. Homomorphisme de spécialisation pour les plongements fermés en K  -théorie 

6.1. Si X  es t un espace analytique ou algébrique, et F u n Ox-faisceau 

cohérent, on note | F| la classe de F dan s le groupe K . (x) «  Si F. est 

un complexe borné de O-module s à cohomologie cohérentef on pose 

|P.| = L (-1)V(F.)| 

PROPOSITION 6.2.- Soient X Y un plongement fermé, N le c&ne normal 

de X  dans Y ,  q  : N —> X l a projection. 

a) il existe un et un seul homomorphisme 

ay x : I.(Y) »  K.(N) 

tel quef pour tout 0  -module cohérent F  t  on ait (3.10) 
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aYfX(|F|) = [GRADAI ; 

b) si F » est un complexe borné de 0„ -modules à cohomologie cohérente tel  

que ]L(i o q)*(F.) soit borné, alors 

o X(|F,| ) = |3L(ioq)*(P.)| 

Notons I  l'idéa l de définition de X dan s Y  ,  M l a déformation 

canonique au cône normal, A = © tni~ n l'algèbr e affine de M  (2.15 ) , 

u : N<—̂  M l e plongement canonique, p : M —> Y l a projection. Comme N 

est un diviseur principal dans M  ,  l'homomorphisme composé 

I#(N) - ^ U K.(M ) I.(N) 

est nul. Pour tout 0  -module F  poson s (3.9) : 

P*F = 
niZL 

T-n„ n 
I F t 

Il lui correspond un 0,-modul e noté encore p° F •  Soit 
M 

0 >  F' —9L_> F [L> F" ^  0 

une suite exacte de 0  -modules.Alors la suite 

0 » ph F' ? °Vp F  ?  [J> pfa F" > 0 

n'est pas en général exacte. Cependant p̂ p es t surjectif, p̂ a es t injectif 

et le conoyau de l'homomorphisme injectif p^F'u— ^ Ker p̂ p es t un A-module 

de torsion, ou encore un 0  -module à support dans N (lemm e d»Artin-Rees). 

La classe de ce conoyau dans K.(M) est donc dans l'image de K.(N) et on a 

|pBF| = Ip̂ F'L + |p*»F«| mod û K.(N) 

Il résulte de ce qui précède que l'application F y\ 3Lu*(pN F) | est additive 

sur les suites exactes. Par ailleurs on constate que I^u*p ^F = 0 et 

u*p*̂ F s Grad̂ F ,  d'où la première assertion. Démontrons la deuxième assertion. 

Il résulte de 3.12 que ILp*F. est un complexe borné. La suite spectrale 

d'hyperhomologie fournit des homomorphismes de lisière 

H (Xp*F.) >  P*(H F.) 

dont les noyaux et conoyaux sont à support dans N  .  On a donc 

12Lp*P. | = S (-l)1|p̂ (H.F.)|mod U^K.(N) 
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Les homomorphismes canoniques p^ILF.)—^P^H^F. ) (3.9 ) sont surjectifs 

et le noyau est à support dans N .  On a donc 

|3Lp*F.| * S (-1) ph(HiF) mod u^K.(N) 

Il résulte que 

aY|X(|F.|) = |]Lu*lLp*F.| 

et l'assertion résulte alors de la fonctorialité de l'image inverse. 

6.3. L'homomorphisme a v Y 2 K.(Y) — > K.(N) est appelé l'homomorphisme de 
— Y, a 

spécialisation» 

6.4. Soit X Y u n plongement fermé régulier. Il résulte alors de 6#2 que 

le diagramme ci-après est commutatif : 

K.(Y; i* r . (x) 

A Y > 
q* 

K.(N) 

Par ailleurs, lorsque X e t Y son t algébriques, il résulte de l'exposé 5 

que q * es t un isomorphisme. On a donc 

6.4.1. i* = (q*)~1o G «  . j*o av « 

où j  : X » N es t l'injection canonique. 

THEOREME 6.5.- Soient X '—^ Y un plongement fermé de variétés algébriques  

quasi-proj ectives, N l e cflne normal de X dans Y •  Le diagramme 

K.(Y) 
Tv 

A.(Y) ® Q 

CTY.Î o- Id 
AY,X XAQ 

K.(N) 
T 
N A.(N) ® Q 

où les flèches horizontales sont des homomorphismes de Riemann-Roch (exp. 4) 

et les flèches verticales des homomorphismes de spécialisation, est commutatif» 

Soit M l a déformation canonique de Y a u cône normal. On a donc un 
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plongement N<-̂ -> M e t l'ouvert complémentaire n'est autre que Y  x (FFI ~ {0}) • 

On a de plus une projection plate M  —> A . 

6.6. Montrons d'abord que le diagramme 

6.6.1 , 

K.(M) t n A.(N) ® Q 

u* u* 

K.(M) 
tm 

A.(M) €> Q 

est commutatif. 

Soient F  u n Ô -modul e plat sur £i , ' M «—» Z u n plongement fermé 

dans une variété lisse. On en déduit un plongement rendant commutatif le dia-

gramme 

M < • Z x & 

pr2 

t 

Par construction de T ,  on a (exp. 5) s 

TM(|F|) - ch£X* (F).Todd(Z XA) . 

Par suite 

U*TMDFL) = (F)).Todd( Z xA) 

Il résulte de la propriété d'homotopie (exp. 4) que u^ch^ X i(F)) = chN(u*F' 

Comme Todd( Z x&) = Todd(z) ,  on a bien 

u%(|F|) = T N(|u*(F)|) 

Soit maintenant X  ( Jk et F  u n 0. , -module où M. es t la fibre de 

au-dessus de \  •  Notons i . : M. c—> M l'inclusion . On a lu*i _ Fi = 0 et 

T (|i F| ) est , par fonctorialité du T ,  la classe d'un cycle contenu dans M \ # 

M e t par suite U*T (|i F| ) = 0 .  On a donc bien 

u*tM(|i, F|) =rM(u*|i F ) 

Comme K*(M) est engendré par les classes des 0  -modules considérés ci-dessus, 
M 

la commutativi té de 6.6.1 est établie. 
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6,7» On a des suites exactes 

K.(N) ^ K.(M) ï K.(Y X - {0}) ï 0 

A.(N) ^ A.(M) y  A.(Y X (/A - {0}) >  0 

et on a u*u ^ =0 •  Par suite les homomorphismes de Gysin u * s e factorisenl 

en morphismes de restriction à l'ouvert Y  x (jk - {0}) suivi d'un morphisme 

noté v * •  Comme la transformation T commut e à la restriction aux ouverts 

(exp. £) on a un diagramme commutati f 

6.7.1. 

K.(N) 
TN 

A.(N) ® 0 

v* V* 

K.(Y X (jk - {0} 
TYft-<0») 

A.(Y,x (fk - {0}) ® Q 

6.8. Notons TT : Y x (fk - {0}) * Y la première projection. Montrons que le 

diagramme 

6.8.1. 

K.(Y x (A - {o>; 
ax(/A-{0}) 

A.(Y x(jh - {0}) ® Q 

x* TT* 

K.(Y, 

T 

V > A.(Y) ® Q 

est commutatif. Soient F  u n Ov-module f Y  *  Z u n plongement lisse. Alors 

on a un plongement lisse Y  x Qk - {0}) « > Z x/A - {o} .  On a 

d'où 

Ty(|p|) = ch£(F).Todd Z 

TT*T (i F j ) = TT*ch£(F) . TT* ( Todd Z) . 

D'après l'exposé i, on a 

ifchífF) - c h ^ r - E Í (TT*F) car TT est plat. 

Comme de plus rr*(Tod d Z) = Todd Z x (jk - {0}) f  on a bien la commutativi té 

de 6.8.1. Comme on a a  Y  = u* . TT* ,  le théorème résulte de la commutativi té 

de 6.8.1 et 6.7.1. 
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§ 7, Le théorème de Riemann-Roch pour les morphismes localement d'intersections  

complètes. 

THÉORÈME 7.1Soient f  S X —> Y un morphisme localement d'intersection  

complète (1.4) entre variétés quasi-projectives et T . le complexe tangent 

à £  (^mS)m Le diaqramme 

K.(X): 
TX A.(X) ® Q 

£* f* . Todd(T ) 

K.(X): TY 
• A.(Y) <8> Q 

où le f * de gauche est l'image inverse en K  théorie et le f * de droite  

1'homomorphisme de Gysin (5.5) est commutatif. 

7.2. Soient f  t X —̂  Y e t g  i Y —> Z deu x morphismes localement d'inter-

section complète. Alors go f es t localement d'intersection complète (1.9). 

On a ( g « f)* = £*g* auss i bien en K  -théorie qu'en théorie de Chow (5.6). 

On a |T g o p| » |Tf| + £*|Tg| (1.9 ) et la classe de Todd transforme les sommes 

en produits* De sorte que si le théorème 7.1 est vrai pour f  e t g  i l est 

vrai pour go f ,  Il suffit donc de vérifier le théorème dans 3 cas s 

1) f es t un plongement fermé régulier, 

2) f  es t la projection d'un fibre projectif, 

3) f  es t un plongement ouvert. 

Le cas où f  es t un plongement ouvert est connu (exp. 5), il reste à 

examiner les deux premiers cas» 

7.3. Cas où f  est la projection d'un fibre projectif. 

Supposons que X soi t le fibre projectif P(E) d'un fibre vectoriel E 

sur Y  e t que f  soi t la projection. Il existe un plongement fermé de Y  dans 

une variété lisse et quasi-projective Z  muni e d'un fibre vectoriel F  tel 

que E = Fx Ŷ .O n a donc un diagramme cartésien 
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X<- P(P) 

fi 

Y c- Z 

Soit G  u n faisceau cohérent sur Y  «  On a 

a.• (|G|) = chJ(G) .Todd Z 

Par suite 

f*r (|G|) - f*c*i5(G) . Todd p*T„ 

D'après l'exposé 2 (il), on » f*cĥ (G) = c*î F'(f*G) •  Notons T p l e fibre 

des vecteurs tangents verticaux sur P(F) » On a une suite exacte 

0 > T >T(r t >P* T >o , 

d»où Todd T (p) = Todd Pp • Todd P*TZ • 

On a donc 

Todd T . f*TY(|G|) -Tx(|f»G|) , 

d'où le théorème dans ce cas. 

7#4, Cas ou f  est la projection d'un fibre vectoriel» 

Un tel morphisme se factorise en un plongement ouvert et une fibration 

projective. Vu la remarque 7.2, ce cas résulte de 7.3« 

7.5« Cas où f  est la section nulle d'un fibre vectoriel» 

Notons p  s Y —̂  X l a projection» D'après 7,4, on a un diagramme commu-

ta tif K.(X): 
TY 

A» (Y) ® Q 

P* p* » Todd Y. 

K.(X) TX A.(X) ® Q 

Comme f * = (p*)"~̂  o n en déduit aussitôt le théorème dans ce cas» 

7.6» Cas où f  est un plongement fermé régulier» 

D'après 6 #5, on a un diagramme commuta tif 
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K.(N; 
TN 

A.(X) €> Q 

aY,X aYtX 

K.(Y; 
Tx 

A.(Y) ® Q 

et d'après 4*2.3 et 6.4.1, on a i * = j*o a Y  «I l suffit donc de démontrer 

le théorème pour j : X C—^ N plongemen t canonique de X dans son fibre nor-

mal, et ce cas a été traité en 7«5, d'où le théorème. 

§ 8« Homomorphisme de spécialisation pour les plongements fermés, en homologie. 

8.1» Soit k la clôture algébrique de k .O n note A un anneau égal à 7L 

ou TL^ , 1 premier, lorsqu'on considère des espaces analytiques ou bien 

égal à 2L^ , 1 premier à la caractéristique de k , lorsqu'on considère 

des variétés algébriques sur k •  Soit X un espace analytique, on note 

H.(X,A) l'homologi e singulière localement finie de X à coefficients dans A 

(exp. 6 ) . Soit X une variété algébrique sur k , on note H .(X,A) l'homo -

logie étale de X = X ®k k à coefficients dans A (exp . 8), de sorte que le 

groupe de Galois Gal(ks/k ) opèr e naturellement sur cette homologie. On dé-

signera par ô une famille de supports sur X •  Lorsque X sera une variété 

algébrique sur k , $ sera sauf mention contraire la famille de tous les 

fermés ou la "famille des compacts". 

Notons que lorsque X es t une variété algébrique sur C et A = 2Z^ , 

les théories de l'homologie étale et de l'homologie singulière de l'espace 

analytique correspondant X coïnciden t (exp. 6). 

On notera H*(X,A) , H*(X,A) le s théories de la cohomologie correspon-

dantes, étales ou singulières selon les cas. Dans le cas algébrique, ces 

groupes sont munis d'une action de Gal(ks/k ) • 

8.2. Soient i : X 5 — ^ Y u n plongement fermé, N le cône normal de X dans Y. 

q : N —̂ X l a projection, M la déformation canonique au cône normal, 
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TT s M —* A l a projection canonique sur la droite affine. On a T T ̂ {0} = N 

et TT ""̂  (A - {o}) = Y x (SA - {O}) et sur cet ouvert TT est la deuxième pro-

jection» On pose i  q  = p : N — ^ Y »  On note TY (resp , T^) l e complexe 

dualisant (exp» 7 et 8) sur Y (resp. N) • 

Soit RTTJA l e complexe des images directes à supports propres de A • 

La fibre en 0 i Ik de ce complexe est RRC(N,A) e t RTTjAJ^ _  ̂es t iso-

morphe au complexe constant RRR(Y,A) •  On a donc un morphisme de générisa-

tion RTc(NfA) » RRc(Y,A) 

dfoù en dualisant, un morphisme de spécialisation 

8.2.0. RR(Yfrv) >  RT(NfrN) 

compatible avec la localisation sur Y  »  On obtient donc, en localisant sur Y 

un morphisme de complexes de faisceaux 

8,2.1. er x : P*TY >V 

appelé 1'homomorphisme de spécialisation. 

En dualisant et bidualisant, ce morphisme peut avoir différents avatars. 

Tout d'abord, il peut être interprété comme un élément 

8,2,2, aY,X C R°r(N,R#om(p*rv,^N)) . 

Il résulte de la bi duali té locale sur Y  qu e 

R№m(p*TY,TN) = p'A 

où p es t le foncteur image inverse tordue (exp. 8). On dispose donc d'une 

classe 

8,2.3. CJV X i R r(N,p'A) 

appelée classe de spécialisation. En utilisant la dualité relative pour le 

morphisme q  : N * X ,  la classe 8.2.3 s'interprète encore comme un homomor-

phisme de complexes sur X  • : 

8.2.4. aY x : Rq,A »  Ri*A 

où, en utilisant la dualité relative pour p î N — >Y ,  la classe 8.2.3 donne 

un homomorphisme de complexes sur Y 
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8.2.5. °Y X 1 Rp!A * A * 

Tous ces homomorphismes seront appelés homomorphismes de spécialisation. 

Lorsque Y est un cône de sommet X , on vérifie facilement que les homo­

morphismes de spécialisation sous la forme 8.2.0 et 8.2.4 sont des isomorphismes. 

8.3. Soit 5  une famille de supports sur Y • Lfhomomorphisme 8.2.1 induit 

des homomorphismes encore notés 

8.3.1. O l H!(YjA) » H? ^ ( N , A ) 

Soit f une famille de supports sur Y et p I H*(YTA) . On a alors, 

pour * C H!(Y»A) , 

8.3.2. ay x(a) f\ P*P = a x(o r 0 P) 

Soit §9 une famille de supports sur N 9 adaptée à $ (i.e. si V( 5', 

p(v) € § , et p/V est propre). Alors 8.2.5 induit des homomorphismes encore 

notés 

8.3.3. ayx I H*,(NFA) >H*(YFA) 

Lorsque § et §' sont les familles des compacts, l'homomorphisme 8.3.3 est 

le dual (au sens dérivé) de 8.3.1 pour la famille de tous les fermés. 

8.4. Soit 

X' Y' 

f* f 

X v 

un diagramme cartésien où f est propre, N (resp# N1) le cône normal de X 

(resp. Xf) dans Y (resp. Y') • Le morphisme f induit un morphisme propre 

g t N9 — * N au-dessus de f , i.e. on a un diagramme commutatif 

8.4.1. 

N' 
A N 

o' P 

Y' 
f Y 

n a donc des diagrammes en homologie 
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8.4.2. 

HS(Y,A' 
°Y',X' 

HP_1(5)(N,A) 

x* g* 

H* 1 USA] 

f~1(s} 
°Y',X' H(fop)"1(5)(N',A) 

et en cohomologie pour des familles adaptées 

8.4.3. 

H!(YFA) 
gY'.X' 

H?(NFA) 

f* g* 

H* 1 U S A ] 

f~1(s} 

gY'.X' 
H# 1 (N1 ,A) 

PROPOSITION 8#5#- Les diagrammes 8.4.2 et 8.4.3 sont commuta tifs. 

Soient M e t M1 le s déformations canoniques aux cônes normaux de X 

et X1 respectivement . On a un morphisme 

h x M' M 

A 

au-dessus de li. qui est propre, qui induit g sur la fibre en 0  e t f  sur 

les fibres non nulles. On a donc un diagramme commutatif de générisations 

Rf (N,A g* RRC(N',A) 

RTC(Y,A) 
f» 

RT (Y',A) 

La proposition s'en déduit par des manipulations formelles en dualisant. 

COROLLAIRE 8#6#- Notons j  : X '—* N l'inclusion canonique. Le diagramme ci-

aorès est commutatif : 

RTC(Y,A) CTY.X 
Jïf (§)(N,A) 

x* x* 

H5 0 X(X,A)' 
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C'est le cas particulier où Y ' = X • 

PROPOSITION 8.7.- Soit 

3 i Y' 

f f 

X 
i 

. Y 

un diagramme cartésien avec f  plat de dimension relative d  e t i  plonge- 

ment fermé. N e t N 1 les cônes normaux de i  e t i 1 respectivement» g t N'-»N 

le morphisme plat induit par f  f  §  une famille de supports sur Y  •  Mors 

le diagramme 

HPOSF (3)(N.)(_D x'y Hf'1(5)(y,)(_d) 

9* f 

не (?><NÌ 
GY.X 

HÏ(Y) 

où f * e t g * sont les images inverses (fonctorialité extraordinaire) (exp. 7 . 

(*) 
n°2 et exp. 8) est commutatifx . 

Soient M  e t M' le s déformations canoniques aux cônes normaux de X 

et X' respectivement . On a un morphisme 

h : M* M 

TT' 'TI 

A 

qui induit f  su r les fibres non nulles et g  su r la fibre en 0 •  Comme f 

est plat, h  est plat. Le morphisme 

Tr :  Rh.A ±  A(-d) 

est donc défini (exp. 6 et exp. 8), d'où un morphisme 

RTTtTr :  RrrjA >  RrT.A(-d) 

On en déduit un diagramme commutatif de gènerisation 
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ET (NV 
RTc(Tr ) 

RTc(N,A)(-d) 
t 

HTc(Y'fA' 
ETc(Trf) 

>Er (Y,A)(-d] 

La proposition s'en déduit par des manipulations formelles en dual is an t. 

8.8. Dans l'exposé 5, on définit la classe fondamentale d'un espace analytique X . 

C'est une classe d'homologie [x] (. H .  v (X,A) .  Dan» l'exposé 8, dans le 

cas k  algébriquemen t clos, la classe fondamentale de X a  été définie comme 

une classe [x] ( H2dimX (xiA)(""dimX) • Posons d  » dim X •  La torsion de 

- dim X = - d provien t de ce que, lorsque X .est irréductible, H^XjA ) 

s'identifie naturellement à p .  ̂=  A(d) •  De sorte que H 2d(x,A)(-d) est 

canoniquement isomorphe à A e t la classe [x] dan s cet isomorphisme corres-

pond à l'entier m ^ ( o ù es t la multiplicité générique de X « 

Lorsque k  n'es t pas algébriquement clos, on a posé H2d(X,A ) » Ĥ d(XfA) 

de sorte que H2d(X,A ) es t un Ga i ( kg/k)-module et que H2(X,A)(-d ) es t le 

Gal(kg/k)-module H2d(X,A) ® •  L'action du groupe de Galois sur ce module 

n'est pas en général triviale (par exemple si X  es t irréductible mais non 

géométriquement irréductible). Cependant la classe fondamentale de X  es t un 

élément fixe sous cette action. On l'appelle la classe fondamentale de X  e t 

on la note [x] C H2d(x,A)(-d) . 

Plus généralement si W  es t un cycle de X  d e dimension n  ,  la classe 

d'homologie associée à W es t un élément [w] dan s le Gal(ks/x)-module 

H2n(XfA)(-n) . On posera dans la suite H n(xfA) « H2n(XfA)(-n) lorsqu e X 

est algébrique et H  (X,A) = h\ (x,A) lorsqu e X  es t analytique. 

PROPOSITION 8.9*- Soient i  : X<—*Y un plongement fermé, N le cône normal 

de i  t L'homomorphisme de spécialisation 

ay x : H.(Y) *  H.(N) 

transforme la classe fondamentale de Y  en la classe fondamentale de N 

221 



IX-34 J.-L. VERDIER 

Résulte de l'exposé 6 dans le cas analytique. On peut faire une démons­

tration analogue dans le cas algébrique, 

COROLLAIRE 8.10»- Soit i t X <—> Y un plongement fermé de variétés algébri­

ques» Le diagramme 

A.(Y) 
°IR.x A.(N) 

cl cl 

H.(Y) °Y,Ï H.(N) 

est commutatif. 

Résulte de 8,9, de la définition de 11 homomorphisme cl (exp. 6, exp, 8) 

et de 8*5* 

§ Homomorphisme de Gysin pour les plongements fermés réguliers, en homologie 

<U1 • Soient X <-i-> Y un plongement fermé et régulier de codimension d , 

q t N ™ * X le fibre normal à i , Alors l'homomorphisme df image inverse 

q* J H ,(x)(d) ^H.(N) 

est un isomorphisme de degré 2d , On pose 

= (q*) * 0YtX 

de sorte que 

9*1.1. i* i H.(Y) — - » H . ( x ) ( d ) 

est un homomorphisme de degré -2d .On l1 appelle l1 homomorphisme de Gysin. 

9.2. Comme la formation de la classe d'homologie associée à va cycle commute 

aux images inverses par les morphismes plats (exp. 6 et 8). il résulte aussitôt 

des définitions 9.1 et 4.1 et de la proposition 8.10 qu'on a un diagramme commu­

ta tif. 

9.2.1. 

A.(Y) i* 'A.(X) 

cl cl 

H,Y i* 
H.(X) 
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9.3« Notons j J X *—>N l'injection canonique» Comme on a q o j = Id̂  f on 
t i 

a j'o q A = A et par suite on a vn homomorphismecanonique de complexes de N 

faisceaux 

9.3.1 
;eM:A-^j!(A[2d])(d) 

eN t Ax—^A[2d](d) 

qu'on interprète comme une classe de cohomologie 

9 « Hf (N,A)(d) 

qu'on appelle la classe de Thom du fibre N » 

Par ailleurs on a une classe de spécialisation (8.2.3) 

aY,X : A * pîA 

d'où en appliquant le foncteur j! un morphisme composé de complexes de 

faisceaux sur X 

eNo j oy x[2d](d) = 9XjY : A » i*A[2d](d) 

qu'on peut interpréter comme un morphisme sur Y 

9.3.1. GX.Y * h *AC2d](d) 

c'est-à-dire une classe de cohomologie 

9.3.2. 6 i Ĥ d(Y,A)(d) 

qu'on appelle la classe de Thom du plongement fermé régulier X «—> Y • 

9.4. On constate alors que 1'homomorphisme de Gysin (9.1*1.) n'est autre que 

le cap-produit avec la classe de Thom. Plus généralement si § est une fa­

mille de supports sur X , le cap-produit avec la classe de Thom est un 

homomorphisme de degré -2d 

i* : HÎ(Y.A) *H.(xfA)(d) 

qu'on appelle homomorphisme de Gysin. 

De même en composant avec la classe de Thom on obtient des homomorphismes 

de Gysin en cohomoloaie de dearé 2d 

i* t H* (X,A) »H!(Y,A)(d) 

Lorsque § est la famille des compacts (resp. de tous les fermés) l'homomor-
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phisme de Gysin en cohomologie est dual (au sens dérivé) de 1*homomorphisme de 

Gysin en honologie pour la famille de tous les fermés (resp# des compacts). 

9.5. En interprétant la classe de Thom comme un morphisme de complexes sur Y 

9YtX * TY » Ri*rxC~ 2d] (~ d) 

en regardant les homomorphismes dans un complexe variable F* sur Y et en 

utilisant les théorèmes de dualité sur X et sur Y $ on constate que 8y x 

est déterminé par les homomorphismes fonctoriels en F* défini par le cup-

produit par 9 D Ĥ d(YtA)(d) : 

9.5.1. . N E X ; H*(X,F#/C) • l Ç + * W ) ( d ) 

De plus les homomorphismes 9.5.1 peuvent se décrire ainsi f notons r s M —->Y 

le morphisme canonique sur Y de la déformation canonique au cône normal. Le 

morphisme n I M —«»JA et le faisceau r*F permettent de définir un homo­

morphisme de générisation 

9.5.2. H:(N5P*F* 
°YTX 

H:(N5P*F* 

La classe de Tîiom de N définit un cup-produit 

9.5.3. H!(X,F'/C) H: + 2d(N>P*F)(d) 

et le morphisme 9.5.1 est le composé des morphismes 9.5.2 et 9.5.3. 

PROPOSITION 9.6»- Soient i : X — > Y un plongement régulier, 

5 

w 

r 

Ik x X i x Id Y X A 

un diagramme commutatif où j est une immersion régulière et V est plat  

sur A . On suppose que r induit un isomorphisme de r""̂  (Y x (jk - {O}) sur 

Y x (iA - {0}) . De sorte que, pour tout complexe de faisceaux F* sur Y , 

on a un homomorphisme de générisation 

H*(Y,F' 
g H:(N5P*F* 

Alors le diagramme 
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H^(Y,F%) 
o • H'(Wo,r*F) 

"DY,X 
H'(X,FVX: 

new ,x 
o 

est commutatif. 

Pour démontrer le lemrae, on adapte la démonstration de 4.3 et on utilise 

la description des homomorphismes de cup-produit donnée en 9.5. 

THÉORÈME 9.7.- Soient X —» Z —> Y d eux plongements fermés réguliers de  

codimension d et d1 respectivement» Alors la classe de Thom 

°YX< Hfd+d'>(Y,A)(d + d') est la classe composée des classes de Thom 

GYfz i Hzd,(Y'A)(d,) £ï ex,z C H J W K * ) 

D'après 9.5. il suffit de montrer que e__ v et Ô__ „ 9„ ont le même 

effet sur la cohomologie H*(Y,F*) d'u n complexe quelconque sur Y • Supposons 

d'abord que .Y soit un fibre vectoriel sur Z de projection p : Y —> Z sur 

Z e t que F* soi t de la forme p*G * où G' est un complexe de faisceaux 

sur Z • En vertu de la propriété de changement de base par les morphismes 

plats (cf» 8.7) on a un diagramme commutatif 

H:(z,G*)(d) n9z.x H:(z,G*)(d) 

9.7.1 • (neXxYfX)""' 
7. 

(ne , , J"1 

H*(xx Y,p*G>X)(d' 
H:(z,G*)(d) 

H:(Y,p*G*)(d)(d«) 

De plus la déformation canonique M(X,Y) es t canoniquement isomorphe à 

M(X Y,Y ) (2.16). On a donc 

n 6Y,X X Y = CY,X )L Y °(n6N(X X_ Y,Y),X X_ Y> 
De plus on a 

neN(X.Y),X " (n9N X  ̂Y,Y),X  ̂Y ' 6 X X7 Y,» 

car le théorème est vrai lorsque Z et Y sont des fibres vectoriels sur X 
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et Z — > Y un morphisme de fibres vectoriels» 

Il résulte alors de la commutativi té de 9.7.1 qu'on â 

9*7.2 eY,Zo0Z.X * 8Y,X 4 

Dans le cas général, on applique 9.6 à la déformation canonique au cône normal 

de Z dans Y « On obtient 

9.7.3. e x » ay z o e , z) 

D'où compte tenu de 9.7.2 

EY.X " AY.ZO9Y.ZDEZ.X 

et par 9.5| on sait que 

eY,Z a°Y,Ze9Y,Z 

i'où le théorème 

PROPOSITION 9.8.- Soit 

X f , Y 

q p 

Z 

un diagramme commutatif tel que i soit un plongement régulier, p et q des  

morphismes plats de dimension relative d et d1 • Alors rle diagramme 

H'(Xtq*F; 
N9Y.X H'(Xtq*F (d'-d) 

îr ̂  
P, 

Tr 
q H'(Xtq*F (d'-

est commuta ti~f~« 

La proposition est tout d'abord immédiate lorsque Y est un fibre vec­

toriel sur X et i la section nulle. Dans le cas générait notons p » N —• Y 

le cône normal à i . D'après 9.6, appliqué la déformation canonique M de i , 

on a un diagramme commutatif t 

H*(Xfq«F) 

aY.X 
H*(N,p*p«F 

aY.X 

n9Y,X 
• h:(y,p*f) 
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Il suffit donc de vérifier la commutativité du diagramme 

H:(N)P*P*F) H*(Y,p*P) 

Tr 
pop 

Tr 

H:(zfF«)(-d») 

qui résulte du fait que M es t plat sur Z xjk (2.14) et que le morphisme 

trace commute aux changements de base, 

COROLLAIRE 9«9«- Soient X c-i* Z *-i*Y deux plongements fermés réguliers de  

codimension d  et d1 , $ une famille de supports sur Y •  Alors le dia- 

gramme 

H.(Y,A) Tr HfnZ(Z,A)(d«) 

(j « i*) i* 

H.înX(X,A)(d + d') 

est commutatif» 

Résulte immédiatement de 9»7 et 9»4« 

COROLLAIRE 9*10,- Soient 

X i » Y 

PN /q 

z 

un diagramme commutatif où p et q sont plats de dimension relative d et d* 

i est un plongement régulier, $ une famille de supports sur Z ,  Le dia-

gramme 
H"/" (5)(XFA)(-d«) i* H?" ($)(YtA)(̂ d) 

P*X P*X 
H;(Z,A; 

227 



IX-40 
J.-L. VERDIER 

où e t q * sont les homomorphismes d'image inverse (exp» 8 et 9) et i* 

l'homomorphisme de Gysin est commutatif» 

Résulte de 9»8 en dualisant» 

9»11» On peut déduire de 9«7 et 9«8 des propriétés de commutation pour l'homo-

morphisme de Gysin en cohomologie» 

§ 10« Lfhomomorphisme de Gysin pour les morphismes d'intersection complète, en  

homologie» 

10»1» Soit f  » X —• Y u n morphisme lissifiable localement d'intersection com-

plète (1»4) de dimension relative virtuelle d  £ TL (1»5)» Soit 

10.1.1. X i Z 

f P 

Y 

une factorisation de f  e n un plongement régulier suivi d'un morphisme lisse» 

Notons f* 2  H3(Y,A) Hf" ( j W ) ( - d ) 

l'homomorphisme composé f * « i*o p* •  C'estun homomorphisme de degré 2 d » 

On démontre, avec les mêmes méthodes qu'au paragraphe 5, que cet homomor-

phisme ne dépend pas de la factorisation, qu'il est multiplicatif en f  ,  qu'il 

coïncide avec l'image inverse lorsque f  es t plat et qu'il se calcule avec le 

cup-produit lorsque Y  es t lisse» On appelle cet homomorphisme, l'homomorphisme  

de Gysin» 

10»2» Il résulte immédiatement des définitions que dans le cas algébrique, la 

formation des classes d'homologies associées à des cycles commutent aux homo-

morphismes de Gysin» 
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