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T%-01

LE THEOREME DE RIEMANN-ROCH POUR LES INTERSECTIONS COMPLETES

par Jean-Louis VERDIER

Dans cet exposé k désigne un corps. Nous aurons a considérer des espaces

C-analytiques ou bien des variétés algébriques sur k qu'on appellera parfois

espaces algébriques.

§ 1. Intersection complete,

11+ Rappelons quelques propriétés des intersections complétes., Pour les démons-
trations dans le cas algébrique, nous renvoyons & [1] et [2]. Dans le cas ana-
lytique, nous demandons au lecteur d'adapter les démonstrations ci-dessus. Soit
X un sous-espace localement fermé d'un espace analytique (resp. algébrique) Y .

Nous dirons que X est réguliérement plongé dans Y si 1l'idéal de définition

de X est défini localement par une suite réguliére (nous nous écartons ici de
[1] et [2] qui utilisent la terminologie de "réguliérement immergé"), Un mor-

phisme de X dans Y est appelé un plongement régulier si c'est un isomorphisme

sur un sous-—espace réguliérement plongé,

1+2. Soient X<— Y un sous-espace réguliérement plongé, J 1'idéal de défini-
tion de X dans Y . Le faisceau [ ®0Y Ox = I/I2 est un faisceau localement
libre de type fini sur X . On pose NX/)! =V(I/I2) o C'est un £ibré vectoriel
sur X dont le faisceau des sections est le dual de I/I2 o Le fibré Nx/Y

est appelé le fibré normal de X dans Y , C'est le spectre analytique (resp.

algébrique) de 1'algébre S)nﬂo (I/Ig) = OX @I/‘I2 631'2/13 ® ooe
X

1¢3+ En tout point x € X , on a
rngX/Y = codlmx(X,Y) .

La fonction xr—-—;codimx(X,Y) est donc localement constante sur X , Pour
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IX-02 J.-L. VERDIER

tout x € X , codimx(x,Y) est le cardinal d'une suite réguliére qui engendre

1'idéal de définition de X en x .

1.4, Soient £ = X —> Y un morphisme et x € X ., On dit que f est un mor-

phisme d'intersection compléte en x si f se factorise, au voisinage de x ,

en un plongement régulier suivi d'un morphisme lisse, On dit que f est loca-

lement d'intersection compléte s'il est d'intersection compléte en tout point.

1¢5¢ S0it £ $ X —> Y un morphisme localement d'intersection compléte, La

fonction x —3 dx(f) = dimx(x) - dimf(x)Y est localement constante sur X .

L'entier dx(f) est appelé la dimension relative virtuelle de X sur Y en x

146, On dit qu'un morphisme est lissifiable s'il se factorise en un plongement
fermé suivi d'un morphisme lisse., Une telle factorisation est appelée une lissi-
fication du morphisme, Tout morphisme entre variétés algébriques quasi-projec-
tives est lissifiable,

Soient £ = X —3> Y un morphisme localement d'intersection compléte et

x\c__i___-,v
N

une lissification., Alors i est un plongement régulier.

Soit I 1'idéal de définition de X dans V . La différentielle exté-

rieure sur V induit une application Ox—linéaire
1e60le 8 :Iﬂ.z-—} ! ® 0 .
&p o, X

Notons Tf le complexe de faisceaux localement libres

see 0 ——> (n:l/Y ®0Y0x)* "'"6*—) (Iﬂe)* —==>0 e0e

obtenu en passant aux faisceaux duaux dans 1.6.1, en plagant (1772)* en
degré 1 et en mettant des faisceaux nuls en degré distinct de 0 et 1

La classe d'isomorphisme de T_, dans la catégorie dérivée ne dépend pas de la

£

lissification, Le complexe T, est appelé le complexe tangent & f o En

£
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INTERSECTIONS COMPLETES IX-03

particulier la classe |Tf| € X*(X) est bien définie,

1.7 Soient £ =X —3» Y un morphisme localement d'intersection compléte et

g $t Z—>Y un morphisme plate. Alors le morphisme pr2 s X xYZ —> Z est

localement d'intersection compléte, Si g est fidélement plat et si pr2 est

localement d'intersection compléte, alors £ 1l'est,

1484 Soit £
X —————m>Y

e
g /h
I
S
un diagramme commutatif tel que g et h soient plats, x € X un point au-
dessus de s € 5 , fs : XS e Ys le morphisme induit par £ sur les fibres
en s o Les conditions suivantes sont équivalentes 3

(i) £ est d'intersection compléte en x ,

(ii) £, est d'intersection compléte en x o

149 Soit
£ N

\,
g\/
g

un diagramme commutatif. Si h et £ sont des morphismes localement d'inter-

X Y

section compléte alors g 1l'est aussi, Si g et h sont localement d'inter-
section compléte alors £ 1l'est aussi, Si £ et g sont localement d'inter-
section compléte alors h est d'intersection compléte en tout point de l'image
£ o851 £ g, h sont localement d'intersection compléte et lissifiables, on

a un triangle distingué

et en particulier ITgI = |Ty| + &[T, | , dans X°(x) .
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IX-C4 J.-L. VERDIER

§ 2. Un éclatement,

2416 Soient i : X —> Y un plongewent fermé, I 1'idéal de définition de X .

2 2 3
Notons A 1l'algébre graduée A composantes cohérentes 0x oI/fIeI /I D eee
On pose Nw = spec(4) (spectre analytique ou algébrique suivant les cas),
C'est un c8ne muni d'une projection sur X , On note P(NX/Y) le fibré

A
. . - . . . R 1

projectif correspondant. On a P(Nx ﬂ) Proj(4) On note aussi Y a
fermeture projective de NX/Y e C'est le spectre homogéne de l'algébre gra-
duée B dont les composantes sont

241414 B =0, 0I/I’e...01/r™

2.2+ Le chne NX/Y est appelé le cbne normal de X dans Y . Le cdne normal
est un fibré vectoriel sur X si et seulement si X est réguliérement plongé

dans Y [2] .

243¢ Le Pibré P(NX/Y) est le fermé des points A 1l'infini de ﬁx/‘l » L'ouvert
complémentaire est Nx /Y « L'espace X est un fermé de X, contenu dans

NX/Y e C'est le sommet du cBne,

2¢4¢ On note ? l'espace obtenu en éclatant X dans Y o C'est le spectre
homogéne de l'algébre graduée C = 0Y OIS 1'2 ® eee Le sous~-espace des points

de Y au-dessus de X n'est autre que P(NX/Y) .

2,5, On note A la droite affine, Notons N l'espace obtenu en éclatant

X x {0} dans Y xA . C'est un Y xM-espace défini comme le spectre homo-
géne de l'algébre graduée,

2-5-1. D=0YerL@L2®ooo

ol L est 1'idéal de définition de X x {0} dans Y xA o

2466+ Notons ﬁx X le sous—-espace de ﬁ image inverse de X xAcC Y xA
Par un calcul de produit tensoriel on montre que ;'l)x XD = Proj(E) ou F
est une O ~algébre graduée dont les composantes sont

X xA
246414 E eI/l oI/ o 0 /I,

n=ox><11\
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INTERSECTIONS COMPLETES IX-05

ol Ip/Ip'M est un OXX -module via le plongement X = X x {0} > X X[ .

3
2¢7¢ Il résulte de 2.641. qu'on a un morphisme surjectif d'algébre graduée
F—s 0y ><m[T]

qui définit donc un plongement fermé sur les spectres homogénes
~l
X b —s i p,
qui est une section de la projection canonique '}'\fx x A —p X XA

Le transformé propre de X x/i dans l'éclatement est donc isomorphe a X XA .

~ r
' . . ~
248¢ Il résulte de 2.6.1 et de 2,141 qu'on a un isomorphisme MX x {0} NX/Y

t (131’
et que My xn X,

plus (X xA) nﬁxﬂ 2 X plongé dans X xf. par X x {0} et dans ﬁxﬂ

est la réunion des sous—-espaces fermés X xD et ﬁ/y + De

A
comme le sommet de NX/Y .

2.9, On a donc le diagramme suivant de plongements fermés (diagramme cartésien)

X XMy 'ﬁ'mec——>M

2.9.1 . ]\

X x {0} —> ﬁxﬂ;"ﬁXx{o}

~
210« Notons MY x {0}

~
Par un calcul de produit tensoriel a partir de 2,5.1, on montre que MYx{O} =

~ ~N
le sous-espace de M image inverse de Y x {0} dans M,

Proj(F) ou F est un OY—algébre graduée dont les composantes homogénes sont

5F 0,
o Y
\l’Fl’l OXQI/IQ cee eIn-1/111-291-n ’ n21 .

2.10.1 L)

n

24116 Il résulte de 2,10.1 et de 2.4 qu'on a un homomorphisme surjectif
d'algébres graduées F — C , d'ol un plongement fermé compatible avec les
projections sur Y

~n ~

Y My x {o} *

En se restreignant aux sous—espaces au-dessus de X , on obtient un diagramme

commutatif cartésien de plongements fermés
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IX-06 J.-L. VERDIER

> ~ ~

2.11.1. ] |

P(N, o) s N, N,

/Y My x {0} ~ XA

ol le plongement de P(NX/Y) dans ﬁX/Y est le plongement canonique et ol
P(NX/Y) apparalt comme l'intersection de Y et ﬁx/Y o Il résulte de la
description. de ces plongements au niveau des algébres graduées que AM’Y x {0}

. ~ Fe) .
est la réunion des sous-espaces fermés Y et NX/I « Donc le complémentaire

-~

~
de Y dans MYx{O} est NX/Y .
20120 Comme Y xJi est plat sur A , tout éclatement de Y x/i est plat

~n
sur /A o En particulier M est plat sur &L

2+13¢ Il résulte de 241141, 291 et 243 que les sous-espaces ”Y et X x4

~ ~
de f(} ont une intersection vide, Posons M =M - Y , On a un diagramme commu-
tatif

X XA &—> M

213010 P& /‘
n

ol m est plat (2+12). On a un isomorphisme de paires d'espaces
(@ - {01 ,x x (@ = {0})) = (%,%) x (a- {o})
et un isomorphisme de paires d'espaces
-1
(m7(0)sx x {0}) = (N 4uX)

Le diagramme 2,13.1 est appelé le diagramme de déformation canonique au cBne

normal du plongement X “—>Y , Lorsqu'il sera nécessaire de préciser on

posera M = M(X/Y) , ﬁ:ﬁ(Xﬂ) .

2¢144 Soit
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INTERSECTIONS COMPLETES 1X-07
un diagramme commutatif tel que f et g soient plats et tel que le cOne
N(X,Y) soit plat sur S . Tous les espaces introduits dans les numéros précé-
dents sont alors plats sur S et la construction de ces espaces commute aux
changements de bases S' —> S o En particulier pour tout A € S , la fibre
en A de la déformation canonique de i est la déformation canonique du plon-
gement i, 3 X . <> Y, induit par i sur les fibres en A o Il en résulte

A A A
que le morphisme M — S x/\ est plat (critére de platitude fibre par fibre),

PROPOSITION 2415e4- Soit X —> Y un sous—espace fermé défini par un idéal I .

Le Y-espace M(X,Y) est le spectre affine de l'algébre

M= @& t18

n€Z
en posant 1% = OY lorsque ng 0 o
Lorsque /i est une OY-algébre et B une A-algébre graduée, on note
Proj spec(B,A) 1le spectre homogéne de l'algébre graduée déduite de B sur le
spectre affine de L o Par définition M(X,Y) = Proj spec(D,OY[t]) ol D est

la OY[t]-algébre graduée suivante ¢

D = OY[t] ,
D, =18 tOY[t] ’
n n-1 n
D =1 @®tI"  @...0toft] ,

Le sous-espace fermé ¥c M(X,Y) est Proj Spec(C,OY[t]) ol C estla OY[t]—

algébre graduée suivante @

cO = OY[t] ’
G =1

0' n
c,=1 ,

.

L'inclusion Yc M(X,Y) est décrite par les homomorphismes de projection sur
le premier facteur Dn — Cn e Si donc, pour faciliter le calcul, on introduit

une variable d'homogénéité U et si on pose D= & DnU'n s 1'équation de 'Y?
n>o0 ‘
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IX-038 J.-L. VERDIER

est tU =0 o L'ouvert complémentaire M(X,Y) est donc le spectre affine de

la OY-algébre des éléments de degré 0O de l'algébre localisée D et on

(uT)

vérifie immédiatement que cette algébre est celle décrite dans la proposition,

PROPOSITION 2.16+—- Soient X ¢—» Z > Y des plongements fermés tels que Y

soit un c8ne de sommet Z dont l'algébre affine est engendrée par ses éléments

de degré 1 o Il existe un isomorphisme

bt M(X %Y, Y) =5 M(X,Y)

tel que le diagramme

X xA

M(X x,Y,Y) l‘;u(i{‘,y)
AN A/

ou les fléches non nommées sont canoniques, soit commutatife

Soient T = OZ D l"1 D eee B Tn D eee l'algébre affine de Y et I 1'idéal
de X dans Z , L'idéal de X dans Y est donc

1

I=I®l" Q)...@I"HQ."

et en vertu de l'hypothése sur Y , on a

e rMer™r?s...0rmer" o...
Il résulte de 2.15 que M(X,Y) est le spectre affine de la Oz-algébre
A= & =& ol on pose

I'yPyS

T'yPyS il r.p.s

A =I'Tt

TyPyS

lorsque (r,p,s) € Z x Z XZ vérifie 1l'une des trois conditions suivantes
s20 , r=0 , P20 ,
s<0 , r=0 et p=>-s
s<0 , r>0 , p=>0 et r+p=-5

et A =0
TyP,S

si aucune des conditions ci-dessus n'est satisfaite par (ryp,s) .
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INTERSECTIONS COMPLETES 1%-09

De mé&me X x7Y est défini dans Y par un idéal J et on a

1

Jn=In®InT @cov@lnrlq;ooo

I1 résulte de 2.15.que M(X x,Y,Y) est le spectre affine de 1l'algébre affine

Z

B= &4 B oll on pose
TyPyS TiPsS

rp.s
B =1t
r'yP,S

si (r,p,s) €Z x Z x Z vérifie 1'une des deux conditions suivantes
{s?.O,p;O,r:O,
s<0 , r==s , p> 0 .
et B =0
ryPyS
si aucune des conditions ci-dessus n'est satisfaites
Notons m ¢ A — B 1l'isomorphisme de OX- algébre qui envoie par l'iden~
tité s B Il définit isomorphis s M(X =
i Ar,p,s WwoB o e &finit un isomorphisme u ( xZY,Y) 2yM(X,Y)

qui posséde les propriétés cherchées.

COROLLAIRE 2.17- Soient Y un cbne, X son sommet, On suppose que l'algébre

affine de ' est engendrée par ses éléments de degré 1 o+ La déformation ca-

nonique au c8ne normal du plongemen* X¢— Y est isomorphe & la déformation

constante (X,Y) x/A
En effet, il suffit d'appliquer 2.16 aucas X =2 .

COROLLAIRE 24184~ Soient X< Zc Y deux plongements fermés tels que Y soit

un cOne de sommet Z , plat sur Z , dont l'algébre affine est engendrée par

les éléments de degré 1 . Il existe un isomorphisme M(X,Y) & M(X,2z) X, ¥

compatible avec les projections sur /i et les plongements canoniques de X XA\,

En effet on a un morphisme de changement de base M(X,Z) X, ¥ —> M(x xZY,Y)

qui est un isomorphisme lorsque Y est plat sur Z .
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§ 3. Homomorphisme de spécialisation pour les plongements fermés en théorie de

Chow e

Les espaces considérés dans les paragraphes 3, 4 et 5 sont des variétés

algébriques quasi-projectives sur k

3¢1e Soient X —3 Y un plongement fermé, M(X,Y) la déformation canonique
au cdne normal N(X,Y) , s : N(X,Y) «—> M(X,Y) 1le plongement canonique,
On a un isomorphisme Y x (& - {0}) & M(X,Y) - N(X,Y) .+ On a donc un homomor-
phisme de Gysin de degré -1 (exp. 3)

s* 3 AJ(Y x @B - {0}) — aJ(N(X,Y)) .

Soit pr, ¢+ Y x (A - {0}) —» Y 1la premiére projection. On a un homomorphisme

1
d'image inverse, de degré 1 , (qui est d'ailleurs un isomorphisme cf, exp. 2)
pr’: B A.(Y) —QAO(Y X (a\ - {O})) .

On appelle homomorphisme de spécialisation et on note

cr;/x 2 he(Y) —> A4(N(X,Y))
1'homomorphisme composé s¥*e pr? e« C'est un homomorphisme de degré 0O .
PROPOSITION 3626~ SOit
Z xY X e—s 2
J Je
X —— Y

un _diagramme cartésien, ot X est un fermé de Y et £ est propre, Notons

gt N2 x, X,2) — N(X,Y)

le morphisme de changement de base. Le diagramme

92,2 x, X

Ad(Z) 5 .he(N(2Z Xy X,2))

362010 f*[ J/g*

A.(Y) ' > Al (N(X,Y))

est commutatif,

On a un morphisme propre de changement de base
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h : M(z X, X,2) — M(X,Y)
qui induit ¢ sur les diviseurs exceptionnels, On a donc un diagramme commu-
tatif
4e(z x (B - {0})) —— 4.(N(z x, X,2))
(£ x id)*l lg*
Ao(Y x (A - {0})) ——— A(N(X,Y))
ol les fléches horizontales sont des homomorphismes de Gysin (exp. 3), d'ol,

aussit8t, la proposition

COROLLAIRE 3e3e~ Soient X c—3 Y un plongement fermé, Wc Y une sous-variété

fermée, Notons
g : N(WM X,W) —— N(X,Y)

le morphisme canonique entre les cOnes normaux. On a

oy x{[V]) = o8 nxW] .

On applique 3.2 dans le cas 2 = W o On regarde le sort de [W] € AJ(W)

dans le diagramme 342.1.

COROLLAIRE 344+~ Soient X =3 Y un plongement fermé et notons j & Y&>N(X,Y)

le plongement canonique., Le diagramme

Q.
ae(y) —5X 5 al(n(x,Y))
i* j*
Ad(X)
est commutatif.

Résulte immédiatement de 3.3

3¢5« Le corollaire 3,3 donne une description géométrique, au niveau des cycles
effectifs, de 1l'homomorphisme de spécialisation, Ceci permettrait de définir
et d'étudier dans le cas des espaces analytiques 1'homomorphisme de spécialisa-

tion sur les cycles analytiques,
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IX-12 J.-L. VERDIER

3e6e Il résulte immédiatement des résultats de l'exposé 3 que 1'homomorphisme
de spécialisation est compatible avec l'équivalence algébrique des cycles, Il
passe donc au quotient et fournit un homomorphisme de spécialisation sur les
classes d'équivalence algébrique de cycles, Exercice t étendre ces résultats

aux classes d'équivalence analytique de cycles,

COROLLAIRE 3e7¢~ Soient p 83 ¥ —3 X un morphisme lisse s 3 X —p Y une
section de p , q ¢ N(s(X),Y) — s(X) = X la projection, Alors q est une

fibration vectorielle et le diagramme

Ad(Y) —cﬁﬂﬁ—-) Ad(N(s(X),Y))

N

Ad(X)

est commutatife

La premilre assertion est classique et on constate immédiatement que

pour tout souse~espace WcC X ,

N(p*(W) N s(X),7) = q%(¥)
PROPOSITION 3484~ Soit
X XYZ —3 7
Ql lf
Xe———Y

un_diagramme cartésien oi X est un fermé de Y et £ est plat, Alors le

diagramme ci=aprés est commutatif

Ae(Y) X (8(x,Y))
lﬂ 19*
92X Xy Z

Ae(Z) ey AJ(N(X Xy 2,2)) .

Résulte immédiatement de la définition 3.1 ou encore de la description 3.3.
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3.9, Soient i $ Xt Y un plongement fermé défini par un idéal I de OY ’
F un OY-module, M 1la déformation canonique de i au cBne normal, p : MY
la projection, n : N3 M le cdne normal de X dans Y , q : N—> X 1la
projection, A = @ tnOY e @ t'1 " 1a OY-algébre dont M est le spectre
n>=o n<o0

affine (2415).

Notons p*¥F 1l'image inverse de F sur M correspondant donc au A-module
& t"Fr® @ t'IT"@® F . Notons Ip*F 1l'objet de la catégorie dérivée

n>o n<o 0, L
des OM-modules corresponant a A® F o Enfin notons phF le OM ~module

correspondant au A-module B tnF‘ ® & tnI—nF‘ e« On a un homomorphisme

n=o n<o
canonique ILp*¥F — p*F qui induit un isomorphisme sur l'homologie de degré O .
Les groupes ToriY(A,F) , 1>0 , sont ges A-modules de support contenu dans
q'-1 (XN supp F) : en effet on a Supp ToriY(A,F) c p—1(supp F) et en dehors
de N , M est plat sur 0Y $ on a donc
supp ToriY(A,F) c p-'1 (swpp F) N N = qm1 (supp FN X) &
h

On a de méme un homomorphisme surjectif p*¥F —3 p'F et on constate comme plus

haut que le support du noyau est dans q_1 (X0 supp F)

3e10e Aivec les notations précédentes on pose GradxF = u*phF e C'lest un

ok
N-module correspondant au B-module gradué 8 InF/ Im'1 F ol B = Q) In/ In+1

n=o n=o
est l'algebre affine de N sur X , Le ONrmodule gradué GradxF correspond

donc au gradué associé de F pour la filtration I-adique,

PROPOSITION 3411~ Soit [F] (resp.[GradxF]) le cycle de Y (resp. N(X,Y))
associé & F (resp. Gradxl-") (expe 0) o« On a

3e114te oy'x[x-*] = [GradxF] .

De plus si codimx(supp F N X,X) = codimx(X,Y) en tout point x € supp FN X

et si le complexe IL(io q)*F est borné, alors

. 0
3e11.24 oy x[F] = [L(i 0 @)*F] = = (- 1)*[Tor, "0, P)] .

Le OM-module pr restreint & M- N =Y xBA - {0} n'est autre que
l'image inverse de F par la premiére projection, Comme la multiplication
par t dans phF est injective, le support de F n'a aucune composante dans N ,

11 résulte alors de la définition de 1l'homomorphisme de Gysin pour les diviseurs

principaux (expe 3) que y X[F] = [p*F ®0 ON] d'oll 3.1141 compte~tenu de 3,10,
'} ..
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IX-14 J.-L. VERDIER

Démontrons la deuxiéme assertion. On a un homomorphisme surjectif p*F — phF
(3.9) dont le noyau H a un support contenu dans N et de dimension < a la
dimension du support de pYF . Il s'ensuit que [(Lu*)(p*F)] =[EradXF] ;

. 0
d'ou _ Nl M
oy, x[F) = [0y ®0M P*F] - [Tor, (0, p*F)] :

L'homologie de ILp*F de degré > 0 est formée de OM-moduleé support contenu

dans N et de dimension < & la dimension du support de phF « On a donc
i oY OM OY
GY'X[F] = >1“ (-1) {[TorjL (F,OM) ®0M oN} - [1'or1 (Tor, (F,OM),ON)]} .
Dans le groupe de Grothendieck des OM-modulesde dimension < dim supp F , on
a d'aprés la suite spectrale des Tor

. 0
i N M
- 7 s - clT
f (-1) {cl.ori (F,OM) @b Oy clkor1 (

OY 1 0Y
’ Tor; (F,OM),ON)} = ? (-1) cl Tor, (F,ON) ,

d'ol le résultate

3¢12. Nous avons implicitement utilisé dans la démonstration de 3,11 le fait
suivant $ si F. est un complexe borné sur 0, tel que L(ieq)*F, soit
borné, alors ILp*¥F., est un complexe born¢., Démontrons cela, Soit I le 0Y
idéal de X o Quitte a translater F, , on peut supposer que la cohomologie
de F. est en degré négatif. L'hypothése entraine qu'il existe un entier m
tel que pour tout n , la cohomologie de F, %%y In/In+1 soit nulle en dehors
1

de l'intervalle [-m,o] « Les suites exactes 0 —> In+ ——é-In —_ In/in+1—+ 0

entrainent alors que F, @b " a une cohomologie nulle en dehors de l'inter-
Y
valle [~ sup(m - 1,0),0] o Il s'ensuit en vertu de 2,15 que Ip*F est un

complexe borné,

3413, Notons A°(Y) et A°(N) 1les anneaux de Chern de Y et N respective-
ment (exposé 5)s On a un homomorphisme d'anneaux

(i2q)* ¢+ A°(Y) ——= 4°(V)
Les groupes de Chow Ae(Y) et he(N) sont des modules sur leurs amneaux de
Chern respectifses Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que 1'homomor-

phisme de spécialisation % est un di-homomorphisme de modules.
’
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§ 4. Homomorphisme de Gysin pour les plongements péguliers en théorie de Chow.

4¢1e S0it s $ Xe——p Y un plongement fermé régulier, Le c8ne normal N(X,Y)
est un £ibré vectoriel sur X de rang d o Notons p 8 N(X,¥) —3 X 1la pro-
jectione On sait alors que 1l'homomorphisme d'image inverse

P* 1 Ad(X) — a.(N(x,Y))
est un isomorphisme de degré d (expe 2 et 3)e

On appelle homomorphisme de Gysin et on note

s* = Ag(X) ——3 Ae(X)
1'homomorphisme de degré -d obtenu en composant (p")"'1 avec 1 'homomorphisme

de spécialisation o, , 3 Ae(Y) — AL (N(X,Y)) .
]

4.2, Supposons que le plongement régulier s 3 X¢t—» Y admette une rétraction
lisse ptY—X , On a alors

4e2e10 s¥p* = IdA.(X)

ainsi qu'il résulte de 3,7. En particulier si Y est un fibré vectoriel sur X
et si s est la section nulle, on a

442424 s = (p)7 .

Il résulte alors de 4.1 que

4e2e30 i* = j%o o

Y, X ?
ol j t X*—>N(X,Y) est le plongement canonique,

PROPOSITION 4¢3.~ Soient s t X —>Y un plongement régulier

PEY A S
prx /
2.

un diagramme commutatif tel que m soit plat et i un plongement régulier., On

suppose que la paire (X x (& - {0},1'."'1 (® - {0})) est isomorphe & (X,Y) x(&.f0].

de sorte qu'on a un homomorphisme de spécialisation

Ad(Y) 4= A8 ) o
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Alors le diagramme ci-aprés est commutatif s
A.(Y) x
tl / A.(X)

3 ¥
A.(Ao) i*

soit M(i) 1a déformation canonique au cfne normal de i , L'espace M(i)
est muni d'un morphisme M(i) —»A XA o Comme le cBne normal de i est plat
sur X x A , donc sur A , pour toute valeur A\ du premier paramétre de A xA ,
la fibre M(i))‘ est la déformation canonique du plongement régulier ik' X- Ah
(2414)« On a donc un diagramme commutatif de spécialisation

Al(Y) i > A.(Ao)
%,x l lUAo,X
A(N(%,Y)) — T Au(N(X,8 )

Comme le cBne normal de i est un fibré vectoriel sur X 1le diagramme ci-aprés

est commutatif 3

A(N(X,Y)) ——— Ad(N(X,8_))
= I
Ae(X) - - Ao(X)

ol p et q sont les projections canoniques, d'ou la proposition,

THEOREME 4¢4e~ Soient X %37 ¢¥3 Y deux plongements réguliers. Alors

(qu)* = uke v

Supposons d'abord que Y soit un fibré vectoriel sur Z et soit ptY-$2
la projections En vertu de 4422, il suffit de montrer que (vou)*op* = u*
Soit WC Z un sous-espace fermé, N(W i X,X) ¢ N(X,Z) 1le ctne normal de
VAX dans X o On a (3.3) :
4edele mu(w] = [NV n x,x)]
ol m s N(X,2) —> X est la projection canonique.

On a une suite exacte scindée de fibrés vectoriels sur X
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0 — N(X,2) <— N(X,Y) —> X x, Y ——> 0
et on constuate immédiatement que
G*N(W N X,X) = N(p*W (. X,p*W)
On déduit donc de 44441 et de 3.3 l'égalité
(q* o m)u*[V] = q*m*(vou)*o p*[W]
d'ol le théoréme dans ce cas car q*m* = fwq)* est l'image inverse par la
projection canonique Toq ¢ N(X,Y) —s X , et cette image inverse induit
un isomorphisme sur les groupes de Chow,
Dans le cas général, la proposition 443, appliquée au plongement
X x 4 —> M(X,Y) , fournit un diagramme commutatif

Ad(Y) —(vowx Ad(x)

o.

Y2 (v1e w)*
he(N(Z,Y))

ou v' s Z—3 N(Z,Y) est le plongement donné par la section nulle du fibré

vectoriel N(Z,Y) de base Z , En vertu de ce qui précéde, on a donc
(vou)* = u* o v'¥*, %,z

d'olu le résultat en vertu de 4,242 et de la définition 4.1,

PROPOSITION 4¢4e— Soit i ¢ X< Y un plongement fermé régulier de codimension

d o Pour tout o € A.(X) , on a

i*i (@) = aec,(N(X,¥))

Posons N = N(X,Y) ; notons p ¢t N—3X et j : X&=> N 1la projection

4 L}
X i (a) et d'aprés

3e4y on a i*¥i (a) = (p*)-1j*(a) e Il s'agit donc de démontrer que

et la section nulle, Par définition on a i*i(a) = (p*)"10Y

4ed1s x(a) = p*(a)ec, (p*N))

ol p*H est le fibré vectoriel de base N déduit de p ¢ N —3» X par le
changement de base p ¢ N —3 X o Il suffit de démontrer cette formule lorsque
a=[W] ol Wc X est un sous-espace fermé, Notons p?! 3 N! —3 W , le fibré

déduit de N par changement de base, j' ¢ W—> N' la section nulle,

205



IX-18 J.-L. VERDIER

m s N'¢&—> N le plongement canonique, On a
Ix(e) = mdilvl o p*(a)ec,(p*N) = m opr*[W]ec (p'*N') .
On peut donc se borner 2 démontrer 4,4.1 lorsque o = [X] , c'est-3-dire a
montrer que
4e4e2e 3 [xX] = [M]ecy(p*N)
Or p*N posséde une section canonique sur N dont l'espace des zéros est j(X)

et par suite 44442 résulte de l'exposé 5 o

PROPOSITION 445.~ Soient i : X =Y un plongement fermé régulier de codi-

mension d , F un Oy-module tel que supp F N X soit de codimension d

dans X . Alors

. o]
i*[F] = = (=1)*[Tor, *(F,0,)]
Soient N 1le fibré normal de X dans Y et p ¢ N—3 X 1la projection,
Il résulte de 3,10 que
. o)
= 1) irp* Y
GY.X[F] =g (-1)[p Tor, (F,Ox)] ,

d'ol la proposition en vertu de 4.1,

4e6¢ Lorsque X est un diviseur dans Y , les propositions 4.4 et 4.5 permet-
tent de décrire le cycle i¥[W] pour tout sous-espace irréductible W de Y
En effet ou bien Wc X et alors on applique 4,4 ou bien Wg/ X et on appli-
que 4.5, En particulier, lorsque X est un diviseur principal, il résulte de
444 et de 445 que l'homomorphisme de Gysin étudié ici colncide avec 1'homomor-

phisme de Gysin étudié a l'exposé 3 ,

COROLLAIRE 4474~ Soit i ¢ X¢—=> Y un plongement fermé régulier, tel que Y

soit lisses Pour a € As[Y] nctons cl(a) € A°(Y) 1'élément tel que a=cXak[Y]

Alors on a, avec les notations de l'exposé 5 @

i%(e) = [x]0 c2e) .

Résulte de 4,5 et des définitions de 1l'exposé 5 .

448 Exercices~ Soient i ¢ Xe—3 Y un plongement fermé régulier de codimension
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d , V une sous-variété de Y tel que WN X soit régulidrement plongé
dans W , de codimension d' , Alors N(W N X,W) est un sous-fibré de
N(X,Y)w , notons E le fibré quotient et j : WN X 3 X le plongement

canonique, Alors i*[W] = j, ([W O x] 'Cd-d‘(E)) .

§ 5. Homomcrphisme de Gysin pour les morphismes d'intersection compléte en

théorie de Chow,

Sele Soient X et Y des variétés quasi-projectives et £t X — Y un
morphisme localement d'intersection compléte (1.4), de dimension relative
virtuelle d €Z (1.5)e

Soit

Xe—3i_yz
Selele \y/

une factorisation de £ en un plongement régulier suivi d'un morphisme lisse
(1-6). No tons
541424 £ 1 Ad(Y) —> Al(X)

1'homomorphisme composé f¥* = i%*c p* o C'est un homomorphisme de degré d .

PROPOSITION 5.2~ L'homomorphisme £* ne dépend pas de la factorisation.

On utilise pour cela le lemme suivante
LEMME 543~ Soit
f'l lf
X ——t—> 7

un_diagramme cartésien oi f est lisse et i un plongement régulier, Alors

on a ireph = prejRk

Conséquence immédiate de 3.8 et 441,
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Se4e Démontrons la proposition 5.2+ Il s'agit de comparer les homomorphismes
définis par deux factorisations. En utilisant un produit fibré, on se raméne
au cas ou f£ § X3 Y est un plongement régulier et ol on a une factorisa-

tion ol p est lisse

P

]

2y

Introduisons alors le produit fibré X xY Z o+ On a un diagramme cartésien
fl
Z >g!X'-—-+Z
M
P']!S J/P
v
X —i oy
et f'os =1 o On a donc i¥p* = s*¥f£i¥p* en vertu de 444 § s*p'¥f* en

vertu de 5.3 et s¥*p'*f* = £* en vertu de 4.2.1, d'ou la proposition.

Se5¢ On appelle homomorphisme de Gysin défini par £ , l'homomorphisme 51426

PROPOSITION 5.64= Soient X —f5 Y 93 2 deux morphismes localement d'intersec-

tion compléte entre variétés quasi-projectives, de dimension relative d t d°

reppectivements Alors on a

(fFog)* = £*0 g*
Vérification formelle A partir de 4¢4 , 5.3 et 5.6,

PROPOSITION 5,7~ Soit

[] f'\'
X' — Y

b, b

X—Y

un diagramme cartésien de variétés quasi-projectives ol f est localement

d'intersection compléte et p plate. Alors

D' o £% = £Y¥, p¥

Résulte de 5436
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PROPOSITION 5.8~ Soient £ : X —> Y un morphisme localement d'intersection

compléte de dimension relative d entre variétés quasi-projectives et F un

OY-module tel que pour tout point x € X f\f’1(supp F) on ait
-1 .
dimx(x N £ '(supp F)) £ dlmf(x)(supp F) +d .
Alors
- i OY
*[F] = £ (~1) (Zor, (Ox,F)] .
i

Résulte de 4.5.

5¢8¢ Il résulte de 5.7 que lorsque £ est plat 1'homomorphisme de Gysin n'est
autre que 1l'image inverse des cyclese. Il résulte aussi de 5,7 que lorsque Y
est lisse, on a pour tout a € A.(Y)
5¢8e1. (@) = [x]gecla) ,
(cfe 447)e
5¢9¢ Notons A°(Y) et A°(X) les amneaux de Chern de Y et X respective-
ment (expe 2)e On a un homomorphisme d!anneaux

7 3 A%(Y) —— A°(X)
Nous laissons au lecteur le soin de ®érifier que l'homomorphisme de Gysin est

un di-homomorphisme de modules,

§ 6. Homomorphisme de spécialisation pour les ploagements fermés en X ~théorie.

6ele S1 X est un espace analytique ou algébrique, et F un Ox-faisceau
cohérent, on note |F| 1la classe de F dans le groupe K.(X) . Si F, est
un complexe borné de Ox-modules a cohomologie cohérente, on pose

[Fe] = = (-1 AR

PROPOSITION 642~ Soient X ——»Y un plongement fermé, N le cne normal

de X dans Y , q ¢ N-—>X la projection,

a) il existe un et un seul homomorphisme

oy x ¢ Ko(Y) —— Ko(N)

tel que, pour tout O -module cohérent F , on ait (3410)
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oY,X(lF‘[) = |erad,F|

b) si Fe est un complexe borné de OY-modules A cohomologie cohérente tel

que IL(ioq)*(F.) soit borné, alors

ay x(IFe]) = [L(ieq)*(F)|

Notons I 1'idéal de définition de X dans Y , M 1la déformation
canonique au cBne normal, A = @ "I " 1'algébre affine de M (2.15) ,
n€Z
u ¢ N3 M le plongement canonique, p ¢ M —> Y 1la projection. Comme N

est un diviseur principal dans M , 1l'homomorphisme composé

Ko(N) —%3 k. (M) —25 x,(N)

est nul, Pour tout OY—module F posons (3.9)

phF = @ ImnFtn .
n€Z
Il lui correspond un OM-module noté encore pbl-" e SOit

0 > F! @ 5F D;F‘" > 0

une suite exacte de OY—modules.Alors la suite
o ——sphp 29 5 BB, b o
n'est pas en général exacte. Cependant phB est surjectif, pba est injectif
et le conoyau de 1'homomorphisme injectif p‘ﬁ“"—) Ker phﬁ est un A-module
de torsion, ou encore un O -module 3 support dans N (lemme d'Airtin-Rees),
La classe de ce conoyau dans X.(M) est donc dans 1l'image de K.(N) et on a
|pr| = IphF'I + |p'hF"| mod u,Ke(N)
I1 résulte de ce qui précéde que 1'application F —|Lu¥(phF)| est additive

sur les suites exactes., Par ailleurs on constate que I u*ph F=0 et

1
u*p*hF' = GradxF s d'ou la premiére assertion, Démontrons la deuxiéme assertion.
Il résulte de 3412 que ILp*F. est un complexe borné, La suite spectrale
d'hyperhomologie fournit des homomorphismes de lisiére

H, (Lp¥Fo) ——> p*(H,F.)

dont les noyaux et conoyaux sont a support dans N  On a donc

| Lp*F, | = T (-1)i'p*h(uip.)|mod w,Ke(N) &
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Les homomorphismes canoniques p*(HiF.) — pH (HiF.) (3.9) sont surjectifs
et le noyau est a support dans N , On a donc
|Lp*F.| = £ (<1)"p"(H,F) mod wKo(¥)
i
Il résulte que
gyl IFe) = [zsonpn,

et l'assertion résulte alors de la fonctorialité de l'image inverse.

6e3e L'homomorphisme o, 4 * Ke(Y) —> Xo(N) est appelé 1'homomorphisme de
s

spécialisation.
6e4e SoOit Xd—) Y un plongement fermé régulier. Il résulte alors de 6,2 que

le diagramme ci-aprés est commutatif ¢

K.(Y). — 3 s x.(x)

q*
Y, X

O
Ko(N)

Par ailleurs, lorsque X et Y sont algébriques, il résulte de 1l'exposé 5
que q* est un isomorphisme, On a donc
. -1 .
* = (g% = *
6edele 1 (q ) o CY,X e J"0 CY,X
ou j $ X—> N est l'injection canonique.

THE?ORf:ME 6e5e~ Soient X“~—> Y un plongement fermé de variétés algébriques

gquasi~-projectives, N le cfine normal de X dans Y . Le diagramme

K. (Y) ———TI—-—, A.(Y) ® @Q

¢
%, x l l"y,x © Idg

K.(N) —T“—> Ad(N) ® Q

ol les fléches horizontales sont des homomorphismes de Riemann-Roch (expe 4)

et les fléches verticales des homomorphismes de spécialisation, est commutatif-

Soit M la déformation canonique de Y au c8ne normale On a donc un

211



J.-L. VERDIER
IX-24

plongement N¢—3 M et l'ouvert complémentaire n'est autre que Y x (i - {0}) .

On a de plus une projection plate M —> A .
6464 Montrons d'abord que le diagramme

Ko(N) —LA.(N} ® Q

6.6,1, u*T Tu*

T
!
Ke(M) — > a.(M) @ Q
est commutatife
/

Soient F un OM-module plat sur /i , M<— Z un plongement fermé

dans une variété lisse, On en déduit un plongement rendant commutatif le dia-

gramme

Par construction de T , on a (expe 5) ¢
_ G2 Xk
TM(IFI) = chy, (F)eTodd(Z xB)
Par suite
wrr, (|F]) = wh(cnl P (F))iTodd(z x &)
Il résulte de la propriété d'homotopie (exp. 4) que u*(Chlﬁ sz(F» =ch§(u*l-‘) .
Comme Todd(Z x &) = Todd(Z) , on a bien
wr ([F]) = 7 (Jw*(F)]) .

Soit maintenant A €HA et F wn 0M -module ol M)\ est la fibre de M
N

au-dessus de A o+ Notons i ¢ M.  &~>M 1l'inclusion, On a Iu*i

A A -

TM(‘i)\*F') est, par fonctorialité du T , la classe d'un cycle contenu dans

F| =0 et

M, et par suite u*r (|i, F|) =0 . On a donc bien

A e

u*'rM(|i)\*F|) = TN(u*|i)\*F) .
Comme K'(M) est engendré par les classes des OM-modules considérés ci-dessus,

la commutativité de 6.6.1 est établie,
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647« On a des suites exactes
u*
Ke(N) —— Ko(M) — > XK(Yy x & - {0}) —— 0
u*
he(N) —3 fie(M) —> Ae(Y x (& - {0}) —> 0
et on a u*u* =0 , Par suite les homomorphismes de Gysin u* se factorisent
en morphismes de restriction 3 l'ouvert Y x (A - {0}) suivi d'un morphisme
noté v* o Comme la transformation T commute 3 la restriction aux ouverts

(expe 2) on a un diagramme commutatif

Ko (N) N > A.(N) ® Q
6e7e10 v*[ TV*
Ty - {0}))
Ke(Y x (& = {0}) = A(Y,x @ - {0}) ® q

648s Notons 1 ¢ Y x (h - {0}) —>Y 1la premidre projection, Montrons que le

diagramme

oy x (B - {0})
5> A.(Y x(& - {0}) ® @

.

b4 A.(Y) ® g

X.(Y x (& - {0})

6e8ele 'l'r*T

Ke(Y)
est commutatifs Soient F un OY—module, Y &> Z un plongement lisse. filors
on a un plongement lisse Y x (A - {0})e—32Z x/A - {0} . On a

1 ([F|]) = ch(F).Toad 2
d'od mr (1F]) = mécnl(F) . m*(Toad 2) .
D'aprés l'exposé 3, on a

'n‘*c}HZ{(F) = chi:g; C Eg%; (m*F) , car m est plate
Comme de plus m*(Todd Z) = Todd 2 x (A - {0}) , on a bien la commutativité
de 6,841+ Comme on a GY,X = u¥ . ¥ , le théoréme résulte de la commutativité
de 64841 et 64741s
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§ 7. Le théoréme de Riemann-Roch pour les morphismes localement d'intersections

complétes,

THEOREME 7.1+~ Soient £ 8 X —> Y un morphisme localement d'intersection

compléte (1.4) entre variétés quasi-projectives et T 1le complexe tangent

£

2 £ (1.6). Le diagramme

Ke(X): ——-—T-&———> A.(X) ® q

f*T . Tf* « Todd(T f)

Ko(Y) ———F—5 5.(Y) ®

ol le f£* de gauche est l'image inverse en X théorie et le f£* de droite

1'homomorphisme de Gysin (5.5) est commutatif.

7e2e Soient £ ¢t X —3 Y et g ¢ Y —>Z deux morphismes localement d'inter-
section compléte, Alors go £ est localement d'intersection compléte (1.9).

On a (ge £)*

P¥g* aussi bien en X —théorie qu'en théorie de Chow (5.6).
*

on a ITg |Te] + £%|Tg] (1.9) et la classe de Todd transforme les sommes

° fl
en produits. De sorte que si le théoréme 7.1 est vrai pouwr £ et g il est
vral pour gof , Il suffit donc de vérifier le théoréme dans 3 cas 3

1) £ est un plongement fermé régulier,

2) £ est la projection d'un £ibré projectif,

3) £ est un plongement ouvert,

Le cas ol £ est un plongement ouvert est conmu (exp. 5), il reste a

examiner les deux premiers cas,

7e3e Cas o £ est la projection d'un fibré projectif.

Supposons que X soit le fibré projectif P(E) d'un fibré vectoriel E
sur Y et que f soit la projection, Il existe un plongement fermé de Y dans
une variété lisse et quasi~-projective Z munie d'un fibré vectoriel F tel

que E=F X, Y o+ On a donc un diagramme cartésien
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Y e——m—— Z
Soit G un faisceau cohérent sur Y + On a
Z
o‘Y(lG[) = chY(G) . Todd Z
Par suite

P*TY(IGI) = f*chz(G) « Todd P*T,

D'aprés l'exposé 2 (II), on » f*c!@(G) = ctsr;(F)(f*G) « Notons TP le fibré

des vecteurs tangents verticaux sur P(F) o+ On a une suite exacte

(o] > T > T > p*T » 0
P p(F) > P !
' = *
dtou Todd Tp(F) Todd Fp o Todd p TZ .

On a donc
Todd T . f*'rY(IGI) = Tx(|P*G|) ’

d'ol le théoréme dans ce case

7e4e Cas oU £ est la projection d'un fibré vectoriel.

Un tel morphisme se factorise en un plongement ouvert et une fibration

projectives Vu la remarque 7.2, ce cas résulte de 7.3,

7e¢5¢ Cas ou £ est la section nulle d'un fibré vectoriel.

Notons p ¢ Y —3 X 1la projection, D'aprés 7.4, on a un diagramme commu-

N T
tatls Ko (¥) L > he(Y) ® Q
P*T Tp* « Todd Y,
Tx
K.(X) > A.(X) ® Q

Comme £* = (p*)"1 on en déduit aussit8t le théordme dans ce cas,

7e6¢ Cas ol £ est un plongement fermé régulier,

D'aprés 6,5, on a un diagramme commutatif
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Ko(N) N SN A.(X) ® Q

%,x %,x

Ke(Y) ——-TE——-> A.(Y) ®Q

et d'apreés 44243 et 64441, on a i¥* = j¥o o Il suffit donc de démontrer

%,x
le théoréme pour j t X <> N plongement canonique de X dans son fibré mor-

mal, et ce cas a été traité en 7.5, d'ou le théoréme,

§ 8, Homomorphisme de spécialisation pour les plongements fermés, en homologie.

8e1s Soit X 1la cloture algébrique de k o On note A un anneau égal a Z
ou Zl s 1 premier, lorsqu'on considére des espaces analytiques ou bien

égal 4 Z 1 premier a la caractéristique de k , lorsqu'on considére

1
des variétés algébriques sur k o Soit X un espace analytique, on note
He(X,A) 1'homologie singuliére localement finie de X & coefficients dans A
(expe 6)e Soit X une variété algébrique sur k , on note He(X,A) 1'homo-
logie étale de X = X ®k X & coefficients dans A (exp. 8), de sorte que le
groupe de Galois Gal(ks /%) opére naturellement sur cette homologie, On dé-
signera par & une famille de supports sur X . Lorsque X sera une variété
algébrique sur k , & sera sauf mention contraire la famille de tous les
fermés ou la "famille des compacts".

Notons que lorsque X est une variété algébrique sur € et A = Zl N
les théories de l'homologie étale et de 1l'homologie singuliére de l'espace
analytique correspondant Xan cofncident (exp, 6).

On notera H°(X,s) , H;(X,A) les théories de la cohomologie correspon-

dantes, étales ou singuliéres selon les cas. Dans le cas algébrique, ces

groupes sont munis d'une action de Gal(ks /X)) .

842+ Soient i $ X*=>Y un plongement fermé, N le cBne normal de X dans Y.

q ¢ N—> X la projection, M 1la déformation canonique au cBne normal,
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ms$M-—3 A laprojection canonique sur la droite affine, On a ‘l'r“1 {0} =N
et 11-1(4\ - {0}) =Y x @ - {0}) et sur cet ouvert m est la deuxiéme pro-
jection, On pose i gq=p ¢t N—> Y , On note TY (resp, TN) le complexe
dualisant (expe 7 et 8) sur Y (respe N) .

Soit Rn!A le complexe des images directes a supports propres de A
La fibre en 0 €l de ce complexe est RI‘C(N,A) et Rrr!A!A - {0} =t iso=
morphe au complexe constant RFC(Y,A) . On a donc un morphisme de générisa~

tion BT, (N,A) —— RT(¥,4)

d'ol en dualisant, un morphisme de spécialisation
84240, Rr(Y.TY) i RI"(N,TN)
compatible avec la localisation sur Y , On obtient donc, en localisant sur
un morphisme de complexes de faisceaux
*
82414 O'Y.x 3 P TY — TN

appelé l'homomorphisme de spécialisatione

En dualisant et bidualisant, ce morphisme peut avoir différents avatars,
Tout d'abord, il peut 8tre interprété comme un élément

842426 ¢ R°r(N.RHom(p*TY,TN)) .

%,x
Il résulte de la bidualité locale sur Y que
!

R Hom( P*Ty o TN) =p'A
ol p’ est le foncteur image inverse tordue (exp. 8). On dispose donc d'ume
classe

o !

8¢2436 %y, x € RT(N,p"°A) ,

appelée classe de spécialisation. En utilisant la dualité relative pour le

morphisme q ¢ N—3X , la classe 842.3 s'interpréte encore comme un homomor-

phisme de complexes sur X - ¢

.1
8e2e4e OY'X : Rq!A —3> Ri'A ,

oli, en utilisant la dualité relative pour p ¢ N—>Y , la classe 8,2,3 domne

un homomorphisme de complexes sur Y
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862450 t Rp A —>4A .

%y, x !
Tous ces homomorphismes seront appelés homomorphismes de spécialisation.

Lorsque Y est un cdne de sommet X , on vérifie facilement que les homo-

morphismes de spécialisation sous la forme 8,20 et 842+4 sont des isomorphismes,

8e3s Soit & une famille de supports sur Y o L'homomorphisme 8,2.1 induit
des homomorphismes encore notés

Be3ele o, 3 H?(Y,A) —_— H‘.’-j(Q)(N,A)

Y, X
Soit ¢ une famille de supports sur Y et P € H;(Y,A) « On a alors,
pour o € H?(Y,A) '
8e3¢2¢ “y,x(“) N p*p = GY,x(“ ne) «
S8oit %' une famille de supports sur N , adaptée & & (i.eo 8i W€ 3',
p(W) € 3 , et p/N est propre)s Alors 82,5 induit des homomorphismes encore
notés

84343s s H;,(N,A) —_— H;(Y.A) .

%y, x
Lorsyue & et &' sont les familles des compacts, l'homomorphisme 8,3.3 est
le dual (au sens dérivé) de 8,3.! pour la famille de tous les fermés,

8.40 Soit

X! ————p Y?

f'l lf

X eme——— Y
un diagramme cartésien ol £ est propre, N (resp. N') le cBne normal de X
(resps X') dans Y (resp, Y') .o Le morphisme £ induit un morphisme propre

gt N —3 N au-dessus de £ , i.es on a wn diagramme commutatif
N? _9...)11

Bedels p‘l lp

Y'...__f._;Y

On a donc des diagrammes en homologie
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H3(Y,0) ax W (8) (w,)

s #] I

=~ ' -1
ut 1(‘5)(\1' Vi) yaxt  y(2a0p) (3)(N',4

et en cohomologie pour des familles adaptées

Q.
H3(Y,h) X H;(N,A)
8.4.3. £~ g*
B (v =LK (i)
£ (2) g (¥)

PROPOSITION 845~ Les diagrammes 8+4¢2 et 8.4.3 sont commutatifs.

Soient M et M' les déformations canoniques aux cBnes normaux de X

et X' respectivement. On a un morphisme

h g M —3 M
O

au~dessus de J qui est propre, qui induit g sur la fibreen 0 et £ sur

les fibres non nulles., On a donc un diagramme commutatif de générisations .

¥*
R (Nyh) =) — RI(N',4)

l l

ch(Y.A) £ > RrC(Y',A)

La proposition s'en déduit par des manipulations formelles en dualisant,

COROLLAIRE 8464~ Notons j ¢ X*> N 1l'inclusion canonique, Le diagramme ci-

aprés est commitatif 3

H2(Y,A) %¥,X > H’.’-1 (®) (y,n)
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C'est le cas particulier ou Y' =X .

PROPOSITION 847+= SoOit

X'e i sy

ok

1
X t————>Y

un diagramme cartésien avec £ plat de dimension relative d et i plonge-

ment fermé, N et N' les cOnes normaux de i et i' respectivement, g :N'sN

le morphisme plat induit par f , & une famille de supports sur Y . Alors

le diagramme
He © g"(é)(N.)(-d) PR SHEY (Q)(Y')(-d)
g*T Tf*
w () o X wly)

ol £* et g* sont les images inverses (fonctorialité extraordinaire) (exp.7,

(*)

n°2 et exps 8) est commutatif' ’/,

Soient M et M' les déformations canoniques aux cBnes normaux de X
et X' respectivement, On a un morphisme
h : M' -—-——)/M
N
A
qui induit £ sur les fibres non nulles et g sur la fibre en 0 , Comme £
est plat, h est plate. Le morphisme

Tr, & Rh,A — A(=4)

est donc défini (exps 6 et exp. 8), d'ol un morphisme
Rm,Tr, : Bm]A — R A(-d)
On en déduit un diagramme commutatif de générisation
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RC(Tr )
RFG(N',4) ———I—> rr(N,a)(-q)

RI"C(Trf)
RM(¥',4) ——————> R (Y,4)(~4)

La proposition s'en déduit par des manipulations formelles en dualisante

848, Dans l'exposé §, on définit la classe fondamentale d'un espace analytique X .

C'est une classe d'homologie [X] € H (x,A) , Dans l'exposé 8, dans le

2dimX
cas k algébriquement clos, la classe fondamentale de X a été définie comme

une classe [X] € H (X,A)(=dimX) o Posons d = dim X . La torsion de

2dim X
- dim X = = d provient de ce que, lorsque X .est irréductible, sz(X,A)
s'identifie naturellement 3 Gig = A(d) < De sorte que sz(x,A)(-d) est
canoniquement isomorphe 3 A :t la classe [X] dans cet isomorphisme corres-
pond A ltentier my € ZH ol My est la multiplicité générique de X .

Lorsque k n'est pas algébriquement clos, on a posé Had(x’A) = sz(i,A)
de sorte que sz(x,A) est un Gal(ks/k)—module et que H2(X,A)(—-d) est le
Gal(ks//k)-module sz(x,A) S’p;;Z . L'action du groupe de Galois sur ce module
n'est pas en général triviale (par exemple si X est irréductible mais non
géométriquement irréductible). Cependant la classe fondamentale de X est un
élément fixe sous cette action, On l'appelle la classe fondamentale de X et
on la note [X] € sz(x,A)(-d) .

Plus généralement si W est un cycle de X de dimension n , la classe
d'homologie associée & W est un élément [W] dans le Gal(ks/k)-module
Hzn(x,A)(-rﬂ » On posera dans la suite ﬁ;(X,A) = Hzn(X,A)(urﬂ lorsque X

est algébrique et Hn(x,A) = Hen(x’A) lorsque X est analytique.

PROPOSITION 8496~ Soient i 3 X¢— Y un plongement fermé, N le cOne normal

de i o L'homomorphisme de spécialisation

~N ~nN Lo~
Oy x * He(Y) ——= Ho(N)

transforme la classe fondamentale de Y en la classe fondamentale de N
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Résulte de 1'exposé 6 dans le cas analytique, On peut faire une démons-

tration analogue dans le cas algébrique,

COROLLAIRE 8410e~ Soit i $ X< Y un plongement fermé de variétés algébri-

ques, Le diagramme
G,
A.(Y) ———-—g—'—x—% A.(N)

al |

Ro(y) — XX F(w)

est commutatife

Résulte de 8,9, de la définition de 1'homomorphisme cl (exp. 6, exp. 8)

et de 845,

§ 9 Homomorphisme de Gysin pour les plongements fermés réguliers, en homologie.

9.1« Soient X'—-]:'-)Y un plongement fermé et régulier de codimension 4 ,
q8 N—>X 1le £ibré normal & i , Alors l'homomorphisme d'image inverse
q* t He(X)(a) —> H.(N)
est un isomorphisme de degré 2d . On pose
i* = (q*)-1o OY,X
de sorte que
9elele i* 3 He(Y) —3 Ho(X)(q)

est un homomorphisme de dugré -2d , On 1l'appelle l'homomorphisme de Gysin,

9420 Comme la formation de la classe d'homologie associée a w cycle commute
aux images inverses par les morphismes plats (exp. 6 et 8), il résulte aussitdt
des définitions 9.1 et 4.1 et de la proposition 8,10 qu'on a un diagramme commu-
tatif.

Au(y) —E3 au(x)
9,2.1, cll lcl

Fo(y) —E 5 #,(x)
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9.3« Notons j ¢ X +—>N 1l'injection canonique, Comme on a qoj = Idx s ON
]
a je qlA = A et par suite on a vn homomorphismecanonique de complexes de N

faisceaux

9¢3e10

1
% By + A =3 (a[2a])(a)
—
By * Ay a[2d](q)
qu'on interpréte comme une classe de cohomologie
24

0y € Hy (Ny4)(a)

qu'on appelle la classe de Thom du fibré N ,
Par ailleurs on a une classe de spécialisation (8¢243)
H !

UY,X A ——plA
d'ou en appliquant le foncteur j! un morphisme composé de complexes de
faisceaux sur X |

. . n .

Oy od cY,X[zd](d) = ex,Y t 4 ——> i'A[2d](d)
qu'on peut interpréter comme un morphisme swr Y
9e3ete O,y * A — a[2d4](a)
c'est-a—-dire une classe de cohomologie

2d

943424 ex'Y € Hy (v,4)(a)

qu'on appelle la classe de Thom du plongement fermé régulier Xe¢&—Y ,

9e4e On constate alors que l'homomorphisme de Gysin (9.1+1.) n'est autre que
le cap~produit avec la classe de Thom. Plus généralement si & est une fa-
mille de supports sur X , le cap-produit avec la classe de Thom est un
homomorphisme de degré -2d4

i* ¢ HI(Y,A) —> Hl(X,A)(a)

qu'on appelle homomorphisme de Gysine

De m&me en composant avec la classe de Thom on obtient des homomorphismes

de Gysin en cohomologie de degré 2d

i* s Hy o (X,4) —> Hi(v,4)(d) .

Lorsque 3 est la famille des compacts (resp. de tous les fermés) 1'homomor-
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phisme de Gysin en cohomologie est dual (au sens dérivé) de 1'homomorphisme de

Gysin en horologie pour la famille de tous les fermés (respe des compacts).

9,5+ En interprétant la classe de Thom comme un morphisme de complexes sur Y
Oy,x } Ty —> Rl*.Tx[-' 2d] (- 4d)
en regardant les homomorphismes dans un complexe variable F* sur Y et en
utilisant les théorémes de dualité sur X et sur Y , on constate que aY'x
est déterminé par les homomorphismes fonctoriels en F' défini par le cup-
. 2d
produit par ey,x € Hy (Ysa)(a)
9450 .6, ., 1 H(X,FK) — 1 2(v,F*)(a) .
Y,X ° °C c
De plus les homomorphismes 9,5.1 peuvent se décrire ainsi g notons r t M —>Y
le morphisme canonique sur Y de la déformation canonique au c8ne normal, Le

morphisme m $ M —>A et le faisceau r*¥F permettent de définir un homo-

morphisme de générisation

[
945420 H(N5o#F*) X5 g3(v,F%)
La classe de Thom de N définit un cup-~produit
945430 HY(X, F* /) ——s 1+ 24N, p¥F) (a)

et le morphisme 9,5.1 est le composé des morphismes 9¢5¢2 et 9.5.3¢

PROPOSITION 946e= Soient i $ X —> Y un plongement régulier,

W

hi lr
A% xE X8y um

un diagramme commutatif ol j est une immersion réguliére et W est plat

sur A o On suppose que r induit un isomorphisme de r"1 (Y x (@& - {0}) sur

Y x (d - {0}) . De sorte que, pour tout complexe de faisceaux F* sur Y ,

on a un homomorphisme de générisation

g
. L] L] *
HC(Y’F ) .__yHc(Wo,roF') o

Alors le diagramme
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Hy (Y, F) —Z— H3(W _,7*F)

R
n ey,x\\ / % ,x
X o]

B (X,F°/X)

est commutatife

Pour démontrer le lemme, on adapte la démonstration de 443 et on utilise

la description des homomorphismes de cup~produit donnée en 9,5,

THEOREME 9¢7+- Soient X — Z —> Y deux plongements fermés réguliers de

codimension d et d' respectivement, iAlors la classe de Thom

]
Oy x € Hi(d*'d )(Y,A)(d + d') est la classe composée des classes de Thom
1]

By, € Hgd'(Y,A)(d') t 8y g ¢ Hid(z,A)(d) .

Y,z eZ ont le méme
effet sur la cohomologie HE(Y,F') d'un complexe quelconque sur Y o Supposons

D'aprés 9,5, il suffit de montrer que eY X et ©
s

d'abord que Y soit un fibré vectoriel sur Z de projection p ¢ Y — 2 sur
Z et que F* soit de la forme p*G® ol G' est un complexe de faisceaux
sur Z o En vertu de la propriété de changement de base par les morphismes

plats (cf, 847) on a un diagramme commutatif

HY(X,G"/X) x > 13,(2,6%)(4)

0 -1 ~1
9e7e16 (N XxZY,X) (n ey,z)

no.
HY (X x, Yyp*6 ) () —1XX X s (v,p%6%) (a)(a')
De plus la déformation canonique M(X,Y) est canoniquement isomorphe 3
M(x %, Y,Y) (2416)s On a donc

0 - .
00y, x %, ¥ 700X x, yo (Neyy X, YY) X X, Y

De plus on a

Yo (e

=(ne X %, Y,x)

n eN(er) 1 X

N(x X, Y,Y),X X, ¥

car le théoréme est vrai lorsque 2Z et Y sont des fibres vectoriels sur X
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et Z ——) Y un morphisme de fibrés vectoriels,

Il résulte alors de la commutativité de 9.7.1 qu'on a

947024 ° 9 = 0

Y z Y X ¢
Dans le cas général, on applique 9.6 2 la déformation canonique au cSne normal

de Z dans Y , On obtient

Se7034 ey,x = %,z oeN(Yaz)rx *

D'ol compte tenu de 9,72
®yx = 8y,2° %,
et par 945, on sait que
%,z = %,2° %,z
d'ol le théoréme,

PROPOSITION 9484~ Soit

un_diagramme commutatif tel que i soit un plongement régulier, p et q des

morphismes plats de dimension relative d et d' o Alors le diagramme

ne.
He (Xy Q*F) ~———tEy H3(¥,p*F)(a" = 4)

B (2,F°) (- a)

q

est comnutatife

La proposition est tout d'abord immédiate lorsque Y est un fibré vec-
toriel sur X et i 1la section nulle, Dans le cas général, notons p ¢t N=» Y
le cBne normal & i o D'aprés 9.6, appliqué la déformation canonique M de i ,
on a un diagramme commutatif

H&(NW*P*F)
/ l o, x
Hy(Xyq*F) — B3(Y,p*F)
Y,X
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Il suffit donc de vérifier la commutativité du diagramme

HS(N) p*p*F) ————> H‘(Y.p*F)

w,

H (z Ft)(-4a')
qui résulte du fait que M est plat sur Z x& (2.14) et que le morphisme

trace commute aux changements de basee

COROLLAIRE 9¢9e— Soient X ¢i3 Z «d3Y deux plongements fermés réguliers de

codimension 4 et 4d', & une famille de supports sur Y o Alors le dia-

gramme
He(Yoh) ——d%  52Z(z,4)(at)

(joi*) li*

1,2 " X(x,4)(a + a*)
est commutatife

Résulte immédiatement de 9,7 et 9.4,

COROLLAIRE 9¢10e- Soient

X "3 Y
N 4
p\ /1
2
Z

un diagramme commutatif ol p et q sont plats de dimension relative d et 4°',

i est un plongement régulier, ¢ une famille de supports sur Z , Le dia-

Jramme
P "(a )(x A)(-a') e Hq (Q)(Y A)(=q)

\ /
(z,8)
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IX-40
ol p* et q* sont les homomorphismes d'image inverse (exps 8 et 9) et i*

1'homomorphisme de Gysin est commutatifs

Résulte de 9,8 en dualisant.

9e11¢ On peut déduire de 9,7 et 9.8 des propriétés de commutation pour 1'homo-

morphisme de Gysin en cohomologies

§ 10. L'homomorphisme de Gysin pour les morphismes d'intersection compléte, en

homologiee

10¢1e S0it £ = X —> Y un morphisme lissifiable localement d'intersection com~

pléte (1.4) de dimension relative virtuelle d € Z (1.5)s Soit

10e1e1e X C——-—l———’ Z
\?\\\\\i l P
Y
une factorisation de £ en un plongement régulier suivi d'un morphisme lisse,
-1
Notons £® 2 H?(Y,A) — Hf+ gg)(x,a)(— d)
L]

1'homomorphisme composé f£¥* = i%o p*¥ , C'est un homomorphisme de degré 24
On démontre, avec les memes méthodes qu'au paragraphe 5, que cet homomor-

phisme ne dépend pas de la factorisation, qu'il est multiplicatif en £ , qu'il

coincide avec l'image inverse lorsque f est plat et qu'il se calcule avec le

cup~produit lorsque Y est lisse, On appelle cet homomorphisme, 1'homomorphisme

de Gysine
10424 Il résulte immédiatement des définitions que dans le cas algébrique, la
formation des classes d'homologies associées & des cycles commutent aux homo-

morphismes de Gysine
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