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CLASSE D'HOMOLOGIE ASSOCIEE A UN CYCLE

par Jean-Louis VERDIER

1. Homologiee

116 Homologie singuliére, .

Soient X un espace topologique séparé, & une famille de fermés sur X .
Notons s?(x) le complexe des chaines singuliéres localement finies a supports
dans & [4] . Lorsque & est la famille de tous les fermés (resp. des com-
pacts) de X , on pose s?(x) = Se(X) (respe s?(x) = 55(X)) . L*homologie

de ce complexe est notée H?(X) et appelée l'homologie singuliére & supports

dans &

Pour tout sous-espace Ye¢—>X , on a une injection canonique So(Y)esS.(X)

On note 'S',Q le faisceau simplicial associé au préfaisceau

U ——> 5S(X)sS(x-1U) .
On a un homomorphisme canonique
6 . -~
Se(X) —> ra(x,s,x) .

I1 résulte des théorémes de H. Cartan [ 4] qu'on a ¢

THEOREME 141414 a) lLe faisceau §’.x est homotopiquement fin.

b) Pour toute famille & , paracompactifiante, l'homomorphisme canonique

S3(X) — r (8.

est une équivalence d'homotopies

Rappelons qu'on dit que X est de J~dimension finie s'il emaiste un entier n

i
tel que pour tout faisceau -F , tel que Hi(X,F) =0 pour i > n (cohomologie
des faisceaux). )
PROPOSITION 1.142.— Soit X un espace localement compacte Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute famille paracompactifiante & , X est de O&-dimension
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VI -02 J.-L. VERDIER

finie.

(ii) Il existe un entier n et un recouvrement ouvert [/ tel que pour

tout ouvert U , petit d'ordre U , Hz(U,ﬂ) =0 pour i>n (cohomologie
des faisceaux).

(iii) Il existe un entier n et un recouvrement ouvert [/ tel que pour

tout ouvert U , petit d'ordre [ et paracompact, on ait HP(U,ZJ = 0 pour

P>n o

Remarquons que la propriété (ii) ou (iii) est locale sur X et qu'un
sous—-espace fermé d'un espace de ¢ dimension finie est de §&-dimension finie,
Nous renvoyons & [ 3] pour la démonstration. Un espace qui posséde les proprié-

tés de la proposition 1.1.2 est dit de dimension finie.

EOROLLAIRE 1e1e3e~ Soient X un espace topologique, Uc X un ouvert.

a) L'homomorphisme canonique

§ —3. _|u
'y S'X

est un quasi-isomorphisme,

b) Soit % wune famille paracompactifiante de U telle que U soit de

3-dimension finie, Alors 1l'homomorphisme canonique

85(v) — & (1,8, )

est un quasi~-isomorphisme, i.e. induit des isomorphismes

o] ~ -1 ~” .
1. (v) =— H, (U,5.) v,

ou le deuxiéme groupe est un groupe d'hypercohomologie de complexe de faisceauxe.

La fibre en x de H;(g,x) est H;(X,X - {x} qui par excision est iso-
morphe 2 H;(U,U - {x}) d'ol a) . On en déduit que 1'homomorphisme
rr_(v,8. ) — rT_(U,8,.)
@ "U Q ’OX
est un quasi-isomorphisme, Comme §:U est homotopiquement £in (Théoréme Telel),
1'homomorphisme Fﬁ(U,g.U)~_.¢ Rré(u,§.U) est un quasi-isomorphisme [ 4] et

1'assertion b) résulte alors de 1+1.1, b).
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CLASSE D’HOMOLOGIE D'UN CYCLE vl -03

1.2+ Complexe dualisant et homologie de Borel-Moore.

Soit X wun espace localement compact de dimension finie, On dispose alors
d'un complexe dualisant pour les faisceaux abéliens sur X , noté Ty (10] .
C'est le seul complexe tel que

1e2¢10 R Hom(ch(x,F'),z) 2 RI'(X,R HLm(F.,;':"x))
pour tout complexe de faisceaux F. sur X [10]. L'homomorphisme de degré
Hg(X) —>7Z peut s'interpréter comme un morphisme RTC(X,g.x) —>Z , d'od
par l'isomorphisme 1.2.1 un morphisme canonique §.X —_— Z’x .

On dit qu'un espace X posséde la propriété :

(H1C) (homologiquement localement connexe) si, pour tout x € X et tout
entier i , les systémes projectifs U ,—s T{:(U) . U voisinage de x
(groupes d'homologie réduite) sont essentiellement nuls,

(HPF) (homologiquement ponctuellement fini) si, pour tout x € X et tout
entier i , Hic(x,x-x) est de type fini,

(HDF) (homologiquement de dimension finie) s'il existe un entier n et un

recouvrement ouvert [J tel que H:(U) =0 pour p>n et tout ouvert U

petit d'ordre [ .

THEOREME 1.2,2.- Soit X un espace localement compact métrisable qui posséde

les propriétés HLC, HPF, HDF .

a) L'espace X est de dimension finie,

b) L'homomorphisme canonique g,x — I,

¢) L'homomorphisme canonique Z —> R Hom(S, x,g,x) est un isomorphisme.

est un quasi-isomorphisme,

Il résulte de la propriété HLC que pour tout ouvert U , HP(U,Z)
(cohomologie des faisceaux) est canoniquement isomorphe 3 Hging(U) ( cohomo-
logie singuliére) [ 4] . Il résulte alors de HDF que pour tout ouvert suf-
fisamment petit HP(U,Z) =0 powr p>n indépendant de U , d'ol a) (1.1+2).

On a donc, pour tout ouvert U , en vertu de 1.1.3, un quasi-isomorphisme

sS(U) —s RFC(U,§.X) , d'oll un isomorphisme
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Extp(ch(U,'g,X)) YN Hzing(U) = B(u,2z) .
et en composant avec l'isomorphisme de dualité un isomorphisme
wP(v,z) —=— #P(U,R Hom(8. ,7)) .
Le faisceau associé & Ur» HP(U,Z) est nul pour p A0 et Z pour
Pp=0 o On a donc un isomorphisme de complexes de faisceaux 3
1,23, Z — R Hon(3, \,7,) .
Il résulte des propriétés HLC et HPF que le complexe g.x est cohomolo-
giquement constructible donc isomorphe A son bidual [10]. D'ol en dualisant
1243 un isomorphisme canonique
TX - g'X
et c) résulte alors de 142434
A tout espace localement compact X et toute famille de support ¢ ,
on sait associer des groupes HBMg(X) (homologie de Borel-Moore) [2]. On
dispose d‘'homomorphisme fonctoriel
142440 Hg(x) _— HBM:(X)

et, par définition, lorsque X est de dimension finie on a

3 -p
HBM = a .
p(x) HQ (x,’/’x)

COROLLAIRE 1.2.5.- Soit X un espace localement compact métrisable HLC,

HPF, HDF . Alors pour tout ouvert U , toute famille §$ paracompactifiante

de U , 1l'homomorphisme canonique

Hg(U) _ HBM;(U)

est un isomorphisme,

1 e3¢ Application aux ensembles sous-—analytiques.

Tout espace topologique localement isomorphe 3 des ouverts de polyédre
de dimension bornée dénombrable a l'infini est métrisable HLC, HPF et HDF .

En particulier, tout ensemble sous-analytique réel posséde ces propriétés [5 Te
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CLASSE D’HOMOLOGIE D’UN CYCLE VI -05

PROPOSITION 1.3.- Soit X un ensemble sous—analytique. L'homomorphisme

canonique
@ 3
HP(X) —_ HBMP(X)

est un isomorphisme lorsque & est une famille paracompactifiante, ou bien

lorsque & posséde la propriété

(SA) tout fermé de & est contenu dans un fermé sous-analytique appartenant

a5 .
Le cas paracompactifiant résulte de 1.245, le cas (SA) se déduit, par
passage A la limite inductive, du cas o & est la famille des fermés conte-

nus dans un ensemble semi-analytique Y . On a alors H:‘:(X) = Hp(‘[) et

HBME’(X) = HBMP(Y) d'ol le corollaire d'aprés ce qui précéde,

COROLLAIRE 1e¢3e1+~ Soient X un ensemble semi sous-analytique, YC X un

sous—-ensemble sous-analytique, & une famille paracompactifiante de X ou

bien une famille qui posséde la propriété (SA). On a une suite exacte

ly) 3 -
vee 25 12(0) — H2(X) — Hinx Y(x-v) 2 Hf,ff(Y) — en

En effet on a une telle suite pour l'homologie de Borel-Moore.

COROLLAIRE 142e8e—~ Soient X un ensemble sous=—analytique et & une famille

paracompactifiante ou bien une famille possédant la propriété (SA). On a des

suites exactes

. o} .
0 —> %%% Ext(nl:”(x,z),z) —_ Hl;(x) ——-:»_;_::% Hom(uz(x,z),z) —_0

0 — Ext(H;_1 (x),2) — ¥P(X,2) ——> Hom(Hg(X),Z) —_—0 .

En effet, la premiére suite exacte est toujours valable pour l'homologie
de Borel-Moore [ 2] et la deuxiéme est valable pour l'homologie et la cohomolo-

gie singuliére,

COROLLAIRE 1e2e3e~ Soit X un sous-ensemble sous—analytique d'un ensemble

sous—analytique compacts Alors les groupes HP(X) , Hg(x) . HE(X,Z) , HP(X,Z2)
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sont de type fini.

En effet X est honéomorphe au complémentaire d'un sous-polyRdre férmé

d'un poly@dee fini’.

2+ Constructibilité,

2+1+ Faisceaux constructibles.

Soient X un espace (-analytique, A un anneau commutatif noethérien,

F un faisceau sur X de A-modules,

D!§FINITION 2¢1ele- On dit q1e F est analytiquement constructible, s'il existe

une suite décroissante de sous—espaces analytiques fermés oe¢ C x2 c X1 c xo=x

telle que F|Xi - xi_1 soit un faisceau de A-modules localement constant, de

e fini.
Si X est algébrique et si les Xi sont fermés au sens de Zariski, on

dit que F est algébriquement constructible.

On dit qu'un complexe de faisceaux est constructible s'il est cohomologi-
quement borné et si les faisceaux de cohomologie sont constructibles.

Désignons par Const(X,A) 1la catégorie des faisceaux analytiquement cons-
tructibles, C'est une sous-catégorie pleine de la catégorie des faisceaux de
A-modules, qui posséde les propriétés suivantes 3

(C1) Si ust F' — F est un morphisme de faisceaux constructibles alors
keru et cokeru sont des faisceaux constructibles.

(C2) La catégorie Const(X,A) est une sous-catégorie épaisse (i.e. stable
par extension) de la catégorie des faisceauxe

(C3) Si F et F' sont deux faisceaux constructibles, pour tout i 1le
faisceau gori."(F,F') est constructible.

(c 4) Pour tout couple Y, ¢ Y c X de sous-espaces analytiques fermés tels

1 2

soit lisse, tout faisceau localement constant sur Y_-~Y , 2

que Y2-Y 5 ]

1
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fibre de type fini, prolongé par zéro sur X , est constructible,

(CS) Soient F un faisceau constructible sur X et Kc X un compacte.
Il existe un voisinage ouvert Kc V et une filtration finie Fac FIV par
des sous-faisceaux constructibles sur V telle que les quotients successifs
soient du type indiqué dans (C3).

(06) L'image inverse d'un faisceau constructible est constructible.

La vérification de ces propriétés est laissée au lecteur,

2.2+ Faisceaux localement constructibles,

THEOREME 242¢1- Soient X un espace analytique (resp. une variété algébrique

sur € ), F un faisceau sur X analytiquement (resp. algébriguement) construc-

tible. Le plus grand ouvert de X sur lequel F est localement constant est

dense et son complémentaire est un fermé analytique (resp. algébrigue).

Démontrons d'abord deux lemmes,

LEMME 2.2.2.- Soient X et i deux espaces topologiques, f ¢ 'i —y X une

application continue propre et surjective, F un faisceau sur X dont les

fibres sont des fi-modules de type fini, 8i F£*F est localement constant, F

est localement constante

Soit x € X , Comme la fibre Fx est un module de type fini sur un anneau
noétherien, il existe un voisinage ouvert V de x et un morphisme de faisceau
usM— F/V tel que M soit constant sur V et que u soit un isomorphisme,
Le morphisme f*u : £*M — £*F/f 1(v) est tel que f*uy est un isomorphisme
pouwr tout y € X , £(y) =x o Comme £*M et £*F sont localement cons tant,
l'ensemble des points y € £—1(v) tels que i-‘uy soit un isomorphisme, est un
ouvert voisinage de f_1 (x) et par suite dont 1l'image est un voisinage W de x

Donc u est un isomorphisme sur W et par suite F est localement constant.

LEMME 2,2.3.~ Soient X un espace analytique (resp. algébrique), Uc X un
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ouvert dont le complémentaire est un fermé analytique (resp. algébrique). Alors

les composantes connexes de U sont des ouverts de X dont le complémentaire

est un fermé analytigue (resp. algébrique).

On peut supposer X réduite. Lorsque X est normal, U est connexe d'ou

~ ~
le lemme dans ce cas. Sinon soient 1 ¢ X —> X 1le normalisé de X , (Xi)i€I

les composantes connexes de X , ﬁi c ii les composantes connexes de 'n'-1(U) .

~ ~n)
Comme les Xi sont des fermés analytiques (resp, algébriques) de X , pour
tout i , flvi est le complémentaire dans %i d'un fermé analytique (resp.
algébrique) Z:.L e« SOoit V une composante connexe de U , Il existe un sous-
ensemble Jc I tel que TT-1(V) =U U, oDonc V estle complémentaire de
i€y *

~
Umz,)u U mn(X,) qui est un fermé analytique (resp. algébrique).
. i . i
i€J i€I-J

242e4e Démonstration du théoréme 2.2.1.

On peut supposer que X est réduit., L'assertion est locale sur X pour
la topologie ordinaire (resp, de Zariski). On peut donc, quitte 3 se restreindre
A un ouvert de X supposer que dimX < + o o On raisonne alors par récurrence
sur dimX . Le théoréme est vrai lorsque dimX = 0 ., Il existe un ouvert dense
Uc X tel que Y = X-U soit un fermé analytique (resp. algébrique) et que
F/U soit localement constante Soit V 1le plus grand ouvert sur lequel F est
localement constante On a Uc V et par suite V est dense, Il s'agit de mon-
trer que VN Y est un ouvert de Y dont le complémentaire dans Y est analy-

tique (resp. algébrique).

242456 Cas X lisse, Y diviseur A composantes locales lisses et A croise-

ments normauxe

Comme l'assertion est locale sur X , on se raméne au cas X connexe
(dans le cas algébrique les composantes connexes sont des ouverts de Zariski),
et par suite U est connexe, Le faisceau localement constant F/ﬁ est alors

décrit par l'action de 111(U) sur un A-module M , Soit Y = U Y, la
i€l
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CLASSE D’HOMOLOGIE D'UN CYCLE VI -09

décomposition de Y en ses composantes irréductibles globales, A chaque Yi
est associé un élément gi € n1(U) défini a conjugaison prés,. Soit Io c I
l'ensemble des i € I tels que l'action de gi sur M ne soit pas l'identité,
Posons U Y. « Par ailleurs, par hypothése de récurrence, il existe un

i€l

o

fermé analytique (resp. algébrique) Z c Y tel que le complémentaire de 2
dans Y soit le plus grand ouvert sur lequel F/Y est localement constante
Posons W =Y = (You Z) «.Ona VAYCVW . Notons j : U—>X 1l'injection
canonique et m sz FAY —> j (F/U)|Y 1le morphisme canonique. L'ouvert V N Y
est l'ensemble des points w de W ol mw est un isomorphisme, C'est donc

une réunion de composantes connexes de W et par suite, c'est un fermé analy-

tique (resps algébrique) de Y (2¢243)s

2.2.60 Cas général.

Comme l'assertion est locale sur X , on peut supposer qu'il existe une
variété lisse }? .y un morphisme propre et surjectif f ¢ X —3 X tel que
f~1(Y) soit un diviseur & composantes locales lisses et A croisements normauxe
Posons F = £*F , C'est un faisceau constructible sur X . S0it Zc X 1le
plus petit fermé en dehors duquel ? est localement constante C'est un fermé
analytique (respe algébrique) de X . Il est clair que V est contenu dans
le complémentaire de £(Z) o Il résulte de 2.2.2 que V est le complémentaire
de f(“i) . Comme £(Z) est analytique (resp. algébrique) le théoréme 2,2.1

est démontré,

COROLLAIRE 24247~ Soient X un espace analytique et F un faisceau sur X

localement analytiquement constructible, Alors F est analytiquement construc-

tible.

2e3s Image directe d'un faisceau constructible,

THEOREME 2,341.- Soient X et Y deux espaces analytiques (resp. deux variétés
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algébriques sur € ), £ ¢ X —3 Y un morphisme propre, F un faisceau

analytiquement (resp. algébriquement) constructible, Alors pour tout entier q ,

qu*F est un faisceau analytiquement (resp. algébriquement) constructible.

Nous démontrerons d'abord le théoréme 2,3.1 dans le cas analytique. On
peut supposer que X et Y sont réduits. Démontrons d'abord un lemme, On

utilise les hypothéses et notations de 2¢3.1e

LEMME 2,342~ Pour tout compact KcC Y et tout entier q , il existe un voi=-

sinage ouvert V de K et un ouvert dense Wc V , dont le complémentaire

est un fermé analytique de V , tel que qu*F soit localement constant sur

W o de fibre de type fini en tout point de W .

Donnons-nous un compact KC Y , Par dévissage de F sur £—1(K) (2.1,
propriété CS)’ on voit qu'il suffit de démontrer le lemme lorsque F est loca-
lement constant sur un ouvert lisse U de X A complémentaire analytique, pro-
longé par zéro sur X o On a alors qu*F = qu:F ol £' désigne la restric-
tionde £ & U et f: le foncteur image dire;te A support propre. Quitte a
résoudre les singularités de X au voisinage de f-1(K) , on peut supposer que
le complémentaire D de U dans X est un diviseur a composantes locales

lisses et A croisements normaux. Examinons différents cas

2e3e¢3e Démonstration du lemme 24362 $ cas dim Y = 0 o

On peut supposer Y réduit A un point. La variété lisse X est compacte
et il s'agit de montrer que les H3(X,F) sont de type fini., On constate immé-
diatement que le faisceau F posséde les propriétés suivantes 3

(cc1) Pour tout x € X , la fibre F, est de type fini,
(cc2) Pour tout x € X , les modules HY (X,F) sont de type fini,
(cc3) Pour tout x € X , les systémes pizgectifs V— Hg(V,F) .

V voisinage de x , sont essentiellement constants,

En d'autres termes, le faisceau F est cohomologiquement constructible [ ] .
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Il résulte alors du théoréme de Wilder que les Hq(X,F‘) sont de type fini
(loce cite). Pour démontrer 2,3.3, on peut aussi invoquer la triangulabilité
de la paire (X,U) [5] ce qui permet dans ce cas d'éviter le recours i la

résolution des singularités,

2e3e4e Démonstration du lemme 2,3.2 ¢ cas Y lisse,

Pour tout xeX, notons n(x) le nombre de composantes irréductibles
locales de D en x . Posons Rp = {x€X | n(x)>p} ; c'est un fermé ana-
lytique de X , et notons R le normalisé de Rp ; c'est une variété lisse,
Notons Ep t R — Y le morphisme induit par f o C'est un morphisme propre.

P
L'ensemble des points de ﬁp ol la différentielle dfp $ Te —— EETY n'est

R

pas surjective, est un fermé analytique ZP de Tip . En vertu du théoréme de
Grauert, FP(ZP) est un fermé analytique de Y .o Posons Wp =Y - I-"p(zp) .
I1 résulte du théoréme de Sard que Wp est dense, Posons W = ﬂwp e Clest
un ouvert dense de Y dont le complémentaire est un fermé analytique de Y

et pour tout p , E;‘ (W) — W est une submersion. Il résulte alors du théo-
réme d'Ereshmann que l'application induite par £ : U DN f_1(w) —> W est une
fibration C. -localement triviale. Pour tout g et tout y € W la fibre en

y du faisceau qu*F est de type fini (2.3.3). Donc le faisceau qu‘*F est

localement constant sur W , de fibre de type fini en tout point de W .

2¢3e¢5¢ Démonstration du lemme 2.3.9 $ cas général.

~
Soit Kc Y un compacte Il existe une variété lisse Y , un voisinage
~
ouvert V' de X , un morphisme propre m ¢ Y —> V' , un ouvert dense
W'c V' , complémentaire d'un fermé analytique de V tel que m induise un
- ~n ~
isomorphisme de m 1(W') sur W' o Notons X 1le produit fibré X xY ,
T : v XL 3 .\ -
F 1l'image inverse de F swr X , £ : X —> Y la deuwxiéme projection. Comme
qy 3 NS . A e -1

£ est propre, on a T*R'£,F = R'E,F . Il existe un voisinage V de m (X) ,
qu'on peut toujours supposer, quitte a le diminuer, de la forme ﬂ-1 (V) ot

~ o~
Vc V' est un voisinage ouvert de X , et un ouvert dense W de V dont le
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complémentaire 'Zo est un fermé analytique de \7 tel que Rq'f\“*; soit loca-

lement constant de fibre de type fini sur ¥ . Posons Z = n(z) « Comme

T est propre, Z est un fermé analytique de V dont le complémentaire W"

est un ouvert dense, Posons W = W'N W" , C'est un ouvert dense de V dont
le complémentaire est analytique dans V et tel que qu*F‘ soit localement

constant sur W de fibre de type fini en tout point,

2¢346¢ Démonstration du théoréme 2.3.1 dans le cas analytique.

En vertu de 2,247, le théoréme est local sur Y , On peut donc supposer
que dimY < + o et on procéde alors par récurrence sur dimY . Le cas
dimY =0 résulte de 2+3+.2. Supposons donc l'assertion démontrée pour dimyY <n .
Soit y €Y o Il existe un voisinage V de y et un ouvert dense Wc V dont
le complémentaire Z est analytique dans V , tel que qu*F soit localement
constant de fibre de type fini suwr WV 4 Si y #z s ¥ est un voisinage de
y sur lequel qu‘*F est analytiquement constructibles Si y € Z , le fais-
ceau qu*Flz est, d'aprés le théoréme de changement de base pour les appli-
cations continues et propres et l'hypothése de recurrence, un faisceau locale-
ment analytiquement constructible, Quitte a diminuer V , on peut donc supposer
que qu*F|Z est analytiquement constructible. Donc qu*F est analytiquement

constructible sur V .

2¢4e Démonstration du théoréme 2.3.1 dans le cas algébrique.

Dans le cas algébrique, la démonstration est simplifiée par le lemme

suivante

LEMME 2e4¢1e~ Soient X une variété algébrique complexe, Uc X un ouvert

de Zariski, F un faisceau sur X tel que F/AU et F/AX-U soient algébri-

quement constructibles, Alors F est algébriquement constructible sur X .

Résulte du fait que les fermés algébriques de U sont des traces sur U

de fermés algébriques de X .
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La démonstration de 2,3+.1 dans le cas algébrique suit de prés la démons—
tration dans le cas analytique. On peut supposer X et Y réduit et on pro-
céde par récurrence sur la dimension de Y o Dans le cas dimY =0 , cela
résulte du théoréme 2.3.1 dans le cas analytique. Supposons le théoréme dé-
montré lorsque dimY <n , Soit Vc Y l'ouvert de Zariski des points lisses
de Y o En vertu de 2441 et de l'hypothése de récurrence, il suffit de mon~
trer que qu*F/V est algébriquement constructible, On est donc ramené a
démontrer le théoréme 2¢3.] lorsque Y est lisse. Par dévissage sur F (2.1
propriété (CS))’ on peut supposer qu'il existe un ouvert de Zariski lisse
Jc X tel que F soit localement constant sur U et nul en dehors de U
Quitte A résoudre les singularités, on peut supposer que le complémentaire
de U est un diviseur a composante lisse et & croisements normauxe. On poursuit
alors la démonstration comme dans 2¢3e4e
On peut aussi dans le cas algébrique raisonner par récurrence sur la dimen-
sion du support de F , appliquer le lemme de Chow pour se ramener au cas ol
£ est un morphisme projectif, faire des projections successives pour se ramener
au cas ou la dimension des fibres est <1 , résoudre alors les singularités
de la fibre générique ce qui est facile car c'est une courbe et conclure comme

dans 2e3e4e On évite ainsi le recours a la résolution des singularités générales,

COROLLAIRE 244e¢2¢—~ Soient £ ¢ X —> Y un morphisme de variétés algébriques

complexes et F un faisceau algébriquement constructible sur X o Alors pour

tout entier q , les qu*F sont algébriquement constructibles,

D'aprés Nagata, il existe une variété X , un morphisme propre F : X Y,
un plongement ouvert i X‘—ﬁ')\f tels que Eoi =f o+ On a alors une suite
spectrale Rqﬁ*qu*F =3 Rp"'qf*F o Il suffit donc, en vertu de 2,2,1, de mon-
trer que les qu*F sont algébriquement constructibles, On peut donc supposer
que f est une immersion. On procéde alors par récurrence sur la dimension du

support de F o Par dévissage sur F (2.1 propriété CS) on peut supposer que

13
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F est localement constant sur un ouvert de Zariski lisse U de X et, quitte
a remplacer Y par l'adhérence de Zariski de X , que £ est une immersion
ouverte, Supposons d'abord que U = X . En résolvant les singularités, on ob-
tient une variété lisse ? , un morphisme propre 1 $ ?-——» Y , une immersion
ouverte .'f\‘) : X —> ¥ tels que £ = mef et que ¥-X soit un diviseur 2 com-
posantes lisses et A croisements normaux. La suite spectrale Rp+qf¥ &= Rpﬁ*quL
et 22,1 montrent qu'il suffit de faire voir que les ng* sont algébriquement
constructibles ce qui est clair, Dans le cas général, notons j 1l'immersion de

U dans X + On a un triangle distingué de complexes de faisceaux sur X

F ——— Ri,(FA)

Vo

(R3F|0)y _ g

Ces complexes sont algébriquement constructibles d'aprés ce qui précéde, On
obtient en appliquant Rf, un triangle distingué de complexes de faisceaux sur
Y ¢
REF 5 R(£:3),(FA)
i\ /
\ J

)

RE((RIFIU), 4

D'aprés ce qui précéde, le complexe R(£:j),(F/U) est algébriquement construc-

tible, Par hypothése de récurrence Rf,((Rj,F/U) est algébriquement

X—U)

constructible. Donc Rf, F est algébriquement constructible.

245+ Ext de faisceaux constructibles.

PROPOSITION 245.1- Soient X un espace analytique (resp. algébrique), F et

G deux faisceaux analytiquement (resp. algébriquement)constructibles sur X .

Pour tout entier q , le faisceau Extq(F,G) est analytiquement (resp. algé-
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briquement) cons tructible,

Nous examinerons d'abord différents cas particuliers.

2e5e2¢ 1er case— Il existe un ouvert Uc X , dense et lisse complémentaire

d'un fermé analytique (resp, algébrique) tel que F soit constant de fibre A

sur U , G localement constant sur U , et F et G nula en dehors de U .

Soit i : U—>X 1'immersion canonique. On a Ext%(F,G) = R%, (c/) .
L'assertion est locale sur X o Quitte a se restreindre A des ouverts de X ,
on peut supposer qu'il existe une variété lisse % , une immersion ouverte
is U-—)‘i s un morphisme propre s ﬁ—)X tel que i =f.T et que
X-U soit un diviseur & composantes locales lisses et A croisements normauxe
Il est clair que les RYG sont constructibles. La suite spectrale

Yy, & PR, -Rr%,

et le théoréme 2.3.1 permettent de conclure,

2+5¢3¢ 2e case~ Il existe un ouvert U de X, complémentaire d'un fermé analy-

tique (respe _gl:qébriqye) tel que F soit constant de fibre A sur U , nul

en dehors de U o

On procéde par récurrence sur la dimension du support Z de G qu'on
peut supposer finie, quitte 3 se localiser sur X . L'assertion est vraie
lorsque dimZ= 0 , Par dévissage (242 propriété CS) on peut donc supposer
que G est localement constant sur un ouvert dense et lisse V de Z complé-
mentaire d'un fermé analytique (respe. algébrique) et nul en dehors de V .
Soit j ¢ Z—> X 1l'injection canonique, on a Ext(F,G) = j, Exti(F/2,G/Z)
et par suite, quitte a remplacer X par Z , on peut supposer Z =X
Comme Ext)(F,G) ne dépend que de G/U , on peut, quitte A remplacer G par
GU s Supposer que Vc U , Notons o ¢ Ve—> U , B s Ve X , i :UeesX

les injections canoniques. On a un triangle distingué de complexes de faisceaux

sur X ¢
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G ——————> (RB,G)
’"\ /* v
//

Hk

D'aprés 2,5.2 (Rﬁ‘,‘G)U est constructible sur X o, Donc H est constructiple

sur X o Le support de H est U-V , Clest un fermé analytique (resp. algé-
brique) de dimension < dimX . Par hypothése de récurrence, les Ext3(F,H)
sont constructibles, Il suffit donc de montrer que les _E_:gc_tq(F,RB*G)U) sont
constructibles, On a mq(F,(RB*G)U) = gq(ni*(((np*c;)u)(u)) « De plus
((RB48) ) |U = R, G et Ri,(R,G) = RB,G o Donc, d'aprés 2.5.2, Ext(F,(R8,G),)

= RqB*G est constructible.

245¢4¢ 3e case- Le faisceau F est localement constant sur un ouvert U de X,

complémentaire d'un fermé analytique (resp. algébrique) et nul en dehors de U .

Soit i ¢ U«—-~#X 1l'injection canonique, On a une suite spectrale
Rpi*mq(F/U,G/U) :_@c__gp*q(F,G) o Il suffit donc de montrer, en vertu de 2453,
que les BExt!(F/U,G/U) sont des restrictions & U de faisceaux constructibles
sur X , oll encore que le faisceau i!_E_ﬁq(F/U,G/U) , obtenu en prolongeant

par zéro en dehors de U le faisceau Exti(F/U,G/AU) , est constructible sur X .

Démontrons cela par récurrence sur la dimension d du support Z de G ,
l'agsertion étant triviale lorsque d = 0 .+ On peut alors, par dévissage, Suppo—
ser que G est localement constant sur un ouvert V de 2Z complémentaire d'un
fermé analytique (resp, algébrique) et nul en dehors de V , Notons & ¢ UnZ<—>Z
et j $Z———>X 1les injections canoniquese On a

i, Bxt(FA,6/0) = duoBxtH(rAU N 2,00 N2)
et par suite, quitte & remplacer Z par X , on peut supposer que Z =X , et

quitte A remplacer G par G _ ce qui ne change pas sa restriction & U , on

U
peut supposer que VC U o Il est clair que Ext3(F/U,GA)A est localement
cons tante Comme FﬁJ est localement constant & fibre de type fini, pour tout

x € U ona ExtUFA,GA) = Ext¥(F,G) . Parsuite ExtY(F/U,G/U) est nul

116



CLASSE D’HOMOLOGIE D’'UN CYCLE

VI ~16 bis

en dechors de V . Donc i'Extq(Fyﬁ,G/U) est localement constant sur V et

nul en dehors de V et est par suit: constructible sur X .

245056 4€ Case.— Cas général, Par dévissage sur F , on peut supposer qu'il
existe un fermé analytique (resp, algébrique) Y «—>X et un ouvert W de Y

complémentaire d'un fermé analytique (resp. algébrique).

[suite du texte page VI ~17]

17
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266 Constructibilité du complexe dualisante

THEOREME 2.6.1.- Soient X un espace analytique (resp. une variété algébrique

sur ¢ ), ’,.7'x le complexe dualisant de X pour les faisceaux abéliens, Alors

Tx est un complexe analytiquement (resp. algébriquement) Z- constructible.

D'aprés.2.2.1 le probléme est local sur X (resp. local pour la topologie
de Zariski). On peut donc supposer que X est un sous-espace fermé d'une variété
lisse 2 . Le complexe Tz est constructible : c'est un complexe dont le seul
faisceau de cohomologie non nul est le faisceau constant de fibre Z en degré
-2dimZz o Comme on a Hq(_’Z’x) = Ext-q(zx,TZ) , les Hq(Tx) sont constructibles
(245.1), donc T, est contructible.

Pour tout complexe de faisceaux abéliens F sur X , posons

Dx(l'-‘) = RHom(F,TX) .

COROLLAIRE 2.6.2.~ Si F est constructible, D,F est constructible et le

morphisme canonique F ——-)DXDXF est un quasi-isomorphismes

La premiére assertion résulte de 246e1 €t 2,5.1« Démontrons la deuxiéme
assertion. Par dévissage sur F , on peut supposer que F est localement
constant sur un ouvert lisse U d'un sous-espace analytique fermé Y de X
tel que U =Y soit analytique et que F soit nul en dehors de U .

En remarquant que DYDYF 2 DXDXF on se raméne au cas X =Y o Il existe
une variété lisse ? s un morphisme propre 1t 3 ¥ —> Y une immersion ouverte
J s Uﬁ--i? tel que moj =i et que ¥ - U soit un diviseur A croisements
normauxe On a

DJF = ok, (D (FAV)) = Bmy (R, D (FA)) = Rn*(.D;(?)) ,
en posant F = J1(FA) o Par suite DD F = DY(R‘IT*DQ?T‘) o D'aprés le théoréme
de dualité relative appliqué au morphisme propre w [1d , on a

D, (Rm,DF) = Bm, (DyP) .

~ -
De plus Rfr*? =F et Rm, transforme le morphisme canonique F———)DQaD?I«'
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~
en le morphisme canonique F — D\,DYF e On peut donc supposer Y =Y et
~N
F=F o Le complexe TY est alors :Z[2dimY] et l'assertion se vérifie

immédiatement.

COROLLAIRE 2+6¢3¢~ Soient f : X —3 Y un morphisme analytique (resp. algébri-

gue) et F un complexe de faisceaux constructible sur Y o Alors l'image in-

!
verse extraordinaire £ F[ ] est un complexe constructible sur X et on a

!
£'F = Dxf*DYF .

La premiére assertion résulte de 2,6.,2 et de la deuxiéme assertion., La
deuxiéme assertion est vraie pour tout complexe F sur Y telle que

Fe— DYDYF soit un isomorphisme. Elle résulte donc de 2.6.2.

COROLLAIRE 2.6+4¢~ S0it YC X un sous—espace analytique fermé d'un espace

analytique. Alors TXIY ¥ RHom(Rl“Y(Z), ‘TY) .

OnaZ= RHom(Tx ,Tx) (24642) e Donc grY(z) = RHom(Txh{ ,_lgy(Tx)) .
Mais B‘I‘Y(TX)HTY , d'olt _l_tI‘Y(Z) » RHom(Tle 'TY) , d'oll le résultat par

bidualité (2.642)e

COROLLAIRE 2.6.5.~ Soit YC X un sous—espace analytique (resp. algébrique)

d'un espace analytique (resp. algébrigue). Alors il existe un ouvert demse V

de Y complémentaire d'un sous-espace analytique (resp. algébrique) fermé

de Y , tel que ’I'X/Y soit localement constant de fibre en y € Y
&ry(zry[ 2dimy] .
Sur l'ouvert de lissité de Y , , ona T, = Z[2dimY] . L'assertion

résulte alors de 2¢5e1

COROLLAIRE 2.6464- Soit X un espace analytique. Pour tout entier q , le

support du faisceau _H’q = Hq(TX) est un sous—espace analytique fermé et on a

2 dinrsupp H‘q <q .

La premiére assertion résulte du fait que Hq est constructible. La
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deuxiéme résulte de 2,6.5 appliqué a Y = supp !fq .

PROPOSITION 24647~ Soient X un espace analytique, A un anneau commutatif

noethérien, TX A le complexe dualisant pour la catégorie des faisceaux de
?
- P TR o
A-modules., On a JX’A'_\_)‘X;A

La question étant locale, on peut supposer que X est un sous—espace
fermé d'un espace lisse Z . Il s'agit de montrer que le morphisme canonique

R Fom, (808) — RHom(ZX,Z)g A

est un isomorphisme, ou encore que le morphisme canonique
L
RHom(Z, , Z) & A ¢—— RHom (A, A)
U z AU

ol U est l'ouvert complémentaire de X , est un isomorphisme, Il s'agit

donc de montrer que le morphisme canonique
L
Ri(Z /U) & o —> R}, (a/0)
Z
ol j est l'injection de U dans Z , est un isomorphisme,

LEMME 2.6.8.- Soient f : X — Y une application continue d'espaces topolo-

giques (resp. un morphisme de topos), A un anneau commutatif, M° un com-

plexe d'amplitude plate finie de faisceaux de A-modules sur X , N un

A-module. On suppose que

1) Il existe un entier n tel que, pour tout faisceau de A-modules P ,

R'g, (P) =0 .

2) Rf£,(M°) est un complexe d'amplitude plate finie.

3) Une des deux conditions suivantes est satisfaite

a) N possdde une oo-présentation finie ;

b) pour tout ensemble I , le morphisme canonique

Rf*(M')('I) —_ Rf*(M°(I))

est un isomorphisme.

Alors le morphisme canonique
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L L
RE, (1° © I) e—— RE (M) ,c: i
A

est un isomorphisme,

Soient L. wune résolution de N par des A-modules libres (qu'on peut
supposer de type fini dans le cas a)), et i un entier. Il résulte de 1) et
2) qu'il existe un entier m(i) tel que, en notant L. .y le tronqué A

< m(i)

l'ordre m(i) de L. , les morphismes canoniques

e

. . L

i . 1 .

R £,(MC L. . R (M ®N
WL ) — Fa e

. I . L
H(RE, (M) & La_ _,.\) ——> - (RE,(M*) © N) ,
* < m(i) *
A A
soient des isomorphismes. On peut donc remplacer N par un complexe borné de
A-modules libres et on se raméne donc aussitdt au cas o N est un A-module

libre, de type fini dans le cas 2)s Le lemme résulte alors de 1l'additivité de

RE

, dans le cas a) et de l'aypothese b) dans le cas b).

Pour achever la démonstration de 2.647, il suffit de montrer que 1l'hypothése
3) b) du lemme 2.6.8 est satisfaite car tout complexe borné de Z~faisceaux est
d'amplitude plate finie., Il existe un espace lisse Z , un morphisme propre
™ 'Zo-—y Z , un plongement ouvert i 3 UL—>’2 tel que J = meil et que le
complémentaire de U dans 'i' soit un diviseur A& composantes locales lisses
et A croisements normaux. Pour tout complexe de faisceaux F sur 'Zo on a
Rrr*(F(I)) = Rn*(F)(I) car T est propre et on a Rj, = RmooRi, de sorte
qu'il suffit de montrer que le morphisme canonique Ri*(Z(I)/U)_—a Ri*(Z/U)(I)

est un isomorphisme ce qui se vérifie aussitSte.

247« Faisceaux algébriquement constructibles et faisceaux étales constructibles.

Soient X wun schéma séparé de type fini sur € , 1 wun nombre premier
et n un entier > 0 o On dispose de la notion de Z/lnz-faisceau étale

et constructible [8] ; la catégorie de ces faisceaux est notée const(Xet.E/an) .
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On note D:onst(xét’ Z/an) la sous~-catégorie pleine de la catégorie dérivée
de tous les faisceaux étales de Z/ln'zz—modules sur X engendrée par les ob-
jets dont les faisceaux de cohomologie sont constructibles et nuls sauf un nom-
bre fini d'entre eux, On dispose de plus de la notion de complexes parfaits

de Z/lnz-faisceaux étales, C'est un complexe de Z/ln Z~-faisceaux étales,
d'amplitude plate finie, dont les faisceaux de cohomologie sont constructibles.
La catégorie dérivée correspondante est notée Dparf(xét,z/lnz) o« C'est une

sous~-catégorie pleine de p° ,Z/l Z) .

onst
On note Const(Xalg,Z/l Z) la catégorie des faisceaux transcendants (*)

algébriquement constructibles et D

n .
const(xalg'z/l 7Z) la sous—-catégorie

Pleine de la sous-catégorie dérivée des faisceaux transcendants de Z/lnz -
modules engendrée par les objets dont les faisceaux de cohomologie sont algé-
briquement constructibles (2.1) et nuls sauf un nombre fini d'entre eux.
n
On note D 1 1 - é i i
e parf( alg’z/ Z) a sous—~catégorie pleine de la précédente
engendrée par les objets d'amplitude plate finie,

On sait associer 4 un faisceau étale, un faisceau transcendant [ ],

d'ol des foncteurs :

.

.~ n, n
rr;’l : uonst(Xét, z/1%) —> Const(Xalg,Z/l z)

(20701) * H

o (x t,E/l Z)—>D

n,
DoonstKa1g 12/ 1 2)

n
(X,1412/1 2)

Cons t

W;,l : parf‘(xét’z'/l z) —_>Dparf

. n ) . .
et la réduction modulo 1~ fournit, pour tout entier m>n des diagrammes
commutatifs

m
___..-__>
p f(Xét,Z/l 7z) parf(xalg,z/l Z)

(24742) l l
™

n n,1l
. —_—
Dparf(xet’z/l Z) Dparf( alg'z/l z)

(*) i.e. des faisceaux pour la topologie "ordinaire" ou'tranrendante",
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™
m my, 1 m
Const(xét,z/l z) —=— Const(Xalg,Z/l Z)
(24743) l czNz sz/1"z
n ﬂ; 1 n
—_—
Const(xét,z/l z) Const(Xalg,Z/l Z)

THEOREME 2.7e4e- Pour tout m , les foncteurs n; 1 sont des équivalences
1]

de catégories.

Nous nous bornerons a donner des indications. Pour démontrer que les fonc-
teurs sont pleinement fidsles, il suffit de le démontrer pour les catégories

Dconst et par dévissage des complexes, on est amené A montrer que, pour tout

couple de faisceaux étales et constructibles, l'application

m™ _ 2 Ext3(F,G) —> Extq(n; 1
?

n,1l

est bijective, Ceci est une conséquence du théoreéme de comparaison entre la

F, n;'lc;)

cohomologie étale et la cohomologie transcendante, comme on le voit en faisant

des dévissages sur les faisceaux F, et G (2.1, propriété C5) et des réso-

1

lutions de singularités comme en (2.5). Pour démontrer que les foncteurs n; 1
9

sont essentiellement surjectifs, il suffit, vu ce qui préceéde, de le démontrer

pour les catégories Const , et c'est alors une conséquence facile du théo-

réme d'existence de Riemann,

COROLLAIRE 247.5.- Les foncteurs ¥ commutent & la formation des images di-

m, 1

rectes supérieures, a la formation des images directes A support propre, a la

formation des Ext locauxe

Résulte immédiatement du fait que les n; 1 commutent a la localisation
?

étales
Par un passage a la limite projective sur l'entier n expliqué dans la
thése de Jouanolou, on définit la catégorie Const(xét,zzl) = "%iﬂ“Const(Xét,Zq/inZZ)
n

n
= ulimM . _
et (xét,zzl) lim Dparf(xét’z'/l ZZ) o Pour les catégories transcen

Dparf

dantes correspondantes, on a le résultat suivant ¢ les foncteurs de réduction
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modulo 1% permettent de définir des foncteurs

. nyqmh n
p s Const(xalg,zl) _ ];_%"L Const(xalg,z/l z) |,

L ! i
(x zl) —_— '%1m"D
n

©
.

n,
Dparf alg parf(xalg'z/l E) ¢

On vérifie que ces foncteurs sont des équivalences de catégories, On obtient
donc

COROLLAIRE 2+7e64~ Il existe des équivalences de catégories uniques a isomor-

phismes prés :
:Const(xét,zl) ——— Const(X ,zl)

)

alg

i

(xét,zl) —> D

Dparf parf(xalg’zl

telles que, pour tout n , on ait un diagramme commutatif 3 isomorphismes prés,

TT*
1
— Cons t(xalg,zl)

|
¥ ¢

n ' ri,l n
Const(Xét,Z/l Z) —2 Const(xalg,z/l z)

Cons t(xét.zl)

m
. ———
Dparf(xet’zl) Dparf(xalg'zl)

L l

n n,1l n
DoareXepZ/1 2) —1—5 D (X, .2/12Z)

ol les foncteurs verticaux sont les foncteurs de réduction modulo 1? .

Les foncteurs rr’{ commutent a la formation des images directes, des images

directes A supports propres, des Ext locauxe

Remarque 247+7¢~ On définit aussi en théorie étale la catégorie Con.st(Xét, l)
des Q-faisceaux étales et constructibles en localisant Const(xé t,zl) par
rapport A la sous-catégorie des faisceaux de torsion. La catégorie Cons t(Xét, Ql)

n'est pas équivalente 3 la catégorie des faisceaux transcendants de Ql-espaces
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vectoriels algébriquement constructible, Cela provient de ce qu'une repré-
sentation d'un groupe T dans un espace vectoriel V de dimension finie

sur Ql ne laisse pas nécéssairement invariant un réscau de V .

2.8+ Comparaison du complexe dualisant avec le complexe dualisant étale.

Soient X wun schéma séparé de type fini sur € , 1 un nombre premier,

n un entier, T le complexe dualisant pour les Z/ 1n Z~-faisceaux

X %/ 1"z
étales [ 9 ] .+ Il résulte des théorémes de comparaison [loc, cit.] que

(o] (o]
T
Hc(xét"xét,z/ ) — Hc(xtransc’rr;,lTXét,ZZ/ln Z

est un isomorphisme, On a donc un morphisme d'intégration sur Xét H
[‘ o " n
J : Hc(xtransc'ﬂn,lTXét,Z/ln Z) > z/1Z

X
ét
dont on déduit par le théoréme de dualité de Poincaré un morphisme

L
& :

"1t T 'x, zAt 2 — T Z/oZ
ol le complexe de droite est le complexe dualisant pour les faisceaux transcen—

dants de Z/hZ -modules (2.6.7).

est un complexe parfait (2.7) .

PROPOSITION 24841+~ a) Txét,Z/an

b) & est un_isomorphisme.
nyl

c) Pour tout m>n , le morphisme de réduction modulo 1" ’

n
Txét,z/l’“z@Z/l z ""—>Txét,z/1nz

est un isomorphisme,

a) La question est locale sur X ; on peut donc supposer que X est un
fermé d'une variété algébrique lisse Y , On a alors

n d
Ty = R Hom(Zz/1 Zy ,Iyét 2/ 1)

est isomorphe A p‘d:;mY
1

" o2/1" 2

Le complexe T, [2dimY] [9 ] . Il est

n
ét,z/ 1"z
donc parfaite L'assertion résulte alors de 247.5 €t 2e¢5e1e

b) Soit F un complexe parfait de faisceaux étales de Z/lnz-modules.
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La dualité étale [loc, cite] nous domme un isomorphisme

Hom(F 1Ty

O - ) n
» S ,ﬂom(ch(Aét,r«') W Z/1°7Z) .

\

s.n
z/1" z’
Le théoréme de comparaison nous fournit un isomorphisme

Hom(RT (X, F) 2/ 1'z) —2 Hom(Rr (% ) Z/10z)

transc'ﬂ;,
et la dualité transcendante nous fournit un isomorphisme

L
. [ ~ n
Hom(RI‘c(X n;'lr),zz) —_— :Iom\rr:th 1Ty c; z/1°7Z)

transc’

D'oll en composant ces isomorphismes, un isomorphisme fonctoriel en F
) L n
l; [ 2 : ;
Hom(F,_Z’xét,z /1 z) NN IIom(n*n’lF,Ix c; z/1"z) .

Lorsque F = TX s Cet isomorphisme transforme l'identité en Qv‘ 1
1y

n

2/ 1 2

Par suite §n 1 est un isomorphisme en vertu de 2.7.4.
?

c) Résulte de b) et de (246.7)s

Remarque Z¢8+2e= 1) Soit X une variété algébrique séparée de type fini
sur un corps k algébriquement clos de caractéristique premiére & 1 , Le

complexe Tx est d'amplitude injective finie, Il est donc d'ampli-

n
" t,z/ 1z )
tude plate finie, car tout module injectif sur Z/l Z est une somme directe
(Z/ln Z)(I) « Par ailleurs, d'aprés le théoréme de Deligne [ 1 ], la coho-
. . .
mologie de "Xét,Z/an est constructible, Donc TXét,Z/an est un com=
Plexe parfait sans hypothése sur le corps de base.

2) De meme l'assertion c) de 243e1 est vraie sans hypothése sur le corps de
base. En examinant la démonstration de 2.6.7, on voit en effet qu'il suffit
de pouvoir appliquer 2.6.8 au cas o f est un morphisme Xét —_— Yét induit

. , . \ m . n
par un morphisme de schémas lisses, o A =M =2/1"Z etol N=z/1"%Z .
Les conditions 1) et 3) du lemme sont satisfaites. La condition 2) du lemme
est satisfaite elle aussi, car le faisceau constant Z/lmz sur Xét est
d'amplitude injective finie (par exemple, en vertu du théoréme de dualité sur
xét ), donc Rf*Z/lmZ est diamplitude injective finie donc d'amplitude

plate finie,
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En passant & la limite sur l'entier n , on déduit de (2.841) c) (et
de la remarque 2.8¢2,2) dans le cas jgénéral) l'existence d'un complexe parfait
1 pou 1 r i
Ty X, 12y € arf(}‘ 012 )  tel que, pour tout I € Dparf(xét'zl) , on ait un

isomorphisme fonctoriel en F
m ~ ." ™
Ttom(F,7 X, 12, ) —= 5 Hom(RT <:(xét, F) ,zl) .

De plus, pour tout morphisme £ : X —> Y , on a un isomorphisme

) .
1

De mé@me, en passant & la limite sur l'entier n , on déduit de 2.8.1 b) un

Rf, R Hom(F,T.

Ty —2L3 Rfom(REF, T

z Y, 2

ét'l

isomorphisme fonctoriel en X

(248.3) g, 3 W —_, ez .
171X, a2 X g Zy

L'homologie étale localement finie de X , H.(X oy )  (resp. & support

compact H, (X er? & )) est définie comme &tant 1'hypercohomologie H (X t"Y ,Z )
el

(respe H (xétH z )) [7] . On déduit alors de l'isomorphisme 2.8.3
é 1

et de 2-7.6 le

COROLLAIRE 2.8.4e—~ Pour les variétés algébriques séparée et de type fini sur € ,

il existe des isomorphismes fonctoriels en X pour les morphismes propres

~ - - o 3
Hi(xét,zzl) NN ui(x,;zl) (respe fonctoriel en X ,
c ~ . C
H (X, 02)) s (x,2,) )

ol l'homologie de gauche est l'homologie Gtale & coefficients dans Zl et

l'homologie de droite l'homologie singuliére a coefficient dans Zl .
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3¢ Classe d'homologie d'un cycle,

3¢1e« Rappel sur la trace,

3e140s Soient X et Y des espaces analytiques, f ¢ X —> Y un morphisme,

X un complexe borné de faisceaux de O -modules & cohomologie cohérente et

X
d'amplitude plate finie sur Y ; d un entier tel que les dimensions des
fibres de f soient <d , F un faisceau de Z-modules sur X ,

A toutes ces données variables (X,Y,f,K,d,F) , on se propose d'associer
un mopphisme de faisceaux abéliens
3elele Tyt 2%, (£4F) —— F
ol £, désigne le foncteur image directe & support propre [10], tel que les
propriétés suivantes soient satisfaites 3

(VAR 0) : Le morphisme Tr oK dépend additivement du complexe K

(additivité par rapport aux suites exactes).

(VAR 1) : Le morphisme Trf,K est fonctoriel en F et commute aux
sommes directes quelconques de l'argument F .

(VAR 2) : La formation de Tr £,X est compatible avec le changement
de base Y' — Y ,

(var 3) s La formation de Trf,K est compatible avec la composition

des morphismes £

(VAR 4) 1I) Lorsque £ est fini, d=0 , F=2Z , posons, pour y € Y

; . L
31020 m(y) = x'f(z) ., (-1)‘dimH1(K(x) cg c) .
iEm g

Le morphisme composé
can, Trf X
F_ 3£, MF =f fHF ___2°, F

induit sur la fibre en y € Y , la multiplication par HLK(}') .

II) Lorsque X est lisse, Y = , X=0, , d=dimX , F=2Z

spaint X

le morphisme od
Tr : HS (X, Z) ~—— Z
f,Ox c
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THEOREME 3e1e3e~ Il est possible d'associer & tout (X,Y,£,X,d,F) un morphisme

Tr, , &t un seul tel gue les propriétés (VARL) 0< i< 4 soient satisfaites,
?

Le morphisme Tr est appelé le morphisme trace pondéré par X

£,K

Lorsque X = 0, on le supprime de la notation et le morphisme correspondant

X
est appelé le morphisme tracee. Lorsque Y est un point, on remplace f par X .
Ce théoréme est une transcription du théoréme de SGA, XVIII, §2. Nous nous
bornerons a donner des indications. Démontrons l'unicité, ce qui nous permettra
de préciser les définitions formelles des propriétés VARi)e. Pour vérifier
1'unicité de Trf,K s 11 suffit de le faire sur les fibres en tout point y € Y ,
Soient y €Y , Xy la fibre de £ en y , iy H xy;_, X 1l'injection ca-
nonique fy H Xy —_ {y} la projection sur un pointe. La compatibilité avec le
changement de base VAR2 implique dans ce cas que 3

(Tr = Tr

f‘,K)y fy,]Li; x °
On est donc ramené A démontrer l'unicité lorsque Y est un point. En filtrant
le complexe X et en utilisant VARO, on se raméne au cas oi K est un fais-
ceau cohérent sur X .

En utilisant l'exactitude a droite de de.e! et VAR1 , on se raméne
au cas o F=2Z ,

Il résulte de VAR4 et de VAR2 que Tr_ est le morphisme canonique

£
lorsque f est un plongement ouvert, Il résulte alors de VAR3 que pour tout

ouvert Uc X on a un diagramme commutatif

Hgd(u,z) SN Hsd(X,Z)

Tr
U,K|U Try ¥
Z
En utilisant 1'exactitude a droite de H:d on voit alors que Try ¢ est conmu
?
lorsque les Try x| sont connus pour un recouvrement ouvert (Ui) de X .
i? i

On peut donc localiser sur X
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et supposer qu'il existe un morphisme fini g 3 X —> V sur un ouvert V de

Cd o I1 résulte de VAR3 que Tr_ o Tr et Tr_ et Tr sont

ek = Ty e T ¢ v g,K

déterminés par VAR4 , d'olu l'unicité, Pour l'existence, nous laissons au
lecteur le soin de transcrire SGi 4, XVIII,

Comme les fibres de X sont de dimension < d , pour tout faisceau F
sur Y , le complexe Rf!f*F[2d] a une cohomologie nulle en degré > 0 et

2

sa cohomologie de degré 0O est R df,f*F « Donc le morphisme 3.1.1. déter-

mine et est déterminé par un morphisme de complexes encore noté
Tr : Rf £*F[2d] —— F ,
£,K !

d'ol en passant aux complexes de faisceaux sur Y , un morphisme de complexes.

3e1e4e : (Rf!f*F“)[zd] — F

T;
T £,K
qui posséde les propriétés VARi), 0< i < 4 . Ce morphisme est encore appelé

la trace pondérée.

3¢2¢ Homomorphisme de Gysin pour les morphismes platse.

Soient (X,Y,£,X,d) comme en 3.1.0. Notons T, le complexe dualisant
de Y (1.2)e Le morphisme
Trf'K : Rf!f‘*TY[zd] —>7,
est un élément de RHom(Rf,(f*TY) ,TY[- 2d] ) o Par dualité de Poincaré [10],
ce dernier groupe est isomorphe a

RHom(f*_‘Z’Y,TX(— 2d)) ,

d'ol un morphisme

3e2e1e Gf,K : f*TY——>TX(- 2d)
Soit & wune famille de supports sur Y o Le morphisme G £.X induit un homo-
!
morphisme sur 1'homologie (142)e
- ~1(3)
3e2e20 £ HP(Y,Z)——-; H§+Zd (x,2)

appelé homomorphisme de Gysin pondéré par X .

I1 résulte immédiatement des propriétés VAR i) , 0<i< 4 (341) que
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les morphismes I.-‘I’Z possédent les propriétés suivantes :

GYS 0)

GYs 1)

(36243)

GYs 2)

GYs 3)

Les morphismes f‘; dépendent additivement de X (par rapports
aux suites exactes de complexes).

Pour tout diagramme cartésien :

X' —1  _ox

gi I/f

.Y' —-'-'1——7‘{
tout complexe K sur X et tout entier d tels que (X,Y,f,K,d)
jouisse des propriétés décrites en 3,.,1.0, tout couple de familles
de supports & sur Y et ¢ sur Y' , m—adaptées(*) , alors

(x',Y',g,Ln*K,d) est comme en 3.1.0 et le diagramme

- Ny -1
09 (D(xr,z) ——— uf (D(x,z)
»+ 2d *+2d
¥*
ILn¥x o
m
Hi(Y',Z) * 5 (y,z)

est commutatife
Pour toutes données (X,Y,f,K,d) et (Y,Z,g,M,d') comme en 3.1.0,

L
la donnée (X,Z,g0 £, K@ ILE* M, d+ d') jouit des propriétés de

0]
3e140 et on a £
f;og§=(gnf)*1. .
KQ® Lf*M
Oy

Lorsque Y est connexe, f est fini, d = 0 , les entiers

n&((y) s ¥ €Y ne dépendent pas de y et l'homomorphisme composé

) 5 £ £u 3
H (Y,2) . SN H, (é)(x,z) — H_(Y,Z)

(*) iee. pour tout fermé Z € y , mlz est propre et m(Z) € &
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est la multiplication par mK(y) °

GYS 4) Lorsque X est lisse, Y est un point, K = OX y d=dimX

alors _ 42
f‘*(‘ﬁ.Y)G Hog (X,z2) = L (x,z)*

est la forme linéaire déduite de l'intégration sur X des formes
différentielles de degré 2d A support compacte

GYS 5) Lorsque f est un plongement ouvert, X = 0X sy d=0 ,
1'homomorphisme £* s H, (X,Z) — H,(X,Z) est le morphisme de

restriction A un ouvert (1.3+1).

3¢3e¢ Classe d'homologie fondamentales

PROPOSITION 3e3e1e— Soient X un espace analytique de dimension finie d ,

o~
X 1l'ouvert des points réguliers de dimension d de Xred , T3 5(° —> X
le morphisme canonique, 7, 1le complexe dualisant de X , X, d(X) le fais-

ceau d'homologie de degré 2d (cohomologie de degré —2d ) de ce complexe.

On a un isomorphisme

H, d(x) 2mZ .

Pour des raisons de dimension, pour tout ouvert U de X , l'homomor=
phisme canonique sz(U,X) _— I‘(U,sz(x)) est un isomorphisme, Pour tout ouvert
ouvert U , on a une suite exacte (1.341) 2

( (v X (v- Uk, z)
- Ie -
sz(u U N X,Z) — Hyy UyZ) —> Hog(U Xy Z) — Hyg (U-U%Z
Comme U - UN X est un sous-ensemble analytique fermé de dimension < d , les
groupes extr@mes sont nuls. L'homomorphisme canonique Hed(x) _.,\,n*HZd(')\()) est
. . ¥ 24, . .
donc un isomorphisme, Notons [X] € sz(X) = H_ (X)* 1'élément induit par
1'intégration sur X des formes différentielles, Cet élément détermine un homo-
morphisme Z——> ]-led(}?) qui est un isomorphisme comme on le vérifie sur les

ouverts de X homéomorphes a des boules,

COROLLAIRE 3¢3¢2.~ 1) Si X est irréductible, le groupe sz(X) est cyclique
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infini.

2) Notons Irrd(x) l'ensemble des composantes irréductibles de dimension d

de X , §= _11 S , p: s —> X le morphisme canonique. On a
S € Irrd(X)

H (g) = i H,.(s) et p, ¢ H (§) —> H,_.(X) est un isomorphisme.
24 2d - * 2d 24
S € Irr d(x)

DEFINITION 3.3¢3.~ Soient X un espace analytique de dimension 4 , K un

complexe borné de faisceaux de Ox-modules a cohomologie cohérente sur X ,

£ la projection de X sur un pointe On pose [X,X] = f§(1) € sz(x,ﬂﬁ (3e242)0

La classe [X,K] est appelée la classe d'homologie fondatementale de X pon-

dérée par K o On pose [X] = [x,ox] et [X] est appelée la classe d'homolo-

gie fondamentale de X .

Pour tout x € X , notons F(x) 1l'anneau total des fractions de 1'anneau
local 0x et posons

%&)=ZGU1NWHHUQ®FQD .
i F(x 0x
La fonction x b—» 1K(x) est localement constante sur l'ouvert des points régu-

liers de X ., . Pour tout § ¢ Irrd(X) , la fonction x — lK(x) s, X €S

d

est donc constante sur un ouvert dense de S . Sa valeur est notée IK(S) ,

et est appelée la longueur générique de K sur S .

PROPOSITION 3e3e4e— 1) La classe [X,K] dépend additivement du complexe K .

2) soient (X,Y,£,K,d) comme en 3+1¢0 et M un complexe borné de faisceaux

de OY-modules A cohomologie cohérentee /ilors

I
PIE[Y,M] = [X,x ® LexM]
OX
3) Si X est lisse et connexe, [X] est un générateur du groupe infini

cyclique H2d(X) .
4) 8i X est irréductible et génériquement réduit, [X] est 1'unique

élément de Hed(x) qui induit sur l'ouvert Xreg des points réguliers de

X .q laclasse [xreg] .
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5) Dans la décomposition en produit de 3.3.2, on a

[x,x] = (1K(S).[Sred])se Irrd(x)

Les assertions 1), 2) et 3) résultent respectivement de GYS O, GYS 2
et GYS 4, L'assertion 4) résulte de 1l'assertion 3) et de 3+.341. Démontrons 5).
En vertu de 1) et de l'additivité de lK(S) , On peut se ramener au cas
ol K est un faisceau cohérent sur Xred e fivec les notations de 3¢342, il
existe alors un ouvert V de X tel que 3
a) vred soit lisse équidimensionnel de dimension d et l'inclusion
i ¢ V& X induit une bijection sur les composantes irréductibles de dimen=-
gion d
b) le morphisme p induise un homéomorphisme p-1 (V)— vV ;
c) K|v est libre sur O _, sur chacune des composantes connexes de V __,
d) 1le morphisme vred':__) V admet une section s ¢ V—> Vred telle que
V soit plat sur Vied * Le morphisme de restriction Hgd(x) — sz(v) est
une bijection (3.3.2) et transforme [X,k] en [V,K|V] (GYS 5) . De méme
pour tout s € Irrd(X) le morphisme sz(s) —-)sz(vn S) est une bijection
et transforme [S,K/5] en [VvAS,KANNS] .

D'aprés GYS 1) on a un diagramme commutatif :

~ P
By (8) ——2s 1, (%)

(P"G;\\\\s "
H2d(v)

On est donc ramené au cas X =V et par GYS 5, on se raméne de plus au cas
ol V est connexe, Utilisant encore l'additivité en X , on peut supposer

K =0, o D'aprés ltassertion 2) on a [V] = s*[Vred] et en identifiant
re

d
i = 3 .
sz(v) a sz(vred) par s, , il résulte de GYS 3 que [V] mov[fred]

Par ailleurs, par additivité on a [V] = 1 (V)[V,OV ] « L'assertion ré-
\ red
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sulte alors du fait que H_.(V) est sans torsion et que 1_ (V) =m .
2d OV OV

PROPOSITION 3.345¢~ Soient X et Y deux espaces analytiques de dimension

<d , £3:X—>Y un morphisme propre, K un complexe borné de Ox-modules

A cohomologie cohérente. flors

£,([x,X]) = [Y,REX]

Par additivité, on peut supposer que K est un faisceau cohérent sur
X oq ¢ Comme [x,x] = [Xred'K] (34344), on peut supposer X réduite. Comme £
se factorise en £ : X —> £(X) et i s £(X)=—= Y et que l'assertion est
vraie pour i (3e3.4), on peut supposer Y réduit et £(X) =Y o Lorsque
dimY < d ou bien dimX < d , les deux membres de l'égalité sont nuls pour
des raisons de dimension, Il reste donc & examiner le cas dimX = dimY =4 .
Il existe un ouvert Uc Y 1lisse de dimension telle que

1) f‘-1(U) soit lisse de dimension d 3}

2) K|£-1(U) soit libre sur chaque composante connexe ;

3) .€|U H £-1(U) ——> U soit un rev@tement étale trivial sur chaque compo-
sante connexe de U

4) la restriction & U induise un isomorphisme sur 1l'homologie de dimen-
sion 2d (3+3.2) &

Comme la classe fondamentale se localise (3¢3.4) (2) et que les images
directes de faisceaux cohérents et de classes d'homologie commutent a la loca-
lisation (GYS 5), on peut supposer Y =U , Il suffit alors de vérifier
1'égalité aprés restriction aux composantes connexes de U (3+3+2)s On peut

donc supposer U connexe et f revétement trivial et 1l'égalité résulte alors

de (3+344) (5).
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3e4e Cycles analytiques,

Soient X wun espace analytique, p un entier, & une famille de supports
sur X . Notons Sp(X) 1'ensemble des sous—espaces irréductibles et réduits de

dimension p de X o On note Zé(x) le groupe des combinaisons linéaires

formelles a coefficients entiers T aS|S| telles que l'ensemble des S
S € sp(x)
tels que ag #0 soit localement fini et que () S soit un fermé

sesP(x),as;!o
de & o Le groupe zg(x) est appelé le groupe des p-cycles analytiques de X

a supports dans 3 .

Soit K un complexe borné de faisceaux de Ox-modules 3 cohomologie cohé-~
rente tel que, pour tout i , le support de Hi(K) soit de dimension < p et
appartienne &4 % o On pose

e“ele X = 1_(S).|S
3edet x|, S(gp(x),(()ll

ol 1K(S) est la longueur générique de K sur S (cfo 3+3)e
Soit Y un sous-espace analytique fermé de X de dimension < p tel que

1'ensemble suvus~jacent appartienne & & , On pose |Y|p = |0 « On note

Ylp

IY;P = |Y| 1lorsqu'aucune confusion n'en résulte. En particulier si d = dimX ,

le cycle [X| |x| € Zd(X) est appelé le cycle fondamental de X

d

Soient £ : X —> Y un morphisme d'espaces analytiques, & et Y des
familles de supports sur X et Y respectivment qui soient f-adapties i.e.
telles que, pour tout z € 3 , £|Z soit propre et £(Z) € ¥ . Il existe un
et un seul homomorphisme
3ede2e £, ¢ zg(x) S zz(y)
tel que, pour tout complexe X , avec |K|P € zi(x) on ait
3e4e3e f*(|K|P) = |Rf*K|P .

L'homomorphisme f. est appelé 1'homomorphisme d'image directes

*

Soient (X,Y,£f,K,d) comme en 3.1.,0 et ¥ une famille de supports sur Y .

Il existe un et un seul homomorphisme
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1
s z¥ £(y)
3e4ede £ zp(y) —> 2,4 (x)

tel que, pour tout complexe M sur Y tel que lMIP € Zg(Y) on ait

L
3e4e5e f§|M|p = |K¢§>]Lf*M|p+d .
X
L*'homomorphisme f‘; est appelé 1l'homomorphisme de Gysin pondéré par X
On a pour les homomorphismes £, et PI’E un comportement analogue a GYS1

(342) vis-a-vis des carrés cartésiens.

THEOREME 3+4.6.- Il existe une et une seule transformation naturelle

zo(x) — Hg*(x)

notée w p—s [w] qui commute aux images directes et aux homomorphismes de Gysin

pondérés et telles que, lorsque X est un point, on ait [lX J=1¢ HO(X) =Z ; *

Résulte de GYS 2 (3.2) et de 3.4¢5 pour la commitation aux homomorphismes
de Gysin et de (3+3+5) et (3¢4¢3) pour la commutation aux images directes,
3e4e7¢ 81 W € Zf(x) s [w] ¢ HZP(X) s'appelle la classe d'homologie associée
au cycle w o Soient Y un sous-espace de dim p et K wun complexe borné de
0 ~modules & cohomologie cohérente, On pose [IKIP] = [Y,K] ¢ H2p(x) « Lorsque

Y = X on retrouve la classe fondamentale de X pondérée par X

3e4e8e¢ Soient X un espace analytique, & une famille de supports, D le dis-
que ouvert unité de € , p un entier, K un complexe borné de Ox % D—modules
A cohomologie cohérentes. On note 3 1la famille des fermés de X x D qui sont
contenues un fermé pr;(z) avec Z € 3 o On suppose que suppHi(K) c & pour
tout 1 et que les fibres de la projection de supp Hi(K) sur D sont de di-
mension <d .+ Pour tout Z € D , on pose KZ = K%lc o C'est un complexe

de Ox-modules . z

3e4e9s On note Ns(x) c ZE(X) l'ensemble des éléments de la forme

1%, 1p = 15|,
ou Z1, Z2 € D et K posséde les propriétés de 3.4.8. Le sous-groupe Ns(x)
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est appelé le sous-groupe des p-cycles analytiquement équivalent 3 zéro. Le

. 5 .
quotient, noté cé(x) , est appelé le groupe des classes d'équivalence analy-

tique de p-cycles. On constate facilement que les homomorphismes d'images di-

rectes et de Gysin pondérés passent au quotient,

THEOREME 3e4e10e~ L'homomorphisme qui & un p-cycle associe sa classe d'homologie,

se factorise par cs(x) .

Soit X comme dans 3.4.8, il s'agit de montrer que ['Kz1|p] = [IKz ‘p] .
Par additivité sur X , on peut se ramener a vérifier 1'égalité lorsque 21( est
un faisceau cohérent sur X X D o Il existe alors un sous-espace fermé Wc XxD
. dont les fibres sont de dimension € p , tel que X soit un Ow-module et tel
que l'ensemble sous-~jacent & W soit dans 3 o Pour tout z dans D , notons
iz H Wz —> X 1l'injection de la fibre Wz dans X < Le complexe Kz est un
zlp ¢
Notons m ¢ W —> D 1le morphisme induit par la deuxiéme projection. Le

complexe de W -faisceau et on a (3e446) 3 iZ*([Wz,Kz]) = |x

morphisme iz se factorise en

Wz"llw'l”XxD >X .

Par suite le diagramme ci-dessous est commutatif

I a7l k. Zan (o)
H2p(wz) —_— H2p (w) —_— H2p (x % D)
Prz*
i
z
4
Hyp(X)

et pour montrer que iZ*([Wz,Kz]) ne dépend pas de Z € D , il suffit de

-1
12Tp (c)(w) ne dépend pas de z € D o D'aprés

GYS 1 (3+2) on a un diagramme commutatif @

montrer que jZ*([WZ,Kz]) € H
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In n'—1(c)
HZP(WZ) > H,, (W)
Py m
o . +C
Z = i ({2}) —=y 15(D)

et [wz,Kz] = pr’;(1) . On a donc
3, L0,0%, ] = m(1)

et cet élément indépendant de z .

3e5¢ Classe de cohomologie fondamentale. Intersection.

Nous étudions dans ce numéro la compatibilité entre l'intersection des
cyclés et le cup ou le cap-produit des classes topologiques associées,
L'idée d'utiliser systématiquement des complexes poids est due a Grothendieck

et a été mise en forme par Deligne,

PROPOSITION 3651+~ Soient deux morphismes d'espaces analytiques X Loz I3y,

a).Oncsuppose que i est un plongement fermé, que g est lisse et que les

fibres de g:i sont de codimension > C dans les fibres de g .+ Alors, pour

tout ouvert W de Z on a:

yJ

w»_x("'z)=° , pour j<2C .

b) Si de plus les fibres de g:i sont de codimension > C dans les fibres

de g au-dessus d'un ouvert analytique dense de Y , alors

J
fax(hB) =0 , pour j<2¢ .

L'assertion a) (resps b)) équivaut a H%(Z) =0 pour j<2c (resp. j<2c) .
Elle est donc locale au voisinage de X . Soient x € X , N la dimension re-
lative de Z sur Y en X , n=dimY en £(x) o Ona dim X < n+ N-2c
(resp. dim X <=n + N - 2c) dans le cas a) (resp. b)). Comme Z est lisse sur

Y ona Rg!(Z)=2z[28] (cf. [9] pour le:foncteur Rg! ; 1l'égalité est au
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Ly .
sens des catégories dérivées), Pour tout j , on a AY(Ri'(Z)) = H)‘J{(Z) et

1 1 1
enfin on a Ri‘'Rg’° = Rf° ., On a donc 3

3e542e Pre'(z)) = 7 z) .
Par ailleurs, il résulte de la bidualité [10] que @
Rf!(z) = RHom(TX , f*TY) .
Comme Hj(Tx) =0 powr j < - 2dimX et H‘j(TY) =0 pour j<2n ,ona
H‘j(RfI(Z)) =0 pour j<2-2N (resp, j <2C - 2N) dans le cas a) (respe b)),

d'ou la proposition, en vertu de 3.5.2.

COROLLAIRE 345e3.- Soit (wi)i€ ; une famille d'ouverts de 2 telle que

X - %_) Wi N X soit contenu dans un fermé F de X qui est fibre par fibre de

codimension > c et de codimension > c au-dessus d'un ouvert analytique dense

de Y o Alors 1'homomorphisme canonique

2c : 2c ;
Hy (2,2) ——> l]nxm,i(wi,m
est injectif,
‘. 2c ”2c
Posons W = U W, . Il résulte de 3.5.1, a) que Hy (v,2) = T(VnX,#- (D).
i i nv X
. ' : . 2c 2c
Par suite 1l'homomorphisme canonique Hxnw(w,z) —_— T;T Hxnwi(wi'z) est
injectif, Il suffit donc de montrer que H)%C(Z,Z)__y, Hifw(w,z) est injec-
tif. Comme on a un homomorphisme szc%w(w,z) —_— H)zcc:_ F(Z - F,Z) il suffit
de montrer que H.)%C(Z,Z) —_— H}z(c_ F(Z - F,Z) est injectif, Comme on a une
suite exacte
2c 2c 2c
Hy (2,2) — 1, (2,2) ——> 0, _ (2 - F,Z2) ,

l'assertion résulte de 3.5.1, b).

3e5e4e Soient X(.-j;->Z <9, Y deux morphismes d'espaces analytiques tels que i
soit un plongement fermé, g wun morphisme lisse de dimension relative N et

que codim(X,2) soit fibre par fibre (de g )< c ., Posons f =gei . Soit
K un complexe borné de Oz-modules a cohomologie cohérente dont la cohomologie

est A support dans X , d'amplitude plate finie sur 0, (ol, ce qui est équi-

Z
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valent, sur OY )e Nous aurons besoin de la variante ci-aprés de 1'homomorphisme

tracee

PROPOSITION 3656~ Il existe un et un seul homomorphisme trace,
R2(N -C)

T g !

compatible avec le changement de base, la localisation sur Z et telle que,

f'Z——;Z

lorsque Y est un point et. X irréductible on ait

Trf'K = 1K(x) oTry
red

ou 1K(X) est la longueur générique de K sur X et Trx la trace usuelle
red

(3e13)e

L'unicité est claires Quitte a se localiser sur Z , on peut trouver une
projection u t Z —3 T de Z sur un Y-espace T —'3Y lisse sur Y telle
qué u-1i ¢ X —3 T soit un morphisme fini surjectif,

. . L
Pour tout x € X , posons (x) =5 (=1)* aim, B (X ® €) . On constate
My ¢
i 0

alors qu'il existe un morphisme de faisceaux et un seul T
Truo i,K tu-iZ —Z
qui induit sur chaque fibre en t € T un homomorphisme
. by m
e‘ z, —s Zt du type (ax)(m—,t) R I((x) R
Xr—t
On pose alors Trf’K = Tr - ﬂ'!(Tru i ,K) , ol Tr1_r est le morphisme trace

ordinaire. Le morphisme cherché est ainsi défini au moins localement sur 2Z .,
Pour globaliser, on procéde comme en [ 9] (XVIII 2.9).
On remarquera que, lorsque K provient d'un complexe de Ox-modules, le

morphisme T.f défini ici n'est autre que celui défini en 3.1.3.

K
3¢5¢7¢ Soient X c%z 2, ¢ dewx morphismes d'espaces analytiques, tels que
Z soit lisse sur Y , que i soit un plongement fermé et que, fibre par fibre,
X soit de codimension >C . Soit K un complexe borné de Oz-modules a co-
homologie cohérente, d'amplitude plate finie, dont la cohomologie est & support

dans X , Pour tout z € Z , notons N(z) la dimension relative de Z sur Y
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en z o La fonction N : 2 +— N(z) est localement constante sur Z . Rappe-
lons que, par définition, on a

34548 H)z(C(Z,Z) = Hom(Zz, [~ 2c],z)

ou le terme de droite est un Hom dans la catégorie dérivée et ol le crochet
désigne’ le :décalage, des complexes, Par ailleurs, on a

345494 ¢'z = z[2N]

et par suite

3454106 H;c(Z,Z) = Hom(Zx[2N - 2C],g!Z) .

D'aprés le théoréme de dualité pour le morphisme g [10] , on a un isomor-
phisme canonique @

3e5e116 Hom(ZX ,g!z[zc- 2N]) = Hom(Rg!(Zx[2N— c]),z .

De plus on a, en posant £ =goi |,

3e5+124 Rg,(zx[zN - 2c]) = rf (z[2n- 2¢]) ,
d'olu un isomorphisme canonique
3.5.13. H}";C(z,z) & Hom(Re,Z[2N - 2C],Z) .

On déduit du morphisme trace défini en 3.5.6, un morphisme de complexes encore
noté s

3450140 : RE zZ[2N - 2] — Z

e,k
clest-a-dire un élément Tr . € Hom(Rf zZ[2N - 2¢], Z) .
) !

DﬁFINITION 3e5¢15+= On appelle classe fondamentale cohomologique de X dans 2

pondérée par K , et on note cl(X,K) 1'élément de Hic(z,z) dont 1'image

par l'isomorphisme 3,5413 est Trf x °
H

On pose cl(X,OX) = c1(X) et on 1'appelle la classe fondamentale (cohomo-

logique) de X dans Z .

THéORﬁME 3e5e16 6~ 1) _cl(X,K) ne dépend que de i ¢ X¢—>Z et de K et non

de la projection g ¢ Z —>Y

2) Soit un diagramme commitatif
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/A N S/

|

Y' ———— Y

avec Z' _lisse sur Y' 4 Si X' = u-1(X) est encore fibre par fibre de

codimension >.C , alors
cl(um1 (X'),Lu*K) = u*cl(X,K) .

) ' -
3) Soient de plus X' 232! —9 5 v™ k' des données comme 3.5.7, Alors :

L
cl(X' x X, K ®WX') = c1(X,K) U cl(X',x') .,
Y

4) Soient X" c Z fibre par fibre de codimension C" , X" un complexe

borné de Oz-modules, dlamplitude plate finie, a4 cohomologie cohérente, dont

la cohomologie est & support dans X" . Supposons que X N\ X" soit fibre par

fibre de codimension < C + C" , Alors ¢

cl(x n x",K];': k") = cl(X,X) u cl(x",x") .
Montrons que 2) =-L‘>1) « Par changement de base on peut en vertu de 2) supposer
Z réduit. Soient g; ¢ Z __>Yi , 1 =1,2 , deux projections et Vi 1'ouvert
des points lisses de Yi » En vertu de 3.5.3, on peut se borner a vérifier
1'égalité des classes correspondantes aprés restriction 2 91(V1) n g2(V2) .
On peut donc supposer Y1 et Y2 lisses, Mais alors Z est lisse et en vertu
de 2), les classes correspondantes sont toutes deux égales A la classe relative
a la projection de Z sur un point.

Montrons que 2) et 3) =>4) . Il suffit, en effet, d'appliquer 2) au

diagramme

Z —-—-—ﬁZXZ

N

ou § est le morphisme diagonal.

Démontrons 3). Aprés quelques manipulations formelles, on constate que
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L

L Tr ® Tr s Cce qui se véri-

cela revient a montrer que Trf’\gf' XE K T £,K £,

fie immédiatement, Il reste 3 démontrer 2).
Nous le ferons dans trois cas particuliers., Tout d'abord, lorsque le dia-
gramme commutatif de 2) est cartésien, 1'égalité cherchée est vraie car Trf X
]
commute au changement de base, Supposons maintenant que le morphisme g ¢ Z —Y
. . : ! h
se factorise en deux morphismes lisses Z —9—> Z2' —— Y et montrons que la
classe relative & g est égale A la classe relative & g' (cas particulier de
2)). Posons £' = g'oi et notons N' la dimension relative de 2' sur Y .,
D'aprés 345415, 1'égalité des classes équivaut & 1l'égalité des morphismes
] L
Rf!(Trf,'K[N 1) et Trf’K ,
égalité qui se vérifie sur les faisceaux de cohomologie de degré maximum i.e.
= TI‘ L]
,K) £,K
L'égalité 3.517 se vérifie fibre par fibre et comme Tr

345417, R g (1,
£,K commute au change-
ment de base (3+546), on peut supposer que Y est un point, Par additivité, on
peut alors supposer que X est un faisceau cohérent sur Xred + Mais alors les
morphismes traces considérés ont été définis en 3.1.3 et 3.5.17 résulte de VAR3J).
En dernier lieu, supposons maintenant que u soit un plongement fermé et que

Y = Y' o Comme la vérification de 2) est locale sur Z (3.5.3), on peut suppo-
ser qu'il existe un morphisme lisse g' : Z -—,aa:d XY tel que g = przo g' et

que Z' se déduise de g' par le changement de base donné par la section nulle

s s Y—> Cd XY ¢

z'c_u_._).z
l lg'

s 4 Pry
Yeouo-—3( XY——>Y .,

La classe associée & g et alors la classe associée a g' d'aprés ce qui
précéde et, par changement de base, on obtient 1'¢galité cherchée, Dans le cas
général on se raméne tout d'abord par changement de base au cas Y' =Y . Puis

on factorise u en utilisant le graphe, en un plongement fermé suivi d'une
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2,

projection. Le cas du plongement fermé a été traité précédemment, Examinons

le cas de la projections On est dans la situation suivante

pr

et il s'agit de montrer que cl(z' Xy X,]Lprz X) = pr

L
d'aprés 3), cl(z' X, X,]Lpr’éK) = cl(z' %y X0, K) = c1(2') U cl(X,X) et
on constate immédiatement que cl(Z') € HO(Z',Z) =Z est égale & 1 et que

cl(z') i c1(X,X) = pr;cl(X,K) , d'ol le théoréme,

3.5018+ Etudions maintenant la relation entre la classe de cohomologie fonda—
mentale et la classe d'homologie fondamentale., Reprenons les hypothéses et no-
tations de 3¢5.7e Soit & une famille de supports dans X . Rappelons qu'on

!
a entre les complexes dualisant la relation TX = i'I’Z o« Par suite le cup-

produit par cl(X,X) € H2C(Z,Z) envoie H;(Z,Z) HTP(Z,T) dans

Qﬂ X 2 T - ) -
B pc(%e2) = HQF:XC( X = épr:ic(x’l T,) GP;}EC(Z’T ) .

Ce cup-produit est appelé, dans ce cas particulier, le cap-produit et est

noté

pn X

) v
35019, o 0t cl(X,X) : Hp(Z,Z)——-, Hp_2c

(x,z) .
En particulier, lorsque & est la famille des fermés d'un sous~espace fermé
Wc Z , on a un homomorphisme 3

345420, e N cl(X,K) ¢ H (w Z) — H (x NV,Z) .

Soit M un complexe borné de Ov-modules a cohomologie cohérente

d'amplitude plate finie sur OZ , et supposons que K soit un complexe de
L
Ox-modules. Le complexe M ® K est alors un complexe borné 2 cohomologie
0
cohérente de 0} X—modules.z' Par suite les classes fondamentales d'homologie

[w,u] € H (WN X,Z) sont définies

2dim W

L
(Wyz) et [V XM L-:)D X] ¢ Hogim wOx

Z
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(3e3e3)e

COROLLAIRE 3454214~ Si WV N X est fibre par fibre de codimension >C dans W,

alors on a ¢ i
[w,4] Ncl(X,K) = (WA X,MRX] .
Supposons d'abord que W =2 et M= 0Z e Posons n = dimY o Les classes

[Z,Oz] et cl(X,K) s'interprétent comme des morphismes de complexes de fais-—

ceaux dans la catégorie dérivée 3

c1(X,X)[2N+ 2n] [2,07]

> Z[ 2N + 2n] > T

345422, zy[2N+-21- 2c]

et le cap-produit s'interpréte comme le morphisme

w € Hom(z[2N + 2n - 2c],Tx)
dont l'image dans

Hom(ZX[2N+ on - 2c],TZ)
par l'isomorphisme de dualité A(i) pour le plongement i , est le morphisme
composé, En appliquant le foncteur Rg, au diagramme 3.5.22 et en complétant
par des morphismes canoniques d'adjonction, on obtient un diagramme commutatif
(cfe 34548 et 3.3.3) 3

Rg,c1(X,K) Rg,[2,0,]
3e54230 Rg'ZX[2N+2n- 2c] ———> Rg,Z[2N + 2n] ——— Rg,'J’Z

g — T

de sorte que l'image de [Z,OZ] o(cl(X,k)[2N + 2n]) par l'isomorphisme
d'adjonction A(g) pour le morphisme g , dans Hom(Rg'Zx[2N+ on - ZCJ,TY)

est [Y,OY]O('I“rf,K[zn]) . Notons

. (respe nY) la projection de X

(resps ¥) sur un pointe. En appliquant le foncteur Rm. A la ligne du bas

y!
de 3.5.23 et en complétant le diagramme, on obtient un diagramme commutatif

(3e1,VAR 3) et 34343) :
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R, Tr  [2n] R, ([¥,0,])
3e5e24 R V|Rg'ZX[2N+2n- zcji—iL-} R Z[2n] = 7, R‘TYI(TY)

Y

X,K

Rnxlz[zw +2n - 2c] /A

de sorte que l'image de [Y,OY] O(Trf'K[Qn]) par l'isomorphisme d'adjonction
A(TTY) pour le morphisme T, , dans Hom(RWX£Z[2N+ on-2c],Z) est TrX,K .
Comme on a A('lTY)oA(g) oa(i) = A(ITX) , wp est la classe [X,X] (3e343)s
Dans le cas général, on a

[w,u] N c1(x,k) = ([2] n c1(V,M)) A c1(X,X) ,
d'aprés ce qui précéde j puis

([2] A c1(w,M)) N cl(X,k) = [Z] A (c1(¥,M) U c1(X,K))
car l'homologie est un module sur la cohomologie. D'aprés 3.5.20, on a donc 3

[2] A (c1(w,1) U c1(X,K)) = [2] N c1(V N X,M @LK) ,

0Z

et a nouveau

L L
(zZJncl(vnx,M®K) = [WNX,M®K] ,
% %,

dtolu le corollaire.

3e64 Spécialisation de la classe fondamentale.

Soient X un espace analytique, Dc € 1le disque unité, mu $ X —3 D une

fonction analytique, On suppose dans la suite de ce numéro que les fibres XZ s

Z€¢D , de m sont de dimension < d et que le faisceau den'Z) est loca-

.

lement constant sur D - {0} . Rappelons que, pour tout z € D , la fibre

(R2d1-r'Z)Z n'est autre que Hid(xz,z) « Donnons-nous un point g € D , g#£o0
qui ne variera pas dans la suite (un point "général"). On a deux morphismes

d'évaluation de sections de faisceaux
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e
By (%,2) = 1(0,R%n 2) ——S— ¥2%(x ,2)

I

2d
HO (X, Z)

ol ¥ est la famille des fermés de X propres sur D .,

24

Comme R 1Z est localement constant en dehors de 0 € D , e, est

une bijections En passant aux duaux a valeurs dans Z , on obtient un dia-

gramme ¢
2d e;
*
A ——
H‘i’ (X,Z) sz(Xg,Z)
|e*
o
H2d(xo’ )

DEFINITION. 3+6e1e= L'homomorphisme

-1 .
= * * o B
s (eo) eg Hgd(xg,Z)—-—> nzd(XO,Z)

est appelé 1'homomorphisme de spécialisation.

Soit X wun complexe borné de OX-modules a cohomologie cohérente, Pour

H

tout z € D , posons KZ =K®DC j c'est un complexe borné de Oy -modules

S

o

a cohomologie cohérente, z

PROPOSITION 3e6e2e= On a
s([Xgik D) = [XK]
Notons n—1 (c) 1la famille des fermés de X dont la projection est conte-

nue dans un compact de D . Si F(n-1(c) et GE€Y , alors FMNG est un

compact de X o On a par suite un cap-produit,

-1 de
Hgd (C)(x.z)® H\fd(x)z). —_— HE(X,Z) —.z
d'ou un homomorphisme
7 (c) u 2d
H2d (X,2) —————> H‘i’ (X,zZz)* .

On a de méme, pour tout z € D , un homomorphisme
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Z 24 M
sz(xz,zz) —=— H_ (xz,z)

qui est d'ailleurs un isomorphisme, Notons i, 3 XZ — X 1l'inclusion. La for-

Z
mule de projection

. - i -

i ) ne=1i, (xnix(p))

entrafne que le diagramme

* 24 N
H,y(X,42) Z > He (X_,2)
(34643) li“ l(i;)“
-1 u
Hgd (c)(xgz) H\f,d(xoz)* ’

est commutatif, De plus la compatibilité de 1l'homomorphisme de Gysin avec le

changement de base entraine que le diagramme

1 — ~> [xz,xz]
Z = Ho(pt) > sz(xz,z)
I s ls.
i -1
o] X
z = H (D) > H’,‘fd (C)(x.z) ,

est comnutatif, On a donc, en remarquant que (i;)* ou=et ,
* = ui = H
ez[Xz,Kz] ul . [xzorz] un§(1) i

dtol

* = e¥
eo[xo’ Io] eg[xg, Kg] .

2d~-1

PROPOSITION 346.4e— Si les faisceaux R nZ t R Z sont localement

constants sur D - {0} , le diagramme

Hyg(X 0Z) = Hyq(X02)
b [
10*\..1 » / ig*
H;d (c)(x Z)

est commutatif et iO* est un isomorphisme,
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Démontrons que iO* est un isomorphisme, Posons U=X-X , V=D - {0} .
. . 7 (e)au °
D'aprés 1.3.1, 10* est isomorphisne si Hj (U,Z) =0 pour j = 2d+1,
-1 .
m (c)nvu -J -j
2d ., 0Ona H, (v,z) =H (u,7,) = H V,Rm,T.)
3 " 1(C)AU X c(D)nv X
D'aprés le théoréme de dualité pour le morphisme m , on a
R, Ty = Rm,R [{om(Z,Tx) o R[-]om(Rn!Z,TD) .
Le complexe RHom(R‘n'Z,TD) as
- une cohomologie nulle en degré < - 2d - 2 ;
- et une cohomologie localement constante en degré - 2d - 2 , = 2d -1, -2d

L'assertion résulte alors du lemme suivant 3

LEMME 3.6.5.~ Soit F un faisceau localement constant sur V =D - {0} . Alors

Hz(D) n v (V.F) =0 pour tout p .

Par définition on a H (V,F) = HZ(D,R:’.*F) ol it Ve—yD est

P
c(Dy v
l'injection, Notons D 1'adhérence de D dans € et v ¢ Ve—>D 1l'injec~

tione La suite exacte de cohomologie A supports compacts donne alors 3

(o]

0 —> Hopy y(VaF) — #O(V,F) —> H(2D,Rv,F/55) —> HL(D) Ay(VeF)
—_— (V,F) — g’ (¢ B,Rv, F/aD) —> Hf:(D) a V(v.r‘) —>0 .

Comme les homomorphismes HP(V,F) —_ Hp(a-ﬁ,Rv*F/a'ﬁ) sont bijectifs on a bien

P = 163
HC(D)nv (V,F) =0 , d'ol le lemme.
Achevons la démonstration de la proposition. Avec les notations de (3.6.3),
% = (i% L. % — .
ona e (10) su et la commtativité de (34643) entratne e¥=uei .

Comme io* et eg sont des isomorphismes, u est un isomorphisme. On a alors

i oS = 1 o'-1 1

1 ou
Q¥ 0% (o 4

° e*é =u o e'; et,d'apres (3.6.3), ijos= ig* .
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