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Société Mathématique de France 
Astérisque 32-33 (1976) 

COHOMOLOGIE DE SOUS-GROUPES DISCRETS ET REPRÉSENTATIONS 

DE GROUPES SEMI-SIMPLES 

Armand Borel 

Cet exposé est consacré ~ quelques résultats et probl~mes concernant 

la cohomologie de certains sous-groupes discrets de groupes semi-simples, 

~ coefficients dans un espace vectoriel complexe. On y insiste principalement 

sur le cas de sous -groupes cocompacts et les liens existant entre la 

cohomologie d'Eilenberg-MacLane du sous -groupe discret r, la cohomologie 

d'Eilenberg-MacLane continue du groupe ambiant G et la décomposition de 

L 2(G/r) en G-modules irréductibles. On consid~re successivement trois 

cas, dont le dernier englobe les deux premiers: G semi-simple réel (§§1, 2), 

G semi-simple p-adique (3. 1, 3. 2), et G produit de groupes d'un de ces 

deux types (3. 3 ~ 3. 9). L'exemple le plus important de la situation du §3, 

et en fait presque le cas général vu [29), est celui de sous-groupes S-

arithmétiques d'un groupe semi-simple défini sur un corps de nombres k 

et anisotrope sur k; il fait l'objet du §4. En ce qui concerne les groupes 

arithmétiques ou S-arithmétiques en général, on s'est borné~ quelques re­

marques dans le §5, surtout pour signaler quelques probl~mes naturellement 

suggérés par les résultats du §4. Cet article est ainsi en large partie com­

plémentaire de [ 4). En cela, il diffère assez sensiblement de l'exposé oral, 

de titre "Cohomologie réelle des groupes arithmétiques", dans lequel on 

s'était borné aux groupes réels et on avait aussi passé en revue des résultats 
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A. BOREL 

sur les sous-groupes arithmétiques non cocompacts de groupes semi-simples 

résumés dans [4] et des probl't!mes ouverts les concernant. 

Deux exposés sur la cohomologie continue faits par G. Zuckerman 

~ l'IAS au printemps 1975, et des discussions avec J-P. Serre m'ont été 

tr't!s utiles pour la préparation de cet article. Je les en remercie vivement. 

§O. Notations. 

O. 1. Si un groupe G op't!re sur un ensemble A, alors AG est 

l'ensemble des points fixes de G. 

O. 2. Les variétés réelles sont C 00 • Si X est une variété réelle, 

et V un espace vectoriel complexe de dimension finie, alors C 00 (X) 

(resp. C 00 (X; V)) est l'espace des fonctions C 00 sur G, ~ valeurs corn-

plexes (resp, dans V) et nX (resp. nX(V)) l'espace des formes 

différentielles C00 sur X ?l. valeurs complexes (resp. dans V). On a donc 

des isomorphismes canoniques 

O. 3. Si X est un espace localement compact totalement discontinu 

et V est comme ci-dessus, alors C00 (X) (resp. C00 (X; V)) est l'espace 

des fonctions localement constantes sur X ~ valeurs complexes ( re sp. dans V). 

/\ 
O. 4. Si G est un groupe localement compact unimodulaire, alors G 

est l'ensemble des classes d'équivalence de représentations unitaires irré-

ductibles de G muni de la topologie de Fell (cf. p. ex. [14; 38]). 

Si ,r est une représentation unitaire, 
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COHOMOLOGIE DE SOUS-GROUPES DISCRETS 

I\ 

[,r] e G sa classe. On ne distinguera pas toujours soigneusement entre une 

A 

représentation et sa classe et si ,r E G, on écrira aussi M pour l'espace 
1T 

d'un élément de ,r; on prodidera de même pour d 1 autres notions qui ne 

dépendent que de la classe d'équivalence, comme le caract~re infinitésimal 

si G est de Lie. 

O. 5. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple, dont la composante 

neutre G 0 est d'indice fini dans G et de centre fini. Si (,r, E) est une 

représentation continue de G dans un espace vectoriel topologique complexe, 

on note E 00 l'espace des vecteurs différentiables de E. Muni d'une topologie 

convenable, c'est un G-module différentiable et l'injection E 00 ~ E est 

continue. C'est aussi un module sur l'alg~bre enveloppante U(_g_) de 

l'alg~bre de Lie _g_ de G. Supposons que G op~re trivialement sur le 

centre Z(_g_) de U(_g_), via la représentation adjointe. Si ,r est unitaire et 

irréductible, il existe alors un caract~re X de Z(_g_) tel que ,r(z) = X (z).Id 
1T 1T 

sur E 00 si z e Z(_g_), appelé le caract~re infinitésimal de ,r. L'hypoth~se 

faite sur G est satisfaite si l'image de G dans Aut(_g_ ® 0:::) par la repré­

sentation adjointe est contenue dans Ad(_g_ ® 0:::); cela a lieu en particulier si 

G est d'indice fini dans le groupe des points réels d'un groupe algébrique 

connexe (en topologie de Zariski) défini sur IR, qui est le cas principalement 

en vue ici. 

O. 6. Soit G un groupe localement compact totalement discontinu, 

dénombrable h l'infini, et soit (,r, E) une représentation complexe continue 

de G. 
00 • 

On note E l'ensemble des vecteurs fixes par un sous-groupe ouvert 
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A. BOREL 

de G. Muni de la topologie discr~te, c'est un G-module continu. La repré-

sentation (1r, E) 
u 

est admissible si E est de dimension finie pour tout sous -

groupe ouvert U de G, et E 00 est dense dans E. 

0. 7. Soient G un groupe localement compact unimodulaire et r un 

sous-groupe discret. On dit que r est cocompact (resp. de covolume fini) 

si G/r est compact (resp. de volume fini par rapport~ toute mesure in-

variante). 

O. 8. Soient k un corps et 2_ un groupe algébrique semi-simple 

défini sur k. On rappelle que les tores (algébriques) définis et déployés 

sur k maximaux de 2_ sont conjugués par des éléments du groupe 2,(k) 

des points rationnels sur k de G. Leur dimension commune est le k-rang 

§1. Remarques générales. 

Dans ce §, sauf en 1. 7, G est un groupe de Lie réel semi-simple, 

ayant un nombre fini de composantes connexes, dont la composante neutre 

G 0 a un centre fini, K est un sous-groupe compact maximal de G, X = K\G 

et r est un sous -groupe discret de G. 

1. 1. Soit (r, V) une représentation complexe de dimension finie de 

G. Nous nous intéresserons ~ l'espace de cohomologie d'Eilenberg-MacLane 

* H (I'; V) de r ~ coefficients dans le I'-module V. Il est susceptible d'une 

définition purement algébrique, mais qui est en général assez peu utile. 

Aussi commencerons -nous par passer en revue d'autres interprétations de 
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COHOMOLOGIE DE SOUS-GROUPES DISCRETS 

cet espace. 

1. 2. Le groupe r op~re proprement sur X, qui est contractile. 

Supposons tout d'abord r sans torsion. Alors il op~re librement et X/r 

est une variété. 
. 0 

Le comorph1sme a : nx/r ~ nX associé h la projection 

r 
c; : X_..,. X/r identifie fJX/r h fJX. De plus (r, V) définit un syst~me 

local (faisceau localement constant) V sur X/r, et a0 induit un 

isomorphisme de l'espace nx/r(V) des formes h valeurs dans V sur 

r 
l'espace nX(V) . Vu que X est contractile, le théor~me de de Rham 

entraîne les isomorphismes 

* * r * ~ H (r; V);: H ((rlx(V) ) = H (X/r; V) ( 1) 

Si r a de la torsion, alors le quotient X/r est une "V -variété" et V est 

un faisceau non nécessairement localement constant, mais ces égalités 

restent vraies. 

1. 3. Soit (X.) 1 . N' ob N = dim G, une base del' espace des champs 
J <J< 

de vecteurs invariants h droite sur G. On suppose que, h l'origine, les 

X. (n = dim X< j < N) (resp. 1 ~- j ~- n) forment une base de l'alg~bre 
J = 

de Lie k de K (resp. du complément orthogonal E de ~ dans l'alg~bre 

de Lie ~ de G par rapport h la forme de Killing). Soit ()) la base duale 

de 11 espace des 1-formes invariantes hdroite sur G. On envisage aussi les 

X. et c) comme des champs de tenseurs sur G/r. Soit 1r : G/r _..,. X/r 
J 

d r o 
la projection naturelle. A w e rlx(V) on associe la forme w sur G définie 
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A. BOREL 

par 

( 1) 
-1 0 

x ~ r(x )îr (w)(x) , (x e G) • 

On peut écrire 

(2) 

(3) 
I 

w = w 
il id O CO 

11 ••• 11 w , T 1 E c (G/r, V) . 

0 
Soit A (G, r, V) l'espace des formes ainsi obtenues. 

On envisage Cco(G/I'; V) = Cco(G/I') ® V comme un G-module via 

* CO translations~ gauche et r. Soit C (.[, ~; C (G/I'; V)) l'espace des cochaînes 

relatives d'alg~bre de Lie de K mod ~. ~ coefficients dans Cco(G/I'; V). Il 

s'identifie h l'espace des éléments annulés par k dans Hom (A_e, Cco(G/r; V)). 
- Ko 

Le groupe K op~re naturellement sur cet espace, d 1 otr. une action naturelle de 

K/K 0 sur ce complexe et sa cohomologie. On pose 

(4) 

( 5) 

c\_g, K; Cco(G/I'; V)) = c*(K, k; Cco(G/I'; V)t/Ko 

H\g:, K; Cco(G/r; V)) = H*(_g_, ~; Cco(G/r; V))K/K
0 

Des calculs simples (cf. [33: 
0 

§3)) montrent que A (G, r, V) s'identifie 

* CO canoniquement~ C (_g:, K; C (G/I'; V)), d'ob un isomorphisme 
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COHOMOLOGIE DE SOUS-GROUPES DISCRETS 

(6) * * 00 H (r; V) = H (_g_, K; C (G/r ® V)) • 

1. 4. Supposons V muni d'une structure d'espace de Hilbert 

"admissible" i.e. invariante par K et telle que dr(Y) soit hermitien pour 

Y e .E• et X de la métrique riemannienne invariante qui, sur .E, est égale 

~ la forme de Killing; on suppose aussi que les X. (1 < j < n) forment une 
J = = 

base orthonormale de .E ~ l'origine. Alors A 0 (G, r, V) est muni d'un 

produit scalaire (partiellement défini) donné par 

( 1) 
d 

(a, TE A (G, r, V) ' 
0 

ob, dans les notations de 1. 3(2), (3), on pose 

(2) 

Soient 6 l'adjoint de la différentiation extérieure d par rapport h ce 

produit scalaire et ~ = 6d + do le laplacien. D 1 aprbs une formule de Kuga 

[32: §6] on a 

(3) 

ob C est l'opérateur de Casimir et ob -C + dr(C) opbre sur C00 (G/r) ® V 

par 

(-C + dr(C))(f ® v) = -C. f ® v + f ® dr(C). v) 
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1. 5. Soit E un G-module différentiable. Par lh on entend ici un 

espace vectoriel topologique localement convexe, séparé, quasi complet, 

sur lequel G op~re continûment et dont tout élément est un vecteur 

différentiable. C'est donc aussi un _g_-module. * Soit Hd(G; E) (resp. 

* Hct(G; E)) l'espace de cohomologie d'Eilenberg-MacLane de G h valeurs 

dans E, calculé h l'aide de cochaînes différentiables (resp. continues). 

D' apr~s [20], ces deux espaces sont canoniquement isomorphes et d' apr~s 

[ 1 7 ]: 

( 1) 

Par conséquent, on a aussi 

(2) 
* 00 00 

H (r; V)= Hct(G; C (G/r, V))= Hd(G; C (G/r, V)) ' 

au moins si G est connexe, mais en fait cet isomorphisme peut aussi s'établir 

directement dans le cadre de la cohomologie continue [ 13; 2 0] par un lemme 

de Shapiro convenable, et cela sans supposer G connexe. 

1. 6. * On sait que H (_g_, ~; V) = 0 si V est irréductible non trivial. 

Supposons le trivial. L'inclusion ci::~ C 00 (G/r) qui associe ll. c e ci:: la 

fonction constante égale h c induit donc un homomorphisme 

( 1) 

La construction de [16] de l'isomorphisme de van Est montre que le diagramme 
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COHOMOLOGIE DE SOUS-GROUPES DISCRETS 

o'tl a est l'homomorphisme de restriction, est commutatif. 

1. 7. Cas des groupes localement compacts. Une partie de 1. 5, 1. 6 

admet une variante en termes de fonctions continues de portée plus générale, 

qui englobe aussi les cas considérés dans les §§3, 4, aussi l'indiquons-nous 

bri~vement ici. 

Dans ce n°, on suppose que G est un groupe localement compact 

dénombrable~ l'infini et r un sous-groupe discret de G. Admettons pour 

commencer que (r, V) soit seulement un r-module (complexe, de dimension 

finie). Soit C(G; V)r l'ensemble des fonctions continues f: G ~ V telles 

que 

( 1) f(x. y) 
-1 = r(y ). f(x) , 

Les Prop. 3, 4 de [13) entraînent l'égalité 

(2) 
m m 

H (I'; V) = H (G; C(G; V)r) , 
et 

Supposons que (r, V) soit en fait un G-module. Alors 

(3) C(G; V)r ~ C(G/r; V) ' 

(x E G; y E I') . 

(m E Z) • 

o'tl le membre de droite désigne l'ensemble des fonctions continues sur G/I', 
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~ valeurs dans V. On retrouve donc 1. 5(2), ~ cela prl!s que C remplace 

c 00 L'application j : V ~ C(G/r; V) qui associe~ v la fonction con­
o 

stante sur G/r de valeur v induit donc un homomorphisme 

(4) 
.m m m 
J : Hct(G; V)~ H (I'; V) (m E 2) 

qui généralise 1. 6( 1). 

Si G/r est compact, jm est injectif. En effet, dans ce cas G 

est unimodulaire et G/r possl!de une mesure positive invariante dx; 

l'ensemble des f e C(G/r; V) d'intégrale nulle par rapport;_ dx est alors 

un sous-G-module fermé, supplémentaire de j 0 (V), et notre assertion 

résulte de (2). 

§2. Sous -groupes discrets cocompacts de groupes réels. 

On conserves les hypothl!ses du §1. On suppose de plus que G opl!re 

trivialement sur le centre Z(_g_) de l'algl!bre enveloppante de _g_ (cf. O. 5) et 

que r est cocompact, (O. 7). 

2. 1. 
2 

Soit L (G/r) l'espace des fonctions de carré sommable (pour 

une mesure de Haar) sur G/r. C 1 est un G-module unitaire et 

L 2(G/r)00 = C00 (G/r). On sait que l'on a une décomposition en somme directe 

hilbertienne ~ multiplicités finies 

(1) L 2(G/r) = EB " m(,r, I')M 
1TEG 1T 
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COHOMOLOGIE DE SOUS-GROUPES DISCRETS 

2 
oti m(.r, r) désigne donc la multiplicité de .r dans L (G/r), d 1 oti aussi 

une décomposition en somme topologique 

(2) C00 (G/r) = ÊB G" m(.r, r)M00 

'ITE '1T 

2. 2. PROPOSITION, Soit V un G-module de dimension finie, On 

a 

( 1) 

00 
En particulier, l'injection v~ 1 ® v dans V dans C (G/r) ® V induit 

* * un homomorphisme injectif de H (g_, K; V) dans H (r; V). 

Vu 1. 4 et 2. 1(2), le membre de gauche est la cohomologie d'un 

complexe qui s'écrit comme une somme topologique 

et le seul point non évident est le passage de la somme topologique ~ la 

somme directe algébrique. Pour cela, il suffit de savoir que l'image de 

m-1 m 
l'opérateur cobord d : C ~ (ker d) n C est fermée. Or d est 

m 
continu, et son conoyau H (r : V) est de dimension finie, puisque G/r 

est compact; le fait que lm d est fermée résulte alors du Cor. 2 ~ la 

Prop. 4, p. 68 de [8: §4]. Pour cet argument, dans le cadre de la 

cohomologie continue, cf. [13: Prop. 6]. Une autre démonstration sera 

donnée plus bas (2. 5( 1)). 
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2. 3, Pour tout m e IN, 
m 

l'espace H (g, K; M ® V) s'identifie :i. 
- 1T 

un espace de formes harmoniques, i.e, de zéros du laplacien. Supposons 

V irréductible. Alors, vu 1. 5 

o'h C est l'opérateur de Casimir, et 

(2) 
m oo 

H (g, K; M ® V) 
- 1T 

0 ' si X (C) -/ X (C) . 
,r r 

Joint :i. 2, 2, cela donne la formule suivante, due :i. Matsushima [30] lorsque 

G est connexe et V = <C: 

(3) 

" la somme étant étendue aux ,r E G tels que 

(4) X (C) = X (C) . 
,r r 

" En fait, d'apr~s D. Wigner (non publié) la somme ne porte que sur les ,r E G 

tels que 

(5) X (z) = Xv(z) , 
,r r 

pour tout z e Z(_g) , 

o'h ~ est la représentation contragrédiente de r. 

La démonstration de Wigner (que je connais grâce :i. un exposé de 

G. Zuckerman :i. l'IAS) se plaçant dans le cadre de l'alg~bre homologique, 
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COHOMOLOGIE DE SOUS-GROUPES DISCRETS 

il s'impose de l'esquisser ici. 

Vu 1. 6(2), on peut aussi écrire 2. 2 sous la forme 

(6) 

Notre assertion résulte donc de la proposition plus générale suivante 

,. 
2. 4. PROPOSITION (D. Wigner). Soient 1re G et (r, V) un G-

module irréductible de dimension finie tels que X" / X • Alors 
r 1r ---

H:(G; M; ® V) = 0 pour tout m e .Z. En particulier, on a soit 

HomK(.I\ mn; M00 ® V) = 0 soit X (C) / X (C). 
~ 1r -- r 1r 

On a 

* ob ExtG est calculé dans la catégorie des G-modules différentiables, pour 

une notion convenable de suite exacte [20]. Vu les égalités 

oo oo G * oo HomG(«::, M ® V) = (M ® V) = HomG(V , M ) , 
Tr Tr Tr 

* ob V estl'espacedualde V, onaaussi 

D'apr~s Yoneda (cf. [28: Chap. III]), ce dernier module est l'ensemble des 

classes d'équivalence de suites exactes admises 
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* (8) o~v ~E0 ~E1 ~ 

pour une relation d'équivalence convenable. Si maintenant xr-/ Xrr• il existe 

alors z E 2 (_g) tel que Xv(z) = 0, X (z) = l; cet élément définit un endo-
r rr 

~' 00 
morphisme de (8), qui est zéro sur V , l'identité sur M , ce qui entraîne 

7T 

m * que cette suite exacte représente l'élément zéro de ExtG (V , M;). 

2. 5. Remarques. (1) Supposons r sans torsion. La somme 

topologique M' des M00 @ V, 
7T 

I\ 

ob rr parcourt les éléments de G tels que 

X (C) -/ X (C) est aussi la somme topologique des espaces propres du 
rr r 

laplacien A correspondant aux valeurs propres non nulles. Comme X/ï 

est une variété compacte, ces valeurs propres sont de multiplicité finie et 

n'ont pas de point d'accumulation fini. Par suite A-l est un opérateur 

continu sur M'. Il s'ensuit alors que Hm(_g_, K; M') = 0 ce qui établit (6) 

~ partir de 1. 4 et 2. 1(2) sans utiliser 2. 2, au moins si r est sans torsion; 

sinon, on se ram'ene ~ ce cas en prenant un sous -groupe distingué d'indice 

fini dont l'image dans le groupe adjoint est sans torsion. 

(2) Si l'on ne suppose pas que G op'ere trivialement sur Z(~), alors 

le caract~re infinitésimal d'une représentation unitaire irréductible est défini 

GjG 0 

sur Z(_g) ; cette alg'~bre 

ce que préc'ede reste valable 

contient toujours l'opérateur de Casimir C, et 

~ condition de remplacer Z(~) par Z(~)G/Go 

2. 6. La relation entre représentatio•ns et cohomologie fournie par 

1 
2. 2, 2. 3 a été notamment exploitée dans l'étude de H (ï; 4::). Supposons G 
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connexe et simple en tant que groupe de Lie. Soit J. le rang de l'espace 

symétrique X, autrement dit la dimension des sous-alg~bres maximales 

de E· D 1 apr~s Kajdan [24; 14] on a H\r; C) si la représentation triviale 

I\ 
1 est un point isolé de G et cette condition est satisfaite lorsque J. 2' 2 

[24; 38] ou encore si J. = l et G est de type $p(n, 1), ou JF4 avec sous­

groupe compact maximal $pi.,n 9 [25 ]. Cela implique déj~ que dans ce cas 

2 . 
L (G/r) ne peut contenir d 1 élément ,r par rapport auquel le 1er groupe de 

cohomologie continue de G est non nul. En fait, on a plus généralement et 

plus précisément: 

2. 7. PROPOSITION. 
A 

(i) Soit ,r E G. A 1 Moo) lors Hd(G, ,r = 0 

A 

est séparée de la représentation triviale dans G. 

si ,r 

I\ 
(ii) Si G est connexe de type $0(n, 1) (resp. $U(n, 1)), G contient 

1 00 ../ 
exactement 1 élément (resp. 2 éléments) ,r tels que Hd(G, M ,r) ; O. 

Dans ces cas, H~(G, M;) est de dimension 1. De plus ,r est non tempérée 

si n > 4 (resp. n 2' 2). 

(i) est dû~ P. Delorme [15: Th. 3]; vu ce qui a été rappelé plus 

A 

haut, il s'applique~ tout ,r E G si G est connexe simple non compact et 

non de l'un des types considérés dans (ii). Pour (ii), voir Hotta-Wallach (23] 

et, en ce qui concerne la derni~re assertion, un article de K. Johnson et 

N. Wallach~ para1tre aux Trans. A.M.S.; l'article (15] établit aussi (ii) 

0 . 
pour $<D(n, 1) et l'annonce en partie pour $U(n, 1). 
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2. 8. Cette proposition laisse donc ouverte la possibilité pour G de 

type $0(n, 1) ou $U(n, 1) de posséder un sous-groupe r cocompact de 1er 

nombre de Betti non nul. Si G de type $G)(n, 1) ce nombre est la multiplicité 

2 
dans L (G/r) de l'élément ,r mentionné dans 2. 7(ii). Si n = 2, on rencontre 

parmi ces groupes les groupes fondamentaux des surfaces de Riemann de genre 

2:- 2, donc des r de 1er nombre de Betti non nul. Pour n ~ 3 ~ 5, les 

premiers exemples ont été d6nnés par E. B. Vinberg [36]. Plus récemment 

J. Millson [34] et W. Thurston (non publié) ont construit de tels groupes 

arithmétiques de congruence pour tout n ~ 3. En fait, Thurston conjecture 

dans ce cas que tout quotient X/r admet un revêtement fini ayant un 1er 

nombre de Betti non nul. Millson et Thurston obtiennent plus précisément des 

r avec 1er nombre de Betti arbitrairement grand; mais cela résulte aussi 

d'un principe général simple (4. 2), une fois obtenu un groupe de congruence de 

1er nombre de Betti non nul. 

Si G est de type $U(n, 1), alors X s'identifie 1!I. un domaine borné 

d .,..n, symétrique, l'intérieur de la boule unité ans .., et x/r est une variété 

projective compacte. Les multiplicités dans L 2(G/r) des deux éléments 

mentionnés dans 2. 7(ii) sont égales aux dimensions de H 1' O(X/r) et 

HO, 1(x/r), donc sont égales entre elles [23]. Mais, pour n ~ 2, on ne 

connait aucun exemple de r pour lequel elles sont non nulles. C 1 est aussi 

un des cas ob l'on ne sait pas si G contient des sous-groupes discrets co-

compacts ou de covolume fini non définissables arithmétiquement. 

Les résultats précédents et la conjecture de Thurston suggl!rent la 
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question suivante: 

A 

(*) Soit ;r e G non séparée de la représentation triviale. Existe-t-il 

un sous-groupe d'indice fini r 1 de r tel que m(;r, r 1 )-/ 0? 

Une formulation adélique pour les sous-groupes aritlunétiques de con-

gruence sera indiquée en 4. 3. 

I\ 

2. 9. Supposons G connexe et ;r e G dans la série discrllte, ce qui 

implique que G et K ont même rang, donc aussi que la dimension de G/K 

est paire. De la conjecture de Blattner, établie dans [19] et 1. 5(2), 2. 3(1), (2) 

on tire que 

( 1) 

et que 

(2) <C si 

ou si X;r / X., , 
r 

et m = (dim X)/2 . 

D 1 autre part, on sait (mais le rédacteur ne connait pas de référence) que si 

le poids dominant de r est suffisamment régulier, et si ;r est une repré-

sentation unitaire irréductible de caractllre infinitésimal égal X , alors ;r 
r 

est dans la série discrllte. Combinant cela avec 2. 3(6), on voit que si le 

poids dominant de r est suffisamment régulier, alors Hm(r; V) = 0 si 

m -/ dim X/2 et dim Hq(r; V) est la somme des multiplicités des repré-

sentations de la série discrllte ayant X" pour caractllre infinitésimal. 
r 

Je dois cette remarque~ G. Zuckerman. Lorsque X est un domaine 

borné symétrique, ce résultat m'a été communiqué il y a plusieurs années 

par R. P. Langlands. 
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2. 10. Du point de vue représentations, 2. 2 montre que l'étude de 

m 
H (r; V) se subordonne naturellement ll. deux probl~mes plus généraux: 

A 

1) Déterminer les Tr E G tels que 

X = Xv • Tr r 

D'apr~s un théor~me général de Harish-Chandra, on sait que ces Tr sont 

en nombre fini. Mais, sauf dans les cas sus-mentionnés, et G = $[J(2, 1) 

[37 ljils n'ont pas été déterminés compl~tement; [2 3] donne aussi des résultats 

lorsque X est hermitien symétrique. 

2) Déterminer les multiplicités m(Tr, r). 

Une méthode générale pour les étudier est la formule des traces de 

A 

Selberg. Supposons r sans torsion, G connexe, et soit Tr E G un élément 

intégrable de la série discrMe. Soient d le degré formel de Tr et 
Tî 

v(G/r) le volume de G/r, calculés par rapport ll. une même mesure de 

Haar sur G. Alors on a [26] 

(1) m(Tr, r) = v(G/r).d . 
Tî 

Le membre de gauche peut aussi s'interpréter comme la dimension d'un 

groupe de cohomologie convenable au moins si Tr est associée ll. un poids 

dominant assez régulier: dans ce cas, si T est un tore maximal de K, le 

quotient G/T admet une (en fait un nombre fini) structure complexe 

invariante. par G, et m(Tr, r) est la dimension d'un des groupes de 

cohomologie de r\G/T ll. coefficients dans le faisceau des germes de 
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sections holomorphes d'un fibré holomorphe, les autres groupes étant nuls 

[35 ]. 

Cette égalité n'estpas nécessairement vraie si TT est non intégrable, 

comme l'a tout d'abord signalé Lang lands. En effet, si G = $L2 (R) et si TT 

est la représentation de plus petit degré formel de la série discr~te holomorphe, 

alors m(TT, I') est le genre g de la courbe. X/r, mais le membre de droite 

de (1) est égal h g-1 (cf. [37]). Cependant, pour d'autres groupes, il peut 

y avoir une infinité d'éléments non intégrables de la série discrHe pour 

lesquels (1) est valable; cela se voit en reliant m(TT, I') h la dimension 

d'autres groupes de cohomologie [21, 22]. 

§3. Groupes p-adiques et groupes mixtes. 

3. 1. Soit k un corps local ultramétrique de corps résiduel fini. 

Soient _!: un k-groupe connexe semi-simple et L = _!:(k). Ce dernier est 

un groupe de Lie sur k, et un groupe topologique localement compact 

totalement discontinu dénombrable h l'infini pour la topologie associée h 

celle de k. Soit l = lk(_!:) le k-rang de _!: (O. 8). On sait que L est 

compact si et seulement si l = 0, auquel cas _!: est dit anisotrope sur k; 

cela peut se présenter seulement si le revêtement universel de L est 

isomorphe (sur une extension de k), h un produit de groupes H, [10]. 
n 

Supposons _!: presque simple sur k et l > O. Soient L le 

revêtement universel de L et o-: 1 ~ _!: l'isogénie centrale canonique. 

Tenant compte de [7: 6. 4, 6. 14] et du fait que la conjecture de Kneser-Tits 
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est vraie sur un corps local, on voit que L O = a(_!:(k)) est le groupe dérivé 

de L, est fermé (ouvert d'indice fini en caractéristique zéro) et que L/L 0 

est compact commutatif. On utilisera aussi le fait, démontré par J. Tits 

(non publié), que tout sous -groupe ouvert propre de L O est compact. 

3. 2. Soient r un sous-groupe discret de L et (r, V) une repré­

sentation complexe de dimension finie de r. On note C 00 ( L; V) l'ensemble 

des fonctions localement constantes sur L, ~ valeurs dans V et on pose 

( 1) 

Si r est la restriction d'une représentation complexe de L, on a donc un 

isomorphisme canonique 

(2) 

On a de nouveau [ 11] 

(3) 

Supposons dorénavant r cocompact et r unitaire. Alors si f : L--;;. V 

satisfait~ la condition de (1), la fonction x~ llf(x) Il est invariante~ 

droite par r. 2 
On note L (L; V)r l'ensemble de ces éléments qui sont de 

carré intégrable sur L/r. c• est un L-module unitaire admissible et on a 

comme dans 2. l, 

(4) 
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ce qui, en passant aux éléments différentiables, donne lieu~ une somme 

directe algébrique 

(5) 
00 

L (L, V)I' "" ( ,--, )Moo "' LA m TT, .L 
TTE 7T 

de L-modules admissibles (munis de la topologie discrl!te) d' o'tl, vu (3), 

(6) 

Supposons ~ presque simple et simplement connexe. D'aprl!s W. Casselman 

m oo 
[11] on a H (L; M ) = 0 sauf si m = 0 et TT est triviale, ou P. > 0, m = i. 

et TT 

et TT est la représentation spéciale, auxquels cas cet espace est de dimension 

1. 

Si ~ n'est pas simplement connexe, soient 1:;_, u et L O comme en 

3. 1. La suite spectrale de Hochschild-Serre en cohomologie continue 

[ 13: Prop. 5] entraîne donc 

Il s'ensuit, lorsque ~ est presque simple, que ce groupe est nul si m / 0, i., 

de dimension 1 si m = 0 et TT est triviale et ne peut être non nul pour 

m / 0 que si m = P. > 0 et la restriction de TT ~ L O est somme (nécessaire-

ment finie) de représentations spéciales. 

On déduit alors de (5) que Hm(I'; V) = 0 si m / 0, P., que dim H 0 (I'; V) 

est la multiplicité de la représentation triviale dans V, 
. P. 

que d1m H (I'; V) 

est majorée par la multiplicité de la représentation spéciale de L O dans 
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00 
C (L; V)I" et lui est égale si L = L. On a un résultat semblable si L 

n'est pas simple [ 11 ], qui est formellement contenu dans 3. 7 ci-des sous. 

3. 3. Nous considérons maintenant un cas qui englobe ceux de 3. 2 

et du §2. Soit S un ensemble fini. On suppose donné pour chaque i ES 

soit un groupe G. satisfaisant aux hypoth'èses imposés 'll. G dans les 
1 

§§1, 2 (cas archimédien), soit un corps local non archimédien k. de 
1 

caractéristique zéro, un groupe connexe semi-simple et presque simple 

G. défini sur k. et un sous-groupe ouvert G. du groupe G.(k.) des 
-1 1 1 -11 

points rationnels de G. 
-i 

0 
qui contient le sous -groupe dérivé Gi de .9_/ki) 

(cf. 3. 1) (cas ultramétrique). On désigne par S00 (resp. Sf) l'ensemble 

des i e S correspondants aux cas archimédiens (resp. ultramétriques). Si 

S 1 C S, on note G s• le produit des G i pour i e S•. On pose de plus 

( 1) G. 
1 

Gf = TT. s G. ' 
lE f 1 

G 

On note K un sous -groupe compact maximal de G , X le quotient 
00 00 00 

K \ G et L (resp. k ) l'alg'èbre de Lie de G (resp. K ). On 
00 00 ~ -00 00 00 

suppose G non compact. Soient encore 

(2) J. 
i 

" 

rgk G. 
-1 

i 
1:. s J.. 

lE f 1 

Si s• C S et ;r e Gs,, alors ;r se factorise de façon unique en un produit 

hilbertien 

94 



(3) 

Lorsque S 1 

(4) 

COHOMOLOGIE DE SOUS-GROUPES DISCRETS 

1T = ® 
iES' 

,,._ ' 
1 

S, on écrira aussi 

1T ( 1T 
00 = ®ieS 

00 

" (1T. E G.) 
1 1 

1Tl.; 1Tf = @. S 1T.) 
lE f 1 

0 
Si s• C sf et G. = G. lorsque i.. > 0 (i e S 1 ), alors ,,. e Gs, est dite 

1 1 1 

spéciale si ,,._ est triviale ou spéciale suivant que G. est compact ou non, 
1 1 

i.e. suivant que i. est nul ou non. 

3. 4. Soit r un sous-groupe discret cocompact de G qui est 

"irréductible", i.e. tel que la projection pr S' : G ~ Gs, soit injective, et 

d'image non discr~te si Gs, n'est pas cocompact, quel que soit S 1 C S, 

LEMME. Si S' CS, soient rs, = prs,r et rs, l'adhérence de rs, 

dans G5 ,. Soit S 1 C S tel que G5 , et G/G5 , soient non compacts. Si 

Si S 1 CS , 
- 00 

alors rs, contient le 

0 
produit des facteurs simples non compacts de Gs,. En particulier, rs, est 

cocompact dans Gs,. 

Supposons i e Sf" Par restriction des scalaires, on se ram~ne au cas 

ob k. = Q , ob p est la caractéristique résiduelle. Le groupe r. est alors 
1 p 1 

un sous-groupe de Lie sur Q de G. [9: §8, n° 2, Thm. 2], non discret, 
p 1 

dont l' alg~bre de Lie L(r.) est stable par r., opérant par la représentation 
1 1 

adjointe. Mais r. est Zariski-dense dans G.(k) [39], donc L(G.) 
1 -i. 1 

L(r.) 
1 
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et r. est un sous-groupe ouvert de G .. La projection pr. induit une 
1 1 1 

application surjective de G/r sur G./f:, donc r. n'est pas compact. 
1 1 1 

Notre assertion résulte alors du résultat de Tits mentionné en 3. 1. 

Si S 1 C S alors le théor~me de densité de [l ], appliqué au quotient 
00 

de GS' par le plus grand sous -groupe invariant compact connexe de c;, 
montre que l'image de rs, dans ce quotient en contient la composante neutre, 

d'ob. notre assertion dans ce cas. 

Remarque. Le lemme admet une version plus générale dans laquelle 

r est de covolume fini et S 1 une partie quelconque de S telle que Gs, et 

G/Gs, soient non compacts. Sous cette forme, il entraîne immédiatement 

le théor~me d'approximation forte pour les groupes presque simples et 

simplement connexes sur un corps de nombres qui ne sont pas de type An. 

3. 5. Exactement comme en 2. 2, on a de nouveau une décomposition 

en somme discr~te 'li. multiplicités finies 

( 1) L 2(G/r) = i c" m(n, r)M 
1TE 1T 

ob. de plus ,r admet les décompositions 3. 3(3), (4). 

/\ 

LEMME. Supposons G 00 et Gf non compacts. Soit ,r E G tel que 

M(n, I') / 0 et que ,rf soit de dimension finie. 

finie. 

Alors ,r est de dimension 
00 

Nous avons 'li. montrer que ker ,r est cocompact, et notre hypoth~se 
00 
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équivaut au fait que Nf = ker trf est cocompact. Le groupe r• = r n (G00 X Nf) 

est cocompact dans G, et d'indice fini dans r. On a évidemment 

0() 

M est réalisé comme un espace de fonctions sur G, invariantes l!I. 
Tr 

droite par r, sur lesquelles G op~re par translations l!I. gauche. Le groupe 

Nf op~re trivialement l!I. gauche, donc aussi l!I. droite, puisqu'il est normal 

dans G. Par suite, (r 1 .Nf) op~re trivialement l!I. droite sur M et, vu ce 
Tr 

qui préc~de, il en est de même pour (pr r•) Mais, d'apr~s 3. 4, ce 

dernier groupe contient un sous-groupe H de G 0 , normal dans G et 

cocompact dans G , l!I. savoir le produit des facteurs simples non compacts 
0() 

de G 0 • Comme H est distingué, il op~re alors aussi trivialement l!I. gauche 
0() 

sur M , donc est contenu dans ker tr . 
Tr 0() 

Remarque. Un raisonnement semblable, utilisant la remarque de 3. 4, 

montre plus précisément que si tr = ~i tri apparait dans L 2(G/r), et si 

i, j ES sont tels que G. et G. ne soient pas compacts, alors tr. est de 
1 J 1 

dimension finie si et seulement si tr. l'est. 
J 

3. 6. On dira qu'un sous-groupe r• de r est de S-congruence s'il 

contient un sous-groupe d'indice fini de la forme ru= r n (G X U), ob. U 

est un sous-groupe compact ouvert de G1 

l!I. un sous-groupe discret cocompact de G 
0() 

obtenue en collaboration avec J -P. Serre. 
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PROPOSITION. On suppose G 00 et Gf non compacts. 

A 

Soit r 
0 

un sous-groupe de S-congruence de r et soit cr e G de dimension infinie 
00 

qui intervienne dans L 2(G /r ). Soit N un entier. Alors il existe un sous­
oo 0 

groupe de S-congruence r U de r 0 tel que la multiplicité de cr dans 

2 
L (G00 /ru) soit ~ N. 

Si r 1 est d'indice fini dans r alors l'homomorphisme canonique 
0 

L 2 (G /r) _..,. L 2 (G /r 1 ) est injectif. Quitte b. remplacer r par un sous-
oo O 00 0 

groupe de S-congruence, et Gi par un sous -groupe d'indice fini si i e Sf, 

on peut supposer que l'on a 

(1) r 
0 

r n (G x u ) 
00 0 

o'b. U oi est compact ouvert dans 

avec 

G. et 
1 

U=ÎÎsU., 
o ie f 01 

(2) U = G 
oi i 

si G i est compact, G. = G~ sinon 
1 1 

Dans la suite, on consid"ère uniquement des sous -groupes compacts ouverts 

U de Gf de la forme 

(3) u = TT. s u .. 
lE f 1 

ob U. CG. (i e Sf) , U = G si G. est compact. 
1 1 Î Î 1 

Vu la remarque b. 3. 4, rf = prfr est dense dans Gf, donc rî U = Gf 

pour tout sous-groupe compact ouvert U de Gf, d'ob 

(4) 
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La projection (G X U)/rU = G /r induit donc un isomorphisme 
00 00 U 

(5) 

pour tout U du type ( 3). Vu 3. 5, on a donc un isomorphisme de G -modules 
00 

(6) 
2 ~ 

L (G /r l = © " 
oo U TTEG 

m(TT, r) 

00 

M 
TT 

00 

De plus, vu 3. 3(3) 

(7) 

1\ 

Appliquons cela en particulier ~ U • Il existe donc TT e G tel que 
0 0 

(8) m(TT , r)-/ 0, 
0 

TT 
000 

U. 
-- t M 01 .J O t t . S a e ; pour ou 1 e f . 

TT . 
01 

Comme a est de dimension infinie, il en est de même de TTf (3. 5); il existe 

donc j e Sf tel que Gj soit non compact et TT. de dimension infinie. 
J 

alors trouver un sous -groupe ouvert V de U . tel que 
OJ 

. V 
d1m (M ) > N 

TT. = 
J 

On peut 

Si U = TT. S U., avec U. = U . pour i-/ j et U. = V, alors (6), (7), (8) 
lE f l l 01 J 

montrent que la multiplicité de cr dans L 2(G00 /rU) est > N. 

3. 7. THÉORÈME. On conserve les notations et hypoth'eses de 3. 3, 

0 
3. 4 et on suppose de plus que G. = G. si i e Sf et G. n'est pas compact. 

l l - - l 

On a alors 
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(1) Hm(I'; {;) = H:(G00 ; {;)Ql Eil' HomK (Am-·\_g_
00
/~), M; ) , (m E .'l) , 

OC) OC) 

/\ 

o'b. la somme est étendue aux 1r E G, 1r-/ l tels que x'IT soit trivial et 
OC) 

que 1rf soit spéciale (3. 3). 

Pour i E Sf soit X. l'immeuble de Bruhat-Tits de G.. Soient Xf 
1 -1 

le produit des X. et X = X X Xf. Ce dernier est un espace contractile sur 
1 OC) 

m m 
lequel r op~re proprement, donc H (I'; C) = H (X/I'; C), pour tout me 2. 

Le théor~me coincide avec 2. 2 si G = G , et s'y ram~ne immédiatement 
OC) 

si Gf est compact. Si Gi est compact sauf pour un élément de Sf' notre 

assertion résulte des résultats de Casselman rappelés en 3. 2. A partir de 1~ 

on raisonne par récurrence sur Gard Sf' en utilisant la suite spectrale (E) 
r 

de la projection pr. : x/r ~ x./r.. o'b. j E sf est tel que GJ. soit non 
J J J 

compact. Soit C une chambre de X.; si F est une face de C, 
J 

notons BF 

son fixateur dans Gj et soit rF = (GS(j) X BF) n r, o'b. S(j) = S - {j}. Par projection 

rF s'identifie~ un sous-groupe discret de GS(j) et la paire (GS(j)' I'F) 

satisfait aux conditions imposées ~ G et r. Le groupe r. est dense dans 
J 

G. (3. 1), donc 
J 

suite spectrale 

X./r. s'identifie~ C. Il s'ensuit que la terme E 2 de la 
J J 

(E ) de pr. : X/I' ~ X./r. est la cohomologie de C 
r J J J 

* relativement~ un faisceau simplicial F ~ H (I'F; C), avec les homomorphismes 

de restriction évidents. En utilisant 3. 2 et l'hypoth~se de récurrence on 

trouve que la somme des termes de degré total m de E 2 est égale au 

membre de droite de ( 1) et que E~' q = 0 si p -/ 0, .f f En tenant compte 
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de 1. 7, on constate que E;• q = E 0 ' q (q e Z), 
00 

= E 
00 

et le théor~me. 

3. 8. COROLLAIRE. On supprime l'hypoth~se que G. = G~ pour G. 
l l l 

non compact et i e Sf' Supposons que m < J.. 

Soit Gi = G~ si i e Sf et Gi est non compact, G 1 = G sinon; 
i i 

soient G 1 = ÎÎ.G'. et r• = r n G'. Le groupe r• est un sous-groupe d'indice 
l l 

fini de r, donc Hm(r; C) ~ Hm(r•; C) est injectif. Notre assertion 

résulte alors du théor~me appliqué~ (G', r• ). 

3. 9. Relations avec la cohomologie continue, Plaçons-nous de nouveau 

dans la situation de 3. 7 et soit 

ob. U parcourt les sous -groupes compacts ouverts de G ., la limite étant 
J 

prise par rapport aux homomorphismes de restriction, Le groupe G., 
J 

opérant par automorphismes intérieurs, permute les groupes ru, donc op~re 

sur Qm. En fait, 

( l) 

Qm est un G.-module admissible, et 
J 

Vu [ 13 ], le terme E 2 décrit dans 3. 7 n'est autre que la cohomologie con­

tinue de G, dans la somme des Qm. Plus précisément 
J 

(2) 
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( 3) 

E entraîne donc: 
00 

ob Q * est la somme directe des Qm. 

A. BOREL 

Sans distinguer un des facteurs ultramétriques de G, on peut in-

terpréter 3. 7 directement en termes de cohomologie continue. Tout d'abord, 

on a de façon générale ( 1. 7) 

(4) 

ob C(G/I') est l'espace des fonctions continues sur G/I'. Admettons que l'on 

2 
peut remplacer C(G/I') par L (G/I'). On obtient alors 

EB G m('IT, I') Hm(G; M ) 
'!TE et 'lT 

et on passe de 1~ ~ 3. 7 en admettant que l'on peut calculer Hm(G; M ) par 
et 'lT 

une r~gle de Künneth et en utilisant 3. 2. Il est bien probable que cela peut 

être justifié (en remplaçant C(G/I') par un sous-espace de vecteurs 

différentiables dans un sens convenable plutôt que par L 2(G/I')), mais il ne 

semble cependant pas~ l'auteur que l'on puisse le faire sans ajouter aux 

"fondements" de la cohomologie continue publiés jusqu•~ présent. 

Remarquons que l'on peut aussi remplacer j par une partie quelconque S 1 

de Sf dans (2), (3). Cela se voit en considérant la suite spectrale de la 

projection x/r---'> xs, /rs,' ob xs, est le produit des xi avec i E S 1 • 
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§4. Groupes S-arithmétiques (cas anisotrope). 

4. 1. Dans ce paragraphe, on spécialise la situation précédente au cas 

(le plus important) des groupes S-arithmétiques sur un corps de nombres k. 

Soit G un k-groupe connexe absolument presque simple sur k, de k-rang 

nul. S désigne maintenant un ensemble fini de places de k qui contient 

l'ensemble S des places archimédiennes, k. la complétion de k en i ES, 
00 1 

G. le groupe _G vu comme k. -groupe et G. = G(k. ). On est alors dans la 
-1 1 1 -1 

situation du paragraphe précédent en prenant G égal au produit des G. (i ES) 
1 

et r égal h un sous-groupe S-arithmétique de Q(k); autrement dit, si l'on 

fixe un plongement G~ <GLn défini sur k, r est un sous-groupe de Q(k) 

commensurable h ob os est l'anneau des éléments de k 

entiers en dehors de S. 

Supposons de plus Q simplement connexe. Alors toutes les hypoth~ses 

de 3. 7 sont satisfaites et 3. 7(1) est valable. La formule ainsi obtenue était 

aussi connue de W. Casselman. 

Remarquons encore que dans ce cas, si Gi n'est pas compact il est 

simple modulo son centre et ne contient aucun sous -groupe ouvert propre 

d'indice fini, donc n'a pas de représentation unitaire irréductible de 

dimension finie h part la représentation triviale. En particulier, si les G. 
1 

" sont tous non compacts, la somme @ 1 ne porte que sur des 'lT = ® 'IT. 
1 

avec 

'lT. de dimension infinie pour tout i. 
1 

D'autre part, Q(k) est la limite inductive de groupes S-arithmétiques, 
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lorsque S parcourt une suite croissante d'ensembles de places de k dont 

la réunion est l' ensemblè de toutes les places de k. Le corollaire 3. 8 

entraîne donc, 

( 1) (me Z) , 

si r est S-arithmétique et S assez grand, résultat d'abord obtenu en 

collaboration avec H. Garland par une méthode différente, annoncé dans [18], 

et aussi remarqué par Casselman. 

4. 2. Soit maintenant r un sous -groupe arithmétique de congruence 
0 

de G. Cela signifie que si l'on fixe une représentation matricielle sur k de 

.2_ et désigne par rS le groupe S-arithmétique des éléments de .2,(k) dont 

les coefficients sont entiers en dehors de Sf, alors I'0 n r 5 est un sous -groupe 

/\ 

de S-congruence de rS' au sens de 3. 6, pour un S convenable. Soit ,r E G 
00 

de dimension infinie qui apparaisse dans L 2 (G /r ). 
00 0 

Alors 3. 6 entratne 

l'existence d.'un sous-groupe d'indice fini r• de r 0 tel que ,r intervienne 

dans L 2 (G /r•) avec une multiplicité arbitrairement grande. Supposons en 
00 

particulier que G(k) soit isomorphe~ $0(n, 1) ou $U(n, 1) pour une place 
- V 

archimédienne réelle et soit compact pour toute autre place archimédienne de k. 

Alors r s'identifie~ un sous-groupe discret cocompact de $<D(n, 1) ou 
0 

$[J(n, 1). 
. 1 

Vu 2. 8, ce qui préc~de montre que s1 H (r ; <C) f 0, alors r 
0 0 

poss~de des sous-groupes d'indice fini de premier nombre de Betti arbitraire-

ment grand. 
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4. 3. La formule 3. 6(6) permet dans le cas présent de décrire le 

spectre d'un groupe arithmétique de congruence ll. partir celui d'un groupe 

S-arithmétique. On peut de mani~re similaire passer du spectre de 

G(A)/G(k), ob A est l'anneau des ad~les de k, ll. celui d'un groupe 

arithmétique ou S-arithmétique. Supposons G simplement connexe (et 

anisotrope sur k comme précédemment). Alors G(A) = G 00 X G(Af), ob 

Af est l'anneau des ad~les finies, Le groupe G(k) s'identifie ll. un sous­

groupe discret cocompact de G(A). On peut écrire 

( 1) 

et 

(2) M 
1T 

M 
1T 

00 

( 1T 
00 

Supposons G presque simple sur k et G non compact. Alors, par 
00 

approximation forte, on a G(A) = G(k). (G X U) quel que soit le sous -groupe 
00 

compact ouvert U de G(Af), d'ob l'on déduit comme en 3. 6 

Ê9 1TEG(A)" m(1r) M1T 
00 

(ru= G(k) n (GO() X U)) . 

Pour un groupe arithmétique de congruence (i.e. un sous -groupe de G(k) 

contenant un sous -groupe tel que r U comme sous -groupe d'indice fini), la 

question de 2. 8 prend alors la forme suivante: 

A 

Soit cr E G non séparée de la représentation triviale. 
00 

Existe-t-il 
A 

1T E G(A) tel que m(,r) -/ 0 et ir =cr? 
00 
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4. 4. Soient U un sous-groupe compact ouvert de Gf et 

ru= G(oS) n (G00 XU). On déduit de 2.2 et 3.6(6), 

( 1) Hm(G · ([;) EB EB' Hom(A m¾/--ook, M 00 ) ® MU 
et oo' 1T 1T 

00 f 

I\ 

la somme étant étendue aux 1T E G non triviaux tels que X soit trivial. 
TT 

00 

On a par conséquent 

(2) = Hm(G ; <C) E9 EB 1 Hom(A m_g/k , M 00 ) ® M 
et oo --oo 1T 00 1T f 

la somme portant sur les mêmes 1T que précédemment; cette égalité est 

aussi valable pour les structures naturelles de Gf-modules, étant entendu 

que Gf opllre trivialement sur le premier terme de droite. Supposons encore 

G00 et les Gi (i E Sf) non compacts. 

infinie (3. 5), donc en particulier 

( 3) 

Alors les M sont de dimension 
'ITf 

ce qui, dans le cas présent oh G est anisotrope sur k, répond affirma­

tivement l!I. une question posée par Serre. 

§5. Groupes S-arithmétiques (cas général). 

Nous conservons les hypothllses de 4. 1, excepté que le k-rang J. de 

G est supposé non nul, sauf mention expresse du contraire. 
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5. 1. Le quotient G/r est maintenant non compact, mais de mesure 

invariante finie, et l'homomorphisme de restriction 

jm : Hm(G ; Œ::) ~ Hm(r; Œ::) n'est pas nécessairement injectif. Il existe 
et oo 

une constante c(G), calculable 1l. partir de la structure de groupe algébrique 

de G et de l'alg~bre de Lie de G , telle que jm soit bijectif pour m < c(G). 
00 

Cela est établi dans (3] lorsque r est arithmétique et G = G ; le cas 
00 

général (annoncé dans (2]), s'en déduit 1l. l'aide de la suite spectrale de 3. 7. 

C'est l'analogue d'un théor~me de Matsushima valable dans la situation du 

§2 (30 ]. On en déduit que Hm(G ; C) ~ Hm(G(k); <C) est un isomorphisme 
et oo -

pour m,,; c(G). Nous avons vu que si 1 = 0, c'est un isomorphisme pour 

tout m. Pour 1 > 0 et m quelconque, il n'est pas nécessairement injectif, 

mais je ne sais pas s'il est surjectif. 

5. 2. Supposons k = IQ, .9_ presque simple sur k et simplement 

connexe comme précédemment, mais pas nécessairement absolument presque 

simple, et Sf réduit 1l. une place {p}. Serre a posé la question d'étudier 

l'homomorphisme de restriction 

( 1) 

ob r est S-arithmétique ou arithmétique. D'apr~s (13], le membre de 

gauche est la cohomologie de l'alg~bre de Lie de G . Si .9_ est le groupe 
p 

symplectique $p2n' les résultats de [3] entraînent que cet homomorphisme 

est trivial. Mais le cas en principe le plus intéressant est celui ob G = $IL 
n 
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(ou plus généralement ob G = Rk/<D $[..,n). En basses dimensions, i.e. en 

dessous de la constante c(G) ci-dessus, l'isomorphisme jm donne lieu 

(mais cela est loin d'être canonique) l'!. un isomorphisme 

(2) 
m ~ m 

H (I'; Q ) ~ H (g , k ; ~p) , 
p -00 -00 

ob g , k sont envisagés comme des alg't!bres de Lie sur (Q ou Q . Cela 
-00 -oo p 

laisse ouverte la possibilité que l'homomorphisme de ( 1) soit surjectif dans 

ces dimensions, de noyau l' alg't!bre de Lie de $() . Si c'était le cas, on 
n 

pourrait songer l'!. s'en servir pour définir, au moins l'!. une unité p-adique 

pr't!s,un s-i't!me régulateur p-adique lorsque m = 2s + 1, d'une 

mani't!re qui présenterait une certaine analogie formelle avec celle du 

s-i't!me régulateur l'!. partir de la cohomologie complexe ( 4; 2 7 ]. 

5. 3. La construction faite dans 3. 7 vaut sans changement lorsque 

J. > 0 et montre que H~'(r; <C) est l'aboutissement d'une suite spectrale 

(Er) dans laquelle E 2 est la cohomologie de la chambre C par rapport 

au faisceau simplicial de3.7. Maisj'ignoresi E 2 =E00 • L'interpré-

tation de E 2 en terms de cohomologie continue fournie par 3. 9(2) est 

encore valable. De plus, (5: 4. 12] montre que Qs est somme directe 

d'un G .-module l'!. cohomologie continue nulle et du sous-G. -module engendré 
J J 

s 
par H (rC; <C). Par définition r C est le fixateur de C dans r, et est une 

généralisation naturelle du groupe de Hecke r 0 (p) (que l'on retrouve dans le 

cas ob G = SL2 , r = $L 2(2(p- 1 ]) et Sf = {p}). Pour aller plus loin dans 
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cette voie, il faudrait obtenir des renseignements sur les constituants du 

G. -module Qs. Vu [ 5: 4. 10 ], cela équivaut h étudier les constituants de 
J 
m 

H (rd <C), vu comme module sur l'alg~bre de Hecke H(Gj, Be), ob Be 

est le fixateur de e dans G., i.e. un sous-groupe d 1 Iwahori de G .. 
J J 

Une premi~re question dans cet ordre d'idées est de savoir si 4. 4(3) est 

valable en général. 

The Institute for Advanced Study, Princeton, N. J., U.S.A. 
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