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ARNAUD DENJOY

Né & Auch (Gers), le 5 janvier 1884.

Eldve de 1'Ecole Normale Supérieure (1902-1905).

Agrégé de mathématiques (1905)

Pensionnaire de la Fondation Thiers (1906-1909).

Docteur &s sciences mathématiques (1909).

Maitre de conférences & la Faculté des Sciences de 1'Université
de Montpellier (1909-1919), en mission & partir de septembre 1917.
Professeur ordinaire d'algeébre supérieure, calcul différentiel,
calcul intégral et théorie des fonctions & 1'Université d'Utrecht
(1917-1922).

Professeur de mathématiques générales a la Faculté des Sciences
de 1'Université de Strasbourg, maintenu en mission (1919-1925).
Chargé de cours (1922-1925), maitre de conférences (1925-1931),
professeur de mathématiques générales (1931-1933), et professeur
de calcul différentiel et intégral a la Faculté des Sciences de
Paris en 1933, puis titulaire de la chaire de "Théorie des fonc-
tions et topologie".

Membre de 1'Académie des Sciences de Paris en 1942,

Bubilé scientifique en 1955.

Décédé a Paris, le 21 janvier 1974.
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AVANT-PROPOS

r3 7

Arnaud Denjoy, né & Auch (Gers) le 5 janvier 1884, est décédé
2 Paris le 21 janvier 1974.(1)
Lorsque disparaft un mathématicien d'une telle stature, 1'un

des meilleurs hommages que puisse lui rendre la communauté mathé-
matique consiste & publier une édition de ses oeuvres scientifi-
ques completes. Celle-ci constitue désormais un outil de travail,

2 la fois pour les mathématiciens qui peuvent commodément y décou-
vrir des facettes mal connues de cette oeuvre, et pour les philo-
sophes et historiens des sciences qui vont pouvoir, sans recherches
bibliographiques fastidieuses, analyser la naissance et le déve-
loppement des concepts et des méthodes introduits par le disparu.

Arnaud Denjoy a frustré sa postérité de ce pieux devoir en

rassemblant lui-méme vers 1956 l'essentiel de ses oeuvres scien-

tifiques en plusieurs volumes qui parurent chez Gauthier-Villars

Articles et mémoires (en 2 volumes)

Un demi-sidcle (1907-1956) de Notes communiquées aux Académies

(en 2 volumes).
Enfin un dernier volume réunissait ses mémoires fondamentaux

sur "La dérivation et son calcul inverse" (1954).

(1) On trouvera dans ce volume une courte Notice biographique, et

la Notice nécrologique lue par Henri Cartan & 1'Académie des Scien-—
ces. On pourra consulter aussi la Notice rédigée par Gustave Choquet
dans l'annuaire 1975 de l'Association amicale des Anciens Eleéves

de 1'Ecole Normale Supérieure, ainsi que la plaquette éditée en

1955 & 1l'occasion du Jubilé d'Arnaud Denjoy.



Le présent fascicule d'Astérisque consacré & Denjoy n'est donc
qu'un humble hommage & celui qui, avec Borel, Baire et Lebesgue,
créa 1'école francaise de "Théorie des fonctions de variable réel-
le", et qui sut certainement le mieux réaliser une synthese des
idées fécondes, topologiques et métriques, introduites par Borel,
Baire et Lebesgue.

Ce fascicule a été congu pour constituer, & la fois un guide
dans 1'oeuvre de Denjoy, une évocation des aspects multiples et
souvent mal connus de 1l'homme hors série qu'il était, et une in-
citation & relire des travaux qui restent remarquables a divers
titres. Tels les mémoires sur la dérivation et son calcul inverse
dont le style admirable peut constituer une excellente nourriture
pour des jeunes chercheurs habitués a des rédactions squelettiques
et sans motivation apparente ; tels aussi les nombreux travaux qui
sont & la frontidre de la théorie des fonctions f(z) et de la
théorie topologique et métrique des ensembles plans.

On y a juxtaposé plusieurs textes ou Arnaud Denjoy parle de
lui-méme et de son oeuvre, l'ensemble de ses Notes aux Comptes Ren-—
dus depuis 1956, et quelques textes récents de Henri Cartan et
H.Rosenberg. Ceux—ci montrent que, dans une direction au moins,
1'oeuvre de Denjoy continue a inspirer des recherches contemporaines.

Arnaud Denjoy eut toute sa vie une grande fidélité aux Comptes
Rendus de 1'Académie des Sciences de Paris ; il encourageait ses
disciples a y annoncer leurs découvertes ; lui-méme en fit un grand
usage et négligea parfois pendant longtemps de développer les ré-
sultats qu'il y avait annoncés. Ce fut le cas par exemple pour ses
énoncés difficiles sur le calcul des coefficients des séries tri-
gonométriques ; il ne les développa que fort tard, aprés que quel-
ques mathématiciens eurent émis des doutes sur leur 1légitimité.

Les Notes reproduites ici, postérieures a 1956, concernent

essentiellement la théorie de la mesure et le théoreme de Vitali,



ainsi que les équations différentielles périodiques. Ce dernier
sujet ne cessa jamais de l'intéresser ; j'ai eu souvent 1l'impres-
sion qu'il y pensait constamment ; aussi les Notes qui le concer-
nent, méme les plus récentes (1966) pourraient—elles contenir des
perles encore inapergues.

Le chapitre II se termine par un texte qui révelera un aspect
de Denjoy assez surprenant pour ceux qui n'ont connu de lui que
les écrits mathématiques : "Rome 1908" est un récit de voyage ; il
nous fait mieux comprendre ce conseil que lui adressait au lycée
d'Auch son professeur de rhétorique : "Denjoy, vous avez beaucoup
d'idées pour votre 4ge ; ne faites pas de mathématiques, vous pou-
vez devenir quelqu'un'.

De fait, il avait des dons multiples ; ses intéréts étaient
extrémement variés. Il laisse une étonnante collection de manus-
crits ou, durant toute sa vie, d'abord de son écriture serrée de
grand myope, puis plus tard lorsque sa vue s'affaiblit encore,
avec sa vénérable machine a écrire Oliver, il nota ses réflexions
sur l'art, la poésie, la science et la philosophie, la psychologie
et la politique.Il succomba méme un moment aux séductions de la po-
litique puisqu'il fut pendant quelques années Conseiller Général
dans le Gers. Son programme politique devait &tre bien convaincant,
car lui-méme était loin d'&tre un orateur. Sa forte myopie et sa
voix trop faible 1l'en empéchaient.

Je 1l'entendis & plusieurs reprises regretter de ne pas avoir
lu suffisamment et d'avoir perdu ainsi des occasions d'élargir son
horizon mathématique. Il est exact qu'il lisait trés peu de publi-
cations mathématiques, et presque exclusivement les tirés & part
qu'on lui adressait. Mais la variété de son oeuvre dans la partie
la plus productrive de sa vie permet de douter de la justesse de
cette auto-critique ; en fait son intuition géométrique exception-

nelle jointe & son grand pouvoir de concentration compensait


http://politique.il

probablement la rareté de ses contacts avec la littérature mathé-
matique, et ces deux facteurs contribuérent & préserver son ori-
ginalité.

Plus tard, il est probable que son manque d'informations ma-—
thématiques, accentué encore par des difficultés de vision gran-
dissantes, l'empéchérent de se faire une idée correcte des déve-
loppements récents de la Topologie, de 1'Analyse, et tout parti-
culiérement de 1l'Analyse fonctionnelle. C'est ainsi que 1'étude
critique de l'oeuvre et des tendances bourbakistes qu'il avait
entreprise quelques années avant sa mort contient-elle, a cdté
de ses réflexions profondes et judicieuses, des jugements basés

sur une information insuffisante.

Cet Avant-propos serait bien incomplet s'il ne comportait
mes sinceéres remerciements :
— au Comité de Rédaction d'Astérisque qui a pris l'initiative de
consacrer ce fascicule a Arnaud Denjoy,
- & Madame Froment-Mazaud qui a mis tout son dévouement a la pré-
paration matérielle de ce fascicule,
— & Mademoiselle Lardeux qui s'est spontanément chargée du travail

ingrat de la bibliographie depuis 1942.

Gustave CHOQUET



CHAPITRE I

BIBLIOGRAPHIE

La "Bibliographie complémentaire'" que nous publions ci-dessous
concerne l'essentiel des publications scientifiques d'Arnaud Denjoy
depuis 1942.

Nous n'avons pas jugé utile de reproduire ici la bibliographie
des Notes aux Comptes Rendus antérieures & 1956 ; celle-ci, accom—
pagnée de tables analytiques fort commodes établies par A.Denjoy
lui-méme figure dans les deux recueils de ses oeuvres qu'il a pu-

bliés chez Gauthier-Villars :

- Articles et Mémoires (1955) en deux volumes

I. La variable complexe. II. Le champ réel. Notices.

— Un demi-siecle (1907-1956) de Notes communiquées aux Acadé-

mies : I. La variable complexe. II. Le champ réel.
Nous avons reproduit au Chapitre II 1'intégralité des 28 Notes
publiées par Arnaud Denjoy aux Comptes Rendus de 1'Académie des
Sciences de Paris depuis 1956, répondant ainsi & un voeu qu'il

avait formulé il y a trois ans.

BIBLIOGRAPHIE COMPLEMENTAIRE

1. Notes aux Comptes Rendus de 1'Académie des Sciences de Paris
apres 1957.
—~ Le phénoméne ergodique et les trajectoires sur le tore, t.247,

1958, p.1072-1078.

- Les systemes d'équations différentielles périodiques, t.247,

1958, p.1691-1696.



Equations différentielles périodiques, t.247, 1958, p.1923-1928.
Sur les équations différentielles périodiques, t.248, 1959,
p.28-33.

Les équations différentielles périodiques. Allure asymptotique
des intégrales, t.248, 1959, p.325-330.

Les équations différentielles périodiques. Points d'accumulation
des intégrales, t.248, 1959, p.497-500.

Les systemes différentiels périodiques. Propriétés ergodiques

et stabilité des trajectoires, t.248, 1959, p.1253- 1258.

Les équations différentielles périodiques, t.249, 1959, p.590-
591.

La métrique de Stieltjes, t.249, 1959, p.2437-2442.

L'intégrale de Stieltjes, t.250, 1960, p.23-29.

Les fonctionnelles linéaires, t.250, 1960, p.250-255.

Sur les trajectoires du tore, t.251, 1960, p.175-177.

Rapports logiques associés pour l'inclusion ou l'exclusion vis-
a-vis de p classes d'éléments dans un méme espace, t.257, 1963,
P-2594-2596.

Métrique sans topologie. Définition des fonctions mesurables,
non dogmatique, mais exigée par 1l'intégration, t.257, 1963,
P.2776-2781.

Métrique sans topologie. Le théoréme général de Vitali, t.257,
1963, p.3071-3076.

Métrique sans topologie. Espaces dénombrablement mesurables, ou
la mesure de tout voisinage est infinie, t.257, 1963, p.3536-
3541.

Métrique sans topologie. Le théoreme de Vitali dans un espace
dénombrablement mesurable, et ou tous les voisinages sont de me-
sure infinie, t.257, 1963, p.3755-3761.

Catégories définies par l'association de rapports logiques d'in-

clusion ou d'exclusion, vis-a-vis de 7p classes d'éléments



dans un méme espace, t.258, 1964, p.765-767.

— Probabilités confirmant 1'hypothése de Riemann sur les zéros de
¢(s) , t.259, 1964, p.3143-3145.

— Les degrés de nullité dans la mesure des ensembles parfaits li-
néaires, t.259, 1964, p.4449-4451.

— La nature du développement des nombres réels en fraction conti-
nue, t.260, 1965, p.6241-6246.

- L'extension au champ complexe de la fonction X(x,a) associée
aux développements en fraction continue, t.260, 1965, p.6775-
6780. Erratum, t.261, 1965, p.1587.

— D'aprés la topologie du tore & deux dimensions dans 1l'espace a
trois, ergodicité des trajectoires sur le tore & trois dimen-
sions dans 1l'espace a quatre, en l'absence de cycles, 1.261,
1965, p.3917-3921 et 4293-4296.

— Ergodicité présentée pour les intégrales des systémes de deux
équations différentielles périodiques, en l'absence de solutions
cycliques, t.261, 1965, p.4579-4582.

- L'ergodicité des trajectoires, t.263, 1966, p.67-68.

— Sur les ensembles dispersés, t.265, 1967, p.529-533.

2. Articles de périodiques ou d'ouvrages collectifs apres 1942.

— Les continus et la représentation conforme, Bull. Soc. Math.
France, t.70, 1942, p.97-124.

— Sur la représentation conforme des aires planes, Mathematica,
Timisoara, t.20, 1944, p.73-89.

- Les ensembles rangés, Colloquium Math., Warszawa, t.1, 1948,
p.174-176.

— Quelques propriétés des espaces rangés, Ann. Soc. Polon. Sc.,
t.21, 1948, p.187-195.

— Récurrence et antirécurrence, "Congres international de philoso-

phie des sciences (1949.Paris), Vol.3 : Philosophie, mathématiques,



mécanique", p.101-106. - Paris, Hermann, 1951 (Act. scient. et
insd. , 1137).

— Une extension du théoréme de Vitali, Amer. J. Math., t.73,

1951, p.314-356.

— L'insertion de nouveaux éléments dans un ensemble ordonné, Acad.
Serbe Sc. , Publ. Inst. Math., t.4, 1952, p.31-50.

— A propos des théorémes dits "de Janiszewski" (Communication
consécutive & un exposé de C.Kuratowski), "Atti del quarto con-
gresso dell'Unione Mathematica Italiana (1951.Taormina). Vol.2",
p.363-365. — Roma, Casa Editrice Perrella, 1953.

— Approximation sommatoire de certaines séries analytiques, "Atti
del quarta congresso dell'Unione Mathematica Italiana (1951. Ta-
ormina). Vol.2", p.89-94. - Roma, Casa Editrice Perrella, 1953.

— Une démonstration de 1l'identité fondamentale de la fonction

{(s) de Riemann, J. Anal.Math. , Jérusalem, t.3, 1954, p.197-206.
— Le théoreme de Vitali, Bull. Math. Soc. Sc. Math. et Phys. Rép.
Pop. Roumaine, t.1, 1957, p.11-15.

— Sur le théoreme de Vitali, Rev. Math. Pures et Appl., t.2,

1957, p.161-166.

— Préface de "PICCARD (Sophie). — Sur les bases des groupes d'or-—
dre fini", p.V-VI. - Neuchatel, Secrétariat de 1'Université, 1957,
(Mémoires de 1'Université de Neuchatel, 25).

— Solutions stables des équations différentielles du premier ordre,
Bull. Soc. Math. et Phys. Rép. Pop. Serbie, +.9, 1957, p.139-143.
- DENJOY (Arnaud), FELIX (Lucienne) et MONTEL (Paul). - Henri
Lebesgue, le savant, le professeur, 1'homme, Ens. Math. Geneve,

2e série, t.13, 1957, p.1-18 et 19-108.

- L'allure asymptotique des fonctions entiéres d'ordre fini
(sommaire en russe), Izvest. na Mat. Inst. , Skopje, t.2, 1957,

n°2, p.15-17.
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— Sur les courbes définies par les équations différentielles (en
chinois), Advancement in Math., t.4, 1958, p.161-187.

— Etude d'une fonction minkovskienne dans le plan complexe, Ann.
Acad. Scient. Fenn. , Ser. A-1, 1958, n°250/7, 11 p.

— Sur une fonction imaginée par Minkowski, (sommaire en bulgare
et en russe), Izvest. na Mat. Inst. Skopje, t.4, 1959, n°1, p.13-
24.

- Principe de topologie plane (en russe), "Trudy Tret'ego vseso-—
juznogo mat. S"ezda (1956.Moskva), t.4, p.195-197. - Moskva, Iz-
datel'stvo Akad. Nauk SSSR, 1959.

- Les dérivées premidres symétriques (sommaire en russe), "Sam-
melband der zu ehren des 250. Geburtstages Leonhard Eulers", p.109-
111. - Berlin, Akademie-Verlag, 1959.

— Les équations différentielles périodiques, "Actes du Symposium
International R.J.BoSkovic (1961. Dubrovnik), p.39-41. — Beograd
1962.

— Archimede analysis moderne, "Citta di Siracusa celebrazioni
Archimedee ... 1961. Vol.1 : Conferenze generale e simposio di
geometria differenziale, Parte 1", p.47-59. - Gubbio, Ediz.
"Oderisi", 1963.

— Les systémes d'équations différentielles périodiques, "Bericht
von der Dirichlet-Tagung", p.23-25. - Berlin, Akademie-Verlag,
1963.

— Théorie des fonctions de variables réelles, "La science contem-—
poraine, Vol.2 : Le 20e siecle", p.35-41. - Paris, Presses uni-
versitaires de France, 1964 (Histoire générale des Sciences, sous
la direction de R.Taton, Tome 3) ; (en anglais) "History of Scien-
ces : Science in the 20th century. Ed. R.Taton. Translated by
A.J.Pomerans. — New York, Basic-Books, 1966.

— Sur une fonction de variable complexe rattachée au développe-

ment des nombres réels en fraction continue, "Sovremen.probl.

11



teor. analit. funkcij, Mezdun. konf. teor. analit. funkcij (1965.
Erevan)",p.104-118. —~ Moskva, Izdatel'stvo Nauka, 1966.

- Catégories définies par l'association des rapports logiques d'in-
clusion ou d'exclusion, vis-a-vis de p classes d'éléments dans

un méme espace, Bul . Inst. Politehn. Iasi, Serie nova, t.11,

1965, n°3-4, p.7-10.

— A propos d'un théoréme sur les fonctions quasi analytiques, Bull.

Sc. Math., 2e série, t.95, 1971, p.331-339.

3. Livres apres 1942.

— L'énumération transfinie. - Paris, Gauthier-Villars.
Livre I : La notion de rang. - 1946. - XXXVII + 206 p.
Livre II : L'arithmétisation du transfini. 1re partie : Les permu-
tations spéciales. - 1952. - p.207-436. 2e partie : Les suites
canoniques. - 1952. p.437-614.
Livre III : Etudes complémentaires sur 1l'ordination. - 1954. p.615-
7.
Livre IV : Notes sur les sujets controversés. — 1954. p.773-971.

— Legons sur le calcul des coefficients d'une série trigono-
métrique. 4e partie : Les totalisations. Solution du probléme de
Fourier. - Paris, Gauthier-Villars, 1949.

Fascicule 1 : Les totalisations. p.327-481.
Fascicule 2 : Appendices et tables générales. p.483-715.

— Mémoire sur la dérivation et son calcul inverse. - Paris,

Gauthier-Villars, 1954, 236 p.

— Articles et mémoires. - Paris, Gauthier-Villars, 1955.
Vol.1 : La variable complexe. X + p.1-507.
Vol.2 : Le champ réel. Notices. VI + p.509-1108.

— Jubilé scientifique d'Arnaud Denjoy.-Paris, Gauthier-Villars,
1956.

12



— Un demi-siécle (1907-1956) de notes communiquées aux acadé—
mies de Paris, d'Amsterdam, des Lincei, suivies par des observa-
tions et commentaires. - Paris, Gauthier-Villars, 1957.

Vol.1 : La variable complexe. p.1-221 + 1-58
Vol.2 : Le champ réel. p.223-589 + 59-99.

— Hommes, formes et le nombre. - Paris, A.Blanchard, 1964,

286 p.
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Notice nécrologique sur ARNAUD DENJOY,

Membre de la Section de Géométrie,

par M. Henri Cartan.

Arnaud Denjoy nous a quittés le 21 janvier dernier; il venait d’atteindre ’dge de 90 ans.
Son nom restera illustre dans I’histoire des mathématiques, car il eut I’audace de s’attaquer
a quelques-uns des problémes les plus difficiles de son temps et, qui plus est, de les résoudre.

Il était né & Auch le 5 janvier 1884. Eleve au lycée de cette ville jusqu’en classe de troi-
siéme, il termine ensuite ses études secondaires & Montpellier. C’était un éléve trés doué
pour les lettres; son professeur de rhétorique lui avait donné le conseil suivant : « Ne
faites pas de mathématiques, vous pouvez devenir quelqu’un ». Denjoy ne suivit pas
ce conseil; il eut, dans la classe de mathématiques spéciales de Montpellier, un professeur
de mathématiques que « les exigences de la logique mettaient en fureur »; aussi, avec
ses camarades, devait-il chercher a s’instruire dans des cours anciens et dans des livres.
Aprés cette préparation un peu déficiente, Arnaud Denjoy entre a2 I’Ecole Normale de
la rue d’Ulm en 1902, a la faveur d’une démission; mais c’est avec le premier rang A ’agré-
gation qu’il en sort en 1905. Quatre ans plus tard il revient 24 Montpellier, comme maitre
de conférences, aprés avoir passé trois années a la Fondation Thiers et avoir soutenu
une thése de doctorat consacrée aux « produits canoniques d’ordre infini ». Au bout
de cing années d’enseignement & la Faculté des Sciences de Montpellier, il est pris par
la guerre de 1914 et mobilisé dans le service auxiliaire; en 1917 il est mis en sursis d’appel
pour étre envoyé en mission aux Pays-Bas, une chaire lui ayant été offerte a 1’Université
d’Utrecht. Ses tout récents travaux sur la totalisation ’avaient en effet déja rendu célebre.
Au plus fort de la guerre sous-marine, il rejoint son nouveau poste par mer, via I’Angle-
terre, et son bateau est torpillé a deux reprises. Il passe alors & Utrecht cinq années parmi

les plus fructucuses, dont il s’est souvent plu a évoquer le souvenir. Ce fut I’époque des
longues promenades a bicyclette le long des canaux et de la collaboration avec Julius
Wolff. En 1922, Denjoy est appelé a la Faculté des Sciences de Paris, comme chargé de
cours puis maitre de conférences, et enfin comme professeur titulaire & partir de 1931.
1l y occupe successivement plusieurs chaires, la derniére en date étant celle de théorie
des fonctions, transformée pour la circonstance en « chaire de Théorie des fonctions et
Topologie ». 1l prend sa retraite en 1955, aprés 33 années d’enseignement a la Faculté.
Il est alors agé de 71 ans. A I’occasion de sa retraite, il regoit les hommages du monde
entier au cours d’une cérémonie organisée a la Maison internationale de la Cité univer-
sitaire par les soins de son jeune collégue Jean Favard, mort prématurément depuis.

Entre temps, Arnaud Denjoy était entré a I’Académie des ‘Sciences, élu le 15 juin 1942
comme Membre de la Section de Géométrie. Agé alors de 58 ans, il y succédait au grand
Henri Lebesgue dont il avait prolongé les travaux. Au cours de sa carri¢re de mathéma-
ticien, Denjoy fut élu par un grand nombre d’Académies et de Sociétés savantes étrangeres;
je citerai seulement la premiére en date : I’Académie Royale des Sciences d’Amsterdam
en 1920; et 'une des derni¢res : I’Académie des Sciences de I’Union des Républiques
Socialistes Soviétiques. 11 faut dire que I’ceuvre de Denjoy a eu un écho considérable dans
des pays comme I’Union Soviétique et la Pologne et qu’elle y a suscité de nombreux
travaux.
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Denjoy avait été souvent invité a donner des enseignements a I’étranger, indépendam-
ment de son séjour en Hollande, et notamment a I’Université Harvard en 1938. De 1954
a 1957 il avait exercé les fonctions de premier vice-président de I’Union mathématique
internationale, reconstituée quelques années aprés la seconde guerre mondiale.

Les relations scientifiques qu’Arnaud Denjoy entretenait, fort nombreuses, avec les
savants étrangers, eurent une conséquence curieuse : ayant organisé vers 1950 avec un
collégue statisticien, alors ministre du gouvernement de Haiti, une visite dans cette ile
de deux grands médecins frangais, les professeurs Leriche et Laubry, il fut nommé peu
aprés, lui citoyen frangais, attaché culturel en France de la République de Haiti. C’était
avant la dictature qui sévit ensuite dans ce pays lointain.

Pour étre complet, il faut dire aussi que Denjoy ne se désintéressait pas de la chose
publique. Au temps de son séjour a la Faculté de Montpellier il fut conseiller municipal
de cette ville, et entre les deux guerres il détint pendant vingt ans un mandat de conseiller
général du département du Gers (son département natal). Il appartenait au parti radical-
socialiste et avait des idées assez avancées pour I’époque. Je ne parlerai pas de la culture
littéraire de Denjoy, qui était grande, et qui se manifeste dans le style de ses écrits scien-
tifiques.

Il convient d’aborder enfin le chapitre de son ceuvre mathématique. Arnaud Denjoy
avait une conscience aigué de l'importance des problémes auxquels il s’était attaqué
avec succés. Lui-méme les avait classés par ordre d’intérét. Il plagait en téte, et ceci ne
surprendra personne, le calcul des fonctions primitives auquel il a donné le nom de « tota-
lisation ». La dérivée f' d’une fonction f d’une variable réelle peut présenter beaucoup
d’irrégularités; non seulement elle peut n’étre pas continue (ce qui est banal), mais elle
n’est pas, en général, intégrable au sens de Lebesgue. L’intégration de Lebesgue, cet
outil magnifique dont on se sert maintenant chaque jour, est donc inapte au calcul des
primitives. Il faut le remplacer par une opération beaucoup plus subtile, la totalisation;
elle est si subtile et complexe que depuis sa découverte par Denjoy elle n’a guere, a ce
jour, regu d’application concréte. Mais ceci n’enléve rien a I'importance de I’analyse
trés fine, faite par Denjoy, des propriétés de la dérivée d’une fonction continue, analyse
qui dépasse de loin les recherches de ses prédécesseurs. Dans une série de longs mémoires
il analyse la structure des nombres dérivés d’une fonction continue, introduisant au passage
les nouvelles notions de fonction approximativement continue, de fonction a variation
résoluble, de dérivée approximative. Cette série culmine avec deux mémoires publiés
en 1916 et 1917 aux Annales scientifiques de I' Ecole Normale Supérieure : il y résout complé-
tement le probleme de la totalisation au moyen d’une suite d’opérations qui sont indexées
par les ordinaux transfinis de Cantor. Pour une fonction donnée, ces opérations s’arrétent
pour un certain nombre transfini (qui dépend de la fonction), et le cardinal de ce nombre
transfini est dénombrable. Ainsi Denjoy, aprés Baire, introduisait I’'usage des nombres
transfinis dans I’Analyse qu’il faut bien appeler ¢lassique. Lors de chacune de ces opérations
numérotées transfiniment, I’on se trouve devant un ensemble fermé non dense qu’il s’agit
de réduire d’une certaine maniere au moyen de I’opération en question; Denjoy explique
cela dans un langage imagé, que je voudrais citer pour donner une idée de son style :
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« Supposons qu’a un certain stade on soit arrété devant un ensemble termé non dense H.
Les champs out I’on a déja intégré sont comnie des bicfs d’eau séparés par des vannes,
des récifs, qui sont les points de H. 1l s’agit de réunir ces biefs en résorbant les points
intermédiaires de H. 1l faut trouver et justifier une méthode permettant d’ouvrir au moins
une bréche, de faire disparaitre dans le flot qui le baigne au moins une aiguille, une petite
barriére de récifs ».

Apres la totalisation, Denjoy considérait que sa contribution la plus importante a
I’Analyse était le calcul des cocfficients d’une séric trigonométrique en fonction de la
somme f de cette série (supposée convergente). Ce calcul revient en fait a celui du terme
constant du développement de Fourier de f, donc finalement au calcul d’une « primitive
seconde généralisée ». C’est 1a un probléme encore plus ardu que celui de la recherche
des primitives déja résolu au moyen de la totalisation. Mais Denjoy réussit, par des
méthodes analogues,  surmonter les difficultés. Il y a encore des opérations numérotées
par les nombres transfinis, et 4 chaque stade on doit s’attaquer a un ensemble fermé non
dense. L’attaque est encore plus difficile que dans le cas de la totalisation; écoutons
plutdét Denjoy s’exprimer comme un chef d’armée : « Il y a trois fagons de livrer I’assaut
a ’ensemble H : si les deux premicres échouent, la troisieme emporte sirement la posi-
tion. »

Ces travaux, menés avec succes de 1919 a 1921, furent repris plus tard dans un vaste
ouvrage d’exposition, congu pendant la deuxiéme guerre mondiale, achevé et publié
apres la guerre dans une série de 5 volumes parus chez Gauthier-Villars. A cette occasion,
Denjoy fut amené a réfléchir plus profondément sur les nombres transfinis eux-mémes;
il nous a livré le résultat de ses réflexions dans 5 autres volumes.

Un autre point important de I’ceuvre de Denjoy concerne les fonctions quasi-analytiques.
Cette notion avait été introduite incidemment, d’une fagon assez vague, par Emile Borel
a propos de I’étude de la convergence de certaines séries de fonctions rationnelles d’une
variable complexe. C’est Hadamard qui, en 1912, avait posé clairement le probléme pour
les fonctions d’une variable réclle, et d’une fagon définitive; ce probleme fait intervenir
une suite infinie de nombres positifs Ay, A, ..., A,, ...; une telle suite définit une classe
de fonctions, et il s’agit de savoir & quelles conditions doit satisfaire la suite donnée pour
que chaque fonction de la classe soit entiérement déterminée par la connaissance de sa
valeur et de celles de ses dérivées en un seul point. (Lorsque A, = n!, on obtient ainsi
la classe des fonctions analytiques). C’est Denjoy qui, le premier en 1921, donna une
réponse, devenue classique, au probléme d’Hadamard : il suffit que la série ), (A,) ~'/"

n

soit divergente. A la vérité, Denjoy ne connaissait pas la formulation d’Hadamard; et
s’il a donné I’énoncé que je viens de dire, il ne avait démontré que sous des hypothéses
restrictives de régularité de la suite des A,; mais I'idée était lancée, et quelques années
plus tard, le probléme fut enti¢rement résolu.

Le travail que Denjoy classait au quatriétme rang dans I'’ensemble de son ceuvre est
celui que bien des mathématiciens aujourd’hui auraient tendance i considérer comme
le plus fondamental, car il est devenu le point de départ de recherches extrémement
fécondes. 1l s"agit de son mémoire paru en 1932 au Journal de Mathématiques, ol il étudie

16



les solutions d'une ¢quation différentielle sur la surface d’un tore; dans le langage d’aujour-
d’hui, il s’agit donc des feuilletages a une dimension du tore & deux dimensions. Une équa-
tion différenticlle sur le tore définit un groupe de transformations du tore en lui-méme
dépendant d'un paramétre réel 1, qu’on peut appeler le temps; et lorsque ¢ varie de — oo
a -+ oo, chaque point du tore décrit une trajectoire. Il s’agit d’étudier la situation dans
le cas ol aucune dec ces trajectoires n’est périodique. Poincaré avait posé la question de
savoir si, dans ce cas, chaque trajectoire est partout dense, c’est-a-dire finit par passer,

au bout d’un temps assez long, aussi prés qu’on veut de n’importe quel point du tore.
C’est ce que prouve Denjoy, en supposant que les données soient deux fois continliment
différentiables. En revanche (et c’est la le point surprenant), si les données ne sont qu’une
fois continiment différentiables, Denjoy montre que la conjecture de Poincaré est fausse;
il montre méme que si ’on considére I’ensemble des points de rencontre d’une trajectoire
donnée avec un méridien Mg, ou plus exactement I’ensemble des points d’accumulation
de ces points de rencontre, cet ensemble J est un ensemble parfait discontinu de Cantor
que ’on peut se donner arbitrairement; d’une fagon précise, étant donné arbitrairement
un ensemble parfait J sur le méridien My, il existe une équation différentielle (2 données

Py

seulement continues) pour laquelle I'une des trajectoires donne lieu a cet ensemble J.

Bien entendu, ce bref apergu des travaux de Denjoy est loin d’étre exhaustif. De plus
il ne s’est pas contenté de faire des mathématiques; il nous a aussi livré ses idées sur la
science mathématique et le role du mathématicien. « Pour moi, a-t-il écrit, les mathé-
matiques demandent la méme objectivité qu’une science expérimentale ». Il considérait
que le mathématicien est un découvreur de phénoménes qui ont une existence indépen-
dante de lui, et qu’il doit déceler les relations plus ou moins cachées qui existent entre
eux. « Nous devons, disait-il encore, interroger la nature avec le veeu de recevoir ses ensei-
gnements et non point le désir de lui dicter nos réponses ».

Decnjoy ne se contenta pas de découvrir de nouveaux domaines des mathématiques;
il sut aussi susciter des vocations et encourager des disciples a découvrir eux aussi. Je
me contenterai de rappeler qu’ayant décelé chez un jeune ami banquier des dons indiscu-
tables il réussit a le convaincre d’entreprendre une carriére scientifique : grice a Denjoy,
I’analyse harmonique s’est cnrichie des découvertes de Raphaél Salem, un collégue trop
tot disparu qui laisse un nom.

Arnaud Denjoy présida notre Académie en 1962. Nul plus que lui n’était convaincu
de la nécessité de la réformer, afin que dans toutes les disciplines scientifiques les hommes
les plus remarquables de notre pays soicnt appelés & se mettre au service de I’Académie
lorsqu’ils sont encore dans la force de I’age et en pleine activité. Comme Président, il
avait soumis a I’Académie certaines suggestions, et ce fut pour lui une grande déception
de constater qu’elles n’avaient pu déboucher sur aucune décision concréte. Souhaitons
que les idées qu’il a semées trouvent un jour le terrain qui leur permettra de germer et
de s’¢panouir!

Depuis des années, il s’était retiré dans sa propriété¢ de Cap d’Ail. Mais il continuait
a séjourner chaque année a Paris pendant plusicurs mois et a suivre fid¢lement les séances
de I’Académie. Tous ceux qui I’ont connuy, ici ou en dehors de I’Académie, conserveront
le souvenir d’un homme d’une intégrité et d’une loyauté exemplaires, courageux devant
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les difficuliés de la vie, dont la moindre n’était pas cette terrible myopie qui I'a tant géné
durant ces derni¢res années. L’Académie des Sciences s’honore d’avoir compté Arnaud
Denjoy parmi ses membres; en lui rendant hommage aujourd’hui, elle pric sa famille
d’accepter ses condoléances é¢mues.

C.R.Acad.Sc.Paris,t.279(14 octobre 1974) Vie Académique,p.49-52
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TriIvN rrovrp :T(*)
INTRODUCTION

L’usage d’une Notice ot un candidat & I’Académie exposc lui-méme
les diverses parties de son ccuvre et en fait valoir les mérites, est une tra-
dition tris respectable, puisqu’elle est celle d’un grand et illustre corps.
Elle est ¢galement estimable parce qu’elle garantit que la cause de cha-
cun des concurrents sera défendue sans omission ni défaillance par le plus
z¢1¢ et le plus vigilant des avocats, savoir U'intéressé lui-méme.

Par malhcur ce plaidoyer inflige une pérlleuse épreuve a la modestie
naturelle du savant. St celle-ci triomphe, la lumiere dont 'eeuvre aurait
besomn pour prendre son reliel, lui est avarement dispensée. Si la modestie
succonmbe, Pauteur ne lasse plus la bienvetllance, mais il fatigue la patience.
Je m’excuse si la crainte du premier écucil m’a jeté sur le sccond.

*

Si une part de mon ceuvre mathématique vient a4 sauver mon nom
de Poubli, sans doute resterai-je 'analyste qui le premier a trouvé les
moyens dintégrer toute dérivée et de calculer les coefficients de toute
série trigonométrique convergente de somme donnée.

Ce sont la des problemes historiques, en raison de la place que
ticnnent dans histoire des mathématiques les découvertes auxquelles
ils se rattachent, et aussi pour la concordance manifestée dans le passé
entre les progres de leur solution partielle et de vives impulsions regues
par Ja science. Le premier de ces problemes est posé depuis I'invention
du calcul différentiel et du calcul intégral ; 'autre, depuis que la puis-
sance du développement trigonométrique a €été révélée a I’Analyse
par la théorie physique des cordes vibrantes.

Ma chance a été double: d’une part, que les solutions de ces problemes
aient attendu ma venue, ensuite, qu’elles se solent manifestées & moi.

Loin de moi la pensée deréduirele role de ceux qui m’ont précédé dans

(*¥) Introduction de la "Notice sur les travaux scientifiques de

Arnaud Denjoy",p.5-12. - Paris, Hermann, 1934.
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cette longue ascension vers les sommets visés. Siles travaux de mes devan-
ciers, ct ceux de M. Lebesgue qui les dominent tous, n’avaient pas préa-
lablement aplani el jalonné de dures et laboricuses étapes, ma base de
départ elit été sans doute trop éloignée du but pour que je pusse atteindre
celui-ci par mon scul effort.

Cependant le dernier degré restant a franchir, et au pied duquel les
tentatives antérieures s’étaient arrétées, n’élait pas sans présenter lui
aussi de séricuses diflicultés & surmonter. Maintenant que le faite est
dominé, *que 'on peut en mesurer I'élévation, peut-étre estimera-t-on que
le sommet était encore loin du point exiréme précédemiment atteint.

Les solutions que j’a1l fournies ne rentrent pas dans la norme des
mathématiques classiques. Aussi ont-elles ¢été inégalement appréciées.

Tous les mathématiciens qui se sont engagés dans les voles neuves
de la théorie des fonctions de variables réelles, ¢t qui ont éprouvé la
conviction de pénétrer dans un monde de vérités éclairant un champ
immense de faits, tous ont souffert des sentiments d’indiflérence, d’hos-
tilité, d’aversion auxquels leurs découvertes se heurtaient auprés des
savants fideles aux études traditionnelles. Tous s’en sont amérement
plaints. Je n’échapperai pas & la régle commune, bien que, devant Pénor-
me développement de ’Analyse moderne, ct la féconde invasion des 1dées
nouvclles dans les vieux domaines paraissant le miecux réservés, les pré-
ventions d’1l y a trente ou quarante ans soient aujourd’hui beaucoup
atténuées, 1l convient équitablement de le reconnaitre.

Ce que je reprocherais a ces dispositions dénuées de bienveillance
a I'égard des nouvelles disciplines, ¢’est esprit, insullisamment scienti-
fique @ mon sens, dont clles procedent. Pour moti, les mathématiques de-
mandent la méme objectivité qu’une seience expérimentale.

Leur sujet est U'étude des phénoménes dont le nombre est le siége,
et la détermination de leurs lots. Sans doute, entre les mathématiques et
les sciences de la matiere, existe-t-il cetle différence essentielle qu’une
vérité se justifie obligatoirement par la déduction logique pour les pre-
micres, et par la simple constatation de quelques cas bien carvactérisés
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pour les secondes. Mais, le mode de la démonstration mis a part, 'inves-
tigation sc dirige dans tous ces ordres de connaissance par les mémes voies
de Pobscrvation ¢t de 'expérience, et Pattitude strictement scientifique
de I'esprit & 'égard des faits qui s’offrent & lut doit étre la méme dans tous
les domaines.

Nous devons interroger la nature avee le veeu de recevoir ses ensci-
gnements ct non point le désir de lul dicter ses répouses. Notre ambition
doit étre de modeler nos 1dées sur ce qu’elle nous révele, et non pas de for-
tifier en nous 'illusion qu’elle soit la servante empressée de nos jugements
précongus.

S1inos habitudes peuvent passer pour une seconde nature, nous devons
cependant éviter de les confondre avee la nature elle-méme. L’éducation
scolaire que nous avons regue, & laquelle nous devons beaucoup et qui
mérite notre gratitude, nous a dotés de beaucoup de notions parfaitement
¢laborées, extrémement précicuses. Mais 1l convient que le savant sc
demande si ces images excellernment agencées ne sont pas des répliques
bien naives, simplifiées & I'excts, de 'immense complexité des [aits que
la nature propose & notre examen.

Nous avons appris & calculer avec des polynomes, et a voir en cux les
plus parfaits modéles pouvant exprimer les nombres variables. Nous
observons quec les fonctions analytiques se présentent comme des poly-
nomes de degré infini, possédant beaucoup de propriétés des polynomes
fims, ct surtout la détermination dans tout leur domaine d’existence
par leur série de Taylor en un point. De la a conclure que la fonction ana-
lytique est essentiellement « naturelle », 1l n’y a qu’un pas.

Les fonctions analytiques auraient pu limiter le champ des mathéma-
tiques s1 tout probléme & données analytiques conduisait a des résultats
analytiques. Malhcurcusement ceci est faux, nul ne 'ignore. Le non-ana-
lytique perce toutes les digues dont on voudrait enclore analytique.
Pourquoi s’obstiner & ne pas voir que les fonctions analytiques — dont
je nie si peu 'intérét qu'une bonne partie de mon ceuvre leur est consacrée
— représentent un petit canton des mathématiques. Llles ont dans le
champ des fonctions 'utilité, le réle immense et extréme particularité
des nombres rationnels parmi ceux qui forment le continu.

Mais la naturec physique nous suggeére-t-elle Duniversalité, ou
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méme simplement la vérité occasionnelle de la fonction analytique ?

Si la nature offrait le caractére des fonctions analytiques, la con-
naissance de I'univers résulterait de sa détermination dans un élément
si minime soit-il. Peut-on aujourd’hui le penser ? D’ailleurs, de quel
sccours cette certitude serait-elle dans la recherche des lois physiques ?

Mais au contraire, un peu de réflexion montre a I'é¢vidence que la
nature ne nous enseigne nullement Panalyticité des fonctions, ni méme
leur continuité et encore moins leur dérivabilité.

On ne peut pas ouvrir les yeux sans voir du discontinu. Car, ce que
Pon voit en ouvrant les yeux, I’ensemble des points qui arrétent notre
rayon visuel, présente une discontinuité chaque fois que ce rayon fran-
chit le coutour apparent d’un objet opaque. La discontinuilé peut &tre
finic ou infinie. Le profil d’un arbre peut se détacher sur une maison ou
sur le ciel. La distance d’un point du panorama au centre de Uwil est
une certaine fonction des coordonnées sphériques de la direction de visée.
En premiére analyse, avant tout soupgon de 'existence de la diffraction,
la fonction fournie par notre sensation naive est non pas continue, mais
semi-continue inféricurcment par rapport a argument. Telle est la fone-
tion la plus immédiate que la nature nous suggere.

Une table étant posée en plein solell sur une terrain horizontal, la
cote de la surface éclairée comptée parallelement & la direction du soleil
est zéro hors du contour limitant 'ombre de la table sur le sol. Llle est
égale a la hauteur oblique de la table a Uintéricur de ce contour. Voila
une fonction « naturelle » z de deux coordonnées rectangulaives planes
X, y, ne prenant que deux valcurs, unc a 'intéricur d’un contour 'autre
a 'extérieur. Il est vrai, nous disent les analystes classiques, qu’on peut
remplacer cette fonction z par un polynome en x,y s’approchant d’clle
aussi prés qu'on le veut. Mais que vient faire ce polynome dans la ques-
tion ? En quoi les calculs sont-ils plus simples sur lui que sur la fonction
discontinuc observée ?

Voila pour la continuité. Passons a la dérivabilité. Si la dérivée tra-
duisait une propriété de la nature, il faudrait qu’un phénoméne, observé
dans un champ de plus en plus étroit ct avee un grossissement inversement
proportionnel & la dimension du champ tendit & se montrer sous un aspect
linéaire. Tout au contraire, & chaque modification importante du grossis-
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sement correspond un bouleversement total des apparences. Clest la
négation méme du concept de dérivée.

IEn résumé, s’il est commode de revétirla nature de formes analytiques,
il ne faut pas oublier un instant que cette sorte de représentation n’en-
serre que de fort loin la vérité. 11 me parait évident qu’il doit exister des
modeles numériques discontinus, capables de figurer d’une fagon beau-
coup plus satisfaisante et avee un plus grand succes que les aulres une
foule de faits naturels. Aussi les lois du discontinu, bien moins ¢lucidées
que celles du continu, doivent-clles faire ohjel d’une investigation tres
étendue ¢t trés poussée, alin que la connaissance des deux ordres soit
comparable et permette selon les cas le recours & 'un ou a 'autre d’apres
le caractere des questions physiques étudi¢es. Iot le mathématicien doit
s¢ maintenir dans une disposition d’esprit ohjective et non point passion-
nelle, & I'égard des formes que revét Pexpression la plus juste de la vérité.

Dans toute théorie, il faut s’cfforcer de trouver des idées dominantes,
d’ol Pexplication d'une vaste famille de [aits s¢ montre aisée. Comment
espérer rencontrer de ces notions nouvelles, d’autant plus utiles a ’Ana-
lyse que leur role se révelera plus universel et néeessaire ? Le moyen le
plus naturel d’approcher cc but me parait étre de se poser des problemes
dont les données sont le moins ¢évoluées, le plus voisines de la source
des concepts généraux. Le nombre est un univers doué de sa vie propre.
Pour surprendre celle-ci dans toute sa purce spontanéité, il convient
de I’étudier aussi loin que possible des sélections opérées par les hommes.
Les notions qui se révelent dans la solution des problemes de cette
nature font lcurs preuves en naissant. C’est en effet leur propre effica-
cité a éclairer unce dilliculté profonde et de grand intérét qui les améne
au jour.

Mes principales recherches ont é1é inspirées par ces idées. J’en citerai
deux exemples et les notions nouvelles correspondantes que j’en ai tirées.

1° En me proposant de calculer des fonctions primitives des dérivées
premiéres ou sccondes généralisées, j’ai été conduit a des méthodes qui
m’ont permis d’accroitre notablement le champ d’application du calcul
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intégral et de tracer la voie 4 son extension illimitée, en méme temps que
s’introduisaient d’elles-mémes les notions trés importantes de fonction
approximativement continuc, de fonction résoluble, de dérivée approxi-
mative, d’indice d’un ensemble parfait, ete...

20 L’étude des conditions inconnues sous lesquelles la fonction de

(}.‘.

variable complexe = Ay | fini) admet les a, pour singularités

Z-Qy
cffectives et non pas simplement formelles (probléme de M. Borel), m’a
donné la théoric autonome des fonctions quasi-analytiques (indéfini-
ment dérivables) de variables réelles.

*

Jusqu’en 1925 environ, le développement de mon cuvre s’est
poursuivi dans des conditions 4 peu prés autonomes, tandis qu'a partir
de cette époque, j’ai été plusicurs fois entrainé par U'initiative d’autrui
a traiter des sujets suggérés par des conférences, des communications,
des discussions auxquelles j’étais associé. La variété de mon ccuvre,
sinon son unité, cn a profité.

Mon premier travail concerne les fonctions entiéres ’ordre infini.
J’étais attiré par I’étude des fonctions d’une variable complexe uniformes
ou 1nverses d’une fonction uniforme. On sait, d’apres Poincaré, que la
fonction analylique la plus générale est une fonction uniforme d’une
fonction inverse d’uniforme.

Je suis passé des [onclions entitres aux fonclions uniformes & sin-
gularité discontinues non isolées (Painlevé). Celles-ci conduisent sou-
vent a des intégrales de Lebesgue dont les coellicients  diflérenticls
preunent les deux signes dans tout domaine ol clles ne sont pas partout
nulles. J’ai ainsi été guidé simultanément vers PAnalysis situs plane,
la géométrie des ensembles ponctucls et étude des nombres dérivés.

Ayant gardé une tres forte empreinte del’enseignement de Baire sur
les fonctions limites de fonctions continues, j’ai pu rapidement avancer
dans le probléeme de Uintégration des nombres dérivés non sommables.

L’extension de Pintégrale de Lebesgue par la « totalisation» en ses
nombreux modes, Panalyse de la nature des nombres dérivés de diverses
espéces ont occupé des lors une place prépondérante dans mon wuvre.
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Elles en sont devenues la partic maitresse, le dernier succeés de mes
méthodes étant le cwleul des coefficients de la  série trigonométrique
convergente la plus générale.

J’ai obtenu encore d’importantes relations entre DPintégrale de
Riemann et celle de Lebesgue.

Revenant eu arritre, j'ai étudié les séries absolument convergentes
de fractions rationnelles @ pdles simples en z complexe.

Jar obtenu & cette occasion le théorécme fondamental d’une
théorie des fonctions quasi-analytiques (1921) dans le champ réel.

Jai ensuite ¢lucidé dans un cas important le caractére nécessai-
rement cffectil ou éventucellement formel de la singularité constituée par
un pole de la série.

J’ai encore repris récemment ma ligne antéricure en étudiant de
nouveaux probltmes d’Analysis situs et la théoric de Cauchy-Painlevé
des fonctions analytiques uniformnes conlinues sur un arc ¢ventuelle-
ment  singulier.

Mais j’¢tais incidemment conduit & résoudre des problemes d’une
autrc inspiration.

En mécanique analytique, j’ai éclaivei 'énigme léguée par Poincaré
de la stabilité présentée par les caractéristiques des équations différen-
tielles @ la surface du tore.

J’al trouvé (1929) la condition la plus générale que 'on connaisse
pour la convergence d’une suite de fonctions appartenant & certaine
famille normale et dont la convergence cn une infinité de points est
donnée.

J’atr ¢tudié une fonction de variable réelle définie par Minkowskt, )’ en
at montré le lien avee une fonction de variable complexe transformée
linéairement par le groupe modulaire.

En théorie abstraite du calcul des probabilités, j’ai lormé un sys-
teme d’une infinité de variables pondérées, conformément a la définition
de M. Cantelli, ectec.

Dans la premicre partie de cette Notice, j'explique I'objet et la portée
de mes principaux résultats. Sans m’inquiéter ni de leur groupement
logique, ni de leur chronologie, je les expose dans l'ordre d’intérét dé-
croissant ol je crois que le public les rangerait lui-méme.
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Dans une seconde partie, je reviens sur ces mémes sujets, pour les
compléter par les résultats détaillés les indications bibliographiques ct
les commentaires utiles qui auraient alourdi la premiére partie.

Voici la suite des rubriques adoptées :

I. Calcul inverse de la dérivation (et propriétés des nombres dé-
1vés).

Il s’agit 1a d’un mémoire de 372 pages (paru en quatre tranches),
la plupart m-quarto, dont presque tous les résultats sont en-
ticrement nouveaux. Pour que I'étendue de ce scul chapitre
nécrase pas le reste de la premiere partie, je réserve pour la
scconde la plupart des développements exigés par le sujet.

I1. Calcul des cocfficients de la série trigonométrique convergente
la plus générale.

[11. Fonctions quasi-analytiques de variable réelle.
IV. Les caractéristiques des équations diflérentielles a la surface du
tore.

V. Les singularités des séries de fractions rationnelles.

VI. La convergence des suites normales de fonctions analyliques.
VIIL. Les fonctions analyliques uniformes du point de vue de Cauchy
et de Painlevé.
VIIL. Les fonctions entiéres.
IX. L’analysis situs des continus plans.
X. Géométrie des ensembles. Propriétés générales des ensembles.
XL Recherches complémentaires sur Pintégration.
XIL. La fonction de Minkowski.
XIII. Les variables pondérées de M. Cantelli. Questions diverses.
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MON OEUVRE MATHEMATIQUE
SA GENESE ET SA PHILOSOPHIE (1)

En 1902, 4gé de dix-huit ans, j'entrai a 1'Ecole Normale Su-
périeure de Paris. A cette époque la destination de cet établisse-
ment était uniquement de recruter une élite de maltres pour 1l'en-
seignement du second degré. Les études duraient trois années. Nous
suivions a la Faculté des Sciences des cours préparatoires & nos
examens, d'autre part & 1'Ecole Normale, au College de France, des
cours d'initiation & des doctrines modernes. La troisiéme année
nous préparions le concours de l'agrégation au personnel des lycées.

Nous arrivions des classes de Mathématiques Spéciales infor-
més du calcul différentiel, mais ignorant tout du calcul intégral.
Borel nous révéla quelques notions fondamentales introduites par
Cantor, 1'inégalité des puissances infinies, celles du dénombrable
et du continu, l'ensemble parfait totalement discontinu déduit de
la trisection d'un segment de droite. Entourant chaque nombre frac-
tionnaire p/q d'un intervalle de longueur q_3 , il nous montra
que les nombres rationnels de 1'intervalle (0,1) pouvaient &tre
contenus dans un ensemble d'intervalles de longueur totale aussi
petite qu'on le voulait. En conséquence Borel déclarait que cet
ensemble avait pour mesure zéro. Auparavant Cantor, Minkowski,
Jordan, usant : pour la droite d'intervalles, pour le plan de cer-
cles ou de carrés ayant tous méme dimension, longueur, rayon, cbté,
avaient su définir une mesure extérieure des ensembles accrus de

leurs points frontieres étrangers & eux, et une mesure intérieure

(1) Envoyé & Moscou pour la cérémonie du 3 Mars 1971, ou la
Médaille Lomonossov devait &tre remise & A.Denjoy

27



des mémes ensembles privés de tous leurs points frontieres. Mais
ils trouvaient pour un ensemble partout dense sur un intervalle
{ab] une mesure extérieure égale & la longueur de celui-ci et une
mesure intérieure nulle.

Le progres réalisé par Borel était immense.

Au Colleége de France, un cours annuellement mis & la charge
d'un mathématicien de moins de trente ans, le cours Peccot, du
nom de son fondateur, venait d'étre créé. Borel en fut le pre-
mier bénéficiaire et le garda trois ans de suite, de 1901 a 1903.
I1 traita la théorie des ensembles appliquée & la théorie des
fonctions, puis les fonctions entiéres. Pour conserver les lecons
originales professées dans ce cours et ailleurs, il créa la fa-—
meuse "Collection de monographies sur la théorie des fonctions".
Les premiéres brochures,fournies par Borel lui-méme,parurent im-
médiatement. Cette méme année, Baire avait soutenu sa These de
Doctorat, ou il donnait la condition nécessaire et suffisante
pour qu'une fonction flit la somme d'une série convergente de fonc-
tions continues. L'année suivante, celle de mon arrivée a Paris,
Lebesgue accédait au Doctorat avec sa Thése sur la nouvelle défi-
nition de l'intégrale et de la mesure des ensembles. Trois ans
plus tard, a son tour, Fréchet intervenait avec toutes les notions
fondamentales de sa future Analyse Générale.

J'arrivais & Paris au moment ou cette ville était le centre
d'une effervescence de conceptions originales, bouleversant, éjec—
tant, les fondements de 1l'analyse alors classique. Celle-ci d'ail-
leurs se défendit furieusement.

Borel m'avait appris la mesure extérieure des ensembles. Il
les englobait, comme il avait fait pour les nombres rationnels,
dans une famille d'intervalles, ajustés a 1l'ensemble et dont il
prenait le minimum de leur longueur totale. Il posait d'autre part

le principe de l'additivité totale compleéte des mesures des ensembles
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disjoints, en infinité, et mesurables.

Borel m'enseigna 1'importance des inégalités de grandeur ou
de petitesse entre les fonctions infinies de l'une ou l'autre es-—
pece. Quand leur croissance est réguliére, il m'apprit 1'ordre
de leur primitive, de leur dérivée, et, si elles forment des sé-
ries, l'ordre de la somme de leurs premiers termes pour les di-
vergentes, l'ordre de leurs restes pour les convergentes. Ces
évaluations m'ont énormément servi pour créer des exemples vé-
rifiant ou infirmant certaines propriétés démontrées ou présu-—
mées des fonctions de variable réelle ou complexe.

En 1904, ma seconde année d'Ecole, Baire regut l'attribution
du cours Peccot. Je suivis et rédigeai ses legons, et elles aussi
me marquérent profondément. Je connus les diverses espeéces d'en-—
sembles découverts par Cantor, fermés, parfaits, sur ces derniers
les points des deux especes, leurs intervalles contigus, isolant
l'ensemble. Pour les ensembles quelconques, leurs points d'accu-
mulation, leur dérivé, formé par leurs points d'accumulation ;
les dérivés successifs, fermés, et dont la suite des rangs en-
tiers n'épuise pas la succession. Poursuivant au-deld elle in-
troduit les nombres ordinaux transfinis. La succession des déri-
vés s'arrétait, soit au vide, soit & un ensemble identique & son
dérivé, c'est-a-dire parfait. Il y avait encore les ensembles ré-
ductibles, dont le dérivé est fermé et dénombrable, les ensembles
non denses sur un ensemble parfait, les ensembles de premiere et
seconde catégories, réunissant une infinité d'ensembles non denses,
etc .. . Du cdté des fonctions, la féconde distinction de la semi-
continuité, inférieure ou supérieure, rencontrée dans le maximum
et dans le minimum d'une méme fonction autour de chaque point.
Enfin la condition nécessaire et suffisante de ponctuelle dis-
continuité sur tout ensemble parfait, caractérisant les fonc-

tions limites de fonctions continues.
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L'analyse du probléeme était conduite progressivement de facgon
admirable.

Dans 1'été de cette méme année 1904, je fis une petite étu-
de inspirée par mes notions nouvellement acquises ; f é&tant
une fonction de variable réelle, je désigne par A 1la fonction
égale au maximum de f en chaque point, par A' 1le minimum de
A , par A" le maximum de A' , etc... . Je constatai aisé-
ment A'=A'" ..., A":A(4)= «eee. o Pareillement I é&tant le
minimum de f , I' 1le maximum de I , I" 1le minimum de I'
etc .... , alors I'=sI'" ,- etc ... Je caractérisai a partir
de f et de son entourage chacune de ces fonctions. Je démontrai

cette propriété caractéristique des fonctions de classe 1

I'=A" A'=I" . Ce résultat,qui présageait ma future contri-
bution a la théorie des fonctions de variables réelles, fit le
sujet d'un petit article paru au Bulletin de la Société Mathé-
matique de 1905.

En 1905 le cours Peccot fut attribué a Lebesgue. Je n'y as-
sistai pas, étant absorbé par la préparation de 1l'agrégation.
Inutile de dire que les bruyants échos de ces Lecons m'attei-
gnirent. L'année scolaire suivante, libéré de tous concours, et
d'abord muni d'une modeste bourse de Doctorat,puis a partir d'oc-
tobre 1906 hébergé confortablement & la Fondation Thiers, qui re-
crutait ses pensionnaires par cing a la fois et les gardait cha-
cun cing ans, je pus donner libre cours & mes réflexions person-
nelles.

Les trois derniers docteurs cités plus haut rentrerent dans
leurs provinces ou ils avaient des maltrises de conférences dans
des Facultés de Sciences. Seuls Fatou, Montel que je ne connais-
sals pas encore, pouvaient me servir de partenaires pour des
échanges d'idées mathématiques.

XXXXXXXXXXX
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Je m'intéressai d'abord aux fonctions entieres d'une varia-
ble complexe, domaine ou Hadamard douze ans plus t8t, Borel en-
suite, avaient obtenu des résultats remarquables. En 1907 je
publiai aux Comptes Rendus de 1'Académie des Sciences de Paris
une note ol je signalais que les valeurs asymptotiques d'une
fonction entiere, c'est-a-dire les valeurs limites sur des che-

mins allant & 1'infini, sont pour la fonction inverse des points

critiques non algébriques, et ensuite ne pouvaient pas dépasser

en quantité deux fois 1'ordre supposé fini de la fonction. Je

démontrai ceci dans des hypotheéses particulieres. Le résultat
général fut établi vingt deux ans plus tard par Ahlfors.

Je devais un peu plus tard revenir aux fonctions entiéres
F(z) dont , & la suite de Poincaré, d'abord Hadamard, puis
Borel, avaient considéré le module maximum M(r) de F(z)
sur le cercle |z|=r dans ses rapports de croissance avec la
suite r des modules des zéros a de F(z) . A la suite
a Weierstrass avait attaché un produit infini 1T E(z/an, pn) ’
E(u,p) désignant le produit de (1-u) par la fonction dont
le logarithme est u + u2/2 + .. + up/p . Weierstrass prenant
p =n assurait la convergence absolue du produit, quelle que
fut la suite roo- Borel réduisit cet exposant P a log2 n
ce qui donnait encore un produit inutilement trop croissant.

Je constatai que le module maximum de E(u,p) pour jut=«w

vaut sensiblement (»p+1/p pour w<1 et wP/p pour w>1 ,

avec une précision treés suffisante. J'en déduisis que, la suite

ro étant partagée en deux par le nombre r , la partie du
produit correspondant respectivement aux r <r et aux rn>-r
ayant pour modules maximums A(r) et B(r) , augmenter la crois-
sance de pn ou la réduire, renforcait la croissance de A(r)

au détriment de celle de B(r) ou inversement. Le meilleur expo-

sant, & qualifier de canonique, rendait équivalents les ordres
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de A(r) et de B(r) . Tel fut le sujet de ma These soutenue
en 1909.

Toutefois, pendant la précédente année 1908, j'avais pris
parti dans une polémique sur la question, soulevée jadis par
Painlevé dans sa Thése, a savoir 1l'allure des fonctions d'une
variable complexe, uniformes dans tout le plan, et pourvues d'un
ensemble parfait totalement discontinu de singularités. Je donnai
des exemples simples d'une fonction restant bornée sur un ensem—
ble de longueur positive finie, puis d'une fonction continue sur
un ensemble de longueur infinie et d'aire nulle. A cette occasion
mon attention et celle d'autres frangais se porteéerent sur les
propriétés des ensembles plans parfaits totalement discontinus.

XXXXXXXKXXXX

En octobre 1909 je m'établis & Montpellier, ou je venais
d'étre nommé Maftre de conférences a la Faculté des Sciences. Mes
recherches ne devaient pas tarder & prendre un caractere plus per—
sonnel et plus indépendant. Je liquidai des la fin de 1909 mes
études sur les ensembles parfaits totalement discontinus plans
et les fonctions analytiques uniformes dont ils constituaient
les seules singularités. Néanmoins la théorie des fonctions uni-
formes d'une variable complexe me poussait vers la topologie du
plan et particuliérement 1'étude des frontieres des régions ou
une fonction reste holomorphe (une région est connexe et formée
de points intérieurs).

A ce moment le sujet était dominé par le probléme de donner

une démonstration correcte du céléebre théoréme de Jordan sur la

division du plan en deux régions par toute ligne homéomorphe a
une circonférence. Beaucoup de raisonnements puérilement intui-
tifs prétendaient résoudre la question. On pouvait songer au

quadrillage du plan, comme Jordan en avait donné 1l'exemple pour

sa mesure des ensembles. J'observai que d'une part le tore,
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d'autre part la surface & un seul c6té se prétaient au quadril-
lage et que toute démonstration n'invoquant pas des caracteres
du plan excluant l'application du raisonnement aux deux varié-
tés citdes a 1'instant ne pouvait pas &tre tenue pour satisfai-
sante.

Cantor a défini la continuité d'un ensemble fermé C par
cette condition : Deux points quelconques A et B de 1l'ensem-
ble peuvent &tre joints par une chalne de points successifs ap-
partenant & C , le premier étant A , le dernier B , et la
distance de chacun au suivant étant inférieure & un nombre posi-
tif indépendant quelconque s . J'appelai ce caractére 1'uni-
connexité et je définis la biconnexité d'une fagon équivalente &
la suivante :

E désignant un ensemble fermé uniconnexe, tel un espace con-
sidéré a distance finie s , E sera dit biconnexe si, A et
B étant deux points quelconques de E , C et C' deux uni-
connexes quelconques situés dans E et joignant A et B ,on peut
joindre 1l'uniconnexe C et l'uniconnexe C' par une chaine d'u-
niconnexes joignant eux aussi A et B , 1'écart de chaque uni-
connexe au suivant étant inférieur a2 s . Ce caractére éliminait
le tore.

D'autre part, on supposait possible de définir en chaque point,
pour tout segment dirigé passant en ce point, un cb6té positif et
un cdté négatif, de facgon que, pour toute suite de segments for-
mant une ligne polygonale simple fermée, le cdté positif de cha-
que segment se prolongeant par le cdté positif du segment suivant,
a la fin du parcours on retrouvdt le méme c6té positif pour 1le
segment de départ. J'écartais ainsi la surface & un seul cdté.

J'établis dés lors en toute rigueur le théoreéme capital sui-
vant valable pour toute variété biconnexe et orientée :

E et E' étant deux ensembles du plan, C et C' étant
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deux uniconnexes joignant 1'un et l'autre deux points A et B,

C étant en chacun de ses points & distance nulle de E , tout

point de C' étant & distance nulle de E' , il en résulte que

la frontieére de E et celle de E' sont des uniconnexes joi-

gnant A et B .

Brouwer avait apergu ce théoréme peu avant, mais sans 1l'ap-

puyer d'une justification définie. Je 1'ignorais d'ailleurs.
Les application venaient aussitdt en abondance. Ainsi : Un

polygone divise le plan en deux régions.

Le polygone d'approximation d'une région dont la frontiére

est continue est un polygone simple. (J'appelle polygone d'ap-

proximation d'une région, dans un quadrillage du plan, la fron-
tiére d'un domaine & intérieur connexe, formé par les carrés

(o s N £
fermés intérieurs & la région.)

Si deux continus C et C' ont en commun, soit un point,

soit deux points, les points pouvant étre remplacéspar des conti-

nus ne divisant pas le plan et disjoints, si d'autre part C ,

abstraction faite du ou des points communs avec C' , est tota-

lement situé dans une région R' formée par le complémentaire de

C' , si pareillement C' abstraction faite de ses points communs

avec C , est dans une région R formée par le complémentaire de

C , l'ensemble commun &8 R et R' forme dans le premier cas

une seule région, dans le second cas deux régions distinctes.

J'étendis plus tard le théoreéme au cas d'un nombre quelconque p
de points (ou continus) communs.
Divisant la courbe de Jordan en petits arcs de diametre infé-

rieur & s , immédiatement le théoreme de Jordan sur les courbes

simples fermées apparaissait.

Je donnai plus tard une seconde démonstration fondée sur le
principe suivant :

Sur un polygone P soient quatre points A, B, C, D,
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énumérés dans 1'ordre ou on les rencontre sur P parcouru dans
un certain sens, d'autre part, sur la courbe de Jordan disjointe
de P soient quatre points A' , B' , C' , D' tels qu'il existe
quatre continus disjoints entre eux et aussi, sauf par leurs ex-
trémités, de P et de I' , les points A' , B' , C' , D', se

rencontrent dans cet ordre sur I parcouru dans un certain sens.

En juillet 1910, je publiai l'exemple d'un continu plan dont
tous les points étaient frontiéres & la fois pour trois régions,
et méme pour une infinité de régions. Je considérais qu'une droite
devait couper le continu suivant un ensemble parfait totalement
discontinu dont les intervalles contigus seraient répartis entre
les trois régions ou leur infinité, avec enchevétrement des uns
avec les autres. Il suffisait de joindre progressivement, tour a
tour, cycliquement, les intervalles attribués & une méme région
par des bras coudés rectangulaires, disjoints deux a deux.

Trois mois plus t6t, Brouwer, je 1l'ignorais, avait publié un
exemple analogue.

Mes recherches sur la topologie du plan m'occupeérent du prin-
temps de 1910 & 1l'automne de 1911. Elles m'avaient été suscitées,
a moi comme les leurs & tous les topologistes de 1'époque, par le
fameux mémoire de Schoenflies, plein d'idées originales et fécon-
des, mais aussi de prétendus théoreémes, traduisant des intuitions
simplistes démenties par la diversité des cas possibles.

XXXXXXKXKXXXX

Au début de 1l'année 1910, entre le point final mis & mes étu-—
des sur les ensembles parfaits totalement discontinus dans les es-
paces cartésiens et l'engagement dans la topologie plane, le 7
mars 1910, j'avais publié aux Comptes Rendus une note de grande
portée sur la mesure définie par Borel et Lebesgue pour les ensem—
bles rectilignes.

L'idée géniale de Borel avait été d'englober 1'ensemble &
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mesurer E dans un systéme, généralement infini, d'intervalles
ajustés a E , ayant leur somme de longueurs inférieure & m+a ,
si m était le minimum de cette somme. D'apres Lebesgue tous les
ensembles rencontrés en Analyse par addition, croisement, fini ou
infini, d'ensembles, étaient tous mesurables. Leur mesure s'iden-
tifiait donc & la mesure extérieure m de Borel.

En fait Borel et Lebesgue, comme pour vérifier la mesurabili-—
té, placaient E sur un segment [ab] , prenaient le complémen-
taire E' de E sur [ab] , puis la mesure extérieure de E'
en l'entourant d'un systeme d'intervalles de longueur totale in-
férieure a2 m'+a , m' étant le minimum de cette longueur. On
faisait la somme m+m' . Le céléebre théoreme de Borel-Lebesgue
montrait que les intervalles utilisés contenant tous les points
de [ab] , pouvaient &tre réduits a un nombre fini d'entre eux.
Deés lors m+m' n'était pas inférieur a b-a . Dans le cas de
1'égalité la mesure de E était b-a-m' , soit m .

Pour obtenir la mesure extérieure d'un ensemble on pouvait
utiliser indifféremment les intervalles "au sens large" (ce que
j'ai appelé les segments) ou les intervalles "au sens étroit",
extrémités exclues (ce que j'appelle les intervalles). Je fis ces
réflexions bien simples, dont ni Borel ni Lebesgue, semble-t-il,
n'avaient fait la remarque : 1°) si de [ab] on retranche les in-—
tervalles contenant E' , le reste de [al] est contenu dans E ;
2°) si les mesures extérieures sont prises en utilisant systéma-—
tiquement des "intervalles", quand on enléve ceux dont la totali-

té contient E' , il reste un ensemble fermé inclus dans E ,

de mesure supérieure a b-a-m'-a , soit & m-a. On réduit alors
l'ensemble fermé & son noyau parfait épais en lui-méme, c'est-a-
dire ayant toutes ses portions de mesure positive P .

Ainsi la mesure intérieure des ensembles était le maximum des

mesures des ensembles parfaits épais en eux-mémes contenus dans
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l'ensemble & mesurer.

Quel immense progres cette remarque trés simple permettait de
réaliser dans le parti & tirer de 1'hypothese que certaine proprié-
té était vérifide par une fonction sur un ensemble de mesure posi-
tive . Cela se traduisait par la validité de la propriété sur un
ensemble parfait épais en lui-méme et ou la topologie des fonctions
était la méme que sur le continu.

L'application de ce principe en toute occasion propice fut dé-
sormais ma reégle constante.

XXXXXXXXKXX

Le ler avril 1912, dans une note publide aux Comptes Rendus

sous le titre "Une extension de 1'intégrale de M.Lebesgue", je dé-

finissais la totalisation des fonctions non sommables . Le 15 avril

suivant paraissait une seconde note sous le titre : "Calcul de la
primitive de la fonction dérivée la plus générale'.

La fonction & intégrer f , étant donnée sur un segment ab ,
je totalisais : d'une part des intégrales de Lebesgue prises sur
des segments inférieurs & ab ou sur des portions d'un ensemble
parfait, sur lesquels f était sommable ; d'autre part, si la
totale était déja calculée sur les intervalles contigus a l'ensem-
ble P et si pour une portion Q de P ,la série des oscillations
de la totale sur les contigus & Q formaient une série convergente,
je totalisais les valeurs des totales sur les contigus a Q .

La totale prise entre a et x<«b avait pour dérivée f , sauf
éventuellement sur un ensemble de mesure nulle.

En vertu du théoréme de Baire sur les fonctions limites de
fonctions continues (et les dérivées sont de telles), l1'ensemble
S des points du segment ab ou d'un ensemble parfait P situé
sur ab , autour desquels, sur le continu ou sur P seul, f
est non sommable, S ,a priori fermé s'il existe, est non dense

sur ab, sur P . En vertu d'un raisonnement d'un type souvent
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mis & contribution par Baire, l'ensemble C des points de P

autour desquels la série des oscillations des totales sur les

contigus & P diverge, C encore est non dense sur P .

On totalisait sur les segments de ab , ou entre les extré-
mités des portions de P situées sur les intervalles contigus &
l'ensemble S + C .

On franchit successivement des étapes réunissant des chafines
transfinies d'opérations. L'étape s'arréte devant un ensemble par-
fait inclus dans les précédents et finissant par disparaitre.

La totalisation est terminée. Ce que 1l'on a totalisé, ce sont
des intégrales de Lebesgue prises sur des segments de ab ou

sur des portions d'ensembles parfaits.
XXXXXXXXXXX

Dés la fin de 1913 je m'occupai d'exposer avec quelques déve-—
loppements la matidre de mes deux notes d'avril 1912. Leurs six
pages devaient foisonner en plus de 370. Le tout parut successi-
vement en quatre fascicules dans des périodiques, les deux pre-
miers sous le millésime de 1915, les derniers en 1916 et 1917.
J'avais a peine remis le manuscrit du premier que la guerre écla-—
ta. Ma mauvaise vue m'ayant éliminé des troupes combattantes, je
pus poursuivre l'élaboration de 1l'ouvrage que je concevais sous

le titre de Mémoire sur la dérivation et son calcul inverse. Ce

travail rencontra, particuliérement chez les jeunes analystes, un
accueil favorable parfois passionné. Il offrait au lecteur un style
vraiment moderne, rompant avec les habitudes de 1'Analyse classique,
celle-ci regorgeant de théoremes ou les hypothéses, riches de condi-
tions différentielles, semblent arrétées en préalable connivence
avec la conclusion. Désormais toute restriction amputant le carac-
tére général d'une espéce était prohibée. Au contraire, sur le

tronc de celle-ci des rameaux greéffés permettaient de faire
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participer d'autres espéces mineures aux propriétés de la premiere.

e e e 0 e e 0000000

Ce mémoire a été rapidement apprécié du lecteur, et son inté-
rét s'est maintenu aupres de nombreux étudiants avancés ayant déja
satisfait & leur scolarité normale. En 1954, il fut reproduit par
un procédé offset et groupé en un seul volume. J'en remis un exem-
plaire tout frais sorti des presses & l'un de vos illustres mathé-
maticiens, venu a Paris pour féter le centenaire de la naissance
de Poincaré. Votre délégué en eut une véritable explosion de joie.
Brandissant le livre, il s'écriait : "I1 fut nos amours de jeunesse.
Nous 1'étudidmes, nous le discutémes phrase par phrase, etc ..".

Quels caractéres présentait donc ce travail pour répondre ainsi
aux aspirations instinctives des jeunes esprits voués aux mathéma-
tiques ? Quelle attente comblait-il ? Quels principes, intuitive-
ment me guidant moi-méme, emportaient l'adhésion de ces intelli-
gences encore vierges ?

Depuis 1902 jusqu'a la guerre éclatée en 1914 les notions fon-
damentales introduites par Borel, Baire et Lebesgue, repoussées
avec horreur par les mathématiciens classiques, avaient muri dans
la pensée des mathématiciens accessibles aux novations. Et prin-
cipalement en Russie, en Italie, et secrdtement en Pologne; ou 1'op-
pression tsariste s'exergait méme dans l'enseignement supérieur des
sciences. A Moscou, l'action fut menée par Egoroff et surtout Lusin,
dont les futures découvertes devaient faire un des plus grands ana-—
lystes du monde.

En 1914 vint la guerre, avec 4 ans de combats , ou la science
joua un rdle décisif. A peine arrétée la nouvelle carte de 1'Europe,
des 1920 les études scientifiques, entre autres mathématiques, pri-—
rent un essor de flambe.

Distinguer ce qui est distinct et le traiter distinctement
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était un des besoins impérieux de¢ ma pensée.

Dans la confusion d'esprit certains croient découvrir un es-—
prit de syntheése. Je suis & 1'opposé de cette illusion. Mé&me en
1904, quand je rédigeais le cours de Baire, je demandais & celui-
ci, d'ailleurs insoucieux de mon scrupule, de marquer la différen-
ce entre intervalle et segment. Comme je 1l'ai déja dit, la méme
indifférence de Borel et de Lebesgue devait les empécher d'aperce—
voir la définition intrinséque de la mesure intérieure des ensem—
bles. Sans ce complément capital mon mémoire n'aurait pu venir au
jour.

Envisager la densité d'un ensemble E sur un ensemble fermé
présentant des points isolés me parailt une aberration.

Dans la totalisation, la totale étant supposée obtenue sur les
intervalles contigus & un ensemble fermé F , il me parailt saugre-
nu de traiter comme un cas unique celui ou F est réductible et
celui ou F est parfait.

Je signale en passant que les néo- ou rétro-modernes ensei-—
gnent a leurs infortunés pupilles que l'ensemble A des milieux
des intervalles contigus & un ensemble parfait P est "dense par
rapport" a l'ensemble B des points de premiére espece de P .
On prévoit le parti que cette pauvre jeunesse pourra tirer de pa-—
reilles définitions.

Voici encore un autre principe m'ayant guidé, sans avoir été
aucunement posé a priori . L'exemple de ses applications montre
que de le suivre fut pour moi une fructueuse discipline : Un ré-
sultat nouvellement acquis, ou ultérieurement rappelé & mon at—
tention, devient pour moi un belvédeére d'ou je découvre ce qui
4 1'entour reste a élucider ou se préte & 1l'extension du théoréme
précédemment établi.

Au cours de 1l'impression du mémoire, et au grand mécontente-

ment de 1'éditeur, j'ai toujours demandé plusieurs épreuves
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successives, en général au moins quatre, et chaque fois, par la
vertu du dernier principe, le texte recevait d'importants accrois-
sements. Une partie de ceux—ci était rejetée au bas des pages, en
des notes souvent fort longues, chevauchant de recto a verso ou
inversement !

J'ai redouté de fatiguer le lecteur par un langage trop con-
densé. J'ai souvent, au cours d'un raisonnement, rappelé le sens
des notations utilisées. Un de mes collégues hollandais, plus tard
tristement victime des atrocités allemandes en son pays, m'affir-
mait n'avoir jamais trouvé un article mathématique plus facile a
lire.

Enfin, marquant la séparation entre 1l'analyse moderne et 1l'an-—
cienne, méme si, comme il arrive avec les dérivées prenant les deux
signes dans tout intervalle, une expression analytique accompagne

la fonction, les propriétés de celle-ci sont directement déduites

de ses caracteres, en l'espeéce de sa continuité approximative.

Elles ne sont pas obtenues comme jadis par des artifices de calcul
appliqués a la forme attribuée a la fonction. Et vraiment tout au
long de mon mémoire, la fonction est essentiellement riemannienne:
au nombre variable x correspond le nombre fonction y sans aucune
condition d'expression formelle donnée & ce lien. Les néo- ou retro-
modernes sont tout a 1'opposé de cette conception : notations, sym—
boles, algébre de logique, masquent derriére le formalisme la na-
ture caractérielle des étres mathématiques.

Les notions nouvelles créées : pour les ensembles, les épais-—

seurs, sur un intervalle, en un point, latérales, extrémes, moyen-
nes ; pour les fonctions, caracteres approximatifs, prépondérants,
d'épaisseur, résolubilité, sortes de variations par rapport & un
ensemble parfait, toutes se sont introduites et définies d'elles-
mémes, par les problémes dont elles avaient apporté la solution.

Les conditions de leur naissance prouvaient leur réalité.
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Les néo-modernes prétendent créer a priori des notions générales,
par exemple en topologie, intégration ou mesure. Mais appliquées
a des cas réels leurs définitions s'averent fausses. Elles of-
frent matiére & des exercices sur leurs rapports logiques variant
avec des hypotheéses purement imaginaires. C'est de la fiction

ignorant les faits.
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LE MECANISME DES OPE'RATI()NS MENTALES
CHEZ LES MATHEMATICIENS*)

Par ARNAUD DENJOY
Mesdames, Messieurs,

Je dois d’alord indiquer en deux mols le sens du libre donng & celle
conférence, Les opéralions de Iespril. 1e raisonnement logicue, Teffort
de la recherche se déroulent dans Pinlelligencs du mathémalticien
selon des modes vraiscmblablement commuus & loales les pensées
aclives, Mais, Pobjet du lravail menlal du mathématicien ¢lant @
peu prés exclusivement erdéé par son imaginalion avee Femprunt le
plus négligeable aux suggestions de nos sens exlernes, il n'est pas (é-
méraire d’espiérer que les condilions ot nolre machine eérébrale
functionne apparailvont avec une particuiiére nettelé st nous les ob-
servons chez le mathémalicien, La 1égereté. ia simpiicilé de Vap-
pareil mis en oeuvre et que la charge des contingences extéricures
walourdit pas, donnent & Pesprit de I'analysle une aisance d'allure
Ini permettant Padoplion de certaines pratiques dont Passervissement
aux donndes de la vie sensible rendrait usage difficile el pénible
en d'autres domaines de connaissances ou d’investigalion.

Ce sont toules ces coutumes intellectuelles des mathématiciens,
certaings communes & lous les esprils en {ravail d’invention. les
aulres spéciales & celle calégorie de savauls, que je groupe scus Ie
nom du mdécanisme des operations mentales chez les mathémaliciens,

®

Je dislinguerai dans mon sujel trois ordres d’idées: la Logique, 1a
Raison, la Mcthode en vue de Pinvention.

&

Conmmencons par la logique. La plupart des malhémalticiens se
soumecllent docileinent aux reégles de la logique, telles que les gens
raisonnant juste les appliquent universellement. Arvistole en a duoned
lIes principes, ,Tous les hommes sont mortels. Socrate est homne,
Done Socrale est moctel . Cest le syllogisme. <Toule la Roumanic
est comprise entre e 42¢ el le 46¢ degrés de lalitude Nord. Bucarest

#) Conlérence faile le 25 novembre 1947 4 UInstitut de Science ot Tech-
nique de Rowmanie. {Salle Dalles).
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est une ville rowmaine. Done la latitude de Bucavest est comprise
entre le 42¢ et le 46¢€ degrés de latitude Nord®. | Les Roumains sont
des gens charmants, Mme et M. X sont roumdins. M. et Mme X sont
uit couple charmant®, On considere une classe de majeure exten-
sion, la classe des gens charmants. Dans cetle classe, une aulre classe,
lormw par toule “la population roumaine. M. et Mme X sont élé-
ments de celte deuxitime classe, intérieure a4 la premicre définie.
Done M. et Mme X sont dans celle-ci. En répélant les syllogismes
on envisage une succession de classes composées d'¢léments, chague
c¢lasse conlenant la suivanle, la premicre contenant done toules les
ullérieures ct en parlmuhcr tout ¢lément de la derniere. Clest Ia
forme descendanle, synthétique, didactique du raisonnement. On
commence par (racer le domaine global ot Yon opérera. Dans eclui-
[4 on circonscril une parlie, dans cclle -ci on regarde une subdivision,
linalement on se rouve alteindre le point visé.

On pourrait procéder dans le sens inverse. Socrate esl homme
I1 a done lous les caracteres de tous les hommes. Par ticulierement il
est mortel. Mais il pourrail apparienir { une classe qui ne serait ni
incluse dans celle des hommes ni une exlension de celle-la Fes Grees
croyaicnt que les divinilés enlraient en rapporl direcl avee certains
étres apparlenant & la nalure terresire, gens, béles, plantes, sources.
socrale, avee sou démon lul dietanl ses peunsces, appartenait i celte
classe d’imes inspirées par des révélalions surhumaines. Les indi-
vidus composant cetle classe. ¢tant Tobjel de Pintérét des dieux, sont
exposés aux effels des passions, des ressceulimenls éprouvés par la
ribu céleste. Voild un caractere présenté par Socrale sans Iétre
semblablement par lous les hommes. Nous avons inclus Socrale dans
unc classe, celle des étres visilés par les dicux, classe distinete de
celle des hommnies, mais possédant des ¢lémeals élrangers & espéce
humaine, done non incluse cn celle-ci. Toules les propriélés carac-
érisaut celte classe choisic par I'Olympe se rencontrent en Socrale.
qui est un ¢lément particulicr de celie classe. Nous avons pratiqué
le syllogisime ascendant, celul de Panalyse inventive, qui part d'une
dounce préeise et qui va vers Finconnu des diverses propriélés pré-
senlées par cet éiément donné.

Telle est en son essence la Logique dArislole. Mais les mathé-
malicicns ne sont pas les seuls & se plier & ses lois. lixiste-tdil en
la Logique de celte école des usages propres aux mathémaliciens?

&

Un biologue francais forl connu a Vhabilude de dice: .Les mathé-
maliciens raisonnent loujours sur des cas parliculiers™.

La premidre fois que jai entendu celle phrase, jen al ¢lé surpris
je Pavoue. Je nrimaginais, au contraive, que mes confréves el moi
snvisagions, avee Jes ‘ensembles de poinls de la géomdétrie, les fonc-
imnsnmmr)mm de PAnalyse, 1es espaces absir‘uls des 0])]L[5 idéaux
drune géndralité 1115\11';):\5»'\])1@ Je me suis demandé d'oit venait le
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jugement ¢noned el jad eru saisic la différence de point de vae entre
{e biologue et je mathémalicien.

Les mathémaliciens invixquent en effet Pexistence dun cas par-
liculier pour justifier lewr opinjon quand il s’agit d'un raisonnes
ment négalif, quand il sagit de nier da légitimilé fune alfirmation
générale, '

Voici un exenuple diune telle proposition: LAvant 1914 tous les
ciloyens francais de la métropole étaient de race blanche . Je sup-
pose que le biologue auvraif estimé celte allégation parlailement fon-
dée il avail constalé quien parcourant les grandes villes de France,
en interrogeant les divers hommes de couleur quiil aurait rencoun-
trés, il et appris de lous qu'ils ne jouissaient pas des droils ni de
Ja qualité de citoyens frangais. De son point de vue de hiologue, il
cut considéré que la loi formulée élail valable.

Mais un mathiématicien Iui aurait dil: ,,Volre affirmation est rausse,
car je connais cl je vous cite un sous-préfet d’un arrondissement de
Province qui est nnir,s Ce trés savanl bhiologue nc considere sans
doule pas quune loi pluf‘lmm comme gé ucmlu soil ruincée par la
désignation d’un seul exemple la metant en défaut.

L ]

Vuiclh un precédd dont Poincaré Fit sans doule fe premier 'em-
ploi et cui peut permeltre soit de découvrir 1 apldunvnl une faute
de raisonnement, soit de prouver la vanilé (Cespérer démontrer une
vérilé (émérairement présumede.

11 sagit en celle-ci du postulat d'Euclide, tel (quon Uenseigne dés
fe début de la géoméltrie élémentaire. Je le rappetle: Une ligne droile
est tracée ou concue. On considere un point ¢lranger & Ja v oile,
Par celle droile ¢t ce point passe un plan unique. Fuclide aftirme
aue par le point ou peal mener wne droile et une seule paralléle @
la premicre, cCest-i-dire situcée dans le plan mcnlimmé et telle que
les deux droiles, siloin quon les prolonge, ne se rencontreront pas,
Celte aliu‘m.xlmn n’a jamais ¢lé prouvée lonlquuncnl. EL précisément
Poincaré a mis hors de doute que l'on puisse y parvenir.

Un médecin, fort distingué et dont les travaux ont fait progresser
d'un grand pas nos connaissances des maladies ¢pidemicues, ayant

gardé de sa jeunesse un certain gout des rétlexions mathémalicques,
m'envoya récemment une démor 1sl1"u10u dir postulat d’Euclide. 11
admetlait la qu.bt-ccruludc davoir cominis une faule de raisonne-
ment. Mais ni lui ni ses amis consultés ne découvraient celle-ci.

Pour la (rouver sans peiie, jusai de Larlitice de Poinearé. On
donne aux mots désigunant les ohjets ¢tudiés un sens dillérent de
celul qqui leur est normalement attribué. Ces mots dés lors délinisseat
(autres objets. On examine si les propriétés cavacléristiques des
prémiers peuvent se ransporter aux scconds, cu les enlendant elles
aussi dans un nouveau sens. Une tois ees condilions réalisées, tout
ce que le raisonnement logique démonlrera pour les premiers ob-
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Jcls, sero vrai pour fes secomds el T réeiproque jouera. Sio done
fa seconde calégorie ne joull pas d'une cectaine proprictd, il est inutile
diespérer ponvoir mmfus démontrer que 1a propriélé correspondante
apparticnl U la premicre catégorie.

U ST un raisonnement est appliqué a celle-ci en vue délablir cette
propriclé. L ehaine de propositions constituant ¢e raisonnement né-
cessairement faux trébuchera oul au moins et sans nul” doule au
momenl ot finlroduira dans T chaine corvespondante une propo-
silion. creoncée pour la seconde calégurie diabjets,

Comment se définil une droile? Cost le plus courl chemin d'un
poinl & un aulre. Celle définilion est dailleurs bien empivique. Si
les feux points sonl |o|nls par une ligne courhe. comment le metre
flexible qui devra Epouser le tracé de K eourbe sardera-tdl une
longueur constamment égale a elle-meéme?

Poincaré dil cect: Jappelle droite une demi-circonférence dont le
diametre est silue dans un plan invariable et qui & ses deux bouts
tombe & pic sur ce plan. On dit que celte demi-civconférence est
orthagonaie au plan Z¢est-n-dire 1o rencontre & angle droit). Ft méme,
au diew d'un plan, Poinecardé considére une sphere. gualifice par lui
de fondamentale, pms retativement a eclle sphere, des ares de cerele
intévicurs a elie et arrcies par lears deax extrémités a celte spheére,
cn Jaguelle Tare de cerele slimplante & pie.

[ faal, powr justifier Fanalogie & la droile, avoir une facon inaccou-
tume? de mesurer les distanees. Poineard se sert d'an metee donl
e longueur examinée avee nos yeux ne resle pas constante dans
ses déplacements. Mais, plus nous approchons de la surface de Ia
sphore, plus e metre se rapelisse, en sorle qu'une méme longueur
vue par nous oslomesurdée avee ¢ miclre variable par un nombre de
plus en plus grand. Cest ainsi quune lonsueur mesurée en ¢enli-
melres donne un nombre cent fois plus grand que <6 nous lamesurons
el melres, Poincaré monlre (uiavee celte convention, c¢ quiil appelle
une droite, cel are de cerele orthogonal & la sphére. ost en cifet
le plus court chemin dan point & un autre: et sussi, par deux poinls
mtéricurs ala sphere il ne passe quuue seuale des droiles de Poins
cardé: d'un poinl inlérieur & la sphere on ne peul mener qu’unc
droile de Poincard perpendiculaire & une autre, Les droiles de
Poincaré sappuyant sur ces deax dernicres formentl un plan de Poin-

card gqui, pour nos yeux est ane calole de sphire, limitée i la sphaére
Jondamentale. ¢l Sencastrant i ectle-ci perpendiculaicement.

Mais sar ccs droites de Poincaré, s’¢loigner inddéliniment, cela con-
siste §iose rapprocher inddfiniment de o sphere endamenlale. Seale-
ment, par un point intéricur ol sphére ot situé en dehors dune
draile de Poincard. on penl mener, dans le pl:m de Poincard deéter-
mind par la dreoile et le point, une indinilé de droiles de la méme
sorte qui. prolongées indéfiniinent, ne rencontrent jamais 1n premiére.
Et cest pourguoi, au sujet de nos drenites ordinaives. on ne pourra
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fannais démonteer depostulat ' Enelide par voie purement logique,
paice que le raisonnement sappliquerail mot powr moi. avee Uinter-
prétation convenahle naturcticment. aux droifes de Poincaré pour
fesquelles fa conclusion st Tausse,

Celte conception du grand mathématicien francais est-elle phve
sicquement absurde? Toes physiciens fendent & penser que notre uni-
vers est Iing, douc d'une courbure; nous nous v déplcons indéliniment
duns lous les sens commme Teradent des ¢lres parfaitemen! plals &
Ia surface d'une sphere. Sionolre univers éail une sphere. san rayvon
serait donné par lunt de miliiards de milliards accamules de kilo-
metres, que le melre de Poincard serail d'une longuenr pariaitenent
constante dans toate Ja partic de PiUnivers accessible & nos maoyens
d’investication, el dans ces Jimites e postulat d'Fuclide aurail Ta
valeur de la vérilé @expérience la micux clablie.

Mais je montrai toul de suile iU mon mdédeein géometre la faate
quwil commeltail, en marrétant au premier de ses théoromes sue-
cessils qui wétait pas vrai pour les droites de Poinearc. 1 ad-
mettail quun angle pat se déplacer dans un plan avee deax colés
constaivment perpendiculaires & deux droites Tixes, la grandeur de
langle restant d'aulre part constante. (Cétail o precisément quiil
commetblait sa pélition de principe. Fle ¢tait immdédialement visible
parce que les droiles de Poincard wolfrenl pas la méme possibilite,

P

Dans toul ce qui précede. Ta vieile Logique & Arvistote a ¢ié seale
mise en ocuvre.

Au débul du présent sicele, Panglais Russell réussit & fa rajeunir
el & lad donper de Pextension en considérant; aw Heu de ee méeanisme
d'inclusions de classes s‘emboitant Jes unes dans les autres, a L facon
des lables gigognes, inclusions e quelque sorle verticales. les com-
binaisons horizontales de classes.

Un élément est dans la somme. dans la réunion de deux clisses.
sib est dans Tune on dans Vaulre. I st dans Ie produil logique
des deux classes, s'il est dans Fune el dans autre.

Examinons la classe, des hommes qui ont 1T métre 70 de taille
el la classe des honunes douds d'un bon estomac.

Un homme qui est dans la classe somme des deux préecdentes ou
bien aura 1 melre 70 ou bien aura un bhon eslomac, ow bien il aura
les deux.

S’il est dans la classe produil logique des deux premicres, il aura
A la fois 1 metre 70 et wn bon cestomuac.

Celle logicque de Russell a beavcoup aceru Jes ressources du raison-
nement classique. IZn elle assurément il n'y a rien de contradictaire
avee celui-ci, et hien des gens appliquaient, depuis que les homines
argumentent, des modes empruntés o Ja lagique de Russell sans se
douler quils accomplissaicnt une action mental® havdie el rave,
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C'est une vérilable insurreclion conlre les vieux mosdes de raisonner
qua dirigée e mathémalicien hollandais Drouwer. prétendant re-
jeter de Ly legique Iégitime le prineipe du tices exelu. Voici en quoi
consiste celui-ci,

Quand Ta tolalité des élres d'nue certaine espéce se partage en deux
calegories relalivement & cerlain cavaclére, Brouwer conlc e que
Fon [nu\\ dire: puisque tel ¢lre est étranger a la premicee calégoric,
cest it ot cerfainement dans la skudc Non, il laul montrer,
selon Bireuwer, par des preuves direcles, comument Pélre en qu?stlon
esl cll(u tivement dans eelle seconde calégoric. Quwil wappartienne
pas a da [)lu‘llklt‘ ne sullil pas pour alfitmer quil est dans la se-

conde, alors quion le sait présent dans la réunion des deux.

Un prestidigitateur vous montre un chapean haul-de-forme, un
chapeau dit _gibus™, parfaitement vide. Vous mesurez la prolfondeur
et Ia hautear extéricure, de la coiffure. Tl 'y a pas de double lond.
Lrartistc agite son foulard el Uinlroduil dans le chapeau. Il sccoue
¢ foulard. Un lapin jaillit du chapeau. Vous prétendez pouvoir dire:
wLe lapin ¢lait dans le chapeau. Le Toulard divisail Pinlérieur du
chapeaa ea deux zones, Puae extévicure au foulavd, comprise enlre
la partic visible du chapeau et fe foulard, Vantre englobée dans les
plis du feulavd. Tel est de raisonnement conlesté par Brouwer. Le
toulard partage le chapeau en deux zoues complémentaires, Le fail
guc Tavimal a ¢t¢ absent de Fune des zones ne suflit pas & prouver
quil ¢tail dans Taulre,

Une personne avail annoned qu’elle assisterail & celte conférence.
Or celle personne n'est pas ici. Brouwer vous interdit d'en conclure
quielle ost aitleurs, Ailleurs, ¢est Fenstmble des endroils distingts
de otlui-ci, Brouwer reconnail avee nous ue Ja personne ne peul
pas c¢lre { la iois dci et ailleurs, Mais il eslime que, pour avoeir le
droit dafficmer Ta présence de cefle personne ailleurs, il Faudrail
désigner expressémaent Fendroil distinet de cclui-ci et ot se {rouve
celle personne, Togiquemen! nous ne souserivons pas aux exigences
de Brouwer, Psyehologiquement toutefois, il faul concéder au géo-
melre hollandais que Ia cerlitude Jogique de la présence ailleurs de
la personne ahsente d’ict ne nous salisfait qu'iv demi. Nous aimerions
savoir ol précisement elle se trouve ailleurs. I nous manque la
cerlitude quicte;

II

U maintenant passons i la Raison. Te mol Lraison® a plusicurs
sens, Iy a la ou les raisons d'un pail, Qun événement, & savoir un
systeme e fails. de conditions c\phqlmnl Ia venue de ce qui a ¢lé
constaly, enregisire. 1Ly a le raisonnement qui est une sucedssion
logique de praposilions.

Mais nous vouloys nous occuper de ja Raison. ce que Pon nomme
parfois avee une pensée de dévision: la Raison avee un grand R
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Cetle Raison. ¢esl Fensemble des jugements qui simposent &nons
avee Vautoeild diane ¢videnee indiscutable. les propasitions que nous
ne songeons pas o soumeitre { Fexamen evitique. les postulads don
nous déduisons par voie logique des vérilés inconlestables & nos yeux,
ol auxquels, dans nos analyses ascenduntes. nous accerochous comme
Al anpeaw seellée dans e roc la chaine de nos inductions pour en
vatider Pensemble.

La Raison est propre a chacun, elle exprime la synthése de nolee
experience. de notre philosophic acquise. Pascal dislinguail Ta Rai-
son fine of fa Raison géomdtvique. La Raison est un systeme de
postutals. Géomeétrique, elle lienl en un petil nombre de {els postu-
lats, Dascal disail: ..des principes”. parfailement précisés. spéeilics,
el Fou toule notre connaissance peut déviver par les ressources de
la Logique, la vieille Jogique de toujours.

La Rauison fine se compose, lowjours selon Pascal, d'une multi-
tude de .petits® prineipes. Ia plupart intormulés. noyvés dans e Tlou
de la pensée, mais se présentant & notre esprite a instant de lear
évocalion, avee fa clarté ¢lincelante de la vérilé intuitivement et di-
rectement percgue.

Celle Raison est essentiellement individuelle. sa valear est avat
loul subjeelive.

La Raison dira & Pan que le monde avee les prodiges dont [a na-
ture nous donne en toul liew, en toul temps, le speclacle, ue peul ¢lre
le fruilt du hasard el que son admirable agencement est néeessaire-
ment Foeavre d'une pensée préalable. Gelui-la sera déiste. "Un autre
songera at colossal déploiement d'énergic que les moindres parcelles
de madicre metient continueliement en jeu, et admivera ¢ue la neulra-
lisalion mutuelle de ces forces. divergeanl en fous sens ayee une
puissance démesurée, soil telle que Panivers ne présenle que des
résultaniles Finlensité insignitiante aw regard de Teurs composantes
clémentaires. 11 imaginera que ces lentatives d'extréme  violenee,
¢perdument Janeces vers d'innombrables buls dispersés en lous sens
sont & toul instant filtrées par des chaiues d'innombrables cribles
sueeessils d'ot seul le slable et le permanent sorlent libérds. 15t
celui-li refusera d'invoquer Phypothése d'une divinilé ceréatrice. La
Raison. qui faisait du premiecr un crovant. fail due second un athée.

[t dans tous les domaines, politique, moral, social, Ta Raison de
chacun lut dicte un systeme de principes. La Raison dira aux uns
que la propri¢cié du riche est sacrée, aux autres que le travail du
pauvre est seul respectable.

T.a Raison a son sexe ¢l son dge. La Raison de la filletle west pas
celle de la jeune Jitle, elle-meme autre que celle de lajeune femme:
ct cetle de ta femme mare. celle de la femume dgée, celle de Tadoles-
cenl, de Thomme jeune. du vieillard, aatant de Raisouns distincles,
chacune faconnée par Pexpérience personnelle ¢f les lecons lirdes
de celle-ci,
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La Raison de la jeunesse est appelée ies illusions™ par les vieil-
lards. La Raison de ceux-ci apparait aux élres juvéniles commme un
mensonge opposé aux sugdeslions impdéricuses de Ia vie.

La Raison fine se rencontre-l-clle en mathématiques?

Oui, sans aucun doule. Et pour se rendre coupable de méfails,

La Raison fine est celle qui préle aux elres de la géoméirie ou de
Lanalyse cerfaines qualités nullement inserites dans leur définition.
el que Fon suppose néanmoins juhérentes & T nature des élres «('une
lelle calégorie, parce que les excmples les plus communément ren-
conlrés dindividus apparlenant & celle espéee, précisément présen-
laienl ces caracteres. Iogiquement étrangers aux condilions stricles
exprimées dans Ja définition.

L.es géomelres considerent des surfaces dites ,,développables™, 3 sa-
voir engendrées par le mouvement d'une Jigue droite mobile et tangen-
tes & e méme plan tout Je long de cetle Jigne. Un evlindre, un cone de
révolulion en donnent Fexemple. Ou encore une surface de carton
rigide, gauchi ct forcé. Posiée sur unce table horizonlale ot chassée
une chiquenaude, celte surface prendra un mouvement dhoscilla-
tion. IXlle ne eessera pas de foucher la table tout le long d'une ligne
droite, mobile 4 la fois sur le carfon ¢t sur la table. Celle-ci est le
plan langent jouissant de sa propri¢té loul au long d'une méme
droite géndératrice de Ia surface développable.

D’autre parl, on détinit les surtaces ,.applicables sur un plan,
c'esl-d-dive telles quion puisse les ¢taler sur un plan sans les déchirer
ni les replicr sur elles-maémes.

Les géomelres anciens montraient Pidenlilé des deux classes. 15t
il esl vral que Ta surtace développable est applicable sur un plan.
Mais pour montrer gquinversement toule surface applicable sur un
plane est développable, Tes adomélres faisaient préalablement appel
aux inspitadions de feur Ruison Line. qui les assurail: premicrement.
de Pexistence, en tout point d'une surface quelconque, dun plan
Lagent & celle surface, deuxicmement. de la variation continue de
ce plan avee son point de contaet se déplacant contintmient sur Ja
surface.

Or, le grand mathémalicien francais Lebesgue, alors oul jeune.
a peine sorti de V'lieole Normale Supcricure de Paris, disait en tirant
de sa poche un mouchoir chitfonné: Voild une surface applicable
sur un pianc, Cav le mouchwir s'élade exaclement sur un plan quand
on le déplie, . Maisy ajoutail Lebesgue, dbapres la science denos jours.
mon motchoir frippé est wne surface développable. O sont donc
ses géndralrices rectilivnes el Je plan tangent constant Je lomg de
loule géndralrice?”.

[.es géemddres anciens avaient ajoule aw caraclére de définition de
la surface développable, caraclére paviaitement spéeifice el auquel
Ia Raison gtométrique devait se lenir, des caracléres implicites, exi-
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stence, continuilé du plan tangenl, donl scule lear Raison tine se
portait guranle aupres eux. Kb faule davoir expressément tormuie
ces caracléres supplémentaires, leur raisonnement n’élait pas juste
logiquenient.

Mais cetle reclification apportée par Lebesgue dlait dune impor-
lance si arande el si protonde quiete ful & Porigine des idees de ce
géometre sur la matrique des ensembles. T fameuse intégrale de
Lebesgue s'ensuivit, Ei loudes les mathémaliques modernes en re-
curent une formidable impulsion.

La Raison tine inteoduile e mathemalique inspire la eroyance
que Jes espéces de Ja géomdirie ou de FAnalyse sont justicixbles de
certaines regles de goit, de déeence, de bonnes moeurs. Eb kes in-
dividus apparienant & ces mémes espeees paree (dils en remplissent
les strictes conditions dadmission. majs hirsules et néglie’s dans
leurs aspeets, sont repoussés avee horreur par les délicuds, inféodds
aleur Raison fine. Mads ¢est généralemens parmi ces ¢lres défavori-
sés el disgracics que I vérilable nalure de Pespeéce se révéle de la
facon la plus immeddiale.

La Raison géomeétrique, cest-d-dire Felfort de rattacher teus 1es
jugements an moindre nembre possible de principes, d'oti la logique
seule, reniant ta eonviction intuilive, tirerail toules nos virilés, celle
Raison géomdlrigque paralyserait la pensée dans les domninaes étran-
gers aux maihématiqgues.

Et la Raison rine, invoqudée par le mathémalicien. ne i répond
que par des avis géndéralears de raisonnements faux.

111

Passons maintenant & la Méthode invenlive, ulilisée par les mathe-
malticiens. Ele eost aisée i définir. Iille n'existe pas.

Le malhémalicien, mis en présence d’une question ditficile, fait
manocuvrer son esprit, use d’une taclique, en obéissant aux seules
inspirations sogucrdées par la nature el a posilion da probléme.

§il réussit & voinere, et §’il repasse plus tard dans sa mémoire,
la chaine des ¢lapes parcourues, il Iui arrive de conslaler que les
opéralions eflecluces dans son espril peuvent ¢lre inlerpréices, de
manicre i fournir Jes éiéments d’une inslruclion générale i lin-
tention de (ui veut diriger sa penscée au cours d'une recherche.

Mais quand le sujet de son ¢lude ehangera, le méme mathémati-
cien oubliera par quel moyen il avail briomphé¢ dans une épreuve preé-
cédente, el de nouveau tes seules conditions du eas opposé a4 son
effort lui fourniront les ¢léments dune allaque, éventuelleraent lui
montreront les voies du sucees.

Il y a des sciences ot I méthode joue un role primcedial: Jo
critique des textes. les seiences historiques. Entre matiidmaliciens,
fa recommandation ®une méthode est dépourvue de tout efiei ulile.
Vous savez quil ne faut pas donner de conseils, parce que ceux
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Gui les suivent wen onl pas besoin el ceux qui en ont besoin ne les
suivenl pas.

Apres cet exorde contestant Texistenee et alilité de la mcthode
cn mathématiques, je vais toul de mems vous eiler des exemples,
esprunlés aux souvenirs dfun mathématicion que o connais, et qui
renferment assurément en cux-memes leoprincipe drune méthode.

I.e probleme posé est du genre sutvant: il sacit de prouver que
teije classe d'élres mathématiques, la classe AL pusstde une cerlaine
propricté P La classe .\ est en eéndral définie par un cerlain nombre
de cacacléres. Voici a vérilé dont it faul se pénclrer.

Sioréeliement les Slres de la classe A possedent en clfet la pro-
prici¢ P, celle~ci west en général, ni presque jamais. la conséguence
de o totalité des caracteres deéfinissaml Ao Ta propri¢té P résulte
presygue toujours d'une parlic simplement des caractéres de A el
queiquelois d'un seal de ces caractives, Tt alops, Tidée enfermant en
clle nne méthode de rechierche, ost eelle-ci: Tous les aulres carac-
teres de X lous ceux qui ne concourenl en ancune facon néecssaire
i Lovérité de la propriété P loin de fucililer la recherche par la
mudtiplicilé de la connaissanee gu'ils nous donnent de AL ne font
quichseuretr dangercusement fa question posge,

11s ecarent lu penscée. occupdie de se demander siees caracléres,
superitus en réalilé, ne conticnnent pas en cux Pune des causes de
Ja propricte observée ou conjeclurce. Un homme soulire d'une affec-
tion interne. Un mcdicin sevail-il avanee. pour déeouvrir la cause
b L nature du mal, dlaceumuter les reaseignements sur Ja taille,
la couleur des cheveux, le type eephalique du malade?

&

Potneard, dans ses Cludes de mécanique. avail ¢ludi¢ les mouve-
ments d'un point soumis & des forces indépendantes du temps el
assuieli se déplacer & 1a surlace d'an tore, ¢'est-a-dive d'un anneau
circulaire, o section parfaitement vonde. 1t Ia question élait de sa-
voir «¢ que deviendrait Paspeel da mouvement dan poinl matériel
quelecngque place i Ia surtace du tore. quand 1e fomps ne cesserait
pis do eroitve indélintment; et si aucun mobile ne déevivait de cyele
fernee, Deux possibilitées s'offraient o pricei. Ouw bien, au cours de
~on snouvement dlimité, Te poinl mehile reviendra indériniment sou-
vond, indéliniment pres de toal point aéomdétrique ole 1L auva déji
passe Geosera Piceemplissement de Péterned vetour,la pensée chére
i Nilzsche, Les savants disenl que Ia trajectoire de chagque poinl
eststaide. Ou bien au contraive, of loul au meins pour cerlains poiits
mebiics, toule position une fols vecapée restera ceartée du reste de
ta trajectoire indéfinie: elfe en sera de plus en plus ¢oignde quand
le tewrps grandiva, Le mouvement de cos paints ost qualifié dinslable,

Ciroyaat que, plus les eonditions de phvnomena se présenleraicnt
sous forme hacrmonicuse, plus il v aurail de tacililés & metlre en
evidenee Ta réponse cherehér, Poincare avail suppasé que les forees
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en jeu ¢taient de la nature la plus noble et la plus riche qui soil, ce
que rous appelons la nature analytique. Mais cette corbeille de dons
wajoulait rien aw scul caraclére efficace des forces. La méthode
fractucuse ful de supposer sur les.forces, strictement ce qui élait
néeessaire pour que le probleme edl un sens, essenlicllement la conti-
naité du champ de fovees. Dans ce cas le probleme se résolvail
simplement el dans le sens, prévu par Poincaré, de Pinstabilité
possible,

Puis o ajoula Phypothese de condilions différentielles du pre-
mier ordre, analogues pour une courbe i exislence d’une langente
en chacan de ses poinls. La réponse s'obtint encore et clle fut du
méme sens que dans le cas précédent. Linslabililé élait admissible.
On passa ensuile & des caracléres touchant aux différenticlles du
second ordre. »

Celle fois, la réponse vint conlredire la présomplion de Poincaué
et de Birkhot[. La slabilité élait de régle. Ces géométres illustres.
avaient supposé que les torees possédaient des diflérenticlles de tous
les ordres. el méme davanlage. Tous ces caracléres offerts gracieuse-
ment ne servaient qu'a obscurcir le sujel.

On savait lrop de choses sur les donndées. Il fallail délenir beaucoup
moins d’informalions pour voir clair dans la cquestion.

Dans un aulre probléme, il sagissail de trouver ¢e que nous ap-
pelons la primilive seconde d’unc dérivée seconde généralisée. Lo
sens technique des mols importec peu. Cetle recherche s'imposail
pour obtenir la régle de calcul des coelficienls des séries trigono-
métriques. Pour celles-ci, on avait une dérivée premicre inlermd-
diaire d'une malure lrés commode: celte dérivée élail ,sommahle,
Dans le cas général, au conlraire. la dérivée premiére, quand elle
exislail, présenlait des caracléres beauncoup moins simples et elie
w'était pas sommable. Seulement uand le probléme et élé résolu.
on sTapercul que dans les deux cas, le noyau de la dilficullé était
le méme. beaucoup moins volumineux dans le premier cas, (celui
de la série trigonomélrique), mais lout aussi condensé et non moins
indissociable: plus large et bien plus commode & obscerver dans le
second cas. C’est en atlaquant le probleme le plus général, que 'on
découvrit la solution. Les deux probleémes pourraient se comparer
ainsi:

Une chaiue de monlagnes nous sépare d’'une conlrée a atleindre.
Il faut trouver le col par ol le pussage cst possible. Le massil est
coupé de Tailles, bordées de pavois verlicales, reliées par un sol plus
ow moins chaolique. Une scconde chaine dresse & une grande hau-
teur des parois imaginaires ct translucides prolongeant vers le zénith
celles de Ia premicre chaine. Celle-ci cst, en projection planc, iden-
lique de dessein & la seconde. La premiére, usée par une longue
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¢rosion, esl d’un reliel bheaucoup moins marque que 1a seconde. dont
clle est le témoin dégeénéré.

A chaque tentative pour franchir la chaine réelle, on sengage
dans une des tranchées sans nombre creusées par la nalure dans
les flanes du massil originel, et 'on aboutit invariablement, et en
dépit de toute présomplion conltraire. au fond d'une iimpassc formée
par une muraille de laible hauteur, mais impossible a escalader.

Quand la legon de ces insuceds est sullisamment tivée, on se dé-
cide & observer avee du recul la scconde chaine. el alors, dans le
profil de celle<ci. on apercoil le dérant de la ercte et la broche, te
col par ou passera le chemin,

Ici encore trop de précisions sur les dounces du probléme out ¢lé
nuisibles. La difticullé¢ a ¢té vaincue, parce quon lui a subslitué
une difficulté heauceup plus considérable d’aspeet, mais. en réalité
plus facile a aberder, parce que le nombre de ses laces datlaque
avait élé réduit au minimum.

Telle est la lecon de mdéthode que les mathémaliciens donnent &
aulrui, sans d’ailleurs savoir loujours en profifer cux-mémes.
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roME 1908(1)
FEUILLETS JAUNIS

Depuis un demi-siécle, tous les quatre ans, avec la périodi-
cité des anciennes olympiades, les mathématiciens du monde se
réunissent en un vaste Congres. Avant de se séparer ils fixent le
lieu de leur prochaine assemblée. En avril 1908 le tour de Rome
était venu. Nous flimes quatre jeunes parisiens & vouloir nous ren-
dre & ces assises de notre savoir.

I1 y aura bientdt quarante ans de ce voyage. Mais certaines
impressions m'en sont encore gravées dans la mémoire, comme sur
une planche de métal les traits creusés par le burin.

Et depuis ce temps si lointain déja, je n'ai jamais cessé d'en-
tendre murmurés & mon oreille les mots ou, les uns spontanément

jaillis, les autres longuement médités, j'ai des le début souhaité

(1) Avril 1964 : Ce récit a dfi étre entiérement composé dans les
mois précédant la rédaction de ma notice sur Lebesgue, partiel-
lement lue & la séance pléniere de 1l'Institut en octobre 1946.
J'avais oublié l'existence de cette piéce-achevée. Je la croyais
demeurée a 1l'état d'ébauche, quand, a partir de 1957, ayant achevé
la publication commencée en 1940, d'une série d'ouvrages mathémati-
ques, je songeai maintes fois & décrire ce qui me restait de mes
impressions de Rome en 1908.
Récemment, fouillant pour cet objet dans mes notes éparses,
je découvris que mon travail projeté se trouvait depuis vingt ans

achevé.
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enchdsser, pour sauver leur netteté, les plus précieux joyaux de
mes souvenirs.(1)

Nous partimes de Paris un soir. La vitesse des trains en ce
temps 1& était modeste. Le milieu du jour était passé quand le len-
demain nous descendimes en gare de Turin. Mais auparavant, a la
sortie du Mont Cenis au dessus du Val d'Aoste, coupés par la bar-
riere alpestre des firmaments troublés de brume, ceux du Nord et
de 1'Ouest atlantique, nous avions, stupéfaits, émus, subi 1l'extase
d'un étincellement du jour inconnu de nous.

Quand trois ans plus tard, j'allai & Florence passer la quin-
zaine de Piques, je m'étais promis & mon départ le bienheureux
éblouissement de mon premier séjour sous le ciel italien. Mais de-
puis dix-huit mois j'étais établi & Montpellier, et la lumiére du
Languedoc avait par avance éteint les prestiges du soleil piémon-
tais.

Nous finissons ce premier apreés-midi & Turin. Le style de cet-
te ville est celui d'une ancienne capitale de dynastie vivant jadis
sans faste, quasi bourgeoise et sage. Il y a cent ans, 1l'aile de
la fortune la souleva dans un destin de réve. Elle consomma sa ruine
pour s'étre lide imprudemment & 1l'aventure.

Une longue et large avenue descendant vers le P38, qu'elle fran-
chit pour buter ensuite aux collines fermant au nord la vallée, me
rappelle en proportion grandiose une perspective d'Auch, ma ville
natale. Au nord-ouest lointain, posée sur une cime, comme le Sacré
Coeur au faite de Montmartre, 1'église de la Soperga a la blan-
cheur d'une bulle expirée par le sommet du pic et restée attachée

3 lui.

(1) De ces phrases dont la mémoire m'offre souvent le retour intact,

certaines sont entourées de guillemets ou mises en italiques.
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Le troisieme jour nous quittons Turin. Gé&nes passé, la voie
disposée en haute corniche épouse les sinuosités des bords marins
appelés Riviera du Levant. Midi flamboie au-dessus du paysage. La
nature, rochers, bois, mer étincelante, déploie une féérie trans-
posant un orchestre en ondes pour les yeux : sonorités et timbres
vibrant sur les couleurs, mélodies en rayons pailletés, arpeges de
lumiére escaladant 1'éther .... Les langues de feu s'échappent de
toute pointe, créte de vague, cime d'arbre, aréte de rocher.

Les tunnels se succeédent sans interruption. C'est une alter-
nance continuelle de ténébres opprimant les yeux et de bandeaux
brutalement déchirés.

Durant ces éclaircies, parfois un bref et délicieux épisode
nous enchante. Je me rappelle sur la pente abrupte précipitée a
la mer, un pauvre cimetiere de village pécheur, "ses modestes
tombes grises attirées par le gouffre, ayant a leur chevet une
croix de guingois, troupeau de brebis dégringolantes, poursuivies
de houlettes désorientées".

Au fond d'une baie, les silhouettes puissantes de navires de
guerre. C'est La Spezzia.

Puis, de notre wagon nous contemplons au passage les quatre
illustres monuments de Pise. Sous la splendeur de cette métropole
ils devaient occuper le centre de la ville, au milieu de quartiers
étendus, abondamment et somptueusement bAtis. De quelles richesses,
de quel luxe puissant et aboli ces colosses de marbre ne témoignent-
ils pas irrécusablement ? La défaite, les tributs, la servitude ont
courbé 1l'orgueil de la cité. Le temps a délabré les palais et mai-
sons d'ou les possesseurs étaient exilés. Un jour tous ces décom=-
bres furent balayés. Et & leur place une immense pelouse nue isole
les géants abandonnés, hors de la Pise actuelle.

Encore a notre gauche la montagne de Carrare, entaillée d'un

large biseau, éclaire le pays de sa blancheur neigeuse.
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Puis 1'intérét des sites bordant notre route fléchit. Les heu-
res deviennent longues. L'attention jusqu'alors constamment solli-
citée avait écarté fatigue et lassitude. Le fardeau de ce long tra-
jet commence a peser sur nous.

La nuit vient et la lune est levée. Nous dinons. Rentrés dans
notre compartiment nous n'échangeons plus que des propos languis—
sants. Déja inscrit en nous par l'effet continu, le vacarme du train
lancé droit & son but nous berce. La voie longe la cdte.

"Sous la nuit laiteuse les phosphores de la mer chatoient. Le
galop de la vapeur nous emporte sur la campagne de Maremme ; en es-
corte, comme des cavaliers courant a la portiere, l'astre pale voi-
sin du zénith et ses rayons blancs trafnant sur les flots."

L'approche de Rome nous émeut. Toute notre adolescence a puisé
des récits, des exemples, des legons dans l'histoire, les écrits,
la politique des Romains. Plus tard 1l'origine de notre droit est
apparue dans les lois de ce peuple, grand architecte de cités s'il
en fut.

Nous évoquons les traits de notre vie sociale, remontant a lui
sans interruption, caractéres encore vifs il y a trente ans, gran-
dement estompés apres deux guerres et des révolutions ayant secoué
la planete.

En un tiers de sieécle les fondements de civilisations vieilles
de deux millénaires ont été ruinés. Je pense a cette opposition si
frappante dans ma jeunesse : fronts déférents et penchés devant ce
qui se réclame de la propriété fonciere, dédain sommaire pour ce
qui s'autorise uniquement de l'esprit.

Depuis lors, posséder un bien est devenu une fiction. L'intel-
ligence est aujourd'hui la source de toute puissance, prouvant sa
mission et placée a son rang par les massacres, les ruines univer-
selles, les fléaux d'apocalypse, qui seuls ont appelé le savant a

la gloire. Ce que ses bienfaits n'avaient pas valu a la science,
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le respect, lui vient, s'écartant des valeurs douteuses et fragiles.

Le Congres s'ouvrait le matin suivant notre arrivée nocturne.
Je dois avouer que notre participation aux travaux scientifiques
fut uniquement de sympathie et de voeux. Nous nous mélémes a la
foule des congressistes dans les grandes manifestations collectives:
la séance inaugurale présidée par le Roi lui-méme, exemple qui eflit
semblé bien étrange au Président de la République frangaise, et a
ses concitoyens autant qu'elle le fut & moi-méme ; puis les confé-
rences en assemblée pléniére quand,demandées aux plus illustres
mathématiciens du monde, elles donnerent leur tour a Poincaré et a
Darboux, deux frangais ; encore l'inoubliable soirée offerte par
la municipalité de Rome au musée du Capitole, dans les galeries
bordées d'une haie de statues dressées sur leur socle et composant
un des plus beaux ensembles de marbres 1légués par l'antiquité. Nous
elimes aussi la visite du Palatin sous la conduite du Directeur des
fouilles romaines ; enfin une journée d'excursion a Tivoli et &
Frascati pour nous montrer la villa d'Hadrien et les cascatelles.

Mais, dés les premieéres heures, entrés en possession des cartes
et insignes nous assurant maints avantages ou franchises dans Rome,
les musées, les chemins de fer d'Italie, nous nous rulmes a 1l'ex-—
ploration de la ville, a la recherche de cette foule de monuments
et de vestiges dont tant de livres nous avaient si souvent, si
longuement entretenus.

J'ai souvent fait rire les gens en leur disant : "J'ai visité
Rome en six jours." Et en effet je ne disposais pas de sept. Au
lieu de tendre au plus grand pourcentage de curiosités hdtivement
inspectées, je me bornai & cueillir de bréves impressions, origi-
nelles et fortes, sur les monuments et ouvrages légués par 1l'archi-

tecture ou les autres arts, et dont le sens, 1'intérét me semblaient
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devoir fournir 1l'aliment le plus durable & la méditation et & 1la
mémoire. D'ailleurs, voir en un clin d'oeil est le principe de
maints artistes dont l'opinion me cautionnerait. Les arbres crois-—
sent mieux, plantés discrétement et non pas densément.

Je me rappelle ma visite, obligatoirement limitée a deux heu-

N

res, au musée Pio Clementino, consacré & la sculpture antique au
Vatican. Devant chaque statue un aller et retour de deux pas, les
yeux s'attachant & 1l'effigie, pour voir dans une évolution oscil-—
lante, un visage délivrer expressivement sa pensée, un torse indi-
quer son allure. Et, au bout de chaque longue salle examinée, en
un dernier parcours transversal, alternatif et lent, mes regards

se fixant au dessus des deux files de socles bordant la piece, je
voyais ces rangées de profils s'animer de leur déplacement mutuel,
et, dans ce balancement, accuser sa physionomie distinctive. La
photographie emportée et plus tard consultée, loin de rester devant
moi feuillet sans relief ni &me, produisait 1'éveil immédiat de

mes souvenirs assoupis, comme le commutateur subitement tourné fait
jaillir dans une ampoule électrique en sommeil aussitdt une vive
clarté.

Le lecteur familier avec Rome devine a ce que j'ai déja dit
quels furent en la ville et ses campagnes les principaux objets
de mes pélerinages d'humanité. Je n'en écrirai pas davantage. Cette
image encore m'est restée.

Un apres-midi, passée une de ces ondées alternant maintes fois,
sous le climat romain au temps de Piques, avec d'éblouissantes em-—
bellies, je me rappelle avoir grimpé au fafte du Colisée pour ga-
gner l'avantage d'un observatoire d'ou l'archipel des sept collines
émergeant des vals urbains, le Palatin venant en promontoire, et
les ondulations de la Sabine jusqu'a 1l'horizon des monts d'Albe,
se disciplinaient sous mes yeux. La pluie lavant de leurs pous-—

sieres l'air, les feuillages, les roches, avait fait du paysage
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suburbain une mosaique de laque diaprée. Tournant mes regards a
1'opposé j'ai la curieuse chance de voir le soleil se coucher der-
riére Saint Pierre et le disque ardent appliquer autour du dome
1'auréole des bienheureux.

Retourné & Paris, je me surprends une premiére fois & dire,
et je me plais ensuite a répéter :

"Rome, une douce main qui vous prend le coeur."

Et puis je me rendis cing jours a Naples.

Je glisserai sur le mauvais souvenir gardé de la monstrueuse
mendicité, dissimulée sous 1l'innocent commerce des mandolines en
porcelaine et des fragments de corail, mais poussant ses instances
jusqu'a la persécution, empoisonnant les jours autant que les mous-—
tiques en font avec les nuits. Je ne parlerai pas davantage de mes
visites aux célebres musées, aux ruines de Pompei.

Je conterai seulement une soirée inoubliable dont tout le fas-
te fut ordonné par 1'unique nature.

C'était le jeudi précédant Pidques. Les belles napolitaines,
accomplissant trés scrupuleusement leurs visites rituelles, avaient
achalandé les églises les plus réputées. L'aprés-midi touchait &
sa fin quand, m'étant rendu & la pointe du Pausilippe, presqu'ile
bordant a 1'ouest par une haute falaise la merveilleuse baie, je
pris le tramway revenant & Naples. La chaussée suivie courait par-
fois au ras du précipice, dont elle ne s'écarte guére jamais. S'ap-
prochant avec lenteur, la molle ondulation de la mef a4 nos pieds
venait expirer en miettes d'écume sur l'affleurement des rochers.
La longueur de la route sinueuse, les fréquents arréts du vehicule
firent que, parti avec le jour déja trés bas, j'atteignis le terme
de la course par une nuit compléte. Dans les deux heures du trajet
la révolution s'était accomplie.

En face de moi, au delad de Naples j'avais le Vésuve, et sur
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ma droite, endigant le golfe & l'est, la presqu'ifle de Sorrente,
plus haute que les Vosges. Ces montagnes cerneraient la perspec-—
tive si les dimensions du cirque marin, fermé vers le sud par
1*1le de Capri, n'étaient pas vingt fois supérieures aux altitu-
des. Ici le grandiose se tempeére d'équilibre et d'harmonie. Aussi
peut-il revétir grlce et suavité.

De notre gauche, par dessus la créte du Pausilippe dominant
de haut notre position, le soleil en son déclin illumine de ses
feux rasants tous les abords orientaux, donc opposés & nous, de
Naples et de son golfe. Le volcan éclairé de la sorte se sépare
en zdnes horizontales tranchées, dont les teintes, de mollesse et
langueur a la base, passant de l'aimer au vouloir, se durcissent
aux abords du sommet, coiffé de son perpétuel panache fumeux. Du
soleil, prét a s'enfoncer par dela les flots de la mer thyrénien-
ne, les derniers rayons mouillés peignent sur le décor de fond des
montagnes les teintes changeantes des plumages irisés.

Au-dessous de nous 1l'ombre du Pausilippe ne cesse de s'allon-
ger sur la mer calme et unie. Au-dessus de 1l'immense thédtre une
auguste sérénité plane, appelée par la proche tombée du jour. Les
barques promenant d'indolents passagers et que 1'éloignement fait
apparaitre minuscules, ralentissent leur progreés. Les rameurs ar-
rétent leur mouvement. Les bruits s'éteignent pour ne plus trou-
bler le recueillement qui gagne la nature, tandis que la région
aérienne exposée aux feux du soleil monte avec les rayons infé -
rieurs de l'astre. Une émanation d'harmonies silencieuses, jusqu'
alors opprimée par 1l'énergie du jour, inspire de béatitude le pa-
norama dont les couleurs, de toute violence affranchies, s'affi-
nent et poudroient. Une sorte d'extase ou s'abolit la mémoire des
heures précédentes, chaudes et tumultueuses, semble pénétrer &mes
et matiére. Le temps est suspendu. La nature s'endort de son ra-

vissement.
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"Dans la symphonie et son adagio mourant, c'est le point
d'orgue qui s'éternise."

Le soleil enfin a disparu. L'ombre surgit, occupant son empire.
D'instant en instant plus épaisse, en quelques minutes elle est
nuit devenue. Encore assez loin de nous les feux de la grande ville
s'allument, et aussi un fin semis de lucioles aux divers points de
l'horizon. Le tramway poursuit sa route et mes regards plongent
vainement sur la masse indistincte et sombre de la mer. Mais une
nouvelle clarté apparalt.

Tout au fond de la longue vallée de Castellamare la lune rose
s'est levée. Elle monte, et, de notre vue, ses rayons atteignant
la baie l'aspergent d'une pluie mauve jusqu'a nos pieds. Le spec—
tacle s'anime d'une seconde vie. Dans son ascension le disque de
la lune se dégage des brumes de l'horizon. Il renvoie dés lors
1'image fideéle du soleil passé derriere la terre. Le reflet sur
les eaux du golfe dirige vers nous une large lame d'or aux bos-
selures miroitantes, posée comme un flamboiement d'épée sur le
satin bleu de la mer.

L'heure s'écoule, captivée, grisée d'une magnificence évoluant
ses phases & nos yeux.

La lune est maintenant trés haute ou bien elle a tourné. Le
golfe, jusqu'a l'horizon apreés le bloc charbonneux de Capri, est
un bassin aux bords sinueux et noirs dont une masse de diamants
pales et limpides a rempli le fond.

L'&me du paysage est passée a la grave mélancolie. L'heure de
la mer est close. La vie ardente de la nuit est toute désormais
dans Naples.

R I I N N I IR SR Y
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CHAPITRE II

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Arnaud Denjoy ne classait pas son théoréme fondamental sur
les "caractéristiques du tore'" en téte de son oeuvre scientifique.
Ce théordme, publié au J. de Math., 9 (11), 1932, p.333-375 dans
son mémoire intitulé "Sur les courbes définies par les équations
différentielles & la surface du tore" est cependant, de toute son
oeuvre, la partie qui continue a susciter le plus de recherches,
en relation avec 1'étude des feuilletages des variétés compactes.

Nous avons réuni ici quelques documents qui éclairent de jours
variés cette partie de son oeuvre

—. Son propre jugement tel qu'il le formulait dans sa Notice
de 1934.

—. Deux courts exposés de H.Cartan et H.Rosenberg sur les pro-
longements du théoréme de Denjoy.

-. Enfin un exposé d'ensemble de Denjoy (Belgrade, 1961), et
la série des 13 Notes aux Comptes Rendus de 1'Académie des Sciences

sur les équations différentielles périodiques postérieures & 1956.
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— LES CARACTERISTIQUES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
A LA SURFACE DU TORE. (*)

J’ai élucidé une question posée il y a prés de cinquante ans par
Poincaré qui n’avait jamais cessé de songer & y répondre. Elle avait éga-
lement résisté aux tentatives de plusieurs autres géometres de premier
plan, entre autres M. Hadamard et M. Birkholl, le trés éminent mathé-
maticien d’arvard.

On sait que M. Birkhofl s’est rendu célébre en démontrant une pro-
position connue sous le nom de « dernier théoréine de Poincaré » et que
notre illustre compatriote, sentant sa fin prochaine, avait pour ainsi dire
léguée aux investigations des mathématiciens. A peine le fascicule des
Rendiconti de Palerme, renfermant article de Poincaré, était-il parvenu
a M. Birkholl, que celui-ci obtenait la solution tant cherchée par Poincaré.
De ce jour, M. Birkhoff s’est fait le continuateur de Poincaré dans le
domaine de la mécanique analytique, ou il a édifié de belles théories
universcllement connues ¢t admirées. Mais une partie de celles-ci repose
sur le postulat qu’une certaine circonstance singuliére, signalée par
Poincaré, était incompatible avec le caractére analytique des données.
L’importance capitale de cette hypothése dans 'ccuvre de M. Birkhoff
laisse deviner 'obstination avec laquelle il a di chercher a justifier ce
postulat. L’insuccés de sa tentative, aprés les preuves qu’il a données
de son génie mathématique, montre que la difficulté & vaincre ne pouvait
étre tenue pour banale.

Voici cssentiellement la question qui se posait :

Dans ses études sur les équations différentielles :

dx  dy dz

= dt

1 - = = —
@ X Y Z
ou X, Y, Z sont des polynomes en x, y, z, Poincaré se pose le probleme
de déterminer les circonstances limites du mouvement du point X, y, z
quand t croit indéfiniment, et quand la trajectoirc n’aboutit pas & un
zéro commun de X, Y, Z, tout au moins & un «nceud », ou & un «foyer»

P ] —e_sa. ————

(*¥) Extrait de la"Notice sur les travaux scientifiques de A.Denjoy"
Paris, Hermann, 1934, p.23-26.
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(un « col» ouvre une ambiguité de voies au mouvement ultéricur, mais
ne 'arréte pas).

Selon P’allure limite de la courbe, il y aura ou non stabilité a la
Poisson, sclon que chaque trajectoire repasscra une infinité de fois infi-
niment prés de son point de départ, ou qu’elle abandonnera au contraire
a jamais n’importe laquelle de ses positions successives, dont clle de-
mcurera cnsuite éloignée d’une distance minimum positive croissante
avee le temps. On congoit 'importance de cette sorte de question dans
les problémes de la mécanique analytique ct céleste.

Poincaré suppose plus particulierement au sujet des ¢équations (1)
qu’il existe une surface algébrique I'(x, y, z) = 0, contenant unc famille
de trajectoires & un paramétre. Dés lors, cette surface présente toujours
des points singuliers pour ’ensemble des trajectoires, & moins que le
genre de I' ne soit égal 4 1. Une transformation birationnelle raméne
au cas du tore. Effectivement, il peut alors se faire que toute singularité
des équations fasse défaut, et méme que chaque trajectoire coupe tous
les méridiens sous un angle supéricur & un nombre fixe. Si 6 et ¢ sont les
arguments du point M du tore sur le méridien et sur le paralltle se croi-
sant en M, les équations (1) s’écrivent :

/ de ——

\2) a‘c‘; - A(cn 6):

A étant continu, de périodes 2 = en ¢ et 0 (ct, avec les hypothéses
inutilement précises de Poincaré, homolorphe en % ct 0), enfin tel que, par
un point du tore passe une trajectoire et une scule, soit § = 4 (o, 6g),
s1 § = 0, pour » = g, Decux trajccloires quelconques sont sans point
commun & moins d’étre confondues. Trois cas sont possibles :

Ou bien : ) Toutes les trajectoires sont des cycles fermés, s’enroulant

les mémes nombres de fois autour de I'axe du tore et autour du cercle
moyen. Il y a stabilité.

b) Certaines trajectoires, mais non toutes, sont fermées. Les se-
condes admettent des cycles-limites, situés parmi les premiéres. 11 n’y a
pas stabilité, sauf pour les trajectoires cycliques elles-mémnes. Ces deux
premiers cas ont leurs analogues dans le plan.
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c) Il n’y a pas de trajectoire fermée. Poincaré en tire ces conclusions :
Le méridien Co d’argument ¢, étant coupé par une trajectoire I aux
points successifs d’argument 0y, 8, = ¢ (%9 4+ 2%, 0g)..., § = ¥ (vo 4

6 .. . . . 1.
2n=, 0g), 10 le rapport s—— tend vers une limite irrationnelle « (indépen-

2n=w
dante de 65), 2° Pordre mutuel des points My, (0, 30) sur Cq est le méme que
celui des extrémités des arcs 2nzme sur le cercle trigonométrique.

Cela étant, ou bien les points M, seront partout denses sur Cy,
chaque trajectoire sera partout dense sur le tore, ¢t 'on aura la stabilité.
Ou bien, éventualité remarquable, que Poincaré ne craint pas d’envi-
sager, en 1880 !) ensemble J des points d’accumulation des M, au licu
de coincider avee Co, sera parfait discontinu, c’est-a-dire conforme au
type que Cantor a récemment défini. I1 n’y aura pas stabilité (sauf pour
les trajectoires coupant Cg sur J).

Le cas de 'instabilité est-il compatible avec ’hypothése faite par
Poincaré sur A (2, 0), supposé par lui holomorphe ?

Telle est la question que nul n’avait pu résoudre, ni affirmativement
en constituant un exemple du cas singulier, ni négativement en mon-
trant 'impossibilité de celui-ci.

Pour micux analyser la question, j’ai rejeté toute hypothése d’holo-
morphie sur A (o, 6). Je supposc d’abord simnplement la continuité de
A (o, 8), hypoth¢se entrainant la continuité de la fonction croissante 6§, ()
supposée unique. Je constate la possibilité d’obtenir le cas singulier et
méme de se donner indifféremment I’enserble limite J.

Je supposc alors 6, doué en 6 d’une dérivée premiére continue
. T 7. ¢ . T
(condition réalisée si — est continu en ¢ et 8). Je peux encore réaliser
30
un exemple du cas singulier, mais avec beaucoup moins de latitude que
daus le premier cas.
2 52

. . d2, . A .
Je veux enfin construire un exemple ol Iz (et méme —80-2) existe

et est continu. Je n’aboutis pas et, en cherchant les raisons de mon échec,

. , . , ., db, . .o i .
je démontre que st la dérivée —= est @ variation totale bornée (cas moins

dé

- . . dz6 . g
restrictif que 'hypothese de Pexistence de -d—ezl) le cas d’instabilité est

impossible.
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Mon raisonnement est trés simple. Il est fondé sur cette remarque
que le point y, (2n © «) du cercle trigonométrique est extrémement voisin
du point ¢, quand n est le dénominateur d’une réduite du dévcloppement
de « en {raction continue, en sorte que le systtme o, des points p_py,,
U_nt2s -+» U—1, po tournant en bloc de 2nme, éprouve, en négligecant le
multiple cntier de 2 =, une libration d’ensemble si peu sensible que,
¢’, étant la nouvelle position de =, les points de &, alternent géométri-
quement avec ceux de ¢,. J'en tire, i, étant le n® conséquent d’un inter-
valle i contigu a J, et i_, le n® antécédent de i, 'inégalité 1,1_, > 1% eV,
V étant la variation totale de log éd%‘- Or, 1 restant fixe, 1, et 1_, tendent
vers o. D’ou I'impossibilité annoncée.

Ce résultat, publié aux Comptes Rendus le 7 mars 1932, et qui
dissipait dans un scns favorable une énigme vicille de pres d’un demi-
siecle, fut d’autant plus remarqué que les travaux récents de Birkhoff
sur les systémes « crgodics » (présentant la stabilité a la Poisson), sur
les « moyens mouvements », sont suivis avec une attention croissante et
passionnée par beaucoup de mathématiciens de haute valeur dans nombre
de pays. En particulier, I'Ecole d’larvard a trés chalcurcusement salué
ce succes. Voici ce qu’éerivait le 3 juillet 1932, 'éminent disciple de
M. Birkhofl, M. Aurel Wintner : « L’exactitude de cette hypothése qui
est d’'une grande importance pour la dynamique de Birkholl, a été prou-
vée par Denjoy dans sa Note fondamentale mentionnée ci-dessus» (1).

(1) « The correctness of this conjecture which is of great importance for the dynamics of Birkhoff
hjas been proved by Denjoy in his fundamental note mentioned above. » (Remarks on the recurrent beha-
vior of the characleristics on a torus. AMERICAN JOURNAL OF Maru., vol. LIV, ne 3, July, 1932).
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ACTUALITE DE A. DENJoY (¥

Par H. Rosenberg et H. Cartan (Paris XI)

Pour rendre justice aux travaux de DENJOY, je me permets
de parler du développement des Mathématiques qui en ont résulté

et pas seulement de ma contribution.

Je limite mes remarques d un mémoire de DENJOY sur les
équations différentielles [4J . Ceci représente une petite
partie de ses travaux ; DENJOY a considér@ ce papier comme up
"

3 cCté'", c'est-a-dire, il ne faisait pas partie de ses intéréts

principaux.

Son papier est un des piliers de la théorie qualitative
des équations différentielles. Il l'avait é&crit pour répondre

a une question posée par POINCARE dans [ﬁ ]: si un champ de

(*) Cet article est extrait de "La Gazette des Mathématiciens" ,
février 1975, p.48-56, et contient les lettres que H.CARTAN et
H.ROSENBERG ont consacrées a A.DENJOY.
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PPN 2
de vecteurs défini sur le tore T  est holomorphe et sans

. . 2
orbite compacte, est—-ce que chaque orbite est dense dans T  ?

DENJOY a démontré que la réponse est affirmative, et méme
si le champ est seulement de dasse CZ. Il a construit un contre
exemple de classe Cl, mais il a ignoré que ceci avait déjia été
fait par P. BOHL en 1916 [2 ], (en fait, les spécialistes
contemporains semble ignorer ce travail de BOHL aussi). Pour
démontrer son théoréme, DENJOY a fait une &tude approfondie des
difféomorphismes du cercle S]. Les techniques analytiques
qu'il a introduites étaient reprises par A. SCHWARTZ [Kﬂ,

R. SACKSTEDER [9 ] ,V.I. ARNOLD [ 1], et M. HERMAN, le c3té
topologique par moi et R. ROUSSARIE &3], P. SCHWEITZER Ul] , et
W. THURSTON [13 . Je décris briévement ces développements.

A. SCHWARTZ, en 1963, a étendu le résultat de DENJOY aux
surfaces M de dimension deux. Il a démontré qu'un champ de
vecteurs X, de classe Cz, défini sur une surface Mz, n'a
pas d'ensemble minimal non trivial. Un ensemble minimal de X
est un ensemble fermé, non vide, invariant par X, et minimal
pour ces propriétés. Le théoreEme de SCHWARTZ dit qu'un ensemble
minimal pour X, de classe C2 sur Mz, est un zéro de X,
une orbite périodique, ou tout MZ, auquel cas M2 est le tore
T2 et X est topologiquement en flot linéaire. Sa démonstration
repose intimement sur la démonstration de DENJOY. DENJOY a
introduit les techniques qui permettent de comprendre les
ensembles invariants d'un difféomorphisme de Sl. SCHWARTZ a
repris la méme démonstration, mais pour un difféomorphisme de
Sl défini sur un ouvert de Sl, et pas tout Sl. On appelle
le théoréme de SCHWARTZ le théoréme de POINCARE-BENDIXON pour
les surfaces ; mais quiconque a lu les papiers de DENJOY et

SCHWARTZ sait que cette appellation est mauvaise.
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R. SACKSTEDER a repris les mémes techniques de DENJOY pour
étudier les ensembles minimaux d'un pseudogroupe qui opére
sur S] [9] . Ceci lui a permis d'étrendre le théoréme de SCHWARTZ
aux feuilletages de codimension un,de classe C2, sur les variétés
fermées M". Un corollaire de ce théoréme de SACKSTEDER est
qu'un feuilletage de codimension un, de classe C2, sur une
variété fermée M est topologiquement &guivalent & un
feuilletage défini par une I-forme W , si le feuilletage n'a
pas d'holonomie. Cette condition est vraie, par exemple, si les
feuilles sont simplement connexes. Ce théoréme de SACKSTEDER
était fondamental pour la théorie qualitative des feuilletages,
par exemple pour la classification des opérations localement

libres du groupe R" P osur M (3].

Une question fondamentale posée par l'article de DENJOY,
est de savoir si un difféomorphisme Ck de S] qui est topolo-
giquement conjugué 2 une rotation est différentiatlement conjugué
3 cette rotation. C'est V.I. ARNOLD qui a construit un
difféomorphisme analytique de Sl, qui est topologiquement une
rotation mais qui n'est pas Cl—conjugué a une rotation [U. Ce
travail d'ARNOLD est trés profond mais c'est toujours les idées
de DENJOY a la base.

M. HERMAN a poussé les résultats d'ARNOLD beaucoup plus
loin ; 11 a trés bien compris la structure de Diffk (S])= G(k),
le groupe des difféomorphismes de S], de classe Ck, qui
conservent 1'orientation. Pour f €G(k), il a défini un invariant
Hk(f)€ (0,o), et il a démontré que f est Ck conjugué a
une rotation si et seulement si Hk(f)-< @ . Voici quelques
théorémes importants de HERMAN. Soit P (f) 1le nombre de
rotation de F, R(& ) = la rotation de Sl par a , 0k =

Q
1l'orbite de R(a@) par l'action de G(k) par conjugaison
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= {gR(a) g‘]/g Gk |, et

P = [£€6k) /P (5) —al=rl@).

1. Si o est irrationnel et I1Sk<w,

01; est maigre dans Fl; pour la Ck-topologie.

2. Si o est un nombre entier de LIOUVILLE, alors ﬁg)—Oi;
est dense dans F® pour la Ca)—topologie.
04
3. Pour bgsk < o, 1il existe f €g(k), tel que f n'est

pas Ck ! conjugué 3 un élément de G(k+!). Ceci généralise
1'exemple de DENJOY d'un difféomorphisme de classe Cl qui

n'est pas conjugué 3 une rotation.

4. Soit F? = G(o) - int (p-1Q). C'est une propriété géné-
rique dans F;D pour la Cm—topologie, d'étre C”-conjugué

- . . 1 . _
a4 une rotation mais pas C -conjugué.
5. Pour 4< k< ®, et pour tout n =21, il existe

fl""fn €G(k), tels que fi 0 fj = fj o fi pour tout
i,j et (I,(fi),...,(fn)) sont indépendants sur Z, et

. ' k-1 . PN .
pour tout 1’fi n'est pas C conjugué 3 une rotation.

J'expliquerai 1'intéré@t de ce résultat plus loin.

Maintenant je parlerai du cOté qualitatif de DENJOY. La
fagon dont je vous ai annoncé le théoréme de DENJOY (il existe
une orbite périodique ou bien chaque orbite est dense) n'est
pas le théoréme de DENJOY qu'on appelle le théoréme de DENJOY

aujourd'hui. Il avait considéré les équations de la forme

%}Y{ = f(x,y) , f de méme signe sur le tore (c'est—a-dire f
périodique). Cela veut dire que le champ de vecteurs admet une
meridienne comme section. VAN KAMPEN en 1938 a montré que si

chaque orbite est dense,le champ est topologiquement linéaire
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(c'est facile), et puis C.L. SIEGEL en 1945 [1J, a démontré que
le raisonnement de DENJOY marchait aussi bien pour les systémes

sur le tore

f(x,y) dx = g(x,y) dy

oi f,g sont périodiques et sans zéros en commun. Ce théoréme
de SIEGEL est aussi trés facile. Donc, on dit aujourd'hui que le
théoréme de DENJOY est : soit X un champ de vecteurs sur T2
de classe C2 et sans zéro. Alors X a une orbite périodique
ou bien X est topologiquement linéaire. Une autre fagon : soit
F un feuilletage de Tz, de classe C2, dont toutes les feuilles
sont des droites Rl, alors & est topologiquement équivalent

au feuilletage linéaire donné par une I-forme W =adx + bdy,

oi a et b sont des nombres réels.

En 1967, j'ai démontré que T3, le tore de dimension trois,
est la seule variété fermée de dimension trois qui admet wun
feuilletage de classe Cz, dont toutes les feuilles sont des
plans R [7]. Ensuite , R. ROUSSARIE et moi avons démontré
que tout feuilletage de T3 de classe C2, par des plans Rz,
est topologiquement linéaire, c'est—d-dire, donné par une l-forme
w = adx + bdy + cdz,(a,b,c, des nombres réels) [8 ]. Notre
démonstration utilise le théoréme de DENJOY pour Tz. Ce serait
extrémement utile de savoir si ce théoréme est vrai en plus
grandes dimensions. Par exemple, si c'est vrai en dimension 4
et 5, alorg la conjecture de POINCARE est vraie en dimension
trois : toute variété fermée de dmension trois, qui est simple-

P < < 3
ment connexe, est homéomorphe a la sphére S°.

R. MOUSSU a étendu dans sa thése le théoréme de ROUSSARIE
et moi au feuilletages de T3, sans composantes de REEB Uﬂ .
Ensuite, W. THURSTON a étendu ce théoréme aux feuilletages de

2 o - 2 1
classe C~, sans composantes de REEB, sur les variétés M x S ,
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ot M2 est une variété orientable, fermée, de dimension deux
[Eﬂ . Le théoréme 5 de M. HERMAN, que j'ai cité&, montre qu'il

. k
existe des feuilletages de T3 par plans, de classe C ,k = 4,

. k-1 . - . P
quli ne sont pas C ~conjugués aux feuilletages lingaires.

En 1971, P. SCHWEITZER a construit un champ de vecteurs
sur la sphére S3, de classe Cl, sans orbites compactes,
donnant ainsi un contre-exemple 3@ la conjecture de SEIFERT
(voir mon séminaire BOURBAKI, juin 1973). L'outil de base dans
sa construction est le champ de vecteurs de DENJOY sur le tore
T2, de classe Cl, sans orbites compactes et non linéaires.

Le théoréme de DENJOY, qui dit qu'un tel champ de classe C2
n'existe pas, montre que la construction de SCHWEITZER ne peut
pas se faire de la méme fagon en classe CZ. C'est une question

. . 2 3
ouverte de savolr si un champ de classe C sur S admet une

orbite compacte.

J'espére que cette petite lettre vous montre 1'importance

d'un travail "de coté" de DENJOY.

Harold ROSENBERG
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Je viens de prenare connaissance de la trés intéressante
lettre de Harold ROSENBERG. Je crois qu'il n'est pas tout 3
fait exact de dire que DENJOY considérait comme un "a coté"
son mémoire de 1932 ol il étudie les solutions d'une &quation
différentielle sur le tore. En effet, dans la Notice qu'il a
écrite sur ses travaux, DENJOY le classe 1u quatriéme rang
de son oeuvre, par ordre d'importance décrcissante, c'est-a-
dire immédiatement aprés la totalisation, le calcul des coefficients

d'une série trigenemdtrique et le critére de quasi-analyticité.

Par ailleurs, il est intéressant de constater le jugement
qu'HADAMARD il y a vingt ans, portait sur 1'oeuvre de DENJOY :
lors de la cérémonie du jubilé scientifique d'Arnaud DENJOY,
le 15 juin 1955, Jacjues HADAMARD, alors dgé de 89 ans, pronongait
une trés bréve allocution dans laquelle il parlait uniquement
du mémoire sur les équations différentielles. Il disait notam-—
ment : "Je veux remplir un devoir scientifique en évoquant,
pour y associer votre oeuvre, 1l'auguste mémoire de POINCARE.....
La rechercne math&matique dans ce qu'elle a de plus élevé s'est
souvent consacrée aux grands problémes posés par celui qui fut
notre Maltre a tous. Mais parmi ceux qui s'y sont adonnés,
aucun depuis un demi-siécle n'occupe un rang plus &minent que

le savant que nous f&tons aujourd'hui, car il n'a pas craint
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de s'attaquer i 1'un des problémes que POINCARE avait eu néces-
sairement d& se poser, dont la solution manquait d 1'un des
plus beaux chapitres, qu'il avait vainement cherché 3

résoudre, que d'autres, et des plus grands, nous le savons,
avaient vainement cherchés apré&s lui'". Et HADAMARD cite alors

les rechreches de POINCARE sur les courbes définies par des
équations différentielles, et en particulier dans le cas oili

les courbes sont tracdes sur le tore ; POINCARE pensait que,
lorsqu'aucune trajectoire n'est compacte, on ne pouvait exclure

a priori 1'éventualité dans laquelle les points de rencontre
d'une trajectoire avec un cercle méridien ne seraient pas partout
denses sur ce cercle ; mais il n'avait pu trouver aucun exemple
d'une telle circonstance. A cela il y avait une bonne raison,

car une telle éventualité est exclue sous les hypothéses
d'analyticité faites par POINCARE ; DENJOY a en effet montré,
comme le dit ROSENBERG, que si les données sont de classe

C2 le cas anormal prévu par POINCARE ne peut se produire. En
revanche il peut avoir lieu si les données sont de classe Cl.
DENJOY montre méme que si les trajectoires sont seulement supposées
continues, alors 1l'ensemble des points de rencontre d'une trajec-
toire avec un cercle méridien peut avoir pour adhérence un ensem-

ble de Cantor arbitrairement donné sur ce cercle.

Henri CARTAN
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LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PERIODIQUES(*)
Arnaud Denjoy, Paris

I. Soit I’équation
dyldx=A(x, y)

la fonction A possédant en x et en y séparément la période 1. Le point
(x,y) peut se représenter, avec tous ses congruents (x+p,y+q) (p, ¢
entiers) par un méme point d’'un tore de révolution non rencontré par
son axe et ou, par exemple, x désignera la longitude, y la latitude, les
angles étant mesurés par les arcs de la circonférence de longueur 1.

On suppose la fonction A telle que, par tout point du tore il passe
une trajectoire et une seule intégrant I’équation. Siaucune de ces trajec-
toires n’est un cycle, il existe un nombre irrationnel « tel que, linté-
grale passant par le point (x4, ¥o) soit

y=f(%05¥05 %), avec yo=f(xq, Yo Xo); €t *

Y—Yo=0a (x—x0)+h (%0, 55 %)>
a fonction % €étant bornée.

Si Pon suppose que chaque trajectoire est partout dense sur le tore
(le cas exceptionnel envisagé par Poincaré se trouvant exclu), la fonc-
tion i (xg, ¥o> X) €st presque périodiqgue en x, comme M. Z. Opial I’a
signalé le premierl. On peut préciser ce résultat ainsi?:

Il existe une fonction % (#), qui est un module de continuité d’une
fonction des deux variables x et ¥, v (u) tendant vers zéro avec u positif,
de fagon que P,/Q,, étant la m*m¢ réduite du développement de « en
fraction continue, tout intervalle a <t <a+ Q,, contient une presque période
entiere p, donnant

lh‘:xo,yo,x+P)—h(xo:yo, x)l <1(1/Q,).

quels que soient x4, y,, x, dont ’entier p est indépendant.

* Comptes Rendus, 1960, t. 250, p. 3565.
3 ibid , 1960, t. 251, p. 175.

(*¥) Extrait des "Actes du Symposium International

R.J.Bofkovié 1961"
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II. Dans une suite de Notes parues aux Comptes Rendus de P’Aca-
démic des sciences de Paris et réunies en un fascicule sous le titre ,Les
¢quations différentielles périodiques®, j’ai étudié, particuliérement pour
Ie cas de r=3, paraissant d’ailleurs présenter toutes les circonstances
possibles du cas géndéral, le probléme suivant:

Soi X (% ...,%—1) et F(z, X) deux vecteurs a2 r—1 composantes.
On suppose F doué de la période 1 en chacune des r variables z, x; .
On considére le systeme de r— 1 équations différentielles

2 dX|dz=F(z, X).

On admet que par tout point M, (2,, X,) il passe une intégrale et une
seule X=f(M,, 2), avec Xo=F(M,, z,).

Le point M (z, X) est figuré sur le tore S* a4 r dimensions dans
Pespace U™ & r+ 1 dimensions. C"—1(z,) désignera le tore a r—1 di-
mensions, section de S” par le plan z=2,. Pour r=3, C2(2,) est un
tore 4 2 dimensions. Nous notons alors X comme X (x,y)..., x dési-
gnant la longitude et y la latitude sur les tores C?(z,).

La question de ergodicité est celle-ci: Le vecteur (X — X,)/(z - 2,)
tend-il vers une limite (9, 1) pour z—z,+ o ou —oo, et cette limite
est-elle indépendante de My, cemme dans le cas de r=2?

Il n’en est rien. Car, déja pour r=3, il peut y avoir parmi les
trajectoires une infinité de cycles, de périodes respectives p, g, n en
x,¥, 2, les directions (p/n, g/n, 1) distinctes étant en infinité.

Mais, en l'absence de cycles, il est possible (comme dans le cas
de r=2 dailleurs) que l=s circonstances soient toutes différentes, et que
peut-étre l'ergodicité, aussi compléte que ci-dessus, est-clle la régle.

Posons X, =f(M,, z4+n) (n entier), M, =(2,, X,).

Désignons par T, (M,), T-(M,) les partics de la trajectoire T (M,)
passant par M, et correspondant respectivement 4 2> 2, €t a 2< 2,3 par
Q. (My), Q(M,) les ensembles de points M, oi T, (M,,) T-(M,), coupent
Cr1(zy), par Vi(M,), VI(M,) les cnscmbles d’accumulation des arcs
M, M, de T,(M,), de T_(M,) respectivement, par J5 * (M), J= " (M)
ceux de Q,(M,), Q_(M,); Les V' sont des continus, les J™! leurs
sections par le tore C™! (z,).

Si M,  est sur V(M) ou sur V_(M,), T(M,") esten totalité sur
ce méme continu.

Nous disons qu’un continu K de S* est un écheveau de trajectoires
pour I’équation (2) si, quelque soit M, sur K, les deux demi-trajectoires
T (M) et T-(M,") sont situées et partout denses sur K.

Quelque soit My, st Péquation (2) w’admct pas de trajecroive cyclique,
tour continu V,(M,) et VI(M,) renferme un écheveau.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Pour K'= V3 (M,) il existe sur
K deux points My, I tels que I! soit A distance positive 2d; de L (MY
ou de VI (M?Y). Pour tous les couples possibles (!, M), cette distance
posséde un maximum r,. Nous supposons 2d,>7;/2. K*= Vi(M') ou
VL(MY) n’est pas un écheveau. On répéte le raisonnement sans arrét.
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Les Kn décroissent ils ont en commun un continu K. Les sphéres
ouvertes ¢"t1(I*, d,) de centre I" et de rayon d, dans Ur*! sont disjointes.
Donc d,, et aussi r, tendant vers zéro. K est un écheveau.

K est coupé par C!(z,) suivant un ensemble parfait Pr-1(z,).

Diverses questions se posent que je n’ai pas élucidées. Notons,
comme je I’ai signalé, que deux écheveaux sont a distance positive I'un
de l'autre ou identiques. Si S™ n’est pas un écheveau, tout écheveau est
non dense sur S%®. Les P! sont non denses sur leurs C™.

1° z, et X, étant quelconques, le passage de M, a M, opérére une
transformation topologique de 8" ct de chaque C™! (z,) en eux mémes.
Cette transformation et toutes ses itérées sont privées de point double.
Tout écheveau O, toute section P! (z,) sont invariants par la substitu-
tion M, (M,). La topologie des P! doit étre particuliere.

Est-il possible qu’il existe deux écheveaux distincts? Chacun serait
dans une région invariante de l'autre, ou dans la réunion de p régions
se transformant cycliquement. Cela est-il possible ?

2° Un Vi (M), un VL (M,) ne sont-ils pas des écheveaux? S’il
n’en est pas ainsi, dans l'un d’eux K, il existe deux points M, ct I tels
que I soit a distance positive 2d de T (M,"). Si une suite an remplit
ces conditions: (a) My, » tend vers M," quand p croit, (b) an est tel
que si n,<n<n,’, M, est éloigné de M, plus que A/Inp et de I de plus
de d; (c) My, est dans ¢! ([, d), il S’en suit que k,=n,"—n, est infini
avec p.

Si Phypothése faite sur K est impossible, M," étant a distance
nulle de T3 (1), I est a distance nulle de 7-(M,"); K est un écheveau.

30 VL (M,), VL (M,) sont indépendants de M, et par suite coin-
cident puisqu’il en est ainsi quand M, est sur un écheveau? Ce dernier

V™ est unique. Le rapport (X—X,)/(2—2,) tend vers un vecteur (vT'l),
indépendamment de M,.

4° Soit Xr un tore omnicirculaire, comme S', & r dimensions
dans Ut Le point p(z, Y) de T, ol Y est le vecteur (3y,...5¥—1)
correspondra & M (z, X) (la coordonnée =z est la méme), de fagon que:
# est fonction univoque et continue de M ; 4 deux points distincts p, @’
de X* correspondent sur ST respectivement des points ou enscmbles
(fermés) disjoints. Enfin, si g, (20, X,) correspond a M, (2o, x,), la tra-
iectoiri T(M,) sur S" aura pour homologue sur X7, la quasi hélice
#o+(v51) (2—2).

L’écheveau de ST aurait pour homologue la totalité de Z7-Il y aurait
lieu de trouver une condition suffisante pour que 1’écheveau coincidat avec
la totalité de Sr.

Ainsi serait-il constaté qu’en l'absence d’intégrale cyclique, les
circonstances rcmarquables découvertes par Poincaré dans le cas élémen-
taire dec I'équation (1) se retrouvent, avec les adaptations naturclles, dans
le cas le plus général de 'équation (2).

81



TREIZE NOTES AUX COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE DES SCIENCES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Le phénoméne ergodique

et les trajectoires sur le tore. Note (*) de M. Arxaup Pexsoy.

Conditions élémentaires de réalisation du phénoméne ergodique dans les intégrales
des ¢quations du premier ordre. Cas de I'équation périodique par rapport a la
fonction et a la variable. Ktude de I'écart entre 'intégrale et la fonction linéaire équi-
valente comme finiment grand.

1. Le phénoméne ergodique se manifeste dans les intégrales ou trajectoires
de I’équation

db
(1) Zq—) = A(q), 0)
sous des conditions d’autant plus intéressantes pour la Mécanique analytique
qu’elles sont plus générales el avec des conséquences mieux établies.

1° Nous supposons la fonction A(3, 0) définie et continue dans tout le plan I’

des (9, 0); en outre, telle que par tout point (p,, 0,) de P il passe une trajectoire
et une seule T' (@,, 0,) d’équation

(2) 0:“,/(%, 00’ ‘?)v

¢ variant de — » 4 + . Cette hypothése sera vérifice si A(p, 6) satisfait dans
tout champ fini a la condition de Lipschitz. Mais on pourrait concevoir que
celle-ci fut seulement justifiée autour des points étrangers a un cnsemble fermé
non densc de trajectoires, dont aucune ne bifurquerait pour des raisons
spéciales (AM, 1I, p. goo) (*).

Par hypothése : 0= f(2,, 8o, 00). S1 0, = (9o, 0o, 9,), I'intégrale (2) est
identique a 0 = f(¢,, 0;, ©); ainsi 0= f(2, 9, 9,).

2° Nous supposons que, ¢, et 0, étant quelconques, |0 — 0, est borné avec
| 9—9,|; donc | 0—06,]| L1 (s) fini, si|@ — 94| 5. Pour |¢ — @, | =S5, soient u(s)
et ¢(s) le minimum et le maximum de 6 — 0,, puis w(s) = ¢(s) — u (s) l'oscilla-
tion de 0 —0,.

n étant un entier quelconque, posons o,=0¢,+ns, 0,=f(9,, 0y, ¢.);
8= _f(@m, Om, 2.), quel que soit m, particuliérement pour m =n 1. Donc

(3) ."_(_s)_é.___._e"_ e°é‘L“).
s Pn— Pn s

Sip=0,+0,aveco o< s:|0—0,1Zp(s).
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Donc, (8 — 0,)/(¢ — 9,) a ses limites d'indétermination pour |@ — ¢, |infini,
situées sur le segment [u(s)/s, ¢(s)/s], quel que soit s. Dés lors :

S'il existe une suite de nombres s pour lesquels w(s)|s tend vers széro,
(0 —0,)/(9 — 9,) tend vers unc limite a quand |¢ — 9, | croit indéfiniment. Et,
quel que soit s : u(s)s Za Ze(s)s.

En outre, les bornes u(s), ¢(s) pouvant, pour s donné quelconque, étre
indéfiniment approchées, u(s)/s et ¢(s)[s tendent vers a et w(s)/s tend vers zéro,
quelle que soit la facon dont s croit indéfiniment.

2. Passons au cas de A(9p, 0) doublemnent périodique, les hypothéses sur I'uni-
cité de l'intégrale passant par un point quelconque (9,, 0,) et sur la continuité
de A étant conservées. A est borné, |A(e, 0)| <K, indépendamment de ¢ et
de 0. On reprendrait les notations de mes ¢tudes antéricures (AM, 11, p. 771-
823 et NA, p. 575-585 avec Observations, p. 68-69), en faisant les deux
périodes égales & 2%. Pour alléger les notations nous les réduirons a I'unité.
A(@+p, 04-9)=A(9, 0), quels que soient ¢, 0 ct les entiers p, ¢. La théorie
générale s’applique, les entiers positifs formant la suite des valeursdes(AM, II,
p- 887). Nous conservons la représentation distincte des points (¢ + p, 0+ ¢q),
pour un méme couple (¢, 0) dans le plan P, pour observer la variation de la
fonction 0 — ag, 0 = f(9,, 0,, ¢) étant unc intégrale (2) quelconque.

Mais nous figurons en méme temps tous les points congruents (9+ p, 0 +4¢q)
par un point unique M du tore circulaire S ou ¢ désigne la longitude, 0 la
latitude, les angles étant mesurés par des arcs de la circonférence de lon-
gueur (et non pas de rayon) égale a 1. Les trajectoires T (9,4 p, 0o+ ¢q)
d’équation 0= f(9,+p, 0,-+¢q, 9) sont identiques sur S. Sur P les
images T'(po~+ p, 0o+ g) se déduisent de T' (9., 0,) par la translation (9, ¢ + p),
(0, 0+ g). Elles ne peuvent pas avoir de point commun sans coincider. Mais
alors « == ¢/p est rationnel. Ce cas n’offre aucunc difficulté. Nous I'écartons et

supposons & trrationnel. Les T'(9,+ p, 0, q) sont toutes distinctes. Rappelons
des résultats connus :

1° ¢, étant fixe et 0, variable, ¥,(¢,) et &,(9,) désignant des minimums
atteints :

(4) - Y’P((I“")éf((?o’ OOa (Po-’r-li)—oo—pqé&’p(g,),
avec

0.ZLY, (%),  0£0,(%),  Tp(90) +0,(90) <.

On en déduit en particulier I'existence d’au moins un nombre 0, tel
que f(¢o, 0o, 9o4-p) —0y=pa, (d’0t résulte la présence de cycles si a est
rationnel). Evidemment y/,(,) et ¢,(2,) ont la période 1 en g,. D’autre part,

(%) WACTIY ?)-—00—-‘a(c.9——%)|<}(-,.|'
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Appelons lélice du tore' S une courbe d’¢quation ) —0,=3(9 — 2,), § indé-
pendant de 5 ¢lant Uinelinaison de I'hélice : Toute trajectoire T sur S est une
heélice d’inclinaison #, a un écart prés boirné en latitude.

2° Indépendamment de 3, et de 0y, f(%,, 04, @4+ p) — 0, et «p sont compris
entre les mémes entiers consceutifs £, et k1.

Soit C(g,) le méridien de S de longitude o, et D(¢,) la droite ¢ == ¢, de I>. Si J(g,)
est, sur (G(g,), U'ensemble d'accumulation des points (o, 0,) pour 0,:= f(w4, Do g0 4- 1)
(nzEw), J(y,) est soit identiqne a C(g,), soit, dans le cas singulier de Poincard,
parfait totalement discontinu. Dans le premier cas, les images T' (g, -t- p, 0,-1- ¢) dans P
d'une méme trajectoire T de S, forment un ensemble partout dense dans I'. Car clles
coupent tout segment 0, Z0.20,41 de D(9) en un ensemble partout dense. Dans le
second cas, la réunion J des J(o,) est non dense sur S, et son image totale I’ est non dense
dans P. J ¢st formé de trajectoires dont chacune est partout dense sur J. Si M, (g, 0,) est
sur J, Vensemble des 17 (o, + p, 0y+ 4) est partout dense sur &', Si M, sur S est dans le
complémentaire 1:=8 -- 3 de J, chaque trajectoive 17 (9, 4- p, Hy + ¢) est isolée des autres.

3. Considérons un sccond tore X dont nous allons meltre en correspondance
les points u. avece les points M de S, en vertu des conditions suivantes :

1° 1 est function continue de M. In outre les deux points restent constam-
ment dans les méridiens de méme longitude. La longitude sur X sera donc
notce ¢; I'(¢) correspondra & C(¢); ¢ sera la latitude. Enlin, M et u. partent
simultanément du point (0,0), sur S et sur X respectivement.

Nous représentons également X sur le plan IT des g, ¢. La correspondance
(M, 1) se précisera en celle des points de P et de 15 ¢ est fonction (g, 0)
de 0 ct 0 est fonction g(3, t) de ¢, pour chaque valeur de 2.

Si (g, 0) dans I’ et (9, ¢) dans 1I sont homologues, il en sera de méme des
points (¢ — p, 0+ q) et (¢ — p, t+ q). Celte condition, remplie d’elle-méme
si J =38, est nouvelle si J:#S.

2° La trajectoire T'(0, 0) de S et Uhélice (o, 0), soit t=ww, de X sont
homologues.

H (o, 0) est partout dense sur X.

L’homologue sur X d’une trajectoire T(3,, 0,) de S, si clle ne se confond pas
avec I (o, o) clle-méme, ne peut pas couper celle-ci. Ce sera donc une hélice
H(gy, 8,). St w = f(2,, 0, 0), U(3,, 0,) est aussi II(o, w). Si (o, w) sur P
et (o, =) sur 1l sont homologues [t =1[(0, ©) et v =_g(o, )], H(g, 0) est
t=r+ ag, pour 0 = (0, w, v), ou w = f(9, 0, o).

Sur M les images 11 (p, ¢) de (o, o) sont les droites ¢t — ¢ =« (¢ + p). Leur ensemble
est aussi partout dense dans IL 1l en sera de méme de Pensemble des images W (94-- p, 0, ¢)
de toute trajectoire 'I' (g, 0y) de S.

L’ordre mutuel des points de rencontre successifs, d’une part de T (o, o)
avec un méridien quelconque C(¢,) et d’autre part de 1I(o, o) avec I'(2,)
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sont les mémes (Poincaré). Dés lors ¢ = (a,, 8) est déterminé par la conti-
nuit¢ de men M.

SioJ == 35, la trajectoire T(o, o) est clle aussi partout dense sur S; g(o, )
est donce dclcrmnm et continu en . Si J =S, et si M,(o,, 0,) est dans 1,
done sur nn arve 7,(3,) contigu a J(g,), T{2,, 0,) est non dense sur 3. A la
totalite de Pare-segment 7,(9,) il correspord sur I'(9,) un point unique
7300 %0y 74(20) ] Les points ,(9,) forment sur I'(g,) un ensemble partout
dense 7,(2,)

3. zoétantdéterming, 0, variable et 0;= f(2, 9, 2+ 1) = f (¢, b1, 2o+1),
posons 0, —8,==k(o,, 0); k(9o, 0o) est continu et de période 1 en 043
f, et §, croissent solidairement d’une unité; £(o,, 0,) a donc sa variation totale
inférieure & 2, sur tout intervalle égal a 1. Remplacons 4, par g (9, ¢). Dés
lors 0, — 0,==j (9, t,); j ayant en ¢, la période 1 est, comme g, indéterminé et
discontinu en ¢, sur 'ensemble 1/(9,) de la droile A(9,) (¢ = 7,) correspondant

n=1
4 l'ensemble 7(¢,) de T'(2,); n élant entier positif, 0,,—00—_:2]'(%, 1),
0

si0:=g(3,, 4); z,-# ty~+ «i. La derniére somme vaut donc (NA, TI, p. 58%)
nf J(0,, t)dt+22(*<1). Onen conclutf J(Fo, ) dt =10 Lit, si

0, = 0o=pky (90, 00) == Psp(%0, L),
1
encoref J(@0, ) dt = a, quels quc soient ¢, et p.
0

Posons 0,—0,—pa=v (o,, t,); v" désignant v si v>-.0 et o si v< 0
» o—p Qo> Lo)s 8 = 3
v étantvsivZoetosiv >o0:

1 1 1
(6) f‘“'((?“’ z)m:ﬂ_f v"(qo,()fll:<;l;>f [0, 0g— pa|de.
] 0 - 0

Si w=f(9,, 0, 0), dou résulte 0=/(0, w, 9,), el si w=g(o, 7),
t=1(py, 0) =74 ap,. Dans les intégrales on peut remplacer ¢ par 7+ 29,
et dt par d= Tirons les conséquences de ces faits.

a. Supposons que, pour le couple associé particulier Sy, Py Uun des deux
Al
et [ m A . y R PR
nombres ¥, (9,), ©,(9,) sott nul. Il ’ensuit (11:(&] |0,— 0y~ pz|dz==0. Donc
(U

en tout point de continvité de 9, en <, 0,— 0, = pa. Meme dans le cas ot J est
non densc sur S, on peut remplic la condition de continuilé avee tout point
(90, 0,) de scconde espeéce de J(%4). Tous les points (o,, 0,) sont alors eux
aussi de seconde espéce sur J(z,). Aussi, en donnant a 0, la valeur 0,.,, voit-on
que 0, .4y,—0,,== p/ en sorte que 0,,,:= 0, -} mpz, quel que soit m entier.
Y.es points M,,,(2q, 0,-1-mp=) sont partout denses sur C(g,). Soit n non
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multiple de p. Sar C(3,) le point M,(2,, 0,) est placé par rapport a tous
les M,,, comme Uest sur I'(0) le point (o, nxz) par rapport a ’ensemble des
(0, mpz), pour toutes les valeurs de mp (Poincaré). Nécessairement 0,== 0,4 nz
quel que soit n (et 0,). videmment o == S.

Ainsi, du seul fait que 'un des minimums v),(2,), ,(%,) est nul pour une
raleur particuliere de p, il s’ensuit ¥, (2,) =14,(2,) = 0, pour tout entier 4.

On réalise ainsi ce cas, sans que, pour aucun nombre %, 2 9, + ¢,
i Lt .
f((Pov 00a Yot l)"” 00--— a

indépendamment de 0,. Nous prenons 9,== o et nous définissons le systéme des trajectoires
par Pensemble de leurs paveours dans le champ (o <8, 71), et (o Zo.-Z1). Soit d’abord
0722 07(9, 8,) = By -4 asin (7)) p; et 8,22 0(0, 0,)==0,, 8, =0(1, 9,)== 8, 4 «, quel que
soit 0),. Chacune des courbes 07(+, 0,) est orthogonale en ses deux extrémités au méridien
C(0):=C(1) en sorte que chacun des ares de trajectoire entre 9 == 0 et 9==1 trouve en scs
deux extrémilés a se raccorder, avec continuité de la tangente a 'arc partant de cette méme
extrémilé ou y aboutissant (comparez avee AM, 1, p. 897-900); d0'/dy = (r/2)a|sinTo|,
indépendamment de 0, est 'équation (1) correspondante. Mais,

9'(?’ 8,)— 9'(<?, Tio) == By — i

-

quel que soit o, d’abord sur 0.-Z9 < 1, puis pour 9 quelconque. La condition

9'((? -+, 9(,) .- 9'(({), 9‘,) el 4
est vérifice par 0" quel que soit 9. Pour troubler cette constance, si
Uo== a sin?(m/a)e, = 0'(9, o) et £> o,

nous adoptons 8 =:0(q, 8,) == 8'(9, 0y) - cx sin*m (9" — w,) sin*wo. Dés que e<< 12, 8 croit
avee A, sur tout méridien C(%). Etil est faux que, sur le méridien Ci(9), si ¢ 7 n entier,
S(@, 0y, @ —-1) - By== o indépendamment de 9,.

Ce premier cas est trés accidentel. Si par un point quelconque My(9,, 9,)
du meéridien C(3,) présentant cette particularité nous faisons passer I'hélice
K(,, 0,) d'inclinaison «, soit § — 0, =a(9 — 9,), et si deux points M et B
de S décrivent, le premier la trajectoire T'(M,), le second I'hélice K de facon a
se trouver loujours sur le m¢me méridien tournant C(@)de S, les deux mobiles
se rencontrent a chaque tour sur C(o,).

ILes circonstances suivantes sont générales.

4b. Soit k,Ventier défini par k, < an< k,~+1.510,= f(3,, s, $4+-n), outre
la relation —v/(9,)=<0,—0,—nx-c (2,), indépendante de 0, mais non
pas de o,, les inc¢galités #,<0,—0y—na<k,~+1 sont vérifiées indépen-
damment a la fois de 0, et de 2,.

Soit P, /Q,. une réduite du développement de o en fraction continue normale.
Qna=",+2,/Q,.1, avec &, <1 et (—1)"¢, > 0. Prenons n=Q,. Alors,
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k,==DP,, si m est pair, k,= P,,—1 pour m impair. Dans le premier cas
1
- < [0y Doy90-410) — Dg—na == v, (@, o) < 1.

Dans le second cas
— 1< v (o, llo) <1/n.

Convenons de dire qu'une fonction s () possede la pscudo-semi périodicité
inférieure (ou supérieure) s'il existe une suile de nombres associc¢s positifs 2,
¢, le premier croissant indéfiniment, le second tendant vers zéro, tels
que s(t+An) — s(¢) > — 2, (ou < z,), indépendamment de ¢.

Avec w = f(9,, 0y, 0), 0,=/f(0, w, 9,), soit

h(3, 0) = f (%0, 0o, ¥) — a9 = f(0, »; ¢) — a9

Donc, ko, w) =w et |h(9, w)| < K41 indépendamment de 3 ct de w. Avec
les suites A= Q,, €,=1[ku., la fonction (g, ©) posséde cn 9 les deux
pscudo-semi-périodicités, inférieure pour m pair, supérieure pour /s impair.

Si la famille de fonctions de ¢, savoir s(¢, 1), ou le paramétre « décrit un
intervalle (u,, u,), vérilie, indépendamment de ¢ la condition

uy
[ st Ry ) = st 0) | du <

Uy

-~

1/1,, et g, positifs tendant vers o avec 1/m, nous dirons que la famuille s{t, )
est par rapport a ¢ pseudo-périoatque en mesure (cuclidienne de «) sur I'inter-

valle w, < u < uy.

Pour n=Q,, et d’aprés w == g(0, 7), 0 = (2., t) (¢t =7+ 20,)
1 .}
f [h( -1, 0) — Ry, w) [rl?:tj | f(oy 0, 5-1-n) - f(o,m, %) --nzld:
0 0
! 2%
::f 1S90 0y 9-4-m) — 0 --an)dt < m
']

la famille (9, ®) posséde en o la pscudo-périodicité en mesure (cuclidienne
de 7 et non pas de w; ou de ¢, mais non pas de 0).

Si Pon pouvait démontrer que, dans le cas d’une variation totale finic V de
log d0,/d0,, ou grice a une hypothése plus restrictive, @ est non seulement

absolument continu en =, donc w :f (dw[d=) d=, mais encore (dw/d=<)? est
0

sommable, des conséquences trés importantes en résulteraient. En eflet, les
correspondances (w, ), entre C(0) et I'(0), (0, ¢) entre C(o) et I'(¢), sont
fixées, pour toute variation de —» a 4 des nombres w, 7, 0, ¢, par leur
détermination dans les champs associés o.<Z¢.<l1, 0.Zw.<1, 027211,

f(0,0,9)Z0f(0,0,0)+1etag.Zt.Za(o—+1). Car si’'un des nombres
w, 7, 0, ¢, qui croissent tous ensemble, s’augmente de 1, il en est de méme
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des trois autres; ©—=, 0—w, 0 —¢ ont la période 1. D’autre part
log 90/oe _—_f?z)A(cp, 0)/09 dz, ou 0 est remplacé par f(o, w, ¢) (AM, p. go7-go8),
la dérivée ()of\/()() ¢lant supposcée continue. Et =<+ ag. Par hypothése
G? =f‘((lm/d:)2(l—. est fini. Donc si p est le maximum de [0A/00], il s’ensuit
d0/de 0< u-dwjd=. Soit n = Q,,, par exemple m impair, et

E(0)=v)i(o, 0)=[[(0,», ¢=4-n)—f(0,w, 0 —na|r=[0,— 0g— nal+.

Nous avons trouvé : 1) = j E0)dt < 1 jn. Soit 1Y = f E(0)d) = f OG0

1 W1
D’apres  Pinégalité de  Schwarz, D2 <f ((10/(1()‘-’(lt/ g2 (0)de. D’apres
0 L

0.2 E(0)<1, donc £(0)<%(0), en trouve D'<psy/D< psfyfa. Or
Hogd0,]d0,| <V, (NA, 1, p. 585).

On en conclut P'impossibilité que 5, (¢) surpasse £ si h*>> ns(e’ —1)[/n.

Dés lors, lu différence h(, wo)=f(%4, 0o, 9) — 29 = f(0, 0y, @) — 2, excés
de Uintégrale générale sur a3, est uniformément pseudo-périodique en 9, en ce sens
que, pourlasuite 2, =Q,, £, ~ 2, ", Viné¢galité | (g7, 0o)— (e, w,)|<¢.,
est vérilice indépendamnient de o et de w,.

(*) Séance du 6 octobre 1¢38.
(Y AM désigne ici les deux volumes Articles et Mémoires et NA : Un demi-siécle de
Notes avx Académies, recueils reproduisant mes travaux dispersés.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 257, p. 1072-1078, séance du 13 octobre 1938.)
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Les systémes d'équations différentielles
périodiques. Note (*) de M. Arvaup Dexsoy.

Aprés un brel complément ajouté a la Note précédente sur le méme sujet (r = 2),
lauteur aborde I'étude du systéme de 7 -—1 équations a coefficients périodiques par
rapport aux r —1 fonctions inconnues et a la variable indépendante. Généralités.
Premier examen du cas r—3.

I. J’ajoute ces quelques lignes en conclusion 4 ma derniére Note (*). Il faut
traduire en conditions suffisantes remplies par d0,/d0,, puis par la fonction

@
A(o, ), daprés logdd/dd,= f [0A(o,0)/d0]do ou 0= f(o,, 00, ©), les
Fo

hypothéses relatives a w (<) pour » =o, et solidairement a d0/dt (pour @,
quelconque) a savoir : d’abord 'absolue continuité de w (<) (transitivit¢ forte
de G. Birkhofl), puis I'existence pour w(<) d’une dérivée a carré sommable,
ou méme de nombres de dérivés bornés. La continuité (exclusion du cas
singulier de Poincaré) est assurée si V, variation totale de logd0, /d0, sur un
intervalle @< 0,<a-1 est finie. Il suffit pour cela que V(9), variation
totale de 0A(g,0)/00 en 0 sur le méme intervalle soit sommable, d’aprés

a+1
Véf V(2)dg. Enfin, probléme capital, il faudrait déduire de A(g, 0),
sans intégrer ’équation, la valeur du coeflicient de rotation o.

II. Le systéme de r—1 équations dillérentielles périodiques du premier
ordre pour r>>2 pose des problémes difficiles. Je ne prétendrai nullement
a les résoudre. J'énoncerai certaines d’entre eux, apres avoir montré la com-
plexité des cas possibles. Celle-ci ne doit pas cependant décourager 'elfort des
chercheurs. Car le sujet intéresse trop profondément la Mécanique analytique
pour étre négligé.

Soit I (g, 0y, ..., 0,_,) un vecteur a r — 1 composantes, continu en les (9, 0,,),
admettant en chacune dec ces r variables la période 1. Soient M et 0 les
groupcments respectifs de nombres (o, 0,,) et (0,,). On donne lesystéme de r — 1
équations :

0 S

=FM)=F (9, 01).

On suppose que par tout point M, (o,, 0,7') il passe une trajectoire T (M]) et
une seule, M"== /(Mj, ¢), avec M, = f (M}, o,). Deux trajectoires ne pcuvent
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aveir un point commun sans se confondre 'une avec I'autre sur tout leur
parcours.

Decux représentations géométriques du systéme M” sont a envisager.

D’une part, I prenant la méme valeur pour tous les systéemes (9 + ¢, 0, + 7..),
ou les qs (., sont des entiers quelconques, ces systémes auront unc représen-
tation unique par un point M” d’un tore S" omnicirculaire & » dimensions
dans espace carlésien U+* a r + 1 dimensions.

¢ sera ia longitude principale, 0,, ..., 0,_, les longitudes secondaives, 0, la latitude. Les
angles sont mesurdés par des arcs de la circonférence de longueur 1.

Cetle figuration répond ala réalité physique. Cartousles systémes conguents
entre eux par les périodes définissent un méme élément concret.

C’est une curiosité, dépourvue ici de tont intérédt, que de chercher I'expression analytique
du point M” déerivant 87, Le lecteur examinera si la formule suivante est exacte.

Soit ju (m=1,2, ..., r+1) le vecteur unitaire porté par 'axe O0,, (avec 0,—=¢). Le
m=r-1

. Rl o . .
vecteur OM” étant At ettt o> b+ b s+ ...+, avec [,—= A} = o, on passe
L J 1=o0onp
m=1

de OM¢~' a OM! simplement en remplacant Ay, par (4+ Af) (Jycos 210+ Jiyy sin 270,).

Le probléme essentiel étant celui de la stabilité des trajectoires, 1'étude
fondamentale est celle de P'ensemble d’accumulation de chaque trajec-
toire T(M}). On entend par cet ensemble celui des points du tore S” dans tout
voisinage desquels T(M;) passe pour une suite infinie de valeurs de g,
chacune surpassant la précédente d’au moins 1 — e (e indépendant
et 0<z<1) [Un cycle coincide avec son ensemble d’accumulation]. On
raméne la question a celle de l'ensemble d’accumulation des points de
rencontre de T(M;) avec un tore-méridicn C—*(g,) de dimension r—1,
section de S” par ¢ =19,. Pour 9 =19,+4 n. T(M}) revient en un point M,
sur C=' (o) = C*(0,+ n).

Tout point P de C7-1(9,) est aussi bien un point M/, qu’un point Mj. Car si, P étant
d’abord pris pour My, on fait ensuite commencer la trajectoire T(P) au point P_g,
P devient un M.

La correspondance Mj, M, est une transformation topologique (biuniforme
et continuc) de C"=*(9,) en lui-méme; et de S” en lui-méme, quand o, varie.
La trajectoire T(M?7) est dite stable si chacun de ses points (il suffit d’un seul)
en est point d’accumulation, ou si 'ensemble M, est dense en lui-méme
sur C*(g,).

D’autre part, on représentera le systéme (9, 0,,) par le point N” ayant ces r
nombres pour coordonnées dans I'espace cartésien U” a r dimensions. Un
point M de 8 peut étre figuré par I'un quelconque des points (¢ + ¢, 0,4 ¢,.)
en infinit¢. Mais si les coordonnées de M, ont été choisies entre toutes les
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possibles, le point initial N; est déterminé, et la trajectoire T (M) décrite
contintiment par M’ sur S est figuréc dans U" par une ligne unique et
déterminée ¢(N}), décrite continiment par un point N homologue caractérisé
de M’. Changer les coordonnées attribuces a Mj reviendra a substituer a t(N7)
ses translations par (o4 ¢, 0,0+ ¢m). Ces diverses courbes couperont les
plans s =o0,, ¢ =0,-+n en tous les représentatifs dans U" des points M;
ou T(M;) coupe C*(¢,).

La représentation dans U est avantageuse si l'on s’intéresse a l'allure
asymptotique du vecteur @"— @), pour |2 — 9,] infini, particuliérement si
I'on recherche lensemble d’accumulatiou du vecteur (0"— 0})/(9 — 9,),
ensemble ne différant pas de celui des vecteurs (0, — 07)/n.

III. On peut penser que le cas de r=3 révéle dans leur esscntiel les
canditions rencontrées dans le cas général. Nous allons aborder cctte étude
particuliére.

Soient : F(x, y, 5) un vecteur & denx composantes, continu, périodique
de période 1 en @, y et 55 M, X les systémes de nombres (x, y, ), (z, y);
enfin les équations différentielles :

%—‘} =F(M)=F(X, 3),

d’intégrale générale X = f(3,, Xo, 5) avec X,=f(50, Xo, 3,). Lic tore 5* est
représent¢ dans U? par le cube Ky(o Z (&, y, 5) <1 (et par un quelconque de
ses congruents). Un point a2 coordonnées nulles possede dans K,, 2/ figurations.

Le tore a deux dimensions C?(0) sera considéré dans l'espace habituel.
Quand z varie a partir de o, le tore C?(z) disparait immédiatement dans U*
pour reparaitre identique a C?(0) chaque fois que 5 passe par une valeur
entiére.

1. C2(0) coupé par les cercles z==0, y=o0 cst figuré dans le plan z=o0 de U?
par le carr¢ G, base dec K,, avec les sommets A,(o0, 0), By(1, 0), D,(1, 1),
Co(o, 1); Ny(@y, ¥4, 0) décrivant G,, DPextrémite N,(ay, y,, 1) de Tare
0351 de la trajectoire ¢(N,) décrit une figure Gyj ((A,), ..., t(C,) se
terminent par A, (S, 70), Bi(& 41, 75,), Di(Zi+ 1, n-+1), GG, g4 1).
Les cotés rectilignes 7,,(A,B,), 2,(C,D,), ta(AGCy), 1, (ByDy) de Gy, sont
devenus des lignes 7, (A, B)), #,(C,D,), u, (A, Cy), p, (B D,) limitaut Gy
A, sc déduit de X, et ), de 1, par les Lranslations respectives (&, '3 y, y -+ 1)
ou (o, 1) et (z, x~+1;y,y)ou(r, o).

Le principe fondamental (p) est qu’une ligne simple [, décrite par N,
dans G, se change dans G, en une ligne /, non seulement simple, mais encore
ne présentant aucune corde de longueur enti¢re, parallcle & 'un des axes O,
Oy [sauf si les extrémités de /, sont deux points congrus (z, o) et (, 1), ou
(o,y)et(1,y), ou(o,0)et(1, 1);1ilen cst alors de méme pour les extrémités
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de 1,]. Ces principes s’appliquent a chacune des lignes h(, 1y, X, - 1y, 2+ .
Ce principe peut encore s’énoncer ainsi, en (p’) : {, est disjointe de toutes ses
translations (p, ¢) (le méme cas particulier élant réservé). Si ces principes
¢taient mis en défaut, les trajectoires T(M,), T(M,) issucs de deux points
de C?(0) distincts, arriveraient confondues sur C*(0) = C*(1), pour 5 =1.

2. Réciproquement, considérons dans le plan 5=1 un domaine G’ vérifiant

3 11 eee S - U
les conditions précédentes. Il est limité par quatre lignes 7y, ty, X,=1,~+(o,1),
., = 1 + (1, 0), satisfaisant au principe (p). Toutes les translatées de 7, et
de py sont disjointes, saul éventuellement par leurs extrémités, qui sont les
congruentes par (o,1), (1,0), (1, 1) d’'un méme point A,, (Z,, 7). Il en résuite
que ces lignes pactagent le plan 3 =1 en régions disjointes ¢gales.

Chaque point N, de G, a un congruent ¢t un seul dans G, a moins que N,
n’ait deux ou (uatre congruents sur le contour de G'. Chacunc des régions a
Paire 1.

Car si IR est leur aire et d leur diamétre, celles, en nombre n?, dont les quatre sommets

appartiennent au carré de sommets opposés Ay et (2, +n, 0+ n) ont une aire totale égale
A n?-kfondavec 6’ <, et i n2lk en méme temps. Donc R=1.
] N Y P

Etablissons entre N, décrivant G, et N, décrivant G|, une correspondance
continue, échangeant 7, et &y, p., ct ;. Bien entendu les points N, congruents,
comme les points N, congruents, sont tenus pouridentiques. Admettons main-
tenant la possibilité de joindre N, a son homologue N, par une lignet!(N,) ou s
croit de o a 1, orthogonale aux deux plans 5=o0 et 3=1 (pour assurer les
raccordements ultéricurs). En outre toutes les lignes ¢*(N,), variant contini-
ment avec Ny, et douées de tangentes uniformément continues, sont deux a
deux disjointes. Nous relierons par exemple A, a A, par la ligne[ ux,, uy,,
(2/m)arc sin yu|, u variant de 0 & 1. La méme ligne translatée joindra B, a By, etc.
La section par le plan de cote 5 des ¢*(N,) quand N, décrit 2o, ., ... donnera
des lignes A(z), »(5) ... qui devront satisfaire au principe (p) et assurcront
le passage continu de 2,, ... a Ay, .... Lasection G(s) par le plan de cote s
del’ensemble des ¢* N,), N, décrivantla totalit¢ de G, devra avoir les propriété)
de G,.

Si maintenant N, a pour congruent v} dans G,, et si v} est dans G/ le cor-
respondant dc v,, la translation de ¢(v,) amenant v; sur N, donnera I'arc
?(N,) de ¢(N,) dans I'intervalle 1 < s < 2. Et ainsi de suite. ¢X/ds sera bien
une fonction de X et de s remplissant les conditions imposées a 'équation (1).
Nous en concluons la possibilité pour tout domaine G| conforme aux hypo-
théses énoncées d’étre le domaine G, relatif & une équation (1) (largement
indétermince, de toute évidence).

3. Examinons si les conditions imposées a G, réduisent beaucoup la com-
plexité des configurations admissibles. Occupons-nous d’abord du principe (p).
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C étant un arc de courbe d’extrémités P, Q, considérons les cordes de C paral-
léles a PQ, et soit E(C) ensemble de leurs longueurs. I désignant la longueur
de ’Q. S’il existait un nombre positif v indépendant de C, tel que I£(C) con-
tint le segment (0, /), on en déduirait immédiatement que A, ne pourrait
rencontrer aucune des lignes &, + up, 1, -+ uq pour « entier>>1/n, ni leurs
translations (1, 0), p et ¢ prenant toutes les valeurs enticres. Mais ce nombre
n’caiste pas. Montrons-le.

Lewve. — Les lignes L et L' comprises dans la bande o Zy < h et joignant
respectivement 1(a, 0) a H(c, h) et I'(a’, 0) a W' (¢, k), Uensemble E(L, L) des
mesures des segments (dirigés) SS' paralléles a Oz, S étant sur L, S' sur L/,
contient le segment (@' — a, b’ —b).

Si la proposition est vraie quand L et L’ sont remplacées par des lignes s’écartant de L et
de L' de moins de ¢ positif, indépendant quelconque, elle sera encore exacte pour L et L'
Nous supposons que :

1° L et L' sont des lignes brisées contenues, sauf par leurs extrémités I, 11, I I, dans
la bande o<y < /3

2° L ni L' n’ont pas de cété horizontal;

3¢ Les ordonnées /i, des sommets maximums ou minimums de L et de L’ sont toutes
distinctes; hy—mo < Iy <... < hpy << hp=h.

Nous déplagons continiiment le segment SS’ en partant de II'. Quand nous rencontrons
sur L (sur L') un sommet maximum ou minimum, S (S') conserve son scns de parcours
sur L (sur L), §' (S) inverse le sien sur L' (sur L), Pour /2y ., <y </, S et §' se déplacent
dans un sens invariable sur L et sur L i la fois.

Soit ; quelconque vérifiant Ay << £; << &;. La droite y = /; coupe L et L' en des points K, 5,
K}, que nous numérotons en p et ¢ dans ordre des rencontres sur L sur L parcourus dans
un sens constant de I en 11, de I’ en I, La régle sera la suivante : Si pour un méme K,
SS' coincide dans son déplacement avec plusieurs segments K, ,K; ,, les indices ¢ successifs
croissent. Méme régle ¢n échangeant les K et les K/, p et ¢. Le segment (dirigé) SS' passe
ainsi contintiiment de ¢ — « & ¢’ — c.

1. Si C est une ligne située dans le demi-plan y > o et d’extrémités (a, o),
(b, 0), avec a<b, 'ensemble E(C) conticnt le segment (o, b —a). | Celte
proposition et le lemme ont été établis par M. Choquet (*).]

Soit (ab, h) la ligne brisée de trois cotés [ =a, y(h—y)> o]
(azfxZby, y=h), [x=0b, (h—y)y>o0]; Li(5) est ellectivement le
segment (0, b — a).

2. G et C! étant deux lignes situces dans le demi-plan y .0, ayant pour
extrémités respectives 1(a, o), J(b, o) et '(a’, 0), J' (0", 0) (b > a, b'> a"), pour
ordonnées maximums h et I', Uensemble E(C, C') des mesures des segments
dirigés SS' paralléles a Oz, S étant sur C, S' sur C', contient :

st h > I, les deux segments (a' — a, b'— a), et (a'—b,b'—0b);

st h=1»IW, le segment (' — b, b'— a).

E(C;.C’) est identique a ces segments si C=x(ab, h), C'=<(a'l’, I).
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3. Exemple négatif. — Sur le segment PQ (0,4n) de’axe des « (n entier > o),
marquons, pour o.p=_n—1, les points 4p, ip—+1, 4p+(3/2), 4p+ 2,
4p+3, 4p+(7/2), 4(p—+1). lls séparent les segments Y,4, ..., Ype i
h>N>0,k>Kk > o0,soit Cla courbe composée desarcs < (Y., 2), <(Yp.0, —F),
T(Ypas M)y s (Ypoas — &)y <(Yposs M)y = (Yp.sy, — K'). Pour C, = 4n.

L’ensemnble I£(C) ne renferme aucun des intervalles [4¢q + (5/2), 49+ 3]
soit I [q/n+5[(8n), (q/n)+ 3|(4n)], pour g=o0, 1, ..., n— 1. Le nombre 7
n’existe donc pas. Bicn entendu, si les lignes de C perpendiculaires & oz sont
modiliées infiniment peu, il en serait de méme de la conclusion.

D’ailleurs les exemples que nous donncrons de domaines G, contredisent la
conséquence que nous tirions plus haut d’une valeur non nulle de .

*

(*) Séance du 10 novembre 1938.
(') Comptes rendus, 27, 1938, p. 1072.
(2) Bull. de la Soc. math., 1943.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I' Académie des Sciences,
t. 247, p. 1691-1696, séance du 17 novembre 1958.)
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Equations différenticlles périodiques.

Note de M. Arnauvp DEenjoy.

Construction de domaines G, & configuration de plus en plus complexe. Un systéme
de deux équations différenticlles, périodiques par rapport aux inconnues et a la
variable indépendante, définit des trajectoires sur le tore a trois dimensions dans 'cs-
pace & quatre. Chaque tore & deux dimensions, méridien du précédent, se transforme
périodiquement en lui-méme. Ces automorphismes sont représentés par les domaines Gy.

Ma derniére Note annoncait les exemples que je vais présenter de domaines G,.

Dans le plan P;(5=1) le domaine G, est décrit par Pextrémité N,(.»ry, yy, 1) de
Parc ¢1(N,) (0 £z <1) sur la trajectoire ¢{Ny); No(0s ¥o, 0) parcourt le carré G, de
sommets A,B;DyCy[A¢(0, 0), Dy(1,1)]. Je rapelle que £(N,) intégre un sysi¢me
dz/dz =F,(x, y, 5), dy/ds=TF:(x, v, 3), F; et I, ayant la période 1 en x, y,s;
A¢(%, my, 1) correspond & A,. Nous rapporterons le plan P, aux axes Aywg, A v,
si Ug= &, — £y, vo=)1— Ny; G, est limité par les lignes 2,, 2}, congruentes selon (o, 1),
joignant A, a By, G, a Dy, et par p,, |, congruentes par (1, 0), joignant A, a Gy, B, a D,.

Les domaines G, figurent des transformations topologiques du tore & deux dimen-
sions C?(o) en lui-méme. La complexité croissante et illimitée des types de domaines G,
définis ci-aprés donnera une idée de la diversité des cas possibles.

1. A la ligne A, imprimons toutes les translations (r, o), parallcles a A, u,.
En vertu du principe (p) les lignes obtenues sont disjointes les unes des autres,
sauf par leurs extrémités (7, o). Leur réunion forme une ligne simple A\, indé-
finie (deuy,—o a u,-+ ), invariante par les translations (r, o), disjointe
de ses translatcées par (o, ) (|| entier>1). La translatée de A, par (o, 1)
donne A dont A, est I'arc C,D,. Fintre A, et .\ s’¢tend une région V; p, et
p, sont dans V, sauf par leurs extrémités A,, C, et B,, D,. Toute ligne tracée
dans V est disjointe de ses translatées par (r, g) si |g|>x1. Elle satisfera au
principe (p) si elle est disjointe de ses translatées par (r, o).

Pareillement, imprimons a p., et a ., toutes les translations (o, ¢) paralléles
a A,¢,. Nous obtenons, par les réunions respectives, deux lignes simples Q,, Q,
indéfinies (de ¢,—oc & ¢,+), disjointes entre clles, ct aussi de toutes les
autres translatées par (r, o). Iintre Q, et Q| s’étend une région W dans laquelle
se trouvent A, ct A, saul par leurs extrémités A,, B, et C,, D,. Toute ligne
tracée dans W satisfera au principe (p) si elle est disjointe de ses trans-
latées (o, q).

2. Nous allons définir une suite de domaines G, ,(i>.0). arrétés a tel rang ¢

que nous voudrons, et dont chacun se déduisant du précédent, en complique
¢énormément la configuration.
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G, scrale carré A, B, D, C, dout 2, ..., u;, sont les cotés.

G, est limit¢ par 7.,,, ..., u,, ces lignes ayant toujours leurs extrémités
fixées aux sommets Ay, B,, Dy, C, de G, ,.

Relativement au domaine G, ,nous attachons a tout point (z,, y,)du plan P,
deux nombres coordonnés wu;, v, uniques de chaque sorte. A (@ -+r, y, -+ q)
correspondent u;~r, ¢, ¢, en sorte que pour définir u,, v; dans tout le plan,
il suftit de les connaitre dans le champ (0. (u; et v;) 1), qui constituera le
domaine Gy, ;; uy, ¢, sont les coordonnées cartésiennes déji introduiltes.

1;==0 sur p,; (==t1surp,); ¢;==0 surl,,; (==1surl;).

Sotent A;(u;) et Z;(v;) respectivement les lignes ol les coordonnées spéciales
restent constantes ct valent u;, ¢; (quelconques, de —o a +w ). Ce sont des
lignes simples, respectivement invariantes par les translations (o, 1) (comme Q,)
et (1, 0) (comme \y).

G,,; découpe sur A,~(u,-‘) pour o Zu; 1, sur Z;(¢;) pour (0 ZLv;1) des
arcs 5;(u;), Zi(v:) ayant respectivement leurs extrémités sur Ay, i(vi=0),
A(vi=r)etsur py ((ui=0), py (ui=1); Ay, i="2:(0); X, ;= Ci(1); pu,i= ¢i(0);
= %:(1)-

Pour se représenter les transformations correspondantes du tore C2(0) en lui-méme, il
faut réunir en un seul tous les points congruents du plan Py. Chaque ligne 6;(u;) (et gy, §})-
Ci(vi) (et 2y, ) représente un contour fermé simple, déformation d’un méridien et d’un
paralléle de C2(0); les A; (et 2, Q)), Z; (et Ay, A}) étant ces contours décrits une infinité
de fois; 0;(0) (== py,) et 6;(1) (= ) 1), Li(0) (== 2) et L (1) (== 2, ,)), représentent le méme
méridien, le méme parallele, déformés. Quand les Gy,; se compliquent, on cesse s'imaginer
facilement ce transfert de figures du plan P, au tore simple G2(0). A ceux qui voudraient
réaliser physiquement ces tracés on devrait consciller d'utiliser, soit en sa réalité, soit en
moulage, unc énorme chambre a air destinée & un bandage pour camion lourd.

3 Comment passons-nous de G,,; 4 G, ;. ? Alternativement nous changeons
tantét les %, i, 4, conservant les w, ;, 1, , tantot les u., ;, w; ,, conservant les
A1,y 1 Mais nous ne nous bornons pas a définir le contour de G i\q & partir
de cclui de G, ;. Nous devons donner les nombres coordonnés u;.,, ¢, de tout
point du plan P en fonction des «;, ¢;. Nous introduisons des fonctions f;(¢)
vérifiant f; (¢4 1) = fi(¢) et fi(0) =0, continues, a ccla prés quelconques, de
signe constant ou variable. Si nous voulons réaliser une figuration la plus
simple possible, nous prendrons f;(¢) =P(¢, ki) = k;sin*nt; k; indépendant
de ¢, est soit positif, soit négatif. L’entier ¢; défini par ¢;— 1< | k;| <L ¢; aura
son role a jouer.

1° ¢ pair (> 0). Nous faisons w;,, =u;; ¢y =0;— fir (i) done py iy =py,i;
hii et A,; s'effacent et sont remplacés par Ay (0= fir(u)] et
Ko [vi=fir(u))+1] (0 Zu;=Z1). Ces lignes sont situées dans la bande W;
limitée par A;(0)=Q, ; et \;(1)= Q| ;;

>
Apr () == 8i(wy) pour iy == .
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La diflérence ¢;— ¢;.y= f,,(u;) reste constante sur 3;(u;), mais varie avec
cette ligne; 0.y (iyy) eSt, pour u;= u;,,, 'arc de A;(u;) compris entre le point
o A; (u ), parcouru dans le sens des ¢; croissants, rencontre A, , (¢, ==0) et
le point [ congruent par (o,1)] ott A;(#;) rencontre A, iy ($iy =1).

Les points des arcs 2, (#;4) OU ¢4 prend une méme valeur (comprlse
entre o et 1) forment l'arc i, (¢4 ). Celui-ci nait (pour u;,,==0) et s’arréte
(POUT Uiy == 1) SUT {hy ;== [hy,ipq €L W) ==&, ,, comme {;(¢) pour ¢;=¢;y, et
aux mémes points [ congruents par (1,0)], d’apres f;,,(0)=o.

2° i impair. — Nous faisons : ;= 1t;— fi.1(¢); 0= 045 2y, A, Testent
inchangés. A, i, A, leur sont identiques; p., ; et p,, s’eflacent et sont rem-
placés par py i [ni=fii(0)] et p [ ui= fioa(si) +1]. Ces lignes sont
situées dans V;, bande comprise entre \,,=7Z;(0) et \,=7Z;(1);
Zioi(Vir1) = Zi(v;) pour v;=yv;. Sur cctte Ligne u;— i = fir4(s;) a une
valeur constante, dépendant de ¢; seul. iy (¢1h) est Pare de Z;(¢;) limité par
les points de rencontre de cette ligne avec py,i (4 ==0) et Pt (Uisa ==T).

Cisa(Uiry), formé des points des {4 (¢4 ) OU 1, prend unc valeur constante
[ui=fira (v0) +uin], et o:(u;) pour u;=u;,, naissent et s’arrétent aux
mémes points [congruents par (1, 0)] sur 4, =A,,;, (¢i=+¢i4==0), sur

Npwr== Ay (0, = viny=1),d’aprésfi. (o) =o.

Pour imaginer la génération successive des G, ;, regardons les lignes 7, ;, 14, comme des
fils composés d’une mati¢re inélastique, non ruptible, indéfiniment extensible. Ces fils sont
invariablement attachés a leurs deux extrémités, A, et B, pour 2, A, et G, pour py ;. Ils
dessinent des pochlies, se pouscant dans les régions V ou W out clles peuvent se propager.
Bien entendu, toute déformation d’une ligne 7,; ou py; est reproduite automatiquement
par 23, [+, et toutes leurs congruentes.

Nous pourrons supposcr les figures tracées avee f;==1 (¢, k;); k; scra pour une méme parité
de 7 alternativement positif et négatf.

. Considérons G, .Ieiu,=uy, v,== ¢y~ f(u,). Les segments A, Cy=p, =y,
el ]),D, =y, =, bordent G,, comme (1.,0 i Ao =/1(uy)] et
Yoalve=/1(uy)+ 1] s’étendent dans la bande W, comprise entre les droites
indéfinies uy==o0 [quiest Q, ,==A,(0)=13,(0)]etu,=1[Q ,=47,(1)=4,(1)|.
Avec fi(t)="D(¢t, k), G, , est poussé vers le haut (v,>>0) si &, >o0, vers le
bas (¢,< 0) si k, < o}

hy.4 forme une arche de hauteur £,; G, empiéte surqg, -1 carrés congrus
aGy,; 3,(11,) est Je segment paralléele a A, C,, d’abscisse u, el limité par 2, ,
et 7.,. La ligne 7Z,(v,) est la translation euclidicnne (o, v,) de A, ;
Ci(vr) (0 Z(uy, v,).2Z1) va, comme ,(u,) pour ¢o=¢,, du point (0, v,) sur
A Gy (=p. ) aupoint (1, e,) sur B, D, (=u,); S () élait le segment recti-
ligne joignant ces deux points.

Aet Ay forment deux séries dlarches égales i 7,0 se joignant par leurs pieds (sur
vo=0 clsur ¢;==1). La région V, qui les sépare est remplic par les 7, (¢) pour o .Z .21,
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0. Passons i G, . lei vo=vy5 uy=u,— f,(v\); A (v,=0)est inchangé.
Cest Ao (02=0).5i f,="L(¢, k) et ky >0, le segment p, , (=A,C,) s'étire
vers la droite (1, > 0), et il pénéire d’abord dans G, ,; il sortirait de G, ,, se
propageant vers la gauche (1,<0), et ce serait ), qui entrerait au départ dans
Gy,y, si by ¢lait < o. La poche formée par u, , contourne %, , par le haut
(vo>0), redescend, franchit B, D, (£,>1) parunintervalle e, g.[ ¢4 (e.)< vy (g2)]-
Dés ce moment, nous sommes engagés dansla poche dessinée par u;,, déformée
parallélement i v .5 Gy, pénétre dans ¢,+1 arches de V,. Il empicte sur
(qi+1) (g 1) carrés congruents & G, , (dans la derniére arche, les carrés
inférieurs peuvent ne pas étre atteints).

Pa,a €voque la perspective d’un dragon chinois dont la gucule s’ouvrirait en A, C; et dont
les replis se dresseraient verticalement, s’engouflvant & partiv du second dans le corps du
dragon . paveil au premier et situé derricre lui, la méme combinaison se répélant de
Pinfini inféricur & Vinfini supérieur dans Ja limitation de W,

Que sera Z,(v,)? Cel arc appartient a la ligne Z, (v,) pour v, =¢,. Par-
ltant de (o, ¢,) entre A, et Gy, cllerencontre p., ,, puis p.,,, aux points extrémes
(us=o0 et uy==1) de ,(v,), congruents par (1,0). Quant a ¢, (u,), ayant
mémes extrémités que 5, () st u=u,, l'une sur X, =X, lautre
sur Ay, = £, 5 (ct a 'abscisse commune w,= 1, = u,, parrapporta \,u,, A,¢,),
clle r¢alise par u, = f,(vy) + u, unc sorte de parallélisme (non euclidien) avec
Uao [y = fa (¢0)] et i, [uy= /. (¢y) =+ 1] entre lesquelles elle se tient.

6. Pour construire Gy ., qui conserve les bovds wy o= uy, et pi, = pi. de G, ., on ima-
gine d'abord ainsi W, par analogie avec V. Les arches de V, auraient (au-dessus de ¢y=1)
la hauteur A A, Sur Palignement horizontal (parallele & Ay wy) de eur faite s’abat une tra-
verse ¢galement horizontale et indélinie, effondrant Vy sur elle-mtme, la mettant « en accor-
déon », réduisant sa hauteur de A(h, & k., tandis que la largeur de'sa projection horizon-
tale (sur Ny, ) passe de 1 a k. A cet éerasement, on applique ensuite la rotation de go® du
haut vers la droite, et autour du centre carré Gy . Ainsi a-t-on W,.

C’est dans WV, que s’étirent 2, ,(== 7,4 ) et &, ,( 14, ,) pour devenir A , et
A\ ,. Nous chassons G, , vers le bas (les ¢, négaiils), en prenant f, = P(t, —£I,)
(ks>o0). Nous utiliserons plus commodément 2, ., qui pénétre immédia-
tement dans G, ., landis que A, , en sort. Au voisinage de D, 7, | tire vers le
bas. La poche formée, poussée vers la droite (les 1, > 0), s’enfonce entre g, et
D,. Dés lors elle se glisse entre .y . et . ,. Elle contourne la totalité de u., .
par la droite, revient apparaitre entre B, et ¢,. Passant sous B, elle pénétre
dans le creux offert par 7, ,, translaté de 2 , par (o, —1). Cette insertion, de
la poche dessincée par 7, dans la poche ¢gale faite par 2, 4, celle-ci reculant
(vers le bas) devant la premiére au fur et a mesure que celle-ci avance, la
mancuvre &’en poursuit ¢, fois, autant qu'on Pavoulu. G, empicte sur (g, 1)
(q.+ qs—+2) carrés congruents a G, ; ct formant le rectangle de sommets
opposes (0, ¢,—+1) et (¢,+1, —¢q;—1). Une partic des carrés bordant le
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rectangle peut ¢tre disjointe de G, ;, ce qui est sans importance, tout I'intérét
étant dans la grandeur des nombres ¢;.

7. On pourra poursuivre, définir de la méme manicre un G, ,, poussé vers
la gauche (les u, négatifs), puis un G, ; remonté vers le haut (les ¢, positifs) etc.
Solidairement avec les 2, ;, A, , d’une part, les p., ;, 1, , d’autlre part, on tracera
les lignes ¢, ;(u;), Z,,i(¢,). On se rendra compte ainsi de la complexité possible
de la transformation topologique la plus générale d’un tore C,(0) a deux
dimensions changé en lui-méme. Et dés le début, on pourra réaliser I'existence
de cycles simples se fermant par un tour de 5 (de 0 a 1) sur S?, et définissant
des vecteurs Ny N, (p, ¢, 1) distincts, en nombre sensiblement ¢gal a celui des
carrés congruents a G, ,, traversés par G, ;. La complexité de ce domaine
permet en méme temps d’accroitre la divergence globale de ces vecteurs, diffé-
rents les uns des autres, ct dont chacun constitue une limite particulicre pour
les vecteurs N,N,,/n.

Pour justifier la légitimité des domaines (3, ;, nous avons i construire pour
chacun d’eux un systeme de trajectoires ¢'(N,). La question de I'ensemble
limite (variable avec N, ) du vecteur NyN,,/n se pose ensuite.

8. Je compléte un résultat établi dans ma derniére Note.

M. Choquet m’a signalé qu'on s’est demandé s'il existe des nombres « positifs, inféricurs
a 1, tels que toute courbe Cayant une équation y == f (), avec f(«) = f(b) =0, b —a =1,
posséde une corde paralléle it Oa et de longueur «/. La réponse est négative. 1l n’existe pas
de tel nombre.

Dans ma derniére Note, j'ai démontré, par la définition d’une certaine courbe G, que s'il
existe un entier positif n tel que na ait sa partie fractionnaire comprise entre 5/ et 3/4,
a ne jouit pas de la propriété souhaitée. Car la conrbe C ne posséde pas de corde de lon-
gueur comprise (mod. 4) entre 2,5 et 3. Cela élimine déja tous les nombres » ivrationnels
et les fractions irréductibles r/s (1. r <Zs — 1), sauf pour s =38, 3, 4, 2. Dés lors a priori,
si le nombre « existait, en appliquant sa propriété it la corde de longueur 2/, et en répélant
Popération, on trouverait que tous les nombres a” (7 entier positif quelconque) remplivaient
la condition, ce dont nous venons de voir Pimpossibilité dés r=4.

A titre de vérification @ 1° en remplacant dans la construction de € L subdivision
adoptée, pour Vintervalle (4p, 4p +-4). par celle des points 4p -1+ 2 avee ay==0, 1-4-¢,
(34-¢)/2, 2, (Ah—¢)/2, 3—¢, 4, (0<CTe<1) on exclut les o pour lesquels la partie
fractionnaire de no peut appartenir a intervalle (5 —¢€)/2, 3.-— g5 s =28 ¢t pour ¢ >1/3,
s =3 disparaissent. 2 « == 3/} est ¢carté par la courbe y == sin(27.e)/l. Besteraient o == 1/4
et a=1/2. 3 Si a==1/16, prenons n=:11, donc l=244; al==t1/f==2 - (3/4) vérifie
2,5 < /16 < 3. La courbe C n’a pas de corde égale & (//10). Réduisons € & son arc d’extré-
mités z==o0 ct x==11, celle-ci étant sur Owx. Maintenant l==11; @ ==1/} est exclu.
Arrétons C au point &= 15,5 cncore situé sur Oz; {==11/2, a==1/2 est exclu & son lour.

(Extrait des Comptes rendus des séances de Udcadémie des Sciences,
L 24T, p. 1923-1808, séance du 1°" décembre 1938.)
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Sur les équations différentielles périodiques.
Note de M. Arxavn Dexsoy.

Continuation de 'étude de Véquation périodique oNjdz =F(X, 5), X= (v ) )
Le tore méridien C*(o) du tore $* de Pespace Ut i quatre dimensions étant repré-
senté par le caree G, dans le I)Lm s=o de U?% et un domaine G, du plan s =1 véri-
fiant le pnn(‘lpc, (p), on construit un réseau de lrajectoires (h'\nffcant G, en G.

Dans ma derniére Note ('), j’ai défini des domaines G, ; satisfaisant dans le
plan 3 =1 au principe (p). l\ous devons montrer quc les points N, de G, ;sont
les extrémités d’arcs ¢ (N, ) intégrant un systéme dillérentiel dX/[ds = F(X, z).
Nous ¢iudierons la possibilité d'imposer a la liaison (N,, N,) diverses condi-
tions remarquables.

1. Nous nous aidons des considérations suivantes :

Dans deux plans s=¢, s=d(c<d) soient I'(s=¢) et A(z3=d) deux
enscmbles décrits respectivement par les points I{7, 7', ¢), J(J, ', d) se corres-
pondant chacun & chacun, avec conservation des congruences par (r, m, o),
enfin reliés par des ares <(I, I), disjoints el congruents en méme temps que
leurs extrémités. Nous dirons que ces arcs, décrits par le point N (=, y, 3),
forment un réseau normal, si :

1° sur =, 5 croit de ¢ a d;

2° il y a variation continue de I'arc =(I, J) avec I dans I (et J dans A), et
de sa tangente avec x, y, 5 dans la bande ¢ £ 5 2 d;

3° < est, en ses extrémités I, J, orthogonal aux plans s =¢, 5==d.

Sic=o, I' == G, parcouru par N, et d =1, A = G, décrit par Ny, les 7(No, N,) forment

un volume ou Y == dz/ds, V.=dy/ds, donc dX/ds =T (X, 5), sont définis en chaque
point. Ces fonctions sont périodiques par (o, 1, 0) et (1, 0, o) sur la frontiére de ce
volume, nulles pour s = o, 3 == 1, douc prolongeables dans tout I'espace U? par les transla-

tions (r, m, q). Le réseau normal ©(N,y, N;) définit donc une équation dX/ds =T pério-
dique.

Sic<<d<<g, et si dans le plan 5z=g un ensemble A(g), décrit par un point II, est en
correspondance ponctuelle biuniforme avec A (et avec I'), la réunion des deux réseaux
normaux (I, J), =(J, H) est un réscau normal d’ares = (I, II).

La substitution de (s — ¢')/(d' — ¢') & (5 — ¢)/(d — ¢) change le véseau normal joignant I'
a A en un réscau normal joignant les projections IV, A’ de I', A sur les plans s =¢', s = d'.
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Il sera commode de ramener toute construction de réseaux normaux aux
plans extrémes 5 =0, 5 =1. Un réseau sera souvent composé par un ¢chelon-
nement de plusieurs réseaux se raccordant, chacun étant construit indépen-
damment avec les plans extrémes 5 =o0, s =1.

La solution se décompose en deux parties. D’abord, 0 ¢tant un nombre
variant de o & 1, on définit dans un plan 5= g(0) variable ou non, un
point N(I, J, 0)[N(I, J, o)=1, N(I, J, 1) = J] décrivant un ensemble

A(0) [A(o)=T, A(1) =A],

transformé topologique de T, et vérifiant toutes les conditions nécessaires de
continuité simple ou différentielle par rapport a I (et J) et a 0.

Soit maintenant X(0) le couple des coordonnées z(0), y(0) de N(I, J, 0).
Le point N[X(0), 5], ot 0 est remplacé par sin®*(=s)/2, décrit Parc =(I, J)
d’un réseau normal reliant T" & A, placés dans les plans extrémes s=o0 et 5=r1.

Mettons en ceuvre ces 1décs.

2. Le point N,(@y, ¥4, 1) du plan P(5=1) est rapport¢ aux axes A,u,,
Ay, 0o, (o=x,— 51, o=y — 1), A (1, Ny, 1) étant Uextrémité de Parc 24 (Ay).
Les coordonnées curvilignes w;, ¢; relatives au domaine G, ; que nous voulons
relier a G, se calculent a partir de u,, ¢, par la suite des formules de transfor-
mation [1. k=13 fi(t+1)=fi(2), fr(0)=0]:

Si kest impair : wp==t,_y, vy= Vs — fi(ti_1);

Si kest pair @ ;= ty_y — [i(¥s—1 ), 6= Vp=1-

Mais inversement les formules se résolvent en

kimpair @ ey =y, Vp—1 == Ok -+ Ji(ur);

kpaiv  : w = up~+ fr(vi), Vheg = F.

Dés lors, les coordonnées curvilignes «; ¢; d’un point N, étant donnces [ et
particulierement pour les points du domaine G, ;: 0 <Z(u; et ¢;) < 1] on obtient
par la décroissance de &, de ¢ a 1, les coordonnées cartésiennes a; = u,(u;, ¢;)
et b;=v,(u;, v;) de N, par rapport aux axes A, u,, Av,.

Si nous multiplions tous les f; par un méme nomkre 0, nous obtenons (dans
le plan z =1) un domaine G, ;(0) du type de G, ;= G ;(1); w; et ¢, deviennent
u;(0), ¢:(0), avec les coordonnées cartésiennes «;(0), 6;(0). IFaisons tendre 0
vers 0. Si u,, ¢, sont invariables, #;(0), ¢;(0) tendent vers u,, ¢,. Siw;, v; sont
laissés fixes, a;(0), b;(0) iendent vers u;, ¢;, et ilen est de méme de 0%, + a;(0)
et O+ 0:(0).

Supposons les f;:(¢) douces de dérivées continues. L’ensemble A = G ; est,
par une transformation topologique vérifiant les conditions de continuité exi-
gées, changé en I'[(o Z(z et y) <1, s=1]. En remplacant 0 par sin*(=nz)/2,
nous obtenons un réscau normal d’arcs ©(N,, N,), joignant le pointN,(y;, ¢;, 0)

de G, au point N, (&, + a;, 0, b;, 1) de Gy ..
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3. Dans le plan 5 =1, soit un domaine G, vérifiant le principe (p). Suppo-
sons les points N, (@, yy, 1) de Gy liés aux points No(xy, ¥,, 0) de G, par les
avcs t'(N,) des trajectoires ¢(N,) intégrant un couple d’¢quations connues
dX/dz=1"(X, z). On peut déduire de ces données de nouvelles liaisons
(N,, Ny) satisfaisant a des conditions posées « priort.

D’abord on convertira (s'il ne Pest déja) le systéme ¢4 (Ny) en un réseau normal 7(Ny, N,)
intégrant dX/ds == I'[ X, siu*(7z)/2] sinws. Puis on remontera la base de ce réscau de G,
au carré A(d) formé des points (u, v, ) olt w et ¢ ont les valeurs @y, y, des coordonnées
de Ny initialement 1ié & Ny. On a le réscau 7(v, Ny) et I'équation correspondante pour
d 5. Z1. Avec un réseau normal approprié (N, v) (les coordonnées variables de N,
reprennent leurs noms .y, ya), on établit par le réseau normal 7 (N, N) =7(N,, v) +7(v, Ny)
la liaison (N,, N;) satisfaisant aux conditions posées, et en méme temps I'équation vérifiée
dans la zone 0.2z < d.

Soit donnée, entre les points vo(x,, y., 0) de I'=A(0) et v,(&,, y,, 1) de
A = A(1), une correspondance ne changeant pas les abscisses (z,=x,), tandis
que y, et v, croissent ensemble pour chaque valeur invariable de @,. Les seg-
sents rectilignes v, vy, (1 — 0) yo+0y,, 5] pour 0 = 3, sont disjoints. On en
tire le réseau normal <(vo, v,). Rappelons A(d) =G, (d)[oZ(z et y) L1, 5=d].
Supposons que, pour oZ.xr.<1, a certaincs lignes données dans T,
y=yoi(x) (0. ZkLm), avec y, (x)=0, you(X)=1, Yo (&) croissant
avec &, ct en outre y, (0) =y, +(1) yo.(0) =Yy (1), il corresponde dans A des
lignes y =y, «(a), vérifiant les mémes conditions que les y,«(x). Nous sup-
posans toutes ces fonctions douées de dérivées premiéres continues. Le pro-
bléme de préciser ct compléter la correspondance v,, v, est évidemment trés
indéterminé. Décidons : a, = x,, quel que soit 2, et, afin d’assurer la continuité
de la dérivée de y enyy, surlesegment yo (X)L y o (2) < yo x(x) (1 Lk L m),
faisons y, () lin¢aire en sin*[ % (yo— Yo.k-1)/2(¥o,s— Yo,i-1)]- Dés lors le pro-
bleme posé vient d’¢tre résolu.
Soit donnée la correspondance entre £ points v,(x;, y;, 0) intérieurs a T et
k points v} (&}, y}, 1) intérieurs & A(1=Zk=m—1). Nous supposons les v,
croissants avec £, les &§ inégaux, de méme qu’cntre eux respectivement les
xf et les yt.

-

Pour o.Zax <1, tracons dans I' les segments y=y,(x)=y’, avec
= =" .) . ’ 0
vo,o(@) =0, vy,n(x)=1. Nous posons v,,,(.x) =0, y, nm(w)=1. Dans A nous
pouvons évidemment tracer une ligne y(x)=y,, (&) [yi,1(0)=y1.(1);
¥i.(0)=y (1)] passant par v}, laissant au-dela d’elle (vers les y > o) tous
les v¢ pour &> 2 et limitant avec y, =0 une aire égale & y,,, (pour préparer
éventuellement entre I' et A une correspondance conservant les aires).

Ensuite, de proche cn proche, nous tragons dans A la ligne y=y ()
[yis(0) =y1x(1); ¥\ (0)=y, (1)] passant par v; et laissant entre cette
ligne et la précédente une aire égale & yo,— Yo s-1. Par la solution du dernier
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probléme traité, nous obtenons un réseau normal appliquant A sur I, chacun
des arcs étant dans un plan @ =, et les v(}, y}, 1) é¢tant venus en des
points (&}, ¥%, 0), En remontant la base du réseau de I' a A(d)(d< 1), en
échangeant le role des et des y, on forme un réscau ou les arcs restent dans
des plans y =y,. Aprés cette seconde étape les v} de A sont venus sur les v,
deT.

4. Supposons le domaine- G, du plan s=1 lié par un réscau normal
connu <(v, N,) aux points v(u, ¢, d) du carré A(d) (o < d <1). Considérons
la division du plan 5 =1 par les carrés congruents a G,. | Le nombre de ces
carrés pour lesquels G, ; empicéte est sensiblement le m¢me que pour les carrés
congruents a G, ,, soit (¢, +qs+ ...)(qa=+q.+ .. .) les indices ne dépas-
sent pas 7 et le dernier terme est égal au nombre des entiers utilisés]. Soit
Y:(r, m)la particcommune a G, et aI'un de ces carrés, congrua G, par(r, m, 1);
Y:(r, m) est congru a y,(r, m) dans G,. Les v,(r, m)n’ont pas de points inté-
rieurs communs et leur réunion forme G ; v, (7, m) est compos¢ de points N?™,

rym

de coordonnées ", V", 1. Dans G, v,(r, m) est form¢ des points Np™, de

P ry rym
1

coordonnées &y " =" —r, ¥y =y" —met o.

D’autre part, les points v*(u~™, ¢, 1) liés aux N7™ par le réseau
=(v>", N7™) donnent dans A(d) un ensemble (r, m). Dans chacun des 5(r, m)
prenons un point particulier v de fagon (ue tous les v~ d’une part, tous
les v~ ™ d’autre part soient dilférents, ainsi que les abscisses ™ et les ordonnées
o™ des N'™ congruents aux N7 ™ liés aux v~ choisis. Nous savons [ormer le
réseau normal reliant A(d) a G,, de facon que v vienne en N;™. [es deux
points extrémes de Uarc <(Nj™, vm) - <(v", N?™) ¢tant congrus, la trajec-
toire T (M} ™)surS?* est un cycle. Lasolution correspondante N (s)==f(z, X", 0)
est périodique, @, y s’accroissent de r, m quand s s’augmente de 1. Le vecteur
N,N,/n, indépendamment de », et sa limite (pour » infini) sont(r, m, 1). Les
limites sont distinctes pour ces divers cycles.

5. On peut choisir des N, sur le coté de G, sur AB et AC. Les lignes &,
.y parcourues de A, a B,, de A, a C, coupentlesdroites y == metz = r(s=1),
respectivement, en des successions de points dont les abscisses (les ordonnées)
[toutes comprises dans un intervalle de longucur inférieure & 1, en vertu du
principe (p)] ont pour parties fractionnaires des nombres &) (y," =o0)
(xy™=0). Si une collection de ceux-ci croit (dans le déplacement
de N, sur %,, sur p,) on assujettira la correspondance (N,, N,) a lier
ensemble les N7 (&)™, 0, 0) ou (0, ¥;™, o) et les N7 conjointement distin-
gués, les N7 sur AB, sur AC, les N"™ sur 7,, sur p,.

r,m

ou yy

Si Gy=Gy4, et si fi(¢) [si f.(¢)] sont positives avee un scul maximum, le plus grand
enticr inféricur & lui ¢tant ¢, 1 (et q,-—1) 2. coupe ¢, —1 droites ) == m (4. coupe
q:—1 droites z==r), en 2(q,—1) [en:2(y,--1)] points d’abscisses (d’ordonnées)
croissantes avec le déplacement de N, sur 2, (sur £,2), et comprises dans un intervalle de
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longueur 1. Les ¢y —1 (les ¢o— 1) premicees ou les (¢ —1) |les (¢, — 1)] derniéres de
leurs parties fractionnaires croissent ct correspondent & des entiers m (ou ) distincts.

On interpole comme il a été dit la correspondance (N, v), N, décrivant AB
du BC, et v(u, v, 1) décrivant les cotés ¢=o0, u=o0 de A(d). La périodicité
définitla correspondance sur les deux autres cotés de Gy, de A(d). Nous joignons
normalement (dans les plans y =o et 1, x =0 et 1), les couples N,, v homo-
logues, ce qui nous donne v(i, v, 5,) sur le contour de A(z,)=G,(5,)
(o ~Zz,2d), pour N, sur le contour de G,. Pour toute valeur de 5, u(x, y)
et ¢(a, y) sont donnés pour x=o el 1, y=o0 et 1; ensuile leurs dérivies
partielles en ¢t y doivent avoir les mémes valeurs (comme u et ¢ clles-mémes)
pour u=o0 et u=1, pour ¢v=o0 et ¢y=1. L’équation D(u, ¢)/D(z, y)=1,
définissant la conservation des aires sur les C?(z) successifs, admet sans
doute unc solution (el peut-¢étre une seule) remplissant toutes ces conditions.

A 00/90, sur le tore simple correspond ici X/dXo=D(x, y)/D(xs, y,), dont le

logarithme cslf divl dz. X élant remplacé dans divF par X =f (5, X,, 50). L'hypo-
o
thése de la conscervation des aires (vérifiée si ' dérive d’un potentiel en z et y, pour
chaque 5) est bien particuliére. Elle corvespondrait dans le cas du tore simple & la conser-
vation des longucurs sur le méridien, donc & d0/d7 =T (2) périodique, le nombre rota-
W1
tionnel o élant/ (o) d;.
[}

La conservation des aires dans les plans intermédiaires (0.3 Zd) v'est pas réalisée
dans notre construction (3). Sans doute pourrait-on I'obtenir sans autre condition que la
jonction réalisée des couples v, Nib™,

6. L’étude des arcs ¢#(N,) de ¢(N,), aboutissant & N,,(5 = n) implique I'ité-
ration (n — 1) fois de la liaison (N,, N,). Elle exige une définition trés précise
de celle-c1. Pour construire les réscaux réalisant de nouvelles hypothéscs, on
procédera ainsi. On reléve en A(d") (o< d'<r) la base du dernier réseau
obtenu, liant G, a G v,(r, m) cst amené en ¢"™(d") sur A(d"). On joint
maintenant A(d") a G, par des traits verticaux, (paralléles a Os), dont persis-
teront définitivement ceux qui joignent v-"(x)™, yy™, d') & Np™, congru
a N5 v(u, ¢, d)est li¢ a Ny(ay, yy, 1) par le réscau normal <(v, N,) et a
No(@o, Yo, 0) par le trait vertical x=u=wa,, y =v¢==y,; c¢""(d") est relié
verticalement & 2" (0), ce dernier ayant en commun avec ¥, (r, m) le point N,
et son entourage. Nous désignerons par ¢(N, r) le cercle ayant son plan paral-
léle & Oy, son centre en N ¢t sou rayon ¢gal a r.

Prenons un des points cycliques NJ'™. Soit s > 0, moindre que la moitié de
la distance de ce point i la frontiére de Pensemble v, (r, m).2"" (o).

Sidist. v (=dist. N, N;™) = r, soit g(r)le maximum de la distance N, N'™.

St dist. v 2 py soit A(r) la minimum de la distance N, ND™ 5 o(r) et L(r)
croissent avec r, la correspondance (v, N,) ¢tant uniforme dans les deux sens
(et continue). Nous allons changer la liaison des cercles ¢(v™, g) et ¢(Ny™, ¢)
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par transformation radiale. A un point N;" -+ r,e” correspondra un point
v~ re; de plus, r sera fonction 7(r,) de r, seul. Le nouveau réseau normal
joignant les deux cercles s’¢tablira immédiatement.

Soit s vérifiant sZg/2 et g(s2)=_¢/2. Pour o r,s, nous faisons
r(ro)=g(r,/2); et, pour s =Zr,Zz, r(r,) varicra lin¢airement de g(s/2) a .
Alors, sir,< s, la distance N, N sera inféricure a r,/2, et il en sera de méme
de la distance a N du point de G, congruent (par », m) a N,. Par suite la
distance N, NJ"" sera inférieure a r,/4, etc. Le cycle T(N{™) sera attractif.

Sis'~o/2 et h(2s')Lp/2, en faisant, pour o =~ r 2y, r(r,)=h(2r,), le
cycle devient répulsif.

On pourrait, suivant une direction issue de N avoir 'attraction, el la
répulsion suivant la direction perpendiculaire; r serait fonction de 7, et de 0,
passant contintument de g(r,/2) a k(2r,). It enfin, pour les divers N, on
adopterait soit I'attraction ou la répulsion uniformément, soil des mélanges
des divers types.

Le lecteur usera de ces indications pour construire des exemples réalisant
des hypotheses variées.

(") Comptes rendus, 247, 1958, p. 1923.

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 248, p. 28-33, séance du 5 janvier 1959.)
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Les équations différentielles périodiques.

Allure asymptotique des intégrales. Note (*) de M. Arvaup Dexsoy.

Les trajectoires intégrant le systéme périodique dX/ds =2 F (5, X) [ X = (=, )]
étaut représentées dans Pespace cartésien U? des points (., . 5), on étudie 'ensemble
d’at;cumulutlon pour n mﬁn} des vecteurs Ny Ny /n, Ny(ag, yo, 0) fixe et N, (xn, yu, 1)
variable appartenant a la méme trajectoire.

Comme nous I'avons dit dans notre premiére Nole (*), on se place pour
traiter cette question i deux points de vue diflérents, chacun étant corrélatif au
mode de représentation des trajectoires intégrant I'équation, de période 1
enx,y, s :

%:F(Z’ X) [(X=X{(x, »)]

1° Avec la figuration du point N(, y, z) dans l'espace cartésien U?, on
considere le vecteur OI,,, équipollent a N,N, (n enticr),avec son origine O(0,0,0)
en celle de U2 Ny{a,, y,, 0) décrit le carré G,[o = (z, et y,) <1, s3=0],
et N,(z,, y,, n) est extrémité de 'arc #*(N,) (0 =252 n), sur 'image ¢(N,)
de la trajectoire correspondant sur S* aux données initiales représentées par N,;

L=1.(N,) est le point (x,— @y, yn.— ¥,, 1). Soit

Iy [ (‘T" — mﬂ)) (“T“ — ) ) ] l] == I‘u( Io)

n n

Iextrémité du vecteur O, équipollent a NyN,,/n. Ce sont les ensembles d’accu-
mulation des 7,(N,) qu’il s’agit de déterminer pour les diverses positions
de N, dans G, [»]| croissant, par valeurs soil positives, soit négatives, de n.
Ces ensembles sont les meémes que si n prenait toutes les valeurs réelles.

2° Avee la figuration du point M(.z, y, 5) sur le tore S* de U*, tous les
points congrus (& —r, y—+m, 5+4-q) ayant la méme image M, on consi-
dére D'ensemble d’accumulation sur S* de la trajectoire T(M,), issue
de M,(xy, yo, 5), et particulierement I'ensemble d’accumulation sur le
méridien C?(5,) de S* des points M, de T(M,) pour 5= 5,4 n. Solidaire-
ment avec la premiere étude nous faisons 5, = o.

Une solution périodique X == J(5) est caractérisée par trois entiers premiers
entre eux r, m, g. Au terme de la période, x, y, 5 se sont respectivement accrus
de r, de m, de ¢. Dans U?, Varc ¢/(N,) joint N, a N,, translat¢ de N,
par (r, m, q). Dans U*, soit Z° 'axe non transverse de S°; Z* est dans le plan
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équatorial de tout tore méridien C*(3) de S*; X*(5) désignera l'axe non
transverse de C?(z), et Y?(5) son cercle moyen central. Sur le cycle T(M,)
figurant J(5) sur S*, le mobile M(, y, 5) tourne ¢ fois autour de Z* inva-
riable, r fois autour de X*(z) et m fois autour de Y*(3), X*(5) et Y*(5) accom-
pagnant le mouvement de C*(z) tandis que s croit de o a q.

Un cycle, et 'ensemble des g points distincts ou il coupe C?(z,), sont chacun
identiques a leur ensemble d’accumulation.

1. Soient W, et w, les ensembles formés des points I,(N,)(s==n) et
1,(No)(3=1), N, décrivant la totalit¢ de G,. La nature de U'cnsemble W,
demanderait une étude approfondie.

Pour I'équation différentielle unique di/dp =1 (o9, 0), si o, est constant,
0, et O, croissent ensemble, et de 1 conjointement () et ¢ sont mesurés en arcs
de la circonférence de longueur 1); 0,— 0, est donc inclus dans un inter-
valle W,,(¢,) inférieur & 2 en longueur (0,— 0, reste méme compris entre
deux entiers consécutifs s'il n’y a pas de solution périodique, hypothése dont le
réle est essenticl pour ce sujet).

Les aires de G, et de G, sont égales a 1. Il ne semble pas possible d’cn rien
conclure touchant ’aire de W,,.

L’exemple suivant fortifie ce doute. Soient v, (,, y,, 0) et v,(«, ¢, n) décrivant
respectivement les couronnes, égales pourl'aire, I'y (x, + Ly, ==re®, 1Zr = 2)
etl'y(u+to=7re® R—eZrZR); avec2e R — z2= 3. Supposons r’ fonction
linéaire croissante de r. L'extrémité du vecteur men¢ par O, é¢quipolent & vy,
décrit la couronne ¢ ¢, avee R—2 ¢ =ZR —1—¢, dont I'aire cst sensible-
ment pour ¢ petit, 3/z, si celle de I'y et de I'; est prise pour unité.

Soient W, dans le plan s=n, w, dans le plan s=1, les plus pelits
domaines convexes renfermant W, @, 5 n et p ¢tant positifs, p fixe, n croissant,
soitn=sp+s'(0oLs'p):

k=s
, W
NoNa= ¥ N1, Nip+ NpeNprs o4 Noy N
k=1

Les s premiers vecteurs ont leurs extrémités dans W,. Leur somme

estsV,=sp¢,, les vecteurs V,, ¢, é¢tant dans W, dans w,. Les s’ derniers sont
dans W,. Leur somme vaut s'¢,, ¢, ¢tant dans v,. On en conclut immédia-
tement que, n croissant indéfiniment, 'ensemble d’accumulation /+(N,) des
points 7,(N,) est dans w, quel que soit p. Notons iv,, CW,.i°,, W,CiP,
pour p, p" quelconques; I*(N,) I, =, qui esl convexe.

w contient les points (r/q, m/q, 1) pour tout cycle de périodes (r, m, ¢).
Pour que I%(N,) sc réduise a un point indépendant de N, comme avec
I'équation unique, il faut et il suffit que le diamétre de w, tende vers o
quand 2 croit. Cela scra impossible s'il existe deux cycles a périodes
différentes.
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Pour avoir [~(N,), cnsemble d’accumulation des 7,(N,) pour » négatif
décroissant, il faut inverser la liaison (N,, N), en (N,, N_,). Dans le cas de G,
changé en un domaine G,,, G, est décrit par (1;=wz,, ¢;=y,, 0) et G,;
par G+ =, 1.+ ¢y=y,. 1). G, décrit par (5, + w, = ,, 7, -+ ¢y = ¥4, 0)
correspond a G_, décrit par (y=x_y, c;=y_, —1). Si ;= 2(uy, ¢y),
vi="D(lty, ¢4), ce que nous c¢crivons (u;, ¢7) = O (u,, ¢,), 1l s’ensuit

(Z—y o)== (ey—72y, yo—-74 -).
En particulier, si Ny=A,, N ,est[P(—%,, —7,), —1],

2a. Examinons les cycles et les ensembles [(N,), 7(N,), définis par les
premiers domaines G, ;. Avec G, :

oy, = u,, == go— Si(wy) ou  wuy== i, vo== 0+ fi(uy),
-L'I_J'u———z_ly )'l_}‘u:.’ll'*“fl(-"u),
k=n—1
. <" .
Ly — Xy T= Ny Yu— YVo== Nty - }-‘ i (200 + /‘~:'I ).
k=0

Le vecteur NgN,,/n tend vers un point unique [%,, 7,4+ ¢(x,), 1], le méme
pour tous les points M, du cercle ¢'(o, 2,), méridien (z=2x,, 5=0)
de C*(o0).

Au bout d’un tour décrit autour de 7°, toul cercle ¢* (o, @,) réapparait sur
C? (o) en coincidence avec le méridien ¢! (o, @, +%,). Pendant cette révolu-
tion, ¢! (o, @,) a gliss¢ d’une pi¢ce sur lui-méme de Pangle v+ f, (@,).

Si &, est irrationnel, tous les cercles ¢'(o, 2, + n%,) sont distincts. Il n’y a

1
pas de cycle. ?(wo)—_—_f Si(t)dt est indépendant de x,. Le vecteur NoN, /n a

une position limite, indépendante de N,.

Si &, est rationnel, et vaut r/s(irréductible), ¢! (o, x,) réapparait sur C*(o)
en s positions distinctes. Au bout de s tours autour de 7%, ¢* (o, a;)) est revenu
a sa position initiale, ayant glissé sur lui-méme de angle s[4 o(x,)] et

k==s—1
avec o(x,)=(1]s) Z Si[z, -+ (k/s)]. Ce dernicr angle dépend de @, [ moins
k=0
que f,(¢) ne soit une séric trigonométrique en 2% ¢, olt manqueraient les termes
de tous les rangs multiples de s, sauf le rang zéro]; 0,4+ ¢(x,) varic conti-
nument et décrit un intervalle inférieur en longueur a 'oscillation de f,.

St n,+o(x,), dont la période est 1/s, prend une valeur rationnelle (¢js), i[j
étant irréductible, tous les points de ¢*(o, ,) décriront un cycle de périodes
Jrs U, js. A toute fraction irréductible i/ correspondent s cercles ¢' (o, ) (équi-
distants), se reproduisant cycliquement par chacun de leurs points avec le
méme systéme particulier de périodes. Les cycles sont partout denses sur S°.
En conséquence, le rapport Ny /N, dépend de N.
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Si .+ ¢(,) est irrationnel, les trajectoires des points de ¢! (o, z,) ne se
ferment pas.

2b. Mais déja pourle domaine G, ,, I'itération indéfinie de la liaison (N, Ny)
ne donne pas de résultats immédiatement apparents. Avec x,==u,, ¥¢= 2,
z, =5+ oy Y="N1~+ ¢ !

o= u,, vo= ¢+ fi(uy); U= us+ fo(vs), 01 T= Py}
&y — 2o=E(~+ [2(Yo), Yi—Yo=" u—+ filxo+ [2()0)] =n+ fi{xi— i)

Nous observons que st ¢, —1, ¢,—1 sont les plus grands entiers inféricurs
r

a loscillation de f,, de f,, d’une part I'équation %, 4 f,(y,) =r entier a des

solutions y, correspondant a ¢, — 1 valeurs consécutives de r. Pour ces valeurs

de y,, fi(xi— ) = fi(x,— %), 'équation
Yi— Yo ==m entier == 1, + fi(zy—E,)

a des solutions x, (comprises entre o et 1) correspondant a ¢, —1 valeurs
consécutives de 7. Chaque couple (z,, y,) ainsi lié définit un point N, (2, ¥, 0)
origine d’un cycle & périodes (r, m, 1), etil ya (g, — 1) (g, — 1) groupes distincts
de ces périodes.

Nous avions montré la possibilité de réaliser ce méme nombre de cycles
primaires, par un procédé¢ empirique, sans conservation des aires.

Pour les cycles a deux tours décrits autour de Z* avec les conditions

Ly — Tp== 2;:_1+fz<)'o)+fz()'n): r, Yr— Vo= 2711+f1 (i —Zn)'*"fl (J“.—*E,t): m,

on a deux équations en &, el y,.
Voici ces équations :
281+ fol o) + e[ Yo— 1t — fi(xo— L)) =1r; an + fil @o+ fr ()] 4+ Sy (2 —2) = m.

Les lignes correspondantes se croisent déja aux points engendrant les cycles
d’un tour; Poscillation des scconds membres étant accrue, sans doute y a-t-il
d’autres points communs, fournissant des cycles a pcriodes (r, m, 2) (r et m
non tous decux pairs).

Nous laissons au lecteur le soin de chercher le parti a tirer de ces
observations.

3. aet B étant deux nombresirrationnels, lin¢airementindépendants (il n’existe
pas de relation ao 4 b3 + ¢ =0 e¢n nombres entiers @, b, ¢), il est possible de
eréer sur un exemple des conditions analogues au cas singulier de Poincaré
pour I'équation unique. Le point 7,(N,) tendra vers (z, §, 1) indépendam-
ment de N, et, sur C*(0), les points M, (@, y,, n) appartenant a T(M,) ont
leurs ensembles d’accumulation J3 (M,), J*(M,), pour n+ w et n— oo, iden-
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tiques a la fois entre eux et a4 un ensemble parfait totalement discontinu J*
imdépendant de M,.

Soient «,, {3, les parties fractionnaires de nz, de n3 [(o <(«,ct 8,) <1,
saufl o, =3, =0)]. Les points («,, {3,) sont partout denses dans G,. Au
point No(@y, yo, 0) de G, correspondra un point N,(x,, y,, 1), &, élant
fonction de @, seul ct y, fonction de y, seul. Il nous suffira de décrire la
liaison «, (x,), la liaison y,(y,) ¢tant toute pareille.

Donnous nous deux suites de nombres positifs z,, ¢, (on peut faire varier n
de o inclus & 4 o2, ou de — @ 4 + »), vérifiant Xz, =1—a, X, =1—,
avec o Za, 0.2b; ensuite g(u), h(¢), deux fonctions continues croissantes,
réalisant g(o)=1/~{o)=ocet g(1) =a, h(1)=0D.

(u, ¢) étant un point de G,, nous changcons u en z, par la régle suivante :
PouroZuLx:

Zo(u) =g+ (0 X uU)ep+ 0+ g(U);

(oXu)e,signifie (*) la somme des nombre ¢, relatifs aux points «, situés sur
I'intervalle (o, #) (extrémités exclues); w est nul si « diflére de tous les a, (u 54 )
et w prend toutes les valeurs du segment (o, 1) si # = a,. Posons

p=de+ (0 X ap) sn-+ g(ay).
; (L N T serit le soo
Au point «, correspond le segment v} (£,Za, L8, ¢,); x0(0) décrit le seg-

-

ment 7, (0, £0); @, (1)=1. Le segment o Zu.Z1 est changé en o Zx, 1,
et u(x,) est continu, non décroissant, stationnaire sur les segments 7, (comparer
avec AM, 11, p. 897-899).

La définition se compléte par wo(u~+ r)=r-+ x,(u) (r enticr); u(x,) est
continu, pour toute valeur de x,, et de période 1 en x,.

Si I'on retire du semi-segment (o < @,«Z1) les intervalles 7/, il reste un
ensemble parfait totalement discontinu v, d’extrémitcs (&, 1), de longueur g(u«)
sur I'intervalle [0, (1) ].

La correspondance (x,, x,) (0 zZa,2Z1) sera définie par o, =z, (u+ «)
st xo=a,(u). Soit s, lentier o—a,; x(u+a)=s4x,(u+0a,). Si
u~+a,<1, nous avons déja lexpression de x,(u—+ay). Si v >1—4q,,
zo(u+o0)=s+1+x(u~+o,—1). Pour z,=o0, x,=s,+&,.

Soit u=0a,; oa,+o, =0, st %,+o,<1; sinon, o,+a; =1+ a,,,.
L’ensemble parfait y, a été changé en y, par translation (s,+ %, o, 1). Les
intervalles contigus v; a v, et /"' (=v1"") a v, se correspondent. On fait sur
eux varier &, linéairement en x,, @, et &, croisent contintiment ensemble ; [on
peut réaliser des correspondances ol &, posséde en @, une dérivée continue
sur tout le segment (o, 1)(AM. II, p. goo)].

Pareillement la fonction yo(v), changeant o ZvZ1 en oLy, 1,
¥o— ¢ ¢tant périodique de période 1, fait apparaitre sur Oy un ensemble parfait
totalement discontinu v, de mémes extrémités que le segment o, (¢, <y < 1), 0].
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Dans G,, un ensemble parfait totalement discontinu I'y est formé des points
se projetant dans vy, sur Oz et dans v, sur Oy.

La correspondance y,(y,) se définit par y,=y,(¢-+B) si yo=y.(9);
. croit avec y,. Les segments joignant Ny(x,, s, 0) & N,(xy, ys, 1) sont
disjoints. On en fait un réseau normal, définissant un systéme différentiel
périodique.

v, se change en v, sur la droite # =0, 3=1; I', devient I';. Sur le paral-
lele y=o0, sur le méridien =0, de C?(0), respcctivement vy, et v,
Y, et Y, sont représentés par les mémes ensembles parfaits j, j'; J?, ensemble
parfait de C*(o) formé des points dont les meéridiens et les parallcles
rencontrent respectivement j et j', représente sur C*(o), Iy et T'y.

Passons a I'itération de (N,, N,) et i ’ensemble des points de rencontre M,
de T(M,) avec C*(0).

N, (Xny Yy 1) est défini par @, = @, (1 + na), y,=y,(u-+ nd) st wy=a,(1),
Yo=Yo(¥). Soit s,=noa—oa,; r, =5+, (t+2,) st «1—un,
et x,=s,+1+x,(t+a,—1)si u >1—a,(u, v est dans G,). Donc .z, /n tend
vers a; et de méme y,/n tend vers 3. Le point ,(N\,) tend vers (a, 3, 1)
indépendamment de N,.

D’autre part, st u,=u—+ 2, (ou u+oa,—1), ¢,=¢-+ 8, (ou ¢+ f3,—1),
les points (u,, v, 0) sont situés et partout denses sur G,(n< o ou n<0);
Ual2e(11,), ¥o(u,), o] est le point de G, congru & N,,.

St Ny[xe(1), yo(v), 0] =11, st sur I'y, les u, sont tous el partout denses
sur I'g; st M, est sur J? les M, (aussi bien 2> o et n < 0) sont tous, et partout
denses, sur J*

Si1 N, est étranger a Uy, les p, sont isolés, mais T, est leur ensemnble
d’accumulation, indépendamment de N,. Si M, est étranger & J?, les M, sont
isolés, et leur ensemble d’accumulation (soit pour n —+ o, soit pour n—ao)
est J?, indépendamment de M,.

(*) Séance du 12 janvier 1959.

(') Comptes rendus, 247, 1958, p. 1691.

(') Cette notation est fréquemment utilisée dans mon Mémoire sur la dérivation ou elle
est introduite p. 10.

( Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie es Sciences,
t. 248, p. 325-330, séance du 19 janvier 1939.)
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Les équations différentielles périodiques.

Points d’acciunulation des intégrales. Note (*) de M. Arxaon Dexsoy.

L'é¢quation périodique /N /dz==F(z, X) [X == (2, y)] définissant sur le tore S,
variéte i trois dimensions, une lfamille de trajectoires, on étudie pour chacune d’clles,
et pour ses points de reucontre avee un tore S méridien de 8% leurs ensembles
d’accumulation.

Dans ma précédente Note (1), j’éludiais Pallure a Pinfini des images ¢(N,)
dans U? des trajectoires T(M,) intégrant sur le tore S* de U* le systéme
périodique X /ds==1"(5, X) [N==(r, y)]. Avec certains exemples parti-
culiers nous avons noté les propric¢iés correspondantes présentées par les
trajectoives T (M,) et par 'ensemble Q(M,) de leurs points de rencontre avee
le tore C*(0), méridien de S*. Nous devons passer maintenant aux considé-
rations générales concernant les ensembles d’accumulation de T (M,) sur S?,
de Q(M,) sur C*(o). Nous désignons par T (M,), T_(M,), par Q,.(M,),
Q_(M,) les parties de T'(M,) correspondant 4 5> 0, a4 5-Z0, 'ensemble
des M, pour n>. 0, pour n <Zo; Vi(M,), VI(M,) seront les enscmbles d’accu-
mulation de T (M,), de T_(M,) sur $*; J2(M,), J2(M,), ceux de Q. (M,),
de Q_(M,) sur G*(0).

Nous rappellerons les principaux faits constatés pour 'équation périodique
simple d0/d» =1 (9, 9). Le point M(9, ) décrit le tore S* dont C* (o) est le
méridien p == 0. Nous poserons la question de la possibilité ou de 'impossibilité
d’étendre ces proprictés au cas du couple d’é¢quations. Vi(M,), ..., J1(M,)
seront les ensembles d’accumulation de T, (M,)..., de Q_(M,) sur S?,
sur C*{o) qui contient Q(M,).

1° Qu’il y ait ou non des cycles, ’ensemble des nombres (0,—-0,)/n[des
points 7,(0,) situés sur la droite o =1 dans le plan des ¢, ] posséde un point
d’accumulation unique o, indépendant de 0,, le méme pour n—+4 o, et
pour n — .

Cette propriété n’a pas d’analoguc avec le systéme double, puisque nous
avons réalis¢ le cas de cycles partout denses sur 3°, et dont les périodes (r, m, )
forment des assoclations toutes diflérentes.

2° 8"l eaiste des cycles sur S* (o rationnel), les ensembles Vi(M,), V2 (M,)
sont géncéralement différents et ils dépendent de M,.

Par exemple, soit I1 un ensemble de parall¢les de S2, I étant fermé, fini
ou non, dénombrable ou non, particllement continu on non dense.



On forme immédiatement une équation d0/do =T, possédant une famille
de cycles identique a II. Celui-ci sépare sur S* des bandes B, limitées par deux
paralleles @, &' de H. Si M, est dans B,,, VI(M,), V2(M,) seront i volonté I'un
(et le méme pour B, donné) &, l'autre @'. Sur C*(o0), les M, sont isolés si M,
est étranger a H.

Avec le systéme de deux équations, s'il y a des cycles, et particulierecment
des cycles de périodes diverses, les ensembles V(M,), V'(M,) [et corrélati-
vement J1(M,), J3(M,)], trés généralement différents, doivent pouvoir
présenter des dispositions variant beaucoup avec M,. Je soumets ce sujet
d’étude au lecteur.

3° Sl n’existe pas de cycle sur S? (« irrationnel) : indépendamment de M,,
d’une part VI(M,), VZ(M,), d’autre part J.(M,), J'(M,) sont idcntiques entre
eux, et aussi a un ensemble V*, a un ensemble J', ind¢pendants de M,, le
dernier parfait.

Nous avons trouvé un exemple de systéme double, ot Pabsence de cycles
s’accompagne de ce fait : £,(N,) tend vers un point unique o, le méme
pour n - et pour n — », ct ce point est indépendant de N,. Ces conditions
sont-elles des conséquences nécessaires de 'absence de cycles sur S*? Je pose la
question.

4° Toujours en I'absence de cycle sur S* (« irrationnel), si M, est sur J!,
Q(M,) est partout dense sur J*, T(M,) est partout dense sur V2.

Dans le cas ou J* cst non dense sur C'(0), et V? non dense sur le tore S?, jai signalé
(AM, 11, p. 8g06) que les contigus i,, d¢ J' pouvaient se répartir en plusicurs séries distincles,
et méme en une infinité, chacun des 7, ¢tant {par la substitution 0,, 0,) le conséquent d’un
contizu de In méme scrie et le précédent d’un autre. Les 1,, offrent la disposition mutuelle
sur G' (o) des points ¢/(™p+7% sur le cercle trigonométrique, les m, étant des irrationnelles
deux a deux indépendantes (p et n entiers, p > o, n quelconque),

Chacune de ces séries de contigus est la section par C'{o) d’une région R, du complé-
mentaire de V?* sur S?, chaque région R, a pour fronti¢re la totalité de V. Dans le plan, les
exemples de continus, frontiere commune de plus de deux régions ou d’unc infinité de
régions, sont assez laborieux & créer. Sur le tore S2, I'opération est trés simple.

Sur S?, les ensembles VI(M,), V:(M,) sont aussi des continus, puisque les
arcs M, M, et M, M_,, de T(M,) sont des continus. Soit K I'un de ces continus,
par exemple V'(M,). On voit immédiatement que st M, (z,, y,, 5,) est sur K,
T(M,) est intégralement sur K.

En effet, M, est point limite, pour k et 5,4 «, d'une suite P,(uy, ¢, 3)
située sur T(M,): n étant positif ou négatif, mais fixe, soient M, (z, ¥, 5, - n)
sur T(M)) et Pip(tisns Viny 3+ n) sur T(My). Dés k+n>o0, P4y, est
sur T, (M,), et pour k -+ =, en raison dela continuit¢ de F'(, y, 5), 'arc P, P,
de T(M,) tend vers Parc M, M, de T{M,). Donc M, est sur K, T (M) est en
totalité sur K.
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Je pose ces deux questions :

a. T (M) et T_(M,) sont-ils nécessairement partout denses sur K=V?(M,),
sur K=V!(M,)?
b. Sinon, cn est-il au moins ainsi quand 'ensemble Q(M,) est dense en lui-

méme? Nous disons en méme temps que T(M,) est dense en lui-méme, chacun
de ses points lul étant accumulatif.

Convenons de dire qu'un continu K de S* ¢st de 'espéce (E) s'il contient
la trajectoire T(M,) de chacun de ses points M,; Vi(M,) et VZ(M,) sont de
I'espéce (I£). Nous dirons qu’un continu K de I'espéce (I2) est plus particu-
licrement de Uespéce (E,) si, pour chacun de ses points M,, T (M,) et T_(M,)
sont partout denses sur K== VI(M,) = Vi(M,).

Tout continu K de S*, ne contenant pas de cycle et appartenant a Uespéce (E),
renferme un continu K, de Uespece (I,).

Si K n’est pas dans (I5,) il existe sur K deux points M; et I,, distants de
ry > o, tels que la sphére ouverte 6(1y, ) de U*, ayant pour centre 1, et pour
rayon r;, nc contient aucun point soit de T, (M,), soitde T_(M,). Le maximum
de 7, est atteint. Nous supposons r, égal & ce nombre. Les continus VI(M}) et
Vi(M}) sont dans K, disjoints de o(I,, r,), et ils sont de 'espéce (I£). Si tous
deux sont étrangers a (I£,), soit K, I'un d’eux; puis dans K,, deux points M,
I, de distance r, maximum, tels que o(I., r,) ne contient aucun point soit
de T (M;) soit de T_(M;). Nous supposons K, identique au continu V3(M;),
VI(M;) donnant le plus grand r,; I, et T(M;) sont sur K,, contenu dans K.
Donc ryZr,. Si VI(M;) et VI(M;) sont tous deux ¢trangers a (E,), on recom-
mence. 5t ainsi de suite.

Ou bicn on est arrété a un ensemble K,, appartenant a (E;). Ou bien on
continue ind¢finiment. Les K, décroissent. Les nombres r, ne croissent pas.
Or la sphére s(l,, 7,) ne contenant aucun point de K, et r, décroissant,
toutes les spheéres o(I,, r,/2) sont disjointes. Donc r, tend vers o. Soit
K,=1K,; K. est un continu (ou un point). Si M, est sur K., T(M,) est
dans tout K,,, donc dans K. De plus la distance a T..(M,) et a T_(M,) de tout
point I de K est inférieure a tout r,. Elle est donc nulle. K, est dans (E,).

La section de K, par C?(o) est un ensemble J* non fini, puisque K ne
contenait pas de cycle. J?, fermé, dense en lui-méme, est parfait.

J2(My) = J2 (M) = J2,
indépendamment de M, sur J*.

5° La disparition du cas singulier de Poincaré pour l'équation unique
(avec « irrationunel) correspond au fait suivant : Il n’y a pas de trajectoire
isolée.

Cela se produit quand d0,/d0, est a variation bornée. Y a-t-il, en [’absence
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de cycle, une condition vérifiée par DX /DX, entrainant que toute trajectoire T (M,)
est dense en elle-méme ?

Sur C2(0), soit un ensemble Q(M,) isol¢, s’il en existe. Nous pourrions
donner 'indice o & celui des M, dont la distance p aux autres est maximum.
Pour r <p, la section quasi circulaire ¢(M,, r) de c(M,, ») par C*(0) est a
distance > p —r des points M,(n5£0). Le transformé c¢,(r) de ¢(M,, r)
pour z == n, est un ensemble ouvert contenant M, et a distance positive r, de M,.
Mais ¢,(r) peut étre extrémement ramifié, et il est possible que v(r), mini-
mum de r, soit nul, quel que soit 7. Si 7j(r) est positif pour une valeur ' de r,
en prenant r < v(7’), on aura des ensembles ¢,(7) tous disjoints.

St donc les aires se conservent sur C*(3) pour 5 variable : ou bien quel que
soit My, la trajectoire T(M,) est dense en elle-méme; ou bicn, si T(M,) est
isolée, n(r) = o quel que soit r > o.

Derniéres remarques. — Les points ,(N,) sur le plan s=1 de U?, les
points M, de C?(0), les arcs T (M) et T(M,) de T(M,), limités par M,, M,,
varient contintiment avec N,, avec M,. Leurs ensembles d’accuinulation sont
dés lors soumis a des lois générales dont on trouvera en particulier I'étude dans
la deuxiéme partie de mes Legons sur le Calcul des coefficients | pour les T(M,),
voir p. 214]. De ce point de vue, des problémes se posent. ISgalement la
métrique peut intervenir. Existe-t-il, pour ces ensembles d’accumulation, des
propriétés statistiques, c’est-a-dire vérifiées par tous les points initiaux M, [et
par ceux de Q(M,)] sur C*(0), exception faite d’un ensemble d’aire nulle?

Jarréterai ici P'élude poursuivie dans cette suite de cinq Notes. Il m’a été
dit que la question des systémes différentiels périodiques avait attiré atten-
tion des mathématiciens intéressés par la mécanique analytique, sans toutefois
qu’aucune publication ait révélé si le sujet a é1é abordé avec fruit. J'ai voulu
conduire les chercheurs au scuil des problémes a résoudre. J'ai soulaité les
aider en leur présentant des exemples caractéristiques, et des méthodes per-
mettant d’en construire bien d’autres.

(*) Séance du 19 janvier 1959.

() Comptes rendus, 248, 1959, p. 28.

(Extrait des Comptes rendus des séances de ' Académie des Sciences,
t. 248, p. 497-500, séance du 26 janvier 195y.)
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Les systémes différentiels pério-
diques. Propriétés ergodiques et stabilité des trajectoires. Note (*)
de M. Arxaun Doy,

En Pabsence de solutions périodiques, définition des écheveaux de trajectoires,
Vérification du principe ergodique sur les écheveaux.

Je croyais close la série des Notes que j’ai affectées & Pétude des systemes
différentiels dX/dz = I (z, X), ou X = (z, y) et I' sont des vecteurs a deux
composantes, I" ayant la période 1 en z, y, z. Cependant, les rvésultats que
)’ai publiés menant & des conclusions toutes proches ¢t d’un certain intérét,
il me parait utile de signaler ces derniéres. Il sera manifeste que extension
en est ais¢e aux systemes ot X = (¥, s, ..., Z—) et I, de période 1
en les a; et z, sont des vecteurs & r — 1 composantes, avec r > 3. Pour-
suivons notre exposé dans le cas de r = 3.

1. Jappellerai écheveau de trajectoires sur le tore S* de U*, un continu Q*
non réduit a un cycle, et tel que la trajectoire T (M,) de tout point M,
de Q* cst située ct partout dense sur Q°.

Q? est Pensemnble d'accumulation (au sens donné antéricurement a cette
expression) de chacune des T (M,). Celle-ci est dense en elle-méme (au sens
correspondant). Pour une trajectoire, posséder la stabilité & la Poisson ou
étre dense en elle-méme, sont deux propriétés identiques. Toute trajectoire
stable et non eyclique a pour ensemble d’accumulation un écheveau Q.

Deux écheveaux ne peuvent pas avoir un point commun sans coincider.
Car tous deux sont identiques & Pensemble d’accumulation de la trajec-
toire d’un quelconque de leurs points communs.

La section de T'écheveau Q* par un tore méridien C? (z,) de S* est un
ensemble parfait, totalement discontinu, ou totalement continu, ou particl-
lement 'un et Pautre.

Rappelons que si T (M,) est isolée, son ensemble d’accumulation, 'l ne
renferme pas de cycle, contient un écheveau de trajectoires Q.

Un écheveau de trajectoires Q* est soit identique & S*, soit non dense sur S*
in effet, soit 1 un point de $* étranger & Q7 r sa distance cuclidicnne
Q*, ¢ (I, r) la sphére ouverte de U' ayant pour centre I et pour rayon r.

a
. . . . e}
s* (1, r) la section de ¢* par S*, enfin u le point (ou 'un des points) Q
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dont la distance a I est r. L’ensemble des trajectoives T (M) des points Mj
de s (1, r) est ouvert sur S*, étranger & Q", mais sa fronti¢re contient T ().
Celle-¢i ¢tant partout dense sur Q*, tout point de Q" est {rontiere de Q°
sur 5*; ()* est non dense sur S5°.

a. Yoiciunexemple d’écheveau Q? dont la trace P2 (z,, Q") scra elle-mé
2a. \ ple d’éch *dontlat P*{z,, Q" lle-méme
I'écheveau Q? relatif & une équation différenticlle & une inconnue. Nous
faisons z, = o. L’équation dy/dx = A (x, y) déterminant I'échveau Q* sur
le tore C* (0) méridien de S*, sera définie par la construction de ses trajec-
toires < (%, yo) intégrantes, et celles-ci s’obtiendront par leurs images
¢ (., y,) dans le plan U? des ay; x est la longitude, y la latitude sur C? (0);
A (z, y) a la période 1 en x et y.

Donnons-nous le nombre irrationnel « et sur le cercle ¢! (o, 0), méri-

) b
dien (z =o0) de C* (o), un ensemble parfait totalement discontinu J'.
Enumérons les intervalles contigus i, de J' (—=» < k <<») de fagon que
Pordre de rencontre de i, t,, i, sur ¢' (0, 0) soit le méme que celui des
points d’abscisse curvilignes rz, ma, gz sur un cercle de longucur 1 ou
Porigine est fixée (k m, r sont des sentiers).
g ) q, b

Transformons en lui-méme ¢' (0, 0) par la substitution au point (o, %)
du point (o, 7,); %, sera croissant en 7, et v, — 7, aura la période 1
en 7,. S1 1, décrit I'arc-segment i, v, déerit Parc-segment iy, ct 7,
varic linéairement en v, Enfin, si m<a < m-+ 1, parcillement
m < —1, <m-4 1. Par continuité, 7, est défini aux poinls 7, de
seconde espece de J'. Le (k— 1) 1téré de v, (v,), soit 7, est tel
que 7;— 7, et kx sont compris entre les mémes entiers conséeutifs my
et m; + 1.

Dans le plan U* des ay, J' est représenté par j' = j, , sur le segment
So,0 [* = 0,0 =Ly <Z1), puis par tous les translatés j., de j,, sclon (r, m).
Leur réunion forme J', image totale dans U? des points (o, 7,) de J'.

Définissons dans U? les lignes ¢ (x4, yo) et pour cela, sur le segment
0=z 1 les arcs ¢' (v,) des lignes ¢(o, 7). Nous joignons rectiligneinent
d’abord le point (o, 7n,) au point (1, 7,). Ea normalisant ces traits,
nous avons p' (7,). Si 7, déerit s,,, Pextrémité (1,v,) de g' (v,) déerit
si0[z =1, (0) <y <7y (0) 4 1]. Les ¢' (1) correspondants sullisent a
déterminer la totalité de ¢ (0, 1) et a définir Péquation dy/dz = A (=, y).
Soit ¢, cette famille d’arcs. Les translatés ¢, de %, par tous les

couples (r, m) couvrent la totalité de U2
Y 3 .
L’arc p*(n,) constituant ¢ (o, 7,) sur le segment (k. x.=Zk - 1) est
le translaté par (k, m;) ow (k, my+ 1) de ¢' (q) si =1 ().
Si 7, décrit s,,4, Porigine de I'arc o' (o) déerit le segment

A3
| & ="A, k(o) Ly (o) -1 |.

117



Les translatées ¢, . (0, 7,) de ¢ (0, 1) par (r, m) donnent 'image dans U?
de la trajectoire de C? (o) prenant naissance 4u point (r, v, -+ m), géomé-
triquement identique a (o, 7). D’autre part, si 7, = 7, (n,), la trajec-
toire % (o, 7;) est encorc la méme ligne. Toutes les lignes g, .. (o, 1)
représentent  dans U? la méme trajectoire = (o, 1,) de C? (o). Soit
L (no) = X (ns) 'ensemble de ces représentations dans U®.

Si 1, est étranger & J', toutes les lignes composant £ (7,) sont isolées
des autres. Si 7, est sur J', X (v,) est partout dense sur J'. Les = (o, 1)
correspondantes forment I’écheveau Q*; Q* s’envoule indéfiniment autour
de 'axe non transverse Z* (o) de C* (0) et indéfiniment autour du cercle
central moyen X? (0) de C*(0). Dans U*, soit X(J") la réunion des mémes lignes
toutes disjointes ¢ (o, 7,), indéfinies dans les deux sens, de pente moyenne a,
séparées par les bandes composées des L (r,) relatifs aux points (o, 1,)
étrangers a Jr. X (J') est Pimage de Q* dans U®.

La partic de X (J') située dans le carré G, [o -Z (@ et y) < 1] de U* est
composée de stries sur lesquelles @ ne cesse de croitre (y aurait pu osciller).
Quand unc strie atteint un ¢oté de G, une des coordonnées atteignant
la valeur 1 (ou la valeur o pour y), le trait repart du cdté opposé, 'autre
coordonnée n’ayant pas changé. Les stries, en infinité non dénombrable,
formant un ensemble parfait non dense, laissent cntre eclles des bandes
qui, atteignant un c6té de G, sur un intervalle, repartent du coté opposé
par intervalle égal, ayant les mémes coordonnées de I'autre sorte.

2 b. Nous avons pour tout point N, (2, y.) de G, la Ligne o (zv, yo)
passant en ce point. Nous définissons comme 1l suit les trajectoires de
Iéquation dX/[dz = I (z, X) pour laquelle Q* sera la trace P* (o, Q")
sur C? (0) de P'unique écheveau Q" de ses trajectoires.

Soit 3 un nombre irrationnel linéairement indépendant de «. Sur
¢ (%o, yo) soit y, Pordonnée du point d’abscisse z, + 3, et N, le point
(o +- B, y1, 1). Relions Ny & N, rectilignement, puis normalement. Nous
avons l'arc t' (N,). L’ensemble de ces arcs définit I'équation dX/dz = F.

Les points de rencontre dans U° de t (N,) avec le plan z = n ont pour
coordonnées z = z, + Bn et y,, si le point (@, + nj, y.) est sur ¢ (@, Yo).
Si les trajectoires = (zy, yo) étaient des hélices du tore C* (o), y, serait
y+ adn. Et s1 « et «3 sont linéairement indépendants, les points dont
les coordonnées x et y sont les parties fractionnaires de z, + nf et y, + naf
sont partout densecs sur le carré [o = (z et y) <Z1]. Pour passer de ce cas a
celul de Q* non dense sur C? (o), on fend ce tore suivant une trajectoire
particuli¢re = (o, v,,), on écarte les bords de la fente, ce qui donne la bande
de C* (o) complémentaive de Q. Dans cclte opération, on ne change pas
les méridiens ¢' (0, z) (z = o), ni sur chacun d’eux I'ordre mutuel des points
déplacés. Des lors, si M, (@, yo, 0) est sur Q2 la trajectoire T (M,) sur S*
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traverse C? (0) aux points M, situés et partout denses sur Q*, et T (M,)
a pour ensemble d’accumulation Q* réunissant les trajectoires T (M,) des
points de Q*. Au contraire, si M, est étranger a Q*, la trajectoire T (M,)
est isolée sur §%, mais Q? est néanmoins son ensemble d’accumunlation.

Nous avons décrit la configuration de I'image de Q* sur G, [z= o,
0 = (x et y =Z1]; Q? est représenté dans U? par X (J*) pour z = o et par ses
translatées X, (J') par (o, o, n) sur z = n.

Les trajectoires T (M,) st M, est dans G, changent G, en G, dans le
plan z = n, G, étant limité par des contours congruents %,, A, et (h,, W,.
La configuration de G, a pu se montrer extrémement complexe dans des
cas antéricurcment étudiés (et ou nous trouvions des trajccloires pério-
diques). Mais G, découpera toujours dans I, (J') un ensemble ou tout
point de Q* aura un représentant et un scul, & moins d’¢tre figuré par un
couple congruent sur A,, A, ou sur |, [.,.

n

3. Q? cst la réunion de ses sections P*(z, Q") par les tores C* (z). Les tra-
jectoires 1ssues de P* (z, Q") reproduisent périodiquement cet ensemble
quand z s’accroit de 1. Désignons par I' (z,) et A' (z,) des continus situés
sur C* (z,) ct enlacés le premier avec X* (z,), le second avee Z* (z,). Nous
dirons qu’un ensemble situé sur C* (z,) est de I'espeéce (w) s’il contient un
continu I (z,) et un continu A’ (z,). Les trajectoires des points d’un tel
ensemble déterminent sur chaque tore C? (z) un ensemble de méme
espece ().

Premier cas. — St, Q® étant un écheveau de trajectoires, le complémentaire de
P:=P*(o, Q") sur C*(0) est de Uespéce (), les trajectoires de Q® vérifientle prin-
cipe ergodique, et Ny N, [n tendant vers un méme vecteur v, le vecteur Ny N, — 20
est borné, indépendamment de z et de M, vartant sur P*, N, variant sur une
image p* de P*.

On peut remplacer I' (o), A* (0) par des lignes simples de C? (0) se coupant
en un point unique. Leur complémentaive sur C* (o) forme une région
analogue & un rectangle plan, contenant P? et représenté dans U? surz = o
par une sorte de quadrilatére G, limité par des lignes congruentes Iy, [,
et my, my; P* posséde une image p* a Pintéricur de G,. Donc p* est a
distance positive de ses translatés par (r, m, o) et de méme les images
de P* (z,, Q%) dans le plan z = z, de U" sont toutes disjointes. Il s’ensuit
que si N, est sur p?, N, sera sur un translaté p: de p* par (r, m, n). Soit d
le diamétre de p*. L’ensemble déerit dans le plan z = n par extrémité du
vecteur N, N, a un diameétre inférieur a 2 d. La conclusion est immédiate.

Le vecteur (r./n, m,fn, 1 tend vers une limite v (2, 3, 1) % et § peuvent-
ils étre tous deux rationnels?

Il peut y avoir plusicurs écheveaux Qj, unc infinité. Si tous sont de
la méme nature, le complémentaire de chacun d’cux étant de Uespece (),
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les topologues cartésiens montreront sans doute aisément que C* (o) - XQ;
est ausst de Pespece (w). Cest le cas de Uexistence de deux couples I' (o),
A'(0o) d’ott partent uniquement des trajectoires instables. Le complé-
mentaire contiendra uniquement des écheveaux du premier type examing,
Le vecleur ¢, ne sera pas nécessaivement le néme pour tous, et les trajec-
toires instables pourront ne pas satisfaire au principe crgodique. Ces

écheveaux rappelleront certaines possibilités des solutions périodiques.

Second cas. --- Un écheveau principal (néeessairement unique) QF est
de Yespece (w).

Pour que les trajectoires de Q vérifient le principe ergodique il n’est
pas nécessaire que Uensemble déerit par N, sur le plan z = n quand N,
parcourt une nmage p* de P*; ait un diametre borné. Il suflit que ce diameétre
soit 0 (n) (moins croissant que n). Je crois, sans 'avoir démontré, que I’obli-
gation pour les points M, de T (M,), si M, est sur P*, de se rapprocher
successivement et indéfiniment de tout point de P2 [M, (M,) étant continu
et sans point double] c¢mpéche le diametre de p; de rester supéricur
a an, a > o élant indépendant de n. Dés lors, le principe ergodique serait
vérifié par les trajectoires de QF (toutes stables). Les trajectoires étran-
géres & Q* formeraient des écheveaux secondaires rentrant dans le premier
cas. Mais le vecteur limite ¢ serait nécessairement le méme que pour
Pécheveau principal. Et toutes les trajectoires instables elles aussi, véri-
ficraient le principe ergodique. Le diameétre de G, serait o (n).

Troisiéme cas. — Un écheveau Q° contient un I'' (o), mais nul A' (o)
(ou Pinverse). Aucun écheveau, aucun complémentaire d’écheveau ne peut
contenir de A' (0), mais d’autres écheveaux peuvent renfermer des I'' (o).

Si notre derni¢re conjecture est fondée, il y aurait ergodicité, éventuel-
lement particuliere, sur chaque écheveau de cette espéce.

Tels sont les trois groupes de circonstances possibles, en I'absence de
solutions périodiques. 11 conviendra de construire des exemples pour
confirmer ou pour infirmer les possibilités cnvisagées, les hypotheses
avancées, au cours de celte étude.

*)-Séance du 23 [évrier 1959.
9

(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. 248, p. 1233-1238, séance du 2 mars 1939.)
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Les équations différentielles périodiques.
Note de M. Arxavnp Dexsoy.

Cas d’ergodicité générale et uniforme.

A ma Note du 2 mars 1959 j’ajoute ce complément.

1. Soit I''(0) une ligne simple tracée sur le tore-méridien C*o) de 5%
enlacée (> 1) fois avee X*(o) (r, = accroissement de y) et Z' fois
zr : . 2
(&' = accroissement de @) autour de 7*(o).

Sur C2(0), soit I''(0) la p'™ transformée de I'! (0) par les trajectoires T (M,

\ > 1N I L
(M, changé en M, pour z == p).

Supposons disjointes toules les lignes ') (o) et soit X(I'') leur ensemble.

pp j o P\ \

Les I'),(0) sont simultanément toutes : ou bien («) isolées des autres [disposées enlre
elles sur C:(0) : soit (a’) comme les milicux des intervalles contigus & un ensemble parfait
linc¢aire tolalement discontinu, soit («) comme, dans une famille d’intervalles disjoints, des
suites croissant d’une extrémité a 'autre de chaque intervalle]: ou bien (d) accumulatives
d’un méme ¢o6té; ou bien (¢) bilatéralement accumulatives. Tout point M, de G2 (o) ¢tranger
QX (I divise, avee I'' (o), les £, (o) en deux classes, sépardes par un ensemble 15(M,) et
bornées 'une ultéricurement, Pautre antéricurement, par des continus e (M), ¢ (M,).
Si I'un <Feux est un ') (o) [il est ¢tranger & E(M), cas « ou b, tous les E, (M) . T5(M))
sont disjoints. Sinon [IZ(M,) contient e - et ¢ ], (M) peut se reproduire eveliquement
(cas a”); e cble peuvent ¢tre identiques, ou disjoints, ou particllement joints, (M) conte-
nant dans cc dernier cas des ensembles ouverts intermdédiaires.

Représentons ' (o) dans le plan z = o, en supposant que Ia ligne passe
par O. Avee les entiers £, 7/ vérifiant Zr — 2/ v/ == 1 et posant x == Za’ £y,
y=r11'«"-Fny’, on peut rapporter le plan z = o anux axes O/, Oy’ et Pon
esLramené au cas v, == 1, 2’ = o. Supposons faite cette simplification formelle.

I’ (0) est figuré par un are 2, allant de A (o, 0) & C(o, 1). Sott :\, son prolon-
egement indéfint par translations (o, m, o}, B, la bande comprise entre .\ et
sa translatée par (1, o, 0). Dans I3, C*(0) est veprésenté une inlinité de fois.
I' (o) étant disjoint de I'(0), .\, transformé de .\, par ¢{N,) pour z=p
a une mage dans B,. Sotent d le diametre de la projection de B, sur Oz
ct D le diamétre de Gy

w, est dans un rectangle de cotés paralltles aux axes et de base 2d/p, de

. . —.—_'\’
hauteur D. Les vecteurs d’aceumulation de Ny N, /n pour n == o sont (a, 9, 1);
o estindépendant de N, el 2 déerit un segment nomérique . 2 D en longuceur.
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L’ovdre de rencontre sur C?(0) de trois lignes I', (o), T, (0\ I, (o) est
le méme que celui des parties fractionnaives de po, mz, qz, si ces derniéres
sont distinctes (raisonnement de Poincare).

Soil. A'(0) une ligne simple rencontrant (et traversant) (o) au seul
point O; A" convenablement divigée tourne 2 fois autour de 7*(0) et v/ fois
autour de X*(0) avee Zr,— %4/ = 1; B, contient une représentation
de A'(0), joignant Ao, o) & B/(5, /), 2, joignant A et C'{Z, 1); C* (o) est
représenté par le quasi-parall¢logramme AB'D'C’ ou G, qui répété par
translations A/, AC, AB’ - AC donne un quast-parallélogramme 1T,
Si A" (o) est comme 1M (o) disjoint de toutes ses transformées A' (o) par T(M,),

IT, contient une image de G, transformé de G| par ((N,). 11 y a ergodicité

. > [t > . ,
normale, existence d'un veeteur ¢ tel que | N,N-—— (3 —z,) | soit borné

mdépendamment de N,

C’est la méme concluston que st T'' et A" étatent invariants par T(M,) ou
reprodutls périodiquement.
I { /)

2. Dans C*(0), soit Q* = Q*(0) == Q? le continu singulier de Poincaré
étudié dans la derniere Note, enlacé une mnfinité de fois avee X*(o) [et
avec Z*(o0)].

Sans le supposer cette fois base sur C*(o) d’un écheveau de S*) nous
Ienvisageons simplement comme tneariant par les trajectoires T (M,).
Soit I le contina T(Q;) réunissant les trajectoires rencontrant Q:F;

0 \n)
K.C*(0) estidentique a Q) (invariance de Q}). Chacque bande B, de C*{0)—Q;

oo\
est clle ausst mmvariante, car une trajectoire ne passerait pas de B, & une
autre bande B (81l en existait plus d’une) sans rencontrer K, et y étre
dés lors totalement incluse.

Tout écheveau QF de S* sera ou bien inclus dans K ou bien & distance
positive de K, et sa trace sur C*(o) sera un ensemble parfait ¢, inclus dans
une bande B,. Dans z:=o0 soit 3, une image de B,; 3, conticnt une
mage 7, de qo.

Y, ¢tant dans z = o I'image totale de Q) [X, était désigné par X(J') dans
la derni¢re Note], st N, déerit X,;, N, dans z = n décrira un ensemble X,
translaté de X, par z 4- n. Il en sera de méme de I'ensemble des bandes
représentant B, dans z =0 ¢t B, dans z == n. Une translation (r, m, n)
change 5, en 3,, done aussi 7, en v,; 7, ==7.. Il y aura ergodicité normale

sur Q*. Mais :

~
12 le vecteur ¢ sera-t-1l Ie méme pour tous les écheveaux Q* ?
20 peut-il y avoir des cycles ?

30 T'ergadicité existe-t-clle ¢t uniformément sur la totalité de §°?
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En m’excusant de cominettre de graves omissions, je citerai quelques-uns des nombreux
auteurs ayant aprés 1932 étudié Iergodicité en rapport avec les trajectoires sur le tore
A deux dimensions. Dans I'ordre chronologique : D, C. Lewis ¢t A. Wintner, N. Kryloff
et N. Boguliobofl, A. Andronov ct L. Pontriagin, C. C. Sicgel, T. Saito, G. Reeb, L.. Markus,
S. Sternberg, E. J. Akutowicz, M. M. Peixoto, etec.

Extrait des Comples rendus des séances de I’ Académie des Sciences,

a

t. 249, p. 590-591, séance du 3 aolit 1959,
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Sur les trajectoires du tore.
Note (*) de M. \nxavn Dessor.

Précisions ajoutées a un remarquable résultat de M. Orlia, introduisant la presque
peériodicité dans le mouvement en latitude des trajectoires sur le tore.

I'n complétant une étude exposée dans une de mes Notes (*), M. Z. Orlia
a publi¢ récemment (*) un résultat de grand intérct concernaut les trajectoires
définies sur le tore par une équation différentielle périodique :

] ,
Eri N(e, 8).

L.a fonction continue A, périodique de période 1 en 7 et en 6, est définie et
uniforme sur le tore S décrit par le point M(q, 9). les angles o, longitude, et 6,
latitude, étant mesurés par des ares de la circonférence de longueur 15 A est
supposée telle que. par tout point M,(z4, 8,) de 5, il passe une trajectoire et
une seule T(g,, A,) ou T(M,). d’équation :

Q= /(9. Y. @). avee  Bo= f(@u. Ou. @u).

Si 0,=f(2.. 8., ¢ +- n), Poincaré a montré que le rapport (6,— 9)/n tend,
pour n infini, vers x indépendant de M,, et -que, si % esl irrationnel, les
points (3, 0,) sont. sur le méridien C(@), identique a C(p + n). de longitude p,
dans le méme ordre géométrique que les points d’abscisse curviligne 1 = an
sur la circonférence I' de longueur 1. Jai signalé (*) que 6,— 0 ¢t nz sont
compris entre les mémes entiers conséeutifs. Fn conséquence, la fonction

() h(gn Do @) 2o B —Hyo— a(@ — ¢,)

est hornée indépendamment de M, et de 9.

M. Orlia vient d’établir que, si les trajectoires T(M,) sont partout denses
sur S, (@) est presque pértodique au sens classique, a savoir : a tout z positif
indépendant, il correspond un nombre L =1L(c) tel que tout intervalle de
longueur L(&) contient une presque-période i (relative a Papproximation
ouverte &) vérifiant : | (3 + A) — h(3){<¢, indépendamment de ¢. Ulilisant
un théoréme général de Besilhoviteh, M. Orlia prouve la possibilité de supposer A
enlier.

On peut obtenir simplement une valeur de L(¢) indépendante de 3, 0,.

Jai représenté le tore S sur un tore X, le point p.(@, 7) de X correspondant
a un point Mz, 0) de S : u est immédiatement déterminé en M par la condition
de continuité, dés u'a la trajectoire T'(O) de S soit 0= f(o, o, ) on fait
correspondre sur X I'hélice 1=a22. Si p(o, <) correspond a M(o, w) et
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st w=f(go, 0y, 0), & 0=f(9,, 0, 72)=[(0, ©, ) correspond / =7+ xg.
Si les trajectoires T(M,) sont partout denses sur S, réciproquement M est
déterminé et continu en w. Nous nous limitons & ce cas.

Jai utilisé également la représentation de T(M,) dans le plan I des (3, 0).
Mais on perd ainsi de vue les eflets de la double périodicité de A(p, 0).
M. Orlia a justement remarqué que, la continunité de la relation entre et M
¢tant uniforme, des conséquences trés apparentes en résultaient. Si l'are
géomeétrique wu’ du méridien I'(3) de X est inférieur en longueur a v, l'arc
géométrique correspondant (et de méme sens) MM’ de C( ) est borné par v, (v),
indépendant de = et de 3, n(y) tendant vers zéro avec v.

Je raisonnerai ainsi :

Dans le développement de « en fraction continue, soit 1’,,/Q,, la nim
réduite. De .

“’gf:\*ﬂ?:’f‘. (0 < (= 1" In< 1)
on tire une conclusion, que j’ai indiqucée dans une Note de 1946 (*).

Les s, s, 1y P, q étant entiers, posons (=7 -+4-a3, {, =T+ :z(:p —+¥),
h=f(o, w, 2), 0,=/(0, w, 2+5). Soieut w(o, t), u.(a, t) sur le méri-
dien I'(% )_1 (9 ++s)de X5 M(z, 0), M. (3, 0,) sur (,( ) == C(¢ -+ ). Dans
I’(3) inscrivons le polygone régulier A, de Q,, cotés de sommets (p, 2, + 7/(),,)
1. Ces points divisent I'(2) en Q,, arcs cg'm\ ar/Q,, et

N

pour o -7, ZQ,,—
chacun «/ cux coptient un et un seul des ), points t, pours,. "5 s, (3,,,—1
(e pair) ou pour s,—1.:25 <15y Q,, (me impair). Un de ces aves jt, 3)
contient ¢. Soit 7, le point de la suite considérée située sur ce /. La longueur
de Parce géométrique wu., est inférieure a 1/Q,,. 1l existe donc un entier ¢ tel
que ;zp —qi<1/0Q),,. Aux sommets de A, correspondent sur C(g) les sommets
d’un polygone D, de ), coteés, séparant sur C(2) des arcs tous inférieurs
an(1/Q,). Si Pare k,(w, 3) correspond a j.(t, 2), sur k, se trouveront i la
fois M et M,; supposons par exemple direct larc .t contenu dans j, :
u/a]) —q <10, Tarc direct MM, contenu dans 4, sera direct. Donc

< H— 0 +m(17Q5), ¢ élant entier. Or zp et 8,—— f sont compris entre
lc.s' memes entiers, Done ¢'=¢.

Dés lors, si Pon pose e =(1/Q,) + q01 /Q,0). égalité (1) donne immédiate-
ment, pour un eutier 1 compns entre v et o -t (4= 1, quel que soit a. et qucl
(que soit le signe deap —q :

[ B g+ p) = lilga Bo. @) < 2.

Donc I (&)~ Q,,—+1.

\joutons quclque: remargques :

Noil /() une fonction définie pour tout @ réel, continue et hornée, u un
nombre positif quelconque, g(u) le maximum de [f(x—+u) ——/'(.1')[, . variant
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de — o0 it 4-00: g(u) est la limite, pour » inlini. de g,(«). maximum de
| /(0 4 1) — /()| pour — n < & < n: g(u) est continue en u. croissante en n:

() est semi-continue inféricurement. L'ensemble I(z) défini par g(u) =2

est fermé. Pour Papproximation fermeée z, tout point 7. de l(2) est une presque
période, vériliant

[ S+ 2 —/f(x)|ZLe,  quel que soit =,

La condition neécessaire et suflisante pour la presque périodicité de f{x) est
(que, pour toul ¢, les intervalles contigus i 15(=) aient une longueur bornée.
L(e) ¢tant leur maximum, tout intervalle de longueur L(e) contient une
presque periode X (d’approximation fermée ), 4 moins que les deux extrémités
de Uintervalle ne soient elles-mémes des presque-périodes..

N/ () est uniformément continu sur l'axe réel, g(uw) est continu,
Lensemble g(u)<e, ou E'(g), est ouvert. Tous ses points sont, pour
Papproximation ouverte z, des presque-periodes.

Daus le cas de notee fonction 7(g). si K est le maximum de [A(g, #) — x|,
les nombres dérives de (u) sont inférieurs a K en valeur absolue. 2(g) étant
presque periodique, E'(e) contient une inlinité d’intervalles supérieurs i 2¢/K
en longueur.

(*) Séance du ¢ juillet rg6o,

(L équations diflérentielles periodiques, p. 2 et saiv,
) 2O, Coneples rendus, 2500 1gta, pe 2365,

(7) Nrticles of mcmoires, VL po S8y,

oo dewd-sicele de Notes aw e Veadémies, po 387,
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — D’aprés la topologie du tore ¢ deuzx dimen-
stons dans Uespace a trois, ergodicité des trajectoires sur le tore a trois
dimensions dans Uespace a quatre, en Uabsence de cycles. Note (*) de

M. Arxavn Dexsoy, Membre de ’Académie.

(€1) désignant un automorphisme réalisable continiment et appliqué au tore C*
a deux dimensions dans I’espace a trois, si C), I'un des méridiens de C?, est trans-
formé en unc courbe L telle que dans le cheminenment de Pun a l'autre des points
de longitude cxtréme de L, cette courbe coupe C) au moins trois fois de plus dans
un sens que dans lautre, il existe un continu H de type (1, o) coupant tous les
méridiens de C? et dont chaque point M, a pour transformé M, un point situé surle
méme mdéridien. IZnoncé analogue pour les paralléles.

La présente étude topologique sur le tore C*, méridien du tore S* a trois
dimensions dans D’espace cartésien U', est corrélative au probleme des
trajectoires intégrant un systéme

(IJ,'_: o, r/_)‘__‘, o
(l) ”l?_—ll(as)$")v 17_:——12("'7_"3)1

F, et F., ayant la période 1 en chacune des variables z, y, z.
X (z, y) et I' (F,, F.) étant regardés comme deux vecteurs, le systéme
s’écrit
X .
—(I—S. =F (.-, x\).
On suppose que, par tout point M, (X, z,), il passe une trajectoirve T (M,)
et une seule :
X=f(s, M), avee  No= f (50, My).

Le point M (z, y, z) peut &tre représenté de deux fagons : 1° par un
point de S* z, y, z étant des angles mesurés par des ares de la circonférence
de longueur 1 : longitude premiére (z) sur S* définissant un tore méri-
dien.C*(z), longitude seconde (z) et latitude (y) définissant respectivement
sur C*(z) un méridien C'(z), un parallele P'(y); p, ¢, n étant Lrois entiers
quelconques, tous les points z+p, y+¢q, z-+n ont le méme point
figuratif M sur S*. Cette représentation est la plus importante du point
de vue de 'interprétation physique ou mécanique des trajectoires. Elle pose
le probléme de leur ensemble d’accumulation pour z - =%. Sila tragee-
toire T (M,) coupe le méridien C*(z,) aux points Ma(z.4 n, Nu). avee
Xu=f(zo+n, M,). (M,, M,) réalise continiment par T(M.) un auto-

morphisine de C*(z,).

/
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Dans ce qui suit, nous prendrons uniformément z,= o.

Le tore C* introduit dans le sommaire sera le tore méridien C*(0). Sur C?,
le méridien circulaire C,== C'(0) sera I'origine des longitudes z. La ligne L
a sur C* une longitude minmimale %, atteinte en un point de C! dont le
parallele deviendra P*(0), pris pour origine des latitudes y. Au point (o, o)
de C* correspond sur L le point (%, 7). Sur L, z,2>-%,.

20 Le systéme numérique (=, y, z) est représenté par le point N de
coordonnées z, y, z dans U’. Pour les notations et précisions de détail
relatives & cette figuration je renvoie & mes Notes de 1958-1959 ('), réunies
en un fascicule sous le titre Les équations différentielles périodiques et
désigné ci-aprés par L. D. P.

Cette représentation est extrémement utile pour étudier la transfor-
mation (M,, M,) de C?/ et le comportement de (X—X,)/(z— zo)
pour |z—z,|c, particulicrement pour celui de (X,—X,)/n, donc du
vecteur [(z.—Z.)/n, (Yyoa—1Yyo)/n, 1] pour |n|w.

S? est dans U® intégralement veprésenté par le cube K, [0 < (z, y, z) <£1],
dont la base G, a pour sommets A, (o, o), B, (1, 0), D, (1, 1), Co (0, 1).
Nous supposons-que L est décrit par M, quand M, parcourt C,.

Soit N, (24, yo) dans G, et dans U’ soit ¢(N,) I'image de T(M,) issue
de N,. t (N,) coupe z=1 au point N,. Quand M, décrit G,, N, décrit G,
(fig. 1). Aux autres sommets de G, correspondent A;(%,, v1), Bi (5141, M),
Di(%i+1, nut1), Ci(&, mi+1).

Je dis que le phénoméne d’ergodicité se réalise pour les intégrales de
Péquation (1) si le vecteur N,N,/n tend pour |n| infini vers. une
limite (9, 1) indépendante de N,. Le vecteur (X,— X,)/n tend vers .
Alors quel que soit M, sur S® et N, dans U?, le vecteur N,N/(z—-2z,) tend
vers (9, 1) pour |z—z,|w.

Il peut se faire qu’il existe des cycles & systéemes de périodes (p, g, n)
différents et méme un ensemble infini de tels cycles.. Dans ce cas, I’ergo-
dicité est évidemment impossible. J’ai souvent présumé qu’en P’absence
de cycles, I’ergodicité est la régle générale (E. D. L., p. 32) (*). Le théo-
réme topologique énoncé dans le sommaire représente un grand progrés
vers la confirmation de cette idée.

Aux cdtés AB, ou A4 ct CoDy ou #,, A Gy ou py et ByDy ou p corres-
pondent les lignes Ay et 4, y et ., (figurant L); 7., se déduit de A, par
la translation (o, 1) et 1, de p, par (1, 0); Ay, iy ¢t toutes leurs trans-
latées par (p, ¢, o) (p, ¢, entiers quelconques) sont deux a deux disjointes,
sauf par leurs extrémités (3,4 p, 1.+ g, 1). C’est le principe (p) (E. D. P,
p. 10, III, 1).

A %, 7, si nous imprimons toutes les translations (p, o, 0), nous obtenons
deux lignes simples indéfinies A,, A| limitant une région V, contenant ey
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et ', ces deux derniéres lignes pouvant, 4 la condition de ne pas sc couper,
étre étirées solidairement aussi loin qu’on veut vers les « infinis positifs
ou négatifs. Pareillement, les lignes €,, & obtenues en opérant sur ., 1,
les translations (o, ¢, o) limitent unc région 4, ot se trouvent et peuvent
étre indéfiniment étirées vers les y infinis positifs ou négatifs les deux
lignes A,, " (E.D.P., p. 14; voir p. 15-18 la formation de domaines G,
de plus en plus complexes, mais entrainant P’existence de cycles, en infi-
nité, et & systémes de périodes tous différents).

4]

1A P ¥4t p+t [6+2 p+2 x,

Quel que soit le nombre r de dimensions, un tore Go décrit par le point M(u,, ui, ur—1)
de période 1 en chaque u; est changé par automorphisme en G, (u}, ul, ..., u}_,). Le méri-
dien py (x) (u; = z) de G devient 4, (x) dans G, (1 = u}); soient m (z) et M (x) les minimum
et maximum de x, sur u,(x); i(x + 1) = ' (x) est 4, (x) translaté par (x, 2 + 1). Impri-
mons & u1(x) ct a u) (x) toutes les translations (o, p:, ..., p—) (p: entiers). Nous formons,
dans I'espace U,—y, une zone V; ol la totalité de G, est représentée. Donc six < 2'< x 4+ 1,
m(x’) > m(x), M(x") < M(x) + 1; m(xz’) croit avec z’, et continiiment. Soit ¢ le minimum
ded(x) = M(x) »— m(x) et x’= Eouil est atteint:8(x) << 8 41.Soitp —2 << m(E) << p—1.
Si 6>2, donc 8 =2+ a(a>o0) et si p—1—a<m(@)=<p—1, M@ >p+1
et ui(xr) est coupé par les trois plans x = p—1, p, p + 1.
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V. transforme la bande V,(o <y =1,  quelconque z=0). Au seg-
ment p; déterminé dans V, par I'abscisse constante z correspond 7
dans Vn[}’-o, {"'Io, ety P"n sont l’-K, '\J'tlw’ p'(:i P’]l)

£+ m dant le maximum de la longitude sur L, notre hypothése est
que Pintervalle &, &+ m contient au moins trois enticrs, p-—1, p, p + 1.
Il en sera évidemment toujours ainsi moyennant m>>-3. Soit ¢ le premier
point ot u, décrit & partir de C, coupe z,= p +1; Rebroussant chemin,
nous retrouvons pour la premicre fois z, = p en un point ay, correspondant
a a, sur 4. Si a), a, sc déduisent par (1, o) de ai, a., 1, parcouru de a,
vers D, rencontre ;= p cn un premier point c.

Y
1

RN

n+1 c, : \D: V,

%
G
Q‘\?’\ *E’
o\ \\
/> >
x=0 »———"/
PR e e
-+ 2]
Vi
A .
n N ‘ R
Ay
x4
04 3 p-1 ¥+ P k2 PH  ¥43 P*2 T+4
Fig. 2.

Posons z,—z ==d(z) =d. Cecst unc fonction de période 1 en .
Sur aie, d > p; sur a\¢, d < p. Aux deux points a,, a,, d = p. Notre but
est de prouver que la frontiére entre les deux régions d<<p et d>p
relic @, et a) par un continu ¢, auquel correspond dans G, un continu @,
rcliant a, ct a,.

Sur la droite a,==p : d<p ou d>p selon que z>o0 ou z<<o.
Sur z,=p -1, mémes conclusions sclon que z>1 ou z<<1. Dans les
régions ou & la fois p<z,<p+41 et o<z <1, d étant compris entre
z,—1 ¢t x, d—p peut approcher —r1 et -1 sans les atteindre.
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Sur la figure 2 nous signalons ces régions par un point d’interrogation,
mais par les signes + et — celles ou respectivement d -— p est constamment
soit positif, soit négatif. Nous schématisons la représentation de A, et
de p., en les réduisant a des lignes brisées.

L’ensemble d = p contiendrait des points intéricurs s’il existait un inter-
valle de longitudes z telles que Ie transformé de C'(z) par 'automor-
phisme (Q) posseéde tout un arc commun avee C'(x). Ce cas ¢trange n’intro-
duit pas de véritables diflicultés. Nous le négligeons. Les deux ensembles
d <p et d >p auront la méme frontiére, ot d = p.

Traitons d’abord le cas trés simple ou sur 1y, 2z, (longitude de¢ M, sur L)
ne cesse pas de croitre de %, & £, =+ m, puis de décroitre de £+ m a &,
quand le contour L sc ferme (fig. 2).

D’aprés d,<<p, sur le parcours a\ca, ct d>p sur aea,, les deux
ensembles disjoints d <p et d > p ont tous deux les points a, et ¢ dans
leur fronticre, tandis que chacun relie conlindment ces deux points.
En vertu du théorcme fondamental de la topologie plane (*), ces fronticres
(identiques dans le cas actuel 4 un ensemble ¢,) sont continues entre a,
et @54 9,1l correspond sur C* un continu H du type (1, 0) coupant tous
les méridiens et jouissant de cette propriété : aa point quelconque de
longitude 2 situé sur I, il correspond par automorphisme (€1) un point
de longitude z 4 p, done situé sur le méme méridien que le premier point.

I' étant un continu de C* et dont la représentation complcte [invariante par toutes les
translations I, k (entiers)] dans U* est un ensemble I, nous disons que I' est ou contient
un coulinu de type (p, q) si les conditions suivantes sont satisfaites.

Il existe sur K un point M(x, y) tel que, unc fois extraits de U* tous les cercles d’un
certain rayon + suffisamment petit et ayant pour centres les points My« (x -+ h, y, k),
sauf M (M..0) et M, ,, ce qui reste de K : 1° est continu entre M et M, ,; 2° renferme un
continu irréductible entre ces deux derniers points ct ne contenant aucun autre couple
de points congruents.

Faute de place I’étude du cas général sera présentée dans une nouvelle Note.

(*) Séance du 27 octobre 1965.

(") Comptes rendus, 247, 1958, p. 1072, 1096, 1923; 248, 1958, p. 28, 325, 497, 1253.

(*) Un demi-siécle de Notes aux Académies, p. 430 (Note de 1910), 434 (1911) et démons-
tration aux pages 440-442 (1950) avec les observations des pages 81 a 83.

(®) Actes du symposiuun international Boscovitch, 1961, p. 4o.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Puris, 5¢.)

C. R, Acad. Sc. Paris, t. 261, p. 3917-3921 (15 novembre 1¢
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — D’aprés la topologie du tore d deux dimen-
stons dans Uespace a trois, ergodicité des trajectoires sur le tore a trois
dimensions dans Uespace d quatre, en Uabsence de cycles. Note (*) de
M. Auvxavn Dexsoy, Membre de I’Académie.

Suite de la Note (*). Démonstration du théoréme topologique dans le cas général.

Dans le cas ol sur 1, x, croit d’abord de sa valeur initiale %, son maxi-

mum %, 4 m pour décroitre ensuite du dernier & la premiére, nous avons

montré Pexistence du continu g, joignant 4, a 4, et sur lequel
d=uz,—a=p.

Dans le cas général o, sur le parcours de v, z, a des oscillations d’am-
plitude quelconque, montrons par quelle voie s’élimine la difliculté de

ces franchissements, en des sens alternés, des lignes = p, z,=p +1.

h k
e AR ENEN " 1T

RN RN N N I
e .
H a
- o
" iy E:
AENEEARNNEENEREEEnEnE]
IR NN RN
0 3 pe

Fig. 1.

Je rappelle le raisonnement établissant le principe fondamental de la
topologic du plan. Il est présenté sous une certaine forme dans ma Note
de 1950 (*). Je 'adapte 1c1 au cas nous intéressant.

Voici ’hypothése. Un contour fermé Q et son intéricur appartiennent a
deux enscmbles ouverts disjoints E; E’ (qui seront ici, 'un d<p,
Pautre d > p), complétés par un cnsemble fermé (qui sera leur fron-
titre commune non extéricure & Q(d= p). Q contient un arc HIJK
entitrement formé de points situés a distance nulle de I, tandis que les
points K ¢t H sont chacun P'extrémité d’un arc intervalle appartenant a E/,
celui-ci pouvant renfermer sur HK plusicurs ares majeurs disjoints (fig. 1).
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En vertu de la biconnexité du plan, pour tout :>> o0 et p, n étant deux
entiers positifs assez grands, on peut former un réseau de points W, ,
(o£r-p,0<s<n) appartenant ou intériecurs 4 Q, de¢ fagon que la
distance W, W, ,<z si |F—r|{+|s—s|=1, et W, est sur HI,
W,,o sur 1J, W, , sur JK, W, , sur KH. Au point W, , nous faisons
correspondre dans un plan le point w, ,(re, sz). Ces points w sont les
sommets dec carrés décomposant un rectangle R de sommets &, i, j, k
correspondant a H, I, J, K.

Considérons les carrés dont un sommet au moins correspond & un W, ,
situé a distance nulle de E. Ces carrés forment des domaines (ensemble
ouvert aceru de sa frontiére). A 'un de ces domaines, contient tous les

Y

C

Fig. 3.

carrés bordant les trois cotés hijk de R. Le cycle des cotés frontiéres de 4,
commencé par hijk se clot par une chaine dont les sominets w correspondent
a des points W, soit v,=K, ..., v, ..., v.=H, situés, soit sur KH,
soit a I'intéricur de Q. Dans ce dernier cas, v, est situé dans E’ et distant
de E de moins de 2:. Quand ¢ tend vers zéro, la chaine de points v, tend
vers un continu ® reliant K 4 H; ® est formé d’arcs intérieurs a Q et
frontiéres de E, et possiblement aussi d’intervalles de KH intérieurs a E.

La figure 2 facilitera l'intelligence du raisonnement suivant :

Nous appliquons la derniére conclusion obtenue au contour Q formé
par : 1° 'arc y¢ de 4,; 2° le segment ¢0 de la droite z,=p —1; 3° I’arc 0p
de u.,; 4° le segment ¢y de 2, = p. Sur le parcours Y203, analogue a HIJK,
d < p; sur le segment gy, analogue a KH, nous trouvons un intervalle ¢,
ou d > p; puis I'intervalle 67, ou d < p; enfin, I'intervalle =y, ou d > p;
d = p aux quatre points ¢, g, 7, 7. Le role de E est 1c1 joué par P'ensemble
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d < p. Dés lors, un continu ® pouvant renfermer Pintervalle 57(d < p)
et intéricur 4 Q par ses autres points (d = p) joint ¢ & 7. Ajouté a ¢y ct cai,
il joint ¢ a a, par un continu ca, dofit chaque point est a distance nulle
de T'ensemble d < p, comme dans 'excmple simplifié. Si Tarc a)e de ¥
présentait des sinuosités ot alternativement d < p et d > p, on les élimi-
nerait de la méme facon. Dés lors, comme plus haut, a, et a, sont reliés
par un continu ¢, ou d=p; mais ict 3, peut déborder sur les régions
—1<z<o et 1<x<2 (il n'est pas impossible quc la ligne 7, vienne
elle-méme couper Pintervalle a,c de 2, =p. En ce cas, 3,.sortirait de
la région V,.

Imprimons a 9, toutes les translations (n, o). Nous obtenons une
ligne @, représentant H et ou, y restant compris entre deux limites, z varie
de —oc & 4 = (fig. 3). Sur @, opérons toutes les translations (o, p). Nous
avons la représentation totale de H dans le plan z = o0 ¢t nous nous rendons
compte de l'influence d’un changement d’origine sur C* pour la repré-
sentation g, de H.

Observons encore que, sur U, si a, n’est pas le point de longitude
extréme %, + m, ’arc de retour de 1, & partir de cette extrémité donne
licu & un second continu H’ de type (1, 0). Si la partie entiére de m est
2+ k (kt<1), nous aurons pour k entiers consécutifs p, ..., p+k —1,
en tout 2k continus analogues a H.

(*) Séance du 27 octobre 1965.

(Instilul Henri-Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, 5¢).

C. R. Acad. Sc. Paris, t. 261, p. 4293-4296 (22 novembre 19635). Groupe 1.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES PERIODIQUES, — Ergodicité présentée par les
intégrales des systémes de deux équations différentielles périodiques en
Pabsence de solutions cycliques. Note (*) de M. Anrxaun Dexsoy, Membre

I’Académie.

Application des proprié¢tés topologiques du tore 4 deux dimensions.

Dans mes deux Notes précédentes (') j’ai démontré sur des exemples
(et fourni tous les ¢éléments d’une démonstration embrassant les cas les
plus généraux) une propriété topologique essentielle du tore 4 deux dimen-
stons. Ces Notes constituaient 'indispensable préparation de celle-ci, ou
la dite propriété servira de base & Pétude de Pergodicité présentée par
les solutions d’un systéme différentiel formé par deux équations pério-
diques, en Pabsence d’intégrales eycliques.

Je conserve, sans les définir & nouveau, toutes les notations introduites
dans les deux Notes précédentes.

La théorie exposée pourles méridiens C' (2) vaut pour les paralléles P* (y).

Supposons qu’a la fois une ligne ;" et une ligne 7 soient coupées respec-
tivement par les lgnes zy=p—1,p,p+1, yu=q¢q—1,¢,q+1. 1l
existe un continu R de type (o, 1) coupant tous les paralléles et tel que
si Mo (o, yu, 0) st sur R, son conséquent M, est sur le méme paralléle
(y1=yo+q)

R a pour image dans le plan z = o une ligne indéfinic U’ de période (o, 1),
joignant un point b, de 7, au point b,, congruent sur ,. Evidemment ®,
et U, se coupent. Un point M, (w,, ¥4, 0) de leur rencontre a pour consé-
quent M, (z,+ p, yo+ ¢, 1). La trajectoire T(M,) cst un cycle se fermant
au bout d’un tour de z. Si donc ’équation (1) n’admet pas de cycles parmi
ses trajectoives, ct si a,, b, et ¢, d, sont respectivement les longitudes z,
et les latitudes y, extrémes de Gy, I'une au moins des deux différences b, — a,
et d,— ¢, est inféricure a 4.

Mais, pareillement, quel que soit n, la section G, de I'enscinble des ¢(N,)
pour z=n, comprisc dans a,< x,b,, c,Zyid,, vérifie 'une au
moins des deux conditions : b,—a, <4 ou d,— ¢,<4. Sinon 1l y aura
des trajectoires cyliques de périodes py, qu, n.

Soient I,,(\..) ct L,,(\Io) rcspcctivcmcnt les points (T, — T, Yu— Yo, ),

u (X, — X, n), et (X, — X,)/n, 1], puis W, et w, 'ensemble des T,(N.),
dans le plan z=n ('L celut des i,(N,) dans z=1. W, est contenu dans
le rectangle W, (o, —1<z<b,c.—1<y<d,); w. est dans le rec-
tangle &, homothétique du précédent, avee le rapport 1/n. Pour tout N,,
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Pensemble d’accumulation des extrémités i, (N,) des vecteurs NyN/n est
dans w,, quel que soit p. Si chacune des conditions b, — a, < 4 ou d,— ¢, <4}
est respectivement vérific pour une infinité de valeurs de n, le
veeteur Ny N,/n a une limite ¢(%, 3, 1) indépendante de N, et pour tout n,
respectivement n, n3 sont compris entre a,—1 ct b, entre ¢,—1 et d,.
C’est Uergodicité.

Dans ce dernier cas, si 'un au moins de # et de 3 est irrationnel, il ne
saurait y avoir de cycle. Si = p,/n, $=q./n, p, et ¢. étant entiers,
Pexistence de cycles n’est pas impossible. Seulement 1ls ont tous le méme
systeme irréductible de périodes p,, g, n, la valeur de n étant unique.
L’ergodicité est réalisée. Mais, si toutes les trajectoires ne sont pas des
cycles, toute trajectoire non cyclique est instable.

Supposons qu’il existe deux cycles de périodes respectives p, q, net r, s, n,
avec p#r, g5#s. Ces cycles seront représentés dans U, par t(H,), t(J,),
H, et J, étant deux points de G,. Les vecteurs H,— H,, J,— J, sont
respectivement (p, q, n) et (r,s,n). Les vecteurs H,..— Ho, Jon— Jo,
m étant entier positif, seront (mp, mq, mn) ct (mr, ms, mn); mp et mr
sont compris entre-a,, ¢t b, mq et ms entre ¢, et d,.,. Soient hfm et j/m
deux fractions comprises entre p et r, entre g ct s respectivement; i1l existera
des cycles de périodes h, j, mn. Dans le plan z =1, les couples de périodes
rapportécs au nombre de tours accomplis par z, soit 'ensemble des
points h/mn, j/mn, sera partout dense dans le rectangle de sommets
opposés (p/n, q/n) ct (r/n, s/n).

Notons que, s1 p, ¢, n sont les périodes irréductibles d’un cycle, les
trois nombres p, ¢, n ne sont pas nécessairement premiers entre cux dans
leur ensemble.

Soit v4(x, yu, 0) un point intéricur a G,, puis, b ct k étant deux entiers,
A, (5,7, 1) avee ELi=a,4+h, 1= yo+k, enfin v (2—h,2—Fk 1)
Joignons A, a Ay, v, a v, par des ares disjoints, ol z ne cesse pas de croitre
ct dont les tangentes aux extrémités sont paralleles & Oz. La trajee-
toire t(A,) joindra A, & A, (2, 2, 2) en passant par A,. Ce sera un cycle
de périodes (z, 2, 2); sans réduction possible & un cycle de périodes (1, 1, 1).

Considérons le systeme dz/dz =TI, (2, z), dy/dz=F.(x, y, z), F, et F,
ayant les périodes habituelles. I', est supposée vérifier une condition (celle
de Lipschitz par exemple) entrainant Puniticité .de la trajectoire passant
par le point quelconque (z., z.). Hypothése analogue pour Iy ; (74, y.) étant
un point qucleconque de G, les trajectoires sont

‘T*x":-‘fi(xﬁv 3), .)"—.)’0:/:-'(.'1'0’ Doy 5),

avec fi (x4, 0) =0, f2(%0, Yo, 0) indépendamment de 2, y.,, et f, étant
périodique en z,, f» en z, et y,.
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@ étant le nombre rotationnel de f, en z, si x,= f,(x., n) les méridiens
C'(.) se succedent sur C* dans 'ordre des points d’abscisse curviligne na

sur une circonférence de longucur 1 {et méme z,— z, est compris entre
les mémes entiers que nz quand « est irrationnel).

Quand 2 est rationnel et vaut p/q iveéductible, il existe au moins un %,
(au moins ¢ distincts sur o Zx, <1) tels que la suite C'(%,) soit cyclique :
Zieq= 51+ p pour tout h. Quel que soit 2z, distinet des %, les C'Y(@iymy)
tendent vers un C!'(%,) pour m=.

En conséquence (y.—ya)/n tend vers 3, se déterminant sur un C'(%))
et indépendant de z, et de y,. Il y a ergodicité, mais instabihité, au moins
pour les T(a,, yo) st 2, n'est pas un %,.

Si 3 est rationnel ¢t vaut rfs irréductible, il y a des cycles. Mais ils ont
tous les mémes périodes, celle de z étant le p. p. c. m. de ¢ et de s. Les
trajectoires non cycliques sont alors instables.

Dans G, (z = n), les images w,, u., des cotés A,C,(z,= 0) et ByD,(z,=1)
sont les segments de droite d’abscisses %,, L.+ 1 [E.= fi (o, n)] et d’or-
données y, : . <y <Tu+1 [Tu=f.(0,0,n)] £, Q, sont les droites
indéfinies d’abscisses %,, Z,+ 1. Entre elles sc¢ trouve la totalité de G,,
et en particulier les images 7., 2, de AyBy(yo=0) et CoDy(y. = 1). Les A;
pour 0 < y,-<-1, images des parall¢les de latitude y,, sont compris entre A,
et /.

Yo—Yo=[f2(s, Yo, p) ayant la période 1 en z, et y,, cette égalité
vaut quels que sotent z, ¢t y. (et non pas seulement pour N, situé dans G,);
2, ne changeant pas, s1 nous faisons croiire y, d’une valeur entiere a la
suivante, y, croitra et d’une unité, donc en valeur absolue la variation
de f.(zu, Yo, p) sera inféricure a 1 ct, avee 2 = 3(x, Yo, p),

¥p—Yo==fa(@e, 0, p) + 0, 021,
quels que sotent z, et y,. Dés lors, m étant entier positif (on arriverait aux
mémes conclusions avec le méme nombre 3, pour m et n infinis négatifs)

N
.}'wu nwp )'m/; = f'.’ (-Em/n, 0, 1)) + Ope

Posons

kz=nm—1

Z J.' (-l'k/;, u,/:) = ’”-'\m (-'l"th [));
k=0

Yup—Yo=mA, (Lo, p) +cm, s,
Sott j le maximum de |fa(Zo, yu, 1)]. Si

mp<<n<(m-1)p, [ Yn—Ymp | < DS
et
Y= Yo== mA,, (o, p) + 2 (m—+pj), avee 2.

Nous pouvons changer x en w croissant avec z, © —x ayant la période 1,
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et tel que, quel que soit z,, 4 x; correspond ;= w,+ kx Soit
g(w, p)={f.(x, o, p). Quand m croit indéfiniment, A, (z., p) tend vers

21

I,,==/ g(o, p) dw, indépendanunent de z,. Dés lors, les limites d’indéter-
<0

mination de (y,——y.)/n pour n = différent de I,/p de moius de 1/p envaleur
absolue et y,—yo/n tend vers une limite § indépendante de (@, yo).
Il'y a ergodicité.

Pour revenir au cas général, est-il possible qu’en Pabsence de cycles,
les intervalles (a., b,), (c., d.) oscillent d’une longueur inféricure a 4 vers
des longueurs de plus en plus croissantes, pourvu que Pun des deux soit
toujours inféricur a 4? Ou au contraire, un seul au plus a-t-il.une longueur
croissant indéfiniment? Ce cas-la n’est-il pas uniquement celul ol une
des fonctions inconnues x ou y ne figure pas dans Pune des équations
du systéeme?

Si (d,— ¢,)[n reste supéricur & un nombre k positif, les lignes ¥, ana-
logues aux ¢, et ou y,— y, est entier deviennent de plus en plus nom-
breuses. Si le n"" transformé de tout C'(z) vérifiec M, (x) — m,(z) >1,
il y a sur tout U, un point ol z, — z, est entier. Mais en I'absence de cycle
ces points ne doivent pas former un continu dont I'homologue dans G,
joindrait 4, a Aj.

Dans le cas général, la limitation supéricure par le nombre 4 des deux
différences b, — a, ct d,— ¢, doit beaucoup simplifier 'étude de I'ensemble
d’accumulation des points M, ou une trajectoire T(M,) coupe C*.

Pour le systéme périodique dX(z, y, u, z)/dz = F (X, z), le tore S* (coor-
données circulaires) & quatre dimensiors dans U* sera représenté dans U*
(coordonnées cartésiennes) par le cube K,(oZa,y, u,z2<71) de base
Go(o==a,y, u~<1) (z=0) changé par les trajectoires en G,(z,, y, uy)
dans Pespace U (1), ot z=1. Les faces de G, * A, et 74, 1y et 1wy, v et v,
(Ies notations différant du cas de S*), savoir z=o0 et 1,y=o0ct 1,u=0
et 1, sont changées en les surfaces 7, et 2, .... (On supposera z, minimal
a lorigine.) Imprimons a 7,, A, toutes les translations (o, g, r). Nous
limitons dans U"(1), par deux surfaces .\,, \|, une zone V, contenant la
totalité de G, et, en particulier, u,, v,. A celles-ct appliquons toutes les
translations (o, o, r). Nous limitons dans V, unc zone W,, sorte de tube
mvariant par u, u -4 1 et ou se trouvent vy, v,.

St z, prend sur 7, les valeurs p —1, p, p + 1, nous mettons en ¢vidence
un continu ¢, joignant A, & 4, sur lequel #, —x = p, et correspondant
par biconnexité de mailles ¢ & la surface latérale d’un prisme rectangulaire
dont les rectangles de base correspondent & deux continus situés sur A, et 2.
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St y, prend sur 4y, u, sur vy, respectivement les valeurs ¢ —1, ¢, ¢4 1
et r—i1,r,r+1, dans le cube o<zi—p,y —q ui—r=1, les 7,
2y, ... ou leurs congruents sont représentés.

(*) Séance du 22 novembre 1965.

(") Comples rendus, 261, 1965, p. 3917 et 4293.

(Institut Henri Poincaré,
11, rue Pierre-Curie, Paris, 5°.)

C. R. Acad. Sc. Paris, t. 261, p. 4579-4582 (29 novembre 1965). Groupe 1.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES PERIODIQUES. — L’ergodicité des trajectoires.
Note (*) de M. Ar~aco Dexsov, Membre de I’Académie.

Pour les systémes de deux équations différentielles périodiques a deux inconnues,
Pergodicité des trajectoires est certaine quand il existe parmi elles un seul eycle oun
quand tous les cycles ont le méme systéme de périodes (ou de rapports des périodes
entre elles).

La présente Note fait directement suite & une Note précédente, clle-
méme préparée par deux autres relatives a la topologie du tore & deux
dimensions (').

Je conserve les définitions ct notations utilisées en ces endroits. Il s’agit
des trajectoires intégrant le systéme d’équations

dr dy

'—rl—;- :Fl (.t', )', ;), ﬁ;

=F, (2, 3),

F, et I'y étant périodiques de période 1 en chacune des variables @, y, z;
z varie de —x a 4+ =. Le point P(v, y, z) décrit la trajectoire unique
P(x, y, z) = [1P,, z) passant par P,(z., yo, 30), avec Py = f(P,, z,).

Le point P(z, y, z) est représenté gcéométriquement de deux fagons,
selon qu’on vise I'ergodicité ou la stabilité des trajectoires.

Ou bien, par le point N de coordonnées cartésiennes z, y, z dans ’espace
a trois dimensions U;; z est la cote de N.

Ou bien par le point M(x, y, z) d’une variété S telle que M(z, y, z).
et M'(2/, ¥/, =') sont identiques ou distinets sclon que les trois diffé-
rences ' — a, y'— y et z'— z sont entiéres ou que l'une au moins ne
Pest pas.

Si un seul des trois nombres @, y, z varie, les deux autres étant fixes,
M décrit une courbe simple se fermant quand la variable s’aceroit d’une
unité. A deux couples différents des nombres fixes correspondent deux
courbes disjointes.

En supposant que : 1° toutes ces courbes sont des circonférences;
20 toutes les circonférences ol y varie seul ont le méme rayon, et dés lors
les variétés ou =z seul est fixe sont des tores C*(z) a4 deux dimensions;
30 tous les tores C*(z) sont égaux, S* est le tore a trois dimensions dans
Pespace a quatre. S° est totalement représenté dans U, par le cube K,
(oL, y, zL0).

La trajectoire P = f(P,, z) est représentée sur S* par T(M,), dans U,
par t(N,). Il est commode de prendre z,=o0; C?(0) sera noté C?;
N, décrira G,, base de K,, soit (0 £z, y <1, z= o).
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M, figurant f(P,, n) est le point de rencontre de T(M,) avec C*(n) = C?;
N, est I'intersection de ¢(N,) avec le plan z = n; N, transforme G, en G,.

Nous nous proposons de montrer que, st parmi les trajectoires T(M.,)
il existe au moins un cycle, et sv tous les cycles ont le méme systeme de
périodes (p, ¢, n) [ou tout an moins les mémes rapports p/n, g/n), Uensemble
des trajectoires posséde Uergodicité, en ce sens que le vecteur Ny N,/n tend
vers le vecteur limite (p/n, g/n, 1) indépendamment de N,.

(Mo, M,) réalise un automorphisme X, de C*. Mais si M. repré-
sente f(P, z), la transformation (M,, M.) suivie de la correspondance
de Mo(x, y, 0) a M.(z, y, z), est pour C* un automorphisme NX. variant
contin{iment.

La transformation &y = ma 4+ m'y, yi= ke + Ky, m, ..., K étant des
entiers vérifiant mk’ — km’= 1, réalisc un automorphisme de C*. Les méri-
diens et les paralleles de C* sont changés en courbes s’enrvoulant respec-
tivement m’ ct m fois autour de laxe de C*, A" et & fois autour de son
cercle axial. Mais cet automorphisme n'est pas réalisable par une varia-
tion continue ct il noflre aucun intérét pour la présente étude.

D’aprés une remarque située a la page 42906, si un mérvidien C'iay) est
changé par (M,, M,) en une courbe ou le champ de vaviation de @, contient
les nombres vy 4+ s, pour s=p—1a, p, pH+ 1, ..., p+I(j ), i
existe j continus Il coupant tous les méridiens C'w) (et admettant les
périodes 1, 0) tels que si (v, y) est situé sur I, a,=2v+p+s—.
Pour un mdéme indice s il peut y avoir (et en général il y a) plusicurs
continus 1, distincts.

Si pour le méme nombre n, un pavallele 1" (ya) a pour transformé une
courbe ou le champ de variation de y, comprend les nombres yo+ s,
avee s'=q— 1, ¢, g+ 1, ..., g+, on aura j;' cycles ayant des sys-
témes distinets de pérviodes (p4+s— 1, ¢+ s — 1, n).

D’aprés nos hypothéses, il existe au moins un evele avant pour période
minimale en z Pentier n, les deux autrves peériodes étant p et ¢. Done

] =]'= 1. En conséquence, si a,, h, sont les abseisses extrémes 0h, > a,)

de G, et ¢,, d,>c) ses ordonnées extrémes, les deux dilfévences b, —a,
et d,— ¢, sont inféricures & 5. Pareillement pour les G, et tout entier A :
bin— arn <5 (din— i< 5. Il y a ergodicité.

Il ne parait pas impossible que p, ¢. n aient un diviseur commun e,
en sorte que p=ep., ¢=-eq., n=-en,. Un pourrait avoir des cycles de
périodes (¢’ po, €' qu, €' nu) sans que ¢’ fut divisible par e.

(*) Séance du . juillet 1966,
(") Comples rendus, 261, 19635, p. 3917, 4205 et 4579.

(Institut Henri-Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

142



QUINZE NOTES SUR LA MESURE ET AUTRES SUJETS

THEORIE DES ENSEMBLES. — La métrique de Stielljes.
Note de M. Arvxavn Dexsoy,

Génération d'une métrique de Stieltjes. Sa décomposition en la somme d’une
métrique croissante et d'une métrique déeroissante. Métrique dépendant d’un
paramétre.

Métrique donnée M, engendrant une intégrale I, qui est en méme temps
une fonctionnelle linéaire W; fonctionnelle donnée W,, définissant une
métrique M, d'ou vésulte une mtégrale I, elle-méme fonctionnelle W,
normalement plus générale que W, : tels sont les eyeles dont chaque étape
a son terrain propre, ct a distinguer nettement. La confusion des 1dées,
la répugnance ou Uinaptitude & mettre en lumiere leurs différences, ne cer-
tifient pas de posséder en don Tesprit de synthese.

La métrique et intégrale de Stieltjes offrent des ressources trop souvent
méconnues, particulicrement des physiciens, qui pouvaient en tirer
grand parti.

Dans cette Note, jétudieral, pour les espaces quelconques U, mais
particulierement cartésiens U, la métrique-v relative (prenant les deux
signes), déterminant une métrique- absolue, et non nulle dans U, sur des
ensembles de mesure cuchdienne nulle, ce qui caractérise une métrique
de Sticltjes.

Dans mes Le¢ons sur le calcul des coefficients des séries trigonométriques (désigné abrévia-
tivement par CCST) je traite au chapitre VIII (4¢ partie, 1°r fascicule, p. 392-481) de
la métrique (p. 392-j01), de l'intégrale dans le cas de la sommabilité-+ (p. 404-440), enfin
des totales intégrant les fonctions non sommables (p. 440-481). La définition de lu mesure
doil précéder celle de Uinlégrale (p. 416). Intégrer fd» sur E n’a pas plus de sens sil’on
ne connait pas la loi de mesure-» que si I’on ignore la fonction de point a intégrer f.

Je suppose connus et admis les postulats (M), (D), (A) énoncés et commentés p. 396
et suivantes.

Pour définir v (E) j’a1 supposé (p. 397) U divisé en deux parties U*, U?,
ou respectivement v (E) est constamment non négative, constamment
non positive. Deés lors, si v, (E) =9 (E.U!), v (E)=—v (E.U?),
v(E) = v (E) — v (E), v (E) et v (E) > 0; 1 (E) = v (E) 4~ v, (E) scra
la mesure absolue de E; v, (E) et — v, (E) sont le maximum et le minimum
des v (E') pour les E'CE.

v (E) = v(E) sur U', = o sur U*;vo (E) =0 sur U*, =—»v (E) sur U
La donnée de v, (E) et de va (E) équivaut a celle de v (E) st les deux premiers
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nombres sont finis. lls peuvent étre infinis, v (1) étant néanmoins fini.
Aussi, a Pinverse de ce qui précede, doit-on, de v(I5) donné, déduire Ut et U2,
Soit H un champ out v (E) est borné. Soient E et E’ deux ensembles inclus dans H

avec v (E) > v, () —¢, v(E’) > v (H) —:. On en conclut v+ (E. E’) > (H) —: — ¢/,
Sinon, on aurait v(E—E.E") >+ et v (E + E’) > v (H).

Soit ¢, >0 et X< vi(H), v(E,) > vi(H) —¢,. L’ensemble H!', plus petite limite
au sens de Borel de la suite E,, soit H! =§I IE,, vérific v(I1') = v, (H); si F, = H—E,,
P onTop
y(F))< —vw(H) + ¢; H2=1limF, vérific v(H*)=—v.(H); h=H—H, —H.
donne + (h) = o; H.U! et H.U? ne difi¢trent de H' et de H* que par des enscmbles de

mesure-p égale a zéro.

Si, E étant variable dans H, v (E) tend vers v (H') [aussi bien vers
v(H?*)], E tendra en mesure vers H', en ce sens que v (E—E.HY)
et v(H' — E. ') (¢t méme p remplacant v) tendent vers zévo.

Si U est la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles I1, sur chacun
desquels v (E) est borné, les partitions 1, + I} 4 &, c¢tant faites,
¢ (Sh,) = o; U', U? n’étant déterminés qu’a des ensembles de mesure-u
égale a zéro pres, sont définis par III, ct se partageant I1l,.

Il en sera ainst avec les espaces cartésiens U, quand v (15) est borné a
distance finie. Et particulierement si v (15) peut étre ramené a la mesure
euchdicine d’ordre r par v (E) = [?(X) dX, 37(X) étant sommable
dans U, a distance finie. Alors immédiatement, U' et U? sont respecti-
vement les ensembles 9 (X) > o, ¢ (X) < o, indifféremment acerus des
points ou 9 = o.

Nous dirons que, dans U, v (E) est réductiblement bornée, si quel que soit ’ensemble
parfait P, I’ensemble K (P) des points de P au voisinage desquels v (E) est non borné
sur P, est non dense sur P (quand il existe). Si = est une portion de P disjointe de X (P)
(qui est fermé), ¥ (E) est borné pour les ensembles E inclus dans w. Si K (P) poss¢de un
point interne & w’ portion de P (ce point est & distance positive de PP —- '), v (E) est non
borné sur n’.

K (P) — P se décompose en unc infinité dénombrable de portions ». On résout la divi-
sion de chacune en &' et w2 Si P’ est le novau parfait de IX (P), X (P) — P’ est dénom-
brable. Chacun de ses points. susceptible d’avoir une mesure-v non nulle sera, s’il en
est ainsi, classé selon le signe de v pour ce point dans U} ou dans U}. I.es raisonnements
utilisés pour la totalisation dans U! montrent qu’une infinité dénombrable d’opérations
donnera U} et Uj.

Ce cas se présentera dans Uy, mais sous la forme d’un probléme tout résolu, si, = (x) étant
totalisable (simplement tout au moins) v (E) = T (3, E), quand cette totale a un sens.
11 en est toujours ainsi quand E est un intervalle ab. Si : (x) est la dérivée seconde symé-
triqque de G (v), G’ (v) existe sauf sur un ensemble n non dense et de mesure nulle,
quand <. .(z, a, b) (CSST, p. 392) fait appel aux neuf opérations); = n'existe que si a et b
sont ¢étrangers a n; =2 . (3, E) sera »(E) chaque fois que cettc totale spéciale existe. Dans
tous ces cas, U} et Ui sont les ensembles out 1espectivement 3(x) .0 et :(x) -2 o.
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Génération d'une mesure-v () dans U, a partir de la mesure des inter-
valles. — Introduisons les termes et notations suivants : A(a) et B (b))
(=1, ...,7), sl bi—a;=1;> o, sont les extrémités : du segment [ AB],

ai<. i bi; du semi-segment infériewr (sosong | AB), aclai < by du

e JT,' =z
— —

semi-segment supérieur (AB]. @ < a2 by de Uintervalle (AB), @ < @ < bi.

A’ (¢) tendant vers A et B (b) vers B3, contenons BB’ dans [AB). Si A’ est dans
(AD) (a;> ). [A’B) tend vers (AB), en ce sens que 'ensemble des points finissant par
étre et rester dans [L\"B’) est identique a (AB). Si A est dans (A’ B’) (¢;<Z @), (A’B’), comine
d'ailleurs [A'B’), tend vers [AB).

Si s et 8" sont des s. s, i, il en est de méme de s. s’. En partageant s par les variétés
;= q; traversant s, on met s-  s.s" sous forme d’une réunion de s.s. i. disjoints.

Supposons v ([AB)] donné pour tous les s.s. i inclus dans 11 = [CD)
d’extrémités G (e;), D (di), et v vérifiant la condition (Y) : s ct les sy,
ceux-ci disjoints, étant des s. s. L, Pégalité s = Xy entraine v{s) = Iv(s)).
Selon o métrique jordanienne, si e ¢l ¢ sonl deux ensembles disjoints
composés chacun de s s. 1, vie -+ ¢) = v(e; -+ v(e’). Par des varidtés
r=al, avee o <da '-—a' < ola = ¢, «=d) nous décomposons 11
en une famille @{w) de s.s. 1 disjoints s Grace & (Y), les vésaltats énonceés
cl-apreés sont indépendants de la composition des ®{w). On donnera &
une suite de valeurs w, décroissant a zéro, et 'on supposera que les points
subdivisionnaires af de P(w,) se trouvent parmi ceux de ®{w,.,). Toutl
ensemble ¢{w,) composé¢ de s.os i de P(w,) est un e(w,,,). Dans d(w),
nous distinguons @' {wm) et @ (w), respectivement formés des s ot v(s) > o
el v(s) < o; v(P') 4 v(®*) = v(II). Nous supposons v(h') et —-v(D¥)
bornés. Soit @ la famille des s appartenant & P'une an moins des ®©(w,).

Borel, introduisant Padditivité complete des mesures bornées, couvre un
ensemble ouvert O avee des s de @ disjoints, un ensemble fermé I oavee
un nembre fini de s de @{w,), n croissant. 1l a v(0), ¥(F), puis ¥(F,)
v(G:), ete. Un ensemble de mesure-u nulle est couvert par des s des
b, (p > 0), tels que X|v(s)j< w,. Un ensemble I8 est mesurable-v
1l est la somme (ou Pexeés) d’un I, (d’un G;) et d’un (sur un) ensemble
de mesurve-p. égale & zévo.

En séparant les s de @' (w,) des s de 9*(w,), Borel obtient v, (E), v.(E);
P! (w,) tend en mesure-p. vers H' et #*(w,) vers H*, n croissant.

)

Utilisant les résultats de mon étude portant sur le théoréme de Vitali,
je considere la famille des s.s. 1. réguliers s inclus dans I, soit © leur
coté. Relativement a cette famille, la dérivée en un point X de la fonction
d’ensemble v(E), ou v,, ou v,, par rapport a la fonction d’ensemble w(E)
est, st elle existe, la limite 7(X), o4, 9. du rapport v(s)/ u(s), ... pour

les s contenant X et ® tendant vers zéro.
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apres 0_/;.(\’1 et ) et v+ vo=1u, d'une part 9 =09,— i, 9, %

existent sur une plénitude-p. et 0= (||, 91, 9:) < 1, d’autre part

v(E) = f?(E) du, .... 11 suflit d’appliquer ces formules a E = H!
Jg

et BE=1II*, pour tronver : sur H', 3=9,=1, 9,=o0; sur H

Q= —%,==-—1, 9,=0, le tout sauf au plus en un ecnsemble v de
points X, avec 14(r) = o.

La fonction auziliaire de Stieltjes. — Cette fonction m (X) du point X (x;)
apportenant a U, donne immédiatement toutes les mesures v([AB)].
Désignons par 6(0X) le s.s. 1. dont O et X sont deux sominets opposés
(extrémes, seulement si tous les x; sont de méme signe). m (X) et v[a(0X)]
sont liés par la relation m (X) = (Ilg;) v[q(0OX)], ot ¢ =1, ga;> o.

Connaissant la fonction m (X), on en déduit, par une somnme de 2" termes
et quel que soit le s.s. 1. [AB) :

v([AB)Y=A(m, [AB)) _“_‘:(—l):o‘”l(b, — 0y . 0.— 0,0 (Di==oou1).

Donc la connaissance de m (X) dans I = [CD), si Lous les ¢; sont négatifs
et tous les d; positifs, sulfit pour déterminer, par génération borélienne, v(E)
dans 11, quand v y est bornée. On a de méme v, (E), v, (E), »(E), auxquels
correspondent les fonctions my(X), m.,(X) et '

M(X)=m+ m,:= ("EI)VT['m(X)].

VT = vaniation totale de m(X) sur a(OX): m(X) = m,(X) — m+ (X); m, (X)
et m, croissent (ne décroissent pas) avee chacun des wi séparément:
dm (X)/dM (X) = dm[dM = 1 sur II', = —dm,[dM = -— 1 sur H?, sauf
sur un ensemble 1, avee (1) = o. La dérivation s’opére avece les s régu-
liers. Si X'(x)) tend vers X(x;) du coté des x; négatifs (v; < x;) pour
i=1,...,r 6(0X’) tend vers 3(OX). Des lors

m(N)y=m(\ — o) =m(xy— 0. ....&—0).

Car v(E), borné¢ dans II, v présente le caractéere d’additivité compléte.
Aussi la connaissance de m (X) sur un ensemble dénombrable partout
dense dans IT suflirait a v déterminer m(X) et v(E).

Si v(E) est non borné dans H au voisinage de I’ensemble feriné F, ct si v(E) est connu
dans H — ¥, on retranche de m(X) la fonction m’(X) correspondant a ~(E) == v(E)
dans H — F et v/(E) = o sur IF. A la fonction m — m’, si sa variation totale dans H (ou
sauf aux abords d’une partic F’ de F) est finie, on applique la génération borélienne, qui

donnera v (E) sur F (ou sur F’-— F). Mais les circonstances varient ct ricn de général ne
peut étre aflirmé.

Nous dirons que [AB) est un semi-segment inférieur dégénéré si au moins
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un l; est nul, les autres I, restant positifs. [AB) est alors r;= a;= b;;
arZar < by = ay+ l;; v([AB)) peut ne pas étre nul. Il est la limite
de v([AB')) st B’ est (a;+ 1, bx) les 1, positifs tendant indifféremment
vers zéro.

Le point A posséde la mesure-v limite de celle du semi-segment [AB’)
siby=a,+ 7,(i=1, ..., r). Cette mesure peut étre non nulle pour unc
infinité dénombrable au plus de points A. Quand, X passant en A, a; franchit
la valeur a;, m (X) subit ou non une discontinuité selon que la mesure-v
du semi-segment dégénéré ;= ai o-Z:x,< ia,(¢g=1, ..., r sauf
g = 1) est différente de zéro ou nulle. Les a; tels que la mesure-p de la
section 2;([CD), @) de [CD) par x;= a; soit non nulle forment un ensemble

dénombrable a; m(X) est continu aux points X dont toutes les coor-
données différent des af.

Dans A, rvetenons Pensemble X,
(2;= af, | x,-— a,] < ) a une mesure-1. positive. Soient :

des points dont tout voisinage

v Y . ~ . . -
Ja = L At pi Yyl vl osur g viillj=o sur[CD)—J,.
i »
m Ny =g u {oOXO m X - m*(\) est continu.

Si 'on change le systéme omnirectangle des plans de coordonnées, il est A remarquer
que, sauf pour un ensemble dénumbrable de directions de ces plans, J. se réduit aux
points A, pour lesquels v(\,y) = o.

Considérons comme étant la dérivée, les dénvés extrémes, de I7(X) par
rapport & X au point N,, la hmite, les limites extrémes, de A(F, s)/s,
s ¢lanl un segment régulier contenant X, et dont le ¢6té tend vers zéro;
m’ (X)ala dérivée zéro sur une plénitude euclidienne de [CD); m{X)—m* (X),
dont la vanation totale dans [CD) est finie, possede une dérivée finie sur
une plénitude, et anssi, dans le cas le plus général, la dérivée 4+ o ou —x
sur un ensemble 7, de mesure cuclidienne nulle. Nous rédutsons j, a ses
points dont le voisinage sur j posséde une mesure-1. positive; ces points
forment Jy, s¢ décomposant en J; et J;, sclon le signe de la dérivée infinie.
Nous posons v' () = v (i) st ECJ, et v (E)=10 s1 E.J, =0, enfin
m' (X) = (llz) v' [ (OX)]. Soient J, =[CD) —J,—J,, »*(E)=v(E)
sur Jo, v (£) = o s1 E.J, =0, et

m(X)— " Xy — " (Xo=m2(X) = (llg) v (a(OX));
m* (X) a une dérivée finie 2(N) suv une plémitude de[CD) et, remplacée paro
ailleurs, 2 (X) est sommable cuclidiennement; m? (X) = (Ilg) o (X)dX,

,. a0X)
Pintégrale ¢tant de Lebesgue.
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Dans U, soit m (r) A variation totale VT (m, P) réductible sur tout ensemble pariait P,
A savoir : I'ensemble K (P) des points au voisinage desquels VT (in, P) est non définie ou
infinie est non dense sur P. On forme une suite dénombrable d’ensembles P* décroissants.
Ju dénombrable réunit les points des P= oti m (x) est discontinu spécialement a P>; J, est
épais-2 en lui-méme et de mesure euclidienne nulle; J. est ’ensemble oli m (x) a une
dérivée ordinaire ou approximative s (x) finie. Le reste est de mesurcs-u1 et eucli-
dicnne nulles. m (x) s’obtient par la totalisation conjointe de trois séries (CCST, p. 343-3838,
particulicrement 362) dont chacune peut étre non totalisable.

Métriques variables. — Considérons une métrique v (E, t) dépendant
d’un paramétre t. Nous la supposons bornée dans H = [CD). Examinons
en quelles conditions cette métrique pourrait avoir une dérivée en ¢, donc
v(E,t+2t) v (E, t) = ¢ (E, t) st + = (E, t, ot) ct, ¢ (E, ¢, ot) tendant vers
zéro avec 2t, I et t restant invariables.

Occupons-nous d’abord de la continuité de v (E, t). Soit A un point tel que
v (A, t,) 3 o. Cetteinégalité subsistera dans un intervalle ¢, —n <t <t, + 7,
et A ne disparaitra de J, () que lorsque v (A, t) variant contintiment

deviendra nul et le restera. De méme un nouveau point n’apparaitra indi-
viduellement dans J, (f) qu’avee une mesure-v antéricurement et d’abord
nulle. 51 nous supposons Pexistence d’une dérivée de v (A, t), cette dérivée
s’annulera quand A dispavaitra, sinon v (A, t) changerait simplement de
signe, mais persisterait dans J, ).

Considérons ensemble K des points A qui, pour au moins une valeur
de ¢, donnent v (A, t) 3£ 0. Soient K} | K;  les cnsembles des A en

n,py nop
lesquels  respectivement, pour p/n-Zt<(p+ 1)/n, v(A,t) > 1/n ou
< — 1/n. Tout K , (tout K ) est fini a distance finie. Sinon v(Kj , t) = =,

+

pour la partic de 'ensemble K, situé dans une sphére contenant un point
d’accumulation et pour les ¢t du scmi-scgment spéeifié. Done I’ensemble K
est dénombrable. Pareillement Pensemble des ¢ auxquels on peut fairve
correspondre (dans J, 4- J; principalement) un ensemble particulier e (1)
dont la mesure-g est non nulle, cet ensemble est dénombrable.

Par exemple Pensemble des @ tels que pour au moins une valeur de o,
la section %, ([CD), %] ait une mesure-y (&) positive est dénombrable.

Prenons pour IL le semi-segment ¢ (OX); v[5 (0X), t] = (lle;) m (X, ¢).
Si, au voisinage du point X (zi), X’ () franchissant Pun des plans a; = a;,
m (X', t) subit une discontinuité, il en sera de méme de m (X', t + o),
dés que st est assez petit, et la différence des deux discontinuités tendra
vers zéro avee ¢t, clle sera, comme dans le cas de la continuité, équivalente
a un produit q(X, ¢) 2t si v[a (OX), ¢] a une dérivée, précisément q(X, #).

Nous sommes conduits aux hypotheses suivantes :

a. q (X, t) est conlinu en t, ce qui n’entraine pas quil o1t continu en X

b. La vartation totaie L (X, t) de ¢ (X, ¢) dans II est finie; en conséquence,
q (X, ¢) définit dans E une métrique ¢ (I, ¢), s¢ décomposant en ¢, —-p..
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et donnant y (L, t) 1 + g2, auxquelles correspondent ¢ (X, t), ¢,
q=qn——q-.-,L(X, t) (I'+q3;

e. t variant dans un intervalle fini, si les ensembles E, sont disjoints
[on peut se borner aux L, = ¢, (w,) formés d’un nombre fini de s.s. 1.
de @], la série Ix (E.. ) est uniformément convergente.

Soit e (») un ensemble formé d’un nombre fint de <. s, 1. s de @ (w):

O

vie(m), t+at] —vlecor £} =3 m (N 1 ——at) s|— XA m(X. 1), 5|
=otIA (X, 1+ 801, 5) (0 <O <),

S ~ ~ .
En vertw de a,2v[e(®), t]/5t tend vers XA |q (X, ), s] =¢[e(w), t].
En vertu de ¢, la conclusion vaut st e(w), véunissant une infinité de s. s. 1.
N

de @, est identique a'ensemble ouvert 0. Ou passe auxdy (F, ¢)f/dt = ¢ (I ¢),
I étant fermé, et généralement a dv(L, t)/dt = ; (E, ¢).

C.R. Acad. Sc. Paris, t.249, 1959, p.2437-2442.
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THEORIE DES FONCTIONS, — L’intégrale de Stielljes.
Note (") de M. Arxavn Dexsov.

Cas ol soit Pargument intégré, soit la métrique des ensembles, dépendent d’un
parameétre et sont dérivables par rapport a lui.

Je conserve les notations de ma Note précédente.

Mesures : v relative, '+ absoluc;

Espace U(U, cartésien) = U' - U*; Et = E.U!, E? = E.U2; «(E!) = vw(E) ™ o,
1(E) = —v:(E) 05 v = vi— i} = py + .

A(a), B(b) (bi = ai + ;) dans U,, exlrémités du semi-segment inférieur (s.s.i.) [AB) :
a . 2x; < bi(i = 1, ... r), régulicr si tous les l; sont égaux.

Dans I = [CD), si (k) << o : P (w) = famille de s.s.i. s disjoints de cotés << w et ¥s = H;
(par cxemple obtenue en coupant H par des plans a; = a’). Fonclion de Stieltjes m(X).
Si X(v)ell, 3(OX) = s.s.i. dont O et X sont sommets opposés, :} = 1, ¢x; >0
m(X) = (1:)¥[7(0X)]; m,, m, M correspondant & vy, va, ;| M(X) |=VT[m, s(0OX)] = varia-
tion totale de m(X) sur s3(OX); pour le s.s.i. s, v(s) = A(m, s), somme algébrique des
valeurs de m(X) aux 2” sommets de s; dm/dX = limA(x, s)/s, X es régulier de cété w.

w0
A, point dont v(A,) # o; ), = section de H par x; = 27, avec 1(1.,) > 0; %4, épais-2
et dm/dX = £ = en tout point de N ,ck ,;

Jo =2 Mopd ZA,,‘); sur Jy, dm/dX =4-» et J,.Jo = ¢ ; sur J:, dm/dX = (X) fini,
H—J—Ji—J.=H et 2(H') = o;

Si la mesure v? définie par m? (X) peut sec ramener 4 la mesure eucli-

dienne avec v? (E) =f‘,5 (X)dX, 1l n’en est pas de méme de v°, v!
|
définies par m’ (X) et m!' (X).

Dans la pensée d’effectuer cette conversion, Heaviside, Dirac, méconnaissant les res-
sources de l'intégrale de Stieltjes et considérant que sur I’axe des x l’intervalle séparant
les points « et b doit se mesurer par b—a, que dans le plan un rectangle doit étre mesuré
par le produit des cotés, ont voulu (ils ont seulement rencontré le cas de Jo, et encore

réduit & un point, non le cas de J,) ils ont voulu réaliser cette inclusion dans I’intégrale
cuclidienne, seule admise par eux, en déclarant que ' (E0, vt(E) étaient les intégrales

[[dm"(X)/dx] ax, [[dm'(X)/dX]dX d’un infini sur un ensemble de mesure nulle (un

point en lespéce). Le produit d’un infini par zéro étant tout ce qu’on veut, on peut
prétendre tirer de telles intégrales les fonctions d’ensemble v (E), v!(E), a la condition de
les connaitre ’avance. Par Pintégration selon Stietjes, cette gymnastique devient superflue.

Pour l'analyste, ’espace insubstantiel se pourvoit d’une matiére géo-
meétrique indifféremment répartie, pouvant se concentrer sur des ensembles

cuchdiennement sans étendue, méme en de simples points; et la masse
placée sur un support devient la mesure conventionnelle de celui-ci.
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Je rappelle, sans insister, les postulats ¢noncés dans mes Legons sur calcul... (CCST)
pour lintégrale I(f, E, v) —f/d' :

I1(o, E, ¥v) = o quelque soit E; I(1, E, v) = v(E) (E mesurable-v).
1(f, E, v) est unec intégrale L. S. (de Lebesgue-Sticltjes) ou sommable-v moyennant ¢
I(f1, E, ») < =. Si I(f, E, v) existe sans ¢tre L. S., c’est une totale (p. joi-405).

I(}, E, 1) possede P’additivité simple par rapport aux champs E, I(j f|, E, 12) 'additivit¢

compléte (p. ‘407).
|

I linéaire en les métriques-v : I(f, E, Ekwi) =: ki I([, E, v)) (p. 4o00).

Si A > f > B sur ’ensemble E mesurable-p, Ap(E) [ I(f, E, p) [ Ba(E). Si la mesure
du champ est absolus, Uintégrale est son produit par une valeur moyenne de la fonction.
Tel est le principe fondamental de intégrale. En réduisant Pintervalle .\, B on s’affran-
chit de 'indétermination de la valeur moyenne. En ajoutant Padditivité complete relative
aux champs d’intégration quand f a un signe invariable sur E, on aboutit sclon I'idée
de Lebesgue a I’échange des roles de la fonction et de la mesure.

Si I(|f), ', 1) existe, sotent v*(y), v (y) les mesures-v des ensembles
o <y<f(X), f(X) <y <o, (Xe€L). Alors I'intégrale L. 5. est

I/, Ey») _—_f‘v*(_)') dy ——f v (V) v,

Les variations totales de v*(y) et de v=(y) étant finies, les deux derniéres
intégrales sont riemannienncs.

Quand Pespace déerit par X est U, et qu’on suppose obtenue
d’aprées m (X), ou directement donnée, la métrique-v des ensembles;

l’intégraleff(X) dv, ou l(f, &, v), sc décomposera en
E

Ly B do, v+ 1(f, |~:.J.,w)+f S(X)90X) dX.
E.de

Posons ju=ZXA, et A;, =4, , — A ,.Ju;

Lp T

VAR IRUED WIEVMTEWMESS ST R Y

LWy

PPN

L’'intégrale R.S.; de Riemann- C»tieltjo% fait simplement appel & la
détermination des mesures v (5) des s. s. 1. s au moyen de la fonction m (X)

dans H = [CD) s1 VT (m, H) <oo; 1 (f, H, v) s’¢erit [/(X} dm (X). Clest
<

. - . . .
la limite pour w = o des sommes ‘\_‘f(E) A (m, s), ou s s’identific a tous

les s.s.1. de ® (@), et ot 5 est un point indilféremment choisi dans s.

La condition d'intégrabilité est que Uensemble A(f: des points de discon-
tinuité de f ait sa mesure-u égale & zéro. Soit ., 'ensemble des points de J,
ot 3 (X) 2 0. D'une part, la mesure cuclidienne de M.j,, d’autre part la
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mesure-i de A. (J, + J,) doivent étre nulles. En particulier, f(X) doit
¢tre continu aux points A\, de j,.

Exemple. — Dans le quadrant ¢ > o, y > o du plan des 2y, soit I une
circonférence, [ sa longueur, Q son point d’abscisse maximum, origine
des ares QX =100 de TI. Soit A} (n’x0,0-Zm=3"—1) le point
O =m3 "+ 3" £ 1f2, et p ensemble parfait cantorien des points B.,
g ) — __\ 2 n \
st 0=vy=>02a,3"(a, = 0ouri).

api

Nous définissons ainsi la fonction métrique v (E) :

1°v(k)=o0s E.T

20 9 (A)) = (—1)" 3""'” =v"(\"): A est dans J) ou dans J: et v,
est v] ou v sclon que n est pair ou impair. Les A)" partout denses sur I’
. 20, IR LI , _\‘ 2., my __ 9—an.
sont étrangers & p, d'aprés /2= 375w (A)) = 37

noot

n

39 A y faisons correspondre sur 'axe des w le point w =Ea,, 27" et soit,
définie sur le segment [o, 1] des v : 3 (v) continue, absolument (et non pas
simplenent & variation bornée, pour ne pas superposer deux métriques. de
Sticltjes); p. ¢tant la portion de p définie par Pintervalle (o, v), nous posons
v (py) = z (1). Supposons que ¢’ (1), considérée sur la plénitude ou elle
existe, pu nne les deux signes dans tout intervalle. [J’ai montré la possi-
bilité que £/ (1) existe en tout point (Y).] Sur ', ' (u) = ¢\ (u) > o, ¢, (v) = 0;
sur 17, & (1) = — ¢, (1) < 0, £, (1) = 03 ¢ (u) = 5, () — ¢, ()3 7' -+ 7 est
unc plénitude de (o, 1). Si c.( ) et ga(u) sont les longueurs euclidiennes
de 1' et de 77, partout épais sur Pintervalle (o, u) r(‘%p(‘ctivement sur

'

une plénitude de rl et de 7* : ¢\ =1, ¢, =1; p' et p* correspondent

L)

respectivement a 7' et & 7*; p est identiquc a J,.
"
=f |/ (v)|dw; p(p;) = v dans le dernier cas;
0

4° Sur I', J. est le complémentaive de J, + Jy; v. sera, pour la partie
de I'are (0, v) incluse dans J, une fonction absolument continue quelconque
de v, et, pour simplifier, v* () = o, st ECJ,.T\.

Soit F (X) une fonction définic dans tout le plan U,; I = F (X) dv

v,
ne fera intervenir que les valeurs de F sur I, plus précisément aux points A}
et sur p. Ce sera

24(_1)“ m\ [‘(,\m) +f F(By)p' (v) du

nxo m

Dans notre seconde hypothése, la derniére intégrale est

fF(B ) du —fF(BT)du.
P

P
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L’intégrale I s’écrit encore f ) f F (X)dm (2, y), m(z,y) étant la
fonction de Stieltjes ¢, ¢,v[a(0X)].

Lies physiciens rebelles a 'intégrale de Stieltjes, éeriraient cette intégrale

z (= dm (e, )
f“/. 1 X) S da

dm/dx dy étant la limite de A(in, s)/s comine il a été dit. Cette dérivée serait effectivement
. . O . L. .
nulle hors de la circonférence I' et aussi sur I ——2‘ Al! — p, mais eclle serait infinie,

positive ou négative, aux points réservés (exception faite sur p pour un cnsemble de
mesure-+ ¢égale a zéro). On considérerait qu’en intégrant cette dérivée a la Riemann
sur ces supports de longueur nulle (un A/, ou une portion élémentaire de p), grice a I'élas-
ticité du produit de linfini par zéro, on retrouverait soit (—1)” 3—2, soit ' (u).

Quelles particularités présente m(x, y) ?

Par Q et par le point diamétralement oppos¢ I menons vers les y o les demi-tan-
gentes A I', QQ’, PP’; par N et S, d’ordonnées minimum et maximum sur I, les demi-
tangentes NN/, SS’ vers les & > o; SS’ et QQ’ se coupent en I. -

Nous divisons U. en cing régions R; par les contours directs : N’NPP’ pour R,; Q’18’
pour R.; P’EEIQ’ pour Ri; N'KI?QIS’ pour R;; N_(\QXSN pour R; (les arcs ~ sont soit
directs, soit rétrogrades sur I'

m(x, y) est = o dans R, et est constant = v(I') = +(U.) dans R.: m(x, y) est indé-
pendant de y dans R:, mais subit une discontinuité (continuité a gauche) chaque fois
que x traverse 'abscisse - d’un point A}/ ; m(x, y) est indépendant de x dans R, mais
est discontinu (continu en dessous) quand y franchit une ordonnée 24" ; dans R, nu, y)
varje en x ct y, ct est discontinu sur chacune des familles de droites partout derises v = «»{-™,
i = 24", Mais si le semi-segment s(AB’B:\’) ou [ADB) est dans R (accru de ') A@n, s) = o,
car F(A) + F(B) = I'(A") 4+ F1).

On verrait aisément les particularités complémentaires si o ¢tait non nul sur des
ensembles d’abcisses ou d’ordonnées constantes (s’agrégeant a J.).

1l est visible que : d’une part, si la métrique-v des ensembles de U, est
donnée, la recherche de la fonction de Sticltjes m (X) n’offre aucun intérét
pour la définition et le calcul de 'intégrale L. S.; d’autre part, si la fone-
tion m (X) est donnée, on doit en tirer immédiatement la métrique-v, et,
celle-ci une fois obtenue, la fonction m (X) n’est plus d’aucune utilité pour
la méme intégrale.

Dés r > 2, m (X) présentant des discontinuités sur les variétés a; = 27,
associc dans J, les %, aux points A, alors qu’un changement d’orien-
tation des axes les inclurait dans J,, auquel leur nature les apparente.

Dans Pintégration les métriques s’ajoutent. On additionne U'intégrale sur
Al N » . . v
Pensemble ¥ A, ol la métrique est v (A,), l'intégrale sur SN, + I,

ip
ou la métrique-v est irréductible a I'euclidienne, Iintégrale sur J, ou la

métrique est / z(N) dX.
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Dérivation sous le signe somme. — On n’a pas assez considéré I'intégrale
de Stieltjes pour les fonctions a intégrer dépendant d’un paramétre.

Seit T la wvariable décrivant le champ d’intégration E, doué de la
métrique-v, la mesure @ (E) étant finic et X variant dans un espace

distancié V. L’intégrale - @ (X) =fF (T, X)dv = 1[F (T, X), E, v] est
E

supposée exister pour tout X dans V. Supposons [ (T, X) continue en X
au point X,, quel que soit T sur T, et uniformément par rapport a T.
Il en résulte immédiatement que @ (X) est continu en X au point X,.

Supposons que, X dépendant de r parametres a;, JF (T, X)/x;, existe
pour Te€li, X€e€V, ct soit continue en X au point X,, uniformément
pour T€Ll (i =1, ..., r). Le raisonnement élémentaire vaut :

FIT, Xo 3X) — (T, X, =%, W' & (a<h<)).

Par notre hypotheése de continuité, en tout point X ot elle est vérifide :

/'01‘(T \)

mmx)i\‘ o

Supposons T (L, ..., ) et X dans U,, puis F(T) (ou T est cntendu
commme le vecteur OT) continu et doué de dérivées oI (T)[ot; continues
dans U,, u borné a distance finie. Considérons l’intégmlefF(T) dv,

K

puis supposons que le phénoméne dont IF (T) est censé mesurer les effets

se transporte de T/ en T/ 4 X X étant le vecteur 51:—6_}2, Iinté-
agrale devient ¢ (X) =fF(T——X) dv, et
[ 3

dd(\) ,—.:—Z(Ia:‘-f ﬂ'_%[:—x—’ dv
E i

—

Soit E, V'ensemble déduit de E par la translation — OX; seules inter-
viennent dans les intégrales les valeurs de F et des oF[ot; sur Ey; mais on
doit porter sur I la métrique v. On pose vy (e) =v(e+ X):

()I' I‘) doy.

o (X) f F(T) dvy, db(X) = da
EK

Dans I'exemple étudié, soient Ty, (A))x, (B,)x la circonférence T, les
points A}, B., aprés la translation (— z, —y). Si

n
o (X) :fF(T —X) dv ::f:f F(T)dvy:
v, r Jr,
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_Z( 1)1,3_‘,"2()1‘ [(Am)g] f -——I-——p(u)du

Et pareillement pour d®/oy.

Venons-en au cas le plus simple possible. Il correspond a r =1, et 4 la
fonction m (2) de StleltJes possédant un seul pomt de discontinuité [nous
le prenons pour I'origine, m (+ o) — m (o) = < non nul] et constante autour
de tout autre point. Donc m(x) =o pour x.-Zo; m (z) = 2 pour &> o;

si s =[ab)v(s)=m(b)—m(a)=o0, si b=0 ou si « >0 et v(s) =1
sia=Z0o<b;v(E)=7ouv(E)=o0sclon que E contient ou non le point O.

+ o
L’intégrale de Riemann-Sticltjes [ f@)dm(t) est la limite de

, —
f f () dm (t), —a et b positifs croissant indéfiniment. On subdivise ab

par des points £, (0 < t,,, —1, < ®); si k est défint par 1, <o <.
m(t,)—m(t, ) =o0 st p=k; m({l,)—ml)= 2 Llintégrale existe
et vaut of(o) moyennant que f () soit continue a Poriginc.

Pour lintégrale de Lebesgue-Sticltjes, /f(l) dv, Jo sc réduit au

point O; J, = o; J, = U, — (0), avec dm/dr = o en toul point de J..
L’intégrale vaut f (0), quelle que soit la fonction f(1).

Si le phénoméne mesuré par f(t), et dont on integre les ellets se déplace
du point ¢ au point ¢ + x (pour tout ¢'), I'intégrale devient

() = fit — ) dv= [ S d,:
. UI v (l.“-l‘
v (€) est 2 ou o selon que e contient ou non le point (—.x); 1 (2) = of{(—w)
St f(t) a des dérivées continues jusqu'a Pordee p, l ml.(,gmlv 1 (1)
étant R. S. aussi bien que L. S,

drl(.v)
dar

= (—1)” .f"”(l —.r)dv = (—1) SPE) dv, = (— )P afr(— ).
Gy

(Ue
Revenant & £ = o, on trouve
drl(o) ) N
— n» (Vi y = {— ) ) .
e 1) fl‘f (1) dv ={— )P ofr (o)

J’ignore si ces calculs ont un sens pour les physiciens. Mais pour 'ana-
lyste, les mystéres de la fonction d’Heaviside et de Pintégrale de Dirac
sont inexistants dés que Pon a quelque notion de Pintégrale de Stieltjes
portant sur des fonctions dépendant d'un paramétre et dérvivables.

Intégrale a métrique dérivable. — Supposons que la métrique déter-
minant 'intégrale dépende d'un parametre ¢, et que v (E, ¢) admette une
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dérivée : (E, t), aux conditions examinées antéricurement. L’intégrale
I[f, E, v(t)] admettra-t-elle la dérivée I[f, E, :(1)]? Nous supposons v(E, )
bornée dans H = [CD) ou varie \.

Une fonction [ sommable-v est par hypothése sommable-u. Pour
que a réponse A la question posée puisse étre alfirmative, il faut d’abord
que f sommable-u. soit aussi sommable-7. Or les ensembles 0 < y < f(X)
et f(X) <y < o sont indépendants de t. Soient uw*(y, t), v (y, t) leurs
mesures dans la métrique = (¢): et 7% (y. t), 77 (y, 1) leurs mesures dans

la métrique % (t). Pour que les intégrales 1'icmannicnnesf wr(y, t) dy

et[ w(y, 1) dy étant finies, 1l en soit toujours ainsi des intégrales

/"/.'(y, t)dy et [ 7 (y, ) dy, 1l est nécessaire et suffisant que :

.

1° A, désignant tout point A ou g (A, t) 3£ o, tandis que v (\, ) = o,
l’cnsomhlcz N =Ju(z ) —Julz, 1) .Ju(4, t) soit fini; 2° pour les ensembles I

inclus dans IT et ne contenant aucun point \, le rapport 7 (E, t)/p (E, ¢)
soit borné par un nombre k(). Cette condition s’exprimera par

A[L(X 8), s].Z2h(0O A[M N 1), 5]

pour les s inclus dans IT et ne contenant aucun point A, Les deux multi-
différences A sont non négatives.

(*) Séance du 21 décembre 1959.
(") Mémoire sur la dérivation et son calcul inverse (p. 186-224).

C.R. Acad. Sc. Paris, t.250, 1960, p.23-29.
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THEORIE DES FONCTIONS., — Les fonctionnelles linéaires.
Note de (*) M. Arxavn Dexsov,

Fonctionnelles synthétiques, fonctionnelles analytiques. Leur réeciprocité. Une
fonctionnelle synthétique est une intégrale de son argument, celle-ci ¢lant elle-mdémne
une fonctionnelle linéaire plus générale que la premiére. Les fonctions surabsolument
continues. Une fonctionnelle analytique est la limite d’une intégrale dont le champ
utile se réduit indéfiniment autour d’un point.

Je conserve les notations de mes deux Notes précédentes : Dans Pespace cartésien U,
A(a) et B(b) si bi—a:; = l; > o sont les extrémités du segment [AB] : w; 2lai. . b,
du semi-segment inféricur (s.s.i.) [AB) (a; ... ay <2 b),... de Tintervalle (AB) ;- v . b,
5(0X) est le s.s.i. dont O ct X sont deux sommets opposcés. Pour X(x:), :f =1, &2; > 0.

Dans mes Legons sur le calcul des coefficients... (CCST, je partie, rer fasc., chap. VI1II)
j’insiste (p. 393) sur I'indépendance de nature de intégrale et de la fonctionnelle linéaire.

L’intégrale I(f, E, v) et la fonctionnelle W(f, E), donnée a priori, sont toutes deux lincaires
en f et additives en E. Mais I(f, E) est un résultat de calcul. Les caractéres de W, le lien
par lequel f détermine \V, sont énoncés indépendamment de toute notion d’intégrale,
et de toute connaissance de 'opération permettant de calculer W a partir de f et de E.

La fonctionnelle donnée W(f, E) délermine une métrique. W se déduit de f par une
intégration subordonnée a cette métrique. L’argument f le plus général déterminant W
n’est habituellement pas sommable par rapport a cette métrique. Le calcul de W & partir
de f exige une totalisation (p. 440-465).

La fonctionnelle linéaire est un nombre (ou un vecteur si f est un vecteur)
W (f, E) déterminé¢ par la fonction de point f (X) définie sur un ensemble E
d’un espace U. On doit distinguer la fonctionnelle W synthétique, dépen-
dant de toutes (avec parfois une indécision limitée) les valeurs de f sur E,
et la fonctionnelle analytique, qui est une fonetion du point Xde I, ne dépen-
dant en ce point que des valeurs de f sur le voisinage indéfiniment vestreint
de Xdans E. Ce second cas est par exemple celui d’une dévivée de la fone-
tion f(x) sur un intervalle ab de U,.

Toute inl('gmlvffdv est une fonctionnelley lindaire en [, additive en I8,
K

Il est naturel de chercher a convertiv toute fonctionnelle svnthétique en
une intégrale, toute fonctionnelle analytique en une limite d'intégrales
dont le champ utile tend & se réduire au point ou la fonctionnelle prend
sa valeur.

La fonctionnelle synthétique W (. 2} n’est pas définie quels que soient f
ct E. Pour f donnée, W existera pour les ensembles E formant une collec-
tion G (f). Pour i donné, f devra étre dans une classe (). Pour autant
que cela présentera un sens, une fonctionnelle étant primitivement définie
pour un systeme restreint d’associations (f, ), on donnera aux familles
G (f), ®{E) toutes les extensions suggérées par le principe que les postulats
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de lintégrale (CCST, p. 386-j12) doivent également convenir a la fone-
tionnelle linéaire.

h)

Si les E, en nombre fini et disjoints sont dans G {f}, }_;E,. est dans G (f).

Si les f, en nombre fini sont dans ® (), }:]\'/,/,, ‘k, indépendant de X) est
dans @ (L), Bornons-nous aux espaces cartésiens U,.

Supposons, pour largument f{X) donné, Pexistence de W (f, s) quel
que soit le s. s. 1. s. Posons IF (X)) == (Ilz) W [c (OX)]. Nlors Wif, s)=A(F, s).
Cette différence A resterait la méme si Pon ajoutait a F(X), r fonctions
quelconques  dépendant  chacune de (r—1) seculement des r o coor-
données v, Mais F(X) est déterminé par la condition d’étve nul el continu
i gauche (vers les ;< o) pour x; = o.

F (X) résultant de la totalité des valeurs de f dans o(OX), est une
fouctionnelle synthétique de f(X) donné. Mais si I'on suppose F (X)
donné, f(X,) satisfaisant & la relation W (f, s) = A(F, s) quel que soit s
contenant X, et si réduites que soient ses dimensions, f (X,) ne dépend
des valeurs de I (NX) que dans.un voisinage si étroit soit-il de Noj f (X) ‘est
une fonctionnelle analytique, linéaire d’ailleurs, de I (X); f[X] = w[F{X)].

I (X) ¢tant donné, f (X) =: w (I') peut ne pas exister pour tout point X,
et faire défaut sur un ensemble I (F). Et de méme, f (X) étant donné, méme
existant en tout point X, I'(X) peut ne pas exister sur un ensemble J (f).

Par exemple, F (X) continu étant donné, I (F) est un ensemble de
mesure cuclidienne d’ordre r nulle (mais de constitution topologique spéciale)
dans les cas les plus généraux ot : 1° F (X) est & variation totale réduc-
tible dans U, et f(X)=w(F) est la dérivée approximative (ou exacte)
de F (X) (au sens habituel, les s étant réguliers); 20 F (X) est & varation
totale finie & distance finie, et f (X) =w(F) en est la dérivée exacte.

Inversement, dans Pespace Uy, f(2) donné en tout point, étant la dérivée
seconde symétrigue de G (@), T, (f, @, 2) = F (2) -~ I (a) est la dérivée
premicre de G (@) (++ Cex+ C'). Si =, (CCST, p. 392) exige les neuf opéra-
tions, J (f) existe; 1l est non dense et de longueur euclidienne nulle.

Enfin, G (2) présentant certains caractéres de résolubilité du second
ordre el symétrique (on trouvera ces caractéres présentés pour des fonce-
tions G méme seulement continues approximativement, p. 465-471, CCST),
Q’une part f (a) dérivée seconde symétrique approximative de G (x) n’existe
pas (dans le cas général) sur un ensemble de mesure nulle I, d’autre part
la dérivée premiére approximative F (z) de G (z) n’existe pas sur un
ensemble de mesure nulle J; f (2) donné sur U, (ses valeurs sur I sont
indifférentes) détermine IF (2) — [ (@) = W[f, (4, )] par une totalisation
“sif, a, ) dénuée de sens si @ ou a2 sont sur J=J (f). Inversement,
pour F donné, avec des valeurs indifférentes sur J, I(F) s’identifierait a 1.
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Une fonctionnelle linéaire n’est pleinement étudiée que s1 les caractéres
de I' (X) et le lien rattachant f (X) & F (X) sont sullisamment précisés pour
que, aux points non exceptionnels ou ces fonctions existent, I (X) soit
déterminé par f(X) et f(X) par F (X), méme si les données, respecti-
vement f et F, manquent sur des ensembles suffisamment raves, par
exemple de mesure cuclidienne d’ordre r nulle.

Meétrique tirée d’une fonctionnelle linéaire synthétique. — Avant d’entre-
prendre ’expression de la fonctionnelle W (f, E) suppoqc'c donnée (du meoins
pour certaines associations f, £) par une intégrale I (f, E, v) il faut d’abord
déterminer la métrique v. Evidemment, on posera v(E)= W (1, E),
toutes les fois que la fonctionnelle aura un sens. Si W (1, s) existe pour
tout s. s. 1. 5., on poscra m (X) = (lz;) W[1, ¢ (OX)]; d’ot v(s)= A(m, s).
Ayant les v (s), par génération borélicnne (dans tout s.s.i. H=[CD)
ou v[m (z)] est fini), on obtient les v (E), u. (E) pour tous les ensembles
boréliens; on définit les ensembles mesurables-v quelconques.

v="y(LE, t) dépendra d’un parametre t st W= W(f, E, ).

Si s régulier contient X et si f(z) est continu au point X,, la fonc-
tionnelle W (f, s) vérifiant les postulats fondamentaux de Pintégrale, il

sensuit W (f, s) = f (X) v (s) + o[ (s)]. Sauf aux points X ou o est un
dérivé extréme de v par rapport a W (dv/du. = 4 1 sur unc plénitude)
f(X) =dW[f, ¢ (0X)]/dX. Si v (E) n’cst pas borné autour de X, si fn'y
est pas continu, la fonctionnelle analytique f (X) = w [IF (X)] pourra rester
pour F (X) au point X une dérivée de sens approximatif. Rien de général
ne peut &tre précisé.

Exemples. — 1° Supposons W [f(x), U,) défini uniquement pour les fonctions analy-
tiques f, suflisamment bornées & Uinfini, ainsi par | f(x) | = o(z—2).

Considérons la fonction g; .(x, @, b) = |1 + e~{(rr-a+s)(ni=x+s)]-; g, tend vers
g« (z, a, b) =1 sur E; ct o sur U,— E;, E: étant [ad], [ab), (ab], (ab), si respectivement

’

I =¢e=:, I =¢=—¢, 1 =—¢=:[1= = —z’
Nous admettons que W[(f, U;)] s’étend a W(fg., U\) en tant que limite de W(fg:.., Ui);
fg. = f sur [ab) et = o sur U, — [ab). Nous posons W(fg.f U\) = W({, [ad)).
Pareillement, dans U,, si W(f(X), U,) n’est d’abord défini que pour / analytique et
suflisamment bornée a l'infini [par exemple avee o | X |[="~!)], on définira W[/(x), [AB)]

comme lim W((/(X) g2,4[X, [AB)], U], 92N, [AD)] étant | [ g u(ir @i, ).

i
Par cxtension, nous posons W[1, [AB)] = limW(g...[X, [AB)], U,).
29 Soit f(x) == X a,cos nx - b, sinnx; U= (—=, 4 2); a, == W(/, U). Admettons :

1Y)
Wi, oo, @ == hm W[z, Loy oco o) o U cemiey == n (re=x1),
"e : i nw -
d’olt ¥ ((s), ¥ (0), ¥ (), etc. Les intégrales étant de L. S.
. t . [ - v [
v l) == | (cosnxy*das: v (b= — - , ccosne)y=dr; ptEY == [ |cosna|dr.
mJg T Ty
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Ajustement de la fonctionnelle synthétique & la fonctionnelle-intégrale la
représentant. — Considérons une fonctionnelle synthétique W, (f., s)
donnée pour tout s.s.i. s. On en déduit : F, (N), Wy=A(F,, s), une
métrique v (E) qui nc changera pas. Pour que fo donné détermine F,
en sc contentant pour F, d’une caractere tris général (go), on exige pour
la fonctionnelle analytique f, = w (F,) un caractére (p.) trés précis vérifié
en tout point.

Admettons que, par des raisonnements de fonctions majorantes [f, est

remplacé par son maximum sur les s ou v (s') > o et par son minimum
si v (s’) < o] et minorantes, sclon de la Vallée Poussin, on prouve que
si fo est sommable-p, A (F,, s) est Pintégrale L. S., T(f., s, v). 31 fo n’est
pas sommable, I(f., s, v) sera une totale de régles appropri¢es, pour
autant qu’on sache les établir. Mais la fonctionnelle linéaire synthétique
W (f, s) = I (f, s, v) définiec chaque fois que 'intégrale a un sens, cst norma-
lement plus générale que W,. Cest A (F, s), F (X) présentant un caractére
précis (p), moyennant quoi la définition de f = w (F), énoncée par une
condition (g) peut faire défaut sur un ensemble de mesure-u égale a zéro
(ou méme plus étendu). La condition (p) de la fonctionnelle synthétique
I (X) = W[/ (X)] s’exprimera cn variations « figées », les variations
infinitésimales, traduites par des quotients différentiels, étant exclues, et
réservées a la définition de la fonctionnelle analytique f{X) = w [ (X)].

Ezxemples. — Dans Uy, ci-aprés I, () aura pour nombre dérivé f,(a)
en tout point; (W, (fo, a, b) = F, (b) — T, (a) = I (fo, a, b), la métrique-v
étant euclidienne; (g,) sera Ia simple continuité.

1° (po) : fo = wa (Fo) est en tout point un dérivé extréme fini de Fo;
I(fo, a. b) est la totale simple; (p) : F (x) est simplement résoluble;
(8) i f = w (I') est sur une plénitude la dérivéc ordinaire ou approximative
de F (x).

20 (po) : fo = w, (Fu) est en tout point la dérivée exacte de F,;
I (fu, a, b) cst la totale complete; (p) : F = W (f) est complétement réso-
luble; (g) : f (z) = w [T (x)] est sur une plénitude la dérivée ordinaire de F;

39 (pu) : fu est en tout point la dérivée (ou un dérivé de coté invariable)
de Fy et fo est sommable L.; I(f., a, b) est Uintégrale de Lebesgue;
(p) : F (@) cst absolument continue; (g) : f est sur une plénitude un dérivé
fim de I (2);

4° (po) : fo (2) est continue et clle est en tout point la dérivée de Fo(2);
la métrique v (E) = 1 (E) est celle de Jordan, et ignore celle de Borel;
I(fy, a, b) est I'intégrale de Ricmann.

(p): F(2)=W (f, a, T) est surabsolument continue (s.a.c.); (g) : f () =w[F(z)]
est pour F (z) un nombre dérivé qu’il suflit de connaitre sur un ensemble
dénombrable partout dense.
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Posons VR(F, a, b) = [F(b) — F(a)]/(b—a). Soient : la suite (x:),
Z,=«, 0L Ti— &ig < 0, x,=b;

M;, m; les maximums et minimums de f sur Pintervalle (xi-i, xi);

n—1
S :2 M (ri— 2y, s :zm; (y— @i—y).
1

L’intégrale de Ricinann Ix(f, a, D) est hm S = 11m s.

"0
La condition d’intégrabilité est : f horné et, sx h(f, a) est ’ensemble (fermé) des x ou 1’os-
cillation de f est > = > o, h(f, ) a sa mesure extérieure (jordanienne) nulle.
Les quatre dérivés extrémes de F(x) ont dans tout intervalle méme maximum et méme
minimum (Lebesgue). Donc tout dérivé moyen ou extréme donne les mémes sommes S et s.
Tous ont la méme oscillation en tout point.

Soient Q; = VR(F, &y, @), 7 = | Qi — Qi | (@1 — 2izy), A\ = 27\,-.

1
Je définis la condition de surabsolue continuité par lim\ = o.

[0 Bt ]
10 Si f est intégrable (R), F (x) = I, (f, a, @) est s. a. c.
Soit O; l'oscillation de f sur (.r,_u Tir); | Qi — 9 | << Op; 8i 2y == Of (Ti1 — i),
A< X2, 4+ X2,. Donc lim\ =
M= 0

20 Si F () est s. a. c., toul dérivé [ de F (x) est intégrable (R).

a. fest borné. Sinon soit ¢ au voisinage duquel f est non borné, 0 infiniment voisin de ¢,
avec | f(M) | > A >o; IV infiniment voisin de 0, avee | VR(F, 0, 7){ > Az si o, 0
el ¢ & w2 (intéricur a ab) sont trois x; consécutifs, \ cst infini avee A.

P(x) ayant ses dérivés bornés, est absolument continue.

h. h(f, x) alalongucur zéro. Sinon, soit I’ son noyau parfail, de longucur! >> o. E \hd\nns
de aI) des intervalles conligus jusqu’a ce que la plus grande longueur des segments restants
contenant P soit inféricure a 2. Soit pg 'un d’cux. (Dans les contigus extrails nous
distribuons des chaines de points z;, de pas inféricur a »/2). 11 y a deux couples de points
infiniment voisins, 'un %, %" de p, I'autre «, " de ¢, tels que fG)-—[() et f(0) -—[(n)
soient > 2’ inféricur a x. Prénons le plus grand des quatre nombres f(3), .. .; par exemple
f(m), et alors le plus petit de f(3) et de f(3), par exemple f(3); f(r) — [(3) >2": % ¢t un
point infiniment voisin formeront un couple x,,, ¥,,,,, donnant VR(V, x,., ¥, ,,) infi-
niment voisin de f(3), et de méme r et un point infiniment voisin de lui donneront
VR(F, aj, a7 .)) inﬁnimult voisin de f(r). Donc VR[F, 27, x ) —VR(, x,,, ), ) >2"
11 s’ensuit que VRR(¥, x),.,, ;) diflérera de plus de z/2 de I'une des deux VR. Des lors,
la succession a,, x,, ., €, ou la succession x),,,, Z,, 2. ., donneront, avec X, X, ou x,,. &)
infiniment voisins de pg, un 7; > (¢—p) z/2. En conclusion \ > lz/2, indépendamiment
de w; F ne serait pas s.a.c.

La proposition est établie.

Fonctionnelles linéuires analytiques. -— Considérons d’abord le cas d'une
seule variable indépendante. f(z) ¢tant définie sur Pintervalle ab, soit

D) =a(e)f(e)+ ..o Fa () f" (), ou plus pacticulicrement

nn
¢ (f) =>:«I"] b, (x) f (0)][dar, drfdar pouvant désigner un quotient dilfé-
o

rentiel valable au seul point a: f est bornée (ou sommable?),
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Une telle fonctionnelle linéaire n’est pas une intégrale 1 (f, «, b), mais
elle peut &tre représentée comme unce limite d’intégrale

O H=lim [ Juh bl = el v de.

yerd,

La théorie des fonctions analytiques nous conduit & considérer

Lo vy = L oL ( L )

vt T ol vy e )

fory = - llmf S gt - el vy dt
T y=o

si f est continue au point x; (ou méme simplement s’il en est ainsi
de f(x+ 1) 4+ f (x—1) pour t=o0: ct encore s’il y a continuité approxi-

mative logarithiique, Uensemble exeepté ¥, étant tel que /dt/} t! soit fini.
o/,

Si A (y) ct X(y) sont imaginaires conjugués, avee A(o) =3\_(o), etsip>o:
b
:—;—i / [7.(_\') (0= — vy V= =) 7 e
“n
tend vers zéro avec y. Si f(:r) posséde un quotient différentiel d’ordre n au point x, posons

|'(5)=Z<;‘l—!);/’/’/'um) el Jlx+ =P (3)+ el z) 2",
"

¢«(x, z), sommable en z, tend vers zéro avec z, x restant fixe. Donc

S =P -2 -2l — ) (P — "

"

2

) e _v 7', Yy gy e Syl
(s -')---‘_‘I)!l vy —a AN

ct de meéme, en changeant iy en - iy. On trouve

13 . .
R Y A il -- a0 V)
lim — j(l)‘ - :

y:u N

— | dt = him — I""(I) a(-—ao vy dt=— [ ),
da ] y=o T J ( ' ’

car f e, )il —iy) t— (U= -+ {y) 'jdl tend vers zéro avee Y

2 étant invariable.

Done - -
I "
o ()/'{;r"/ ey )
b f)= ——Iyusnuf S Ell,,(.z')T di
7 Soon
. ‘ N Mgt — . ¥)
' A AL, 7/
o T.L)I‘l:-" -/,, f(/)( 2‘ butt) ot (
. 0 .
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Cas de plusieurs variables. -— Soit f(X) définie dans Tinter-
valle (AB) de U, et possédant au point. X (;) (i =1, ..., r) une dérivée
a f(IX)oxl ..o (ky + ... 4+ k. = m). Cette dérivée sera la limite, pour
Yi, -, Yr Lendant vers zévo,de [ f (4, .., t,‘)[]_’[()"‘g(t,-—-x;, y) oz | de, ... dL,.

AB)
La possibilité de voir dans 0" f(N)[o" @, . .., dz\- un quotient différentiel
plus général qu’une dérivée habituclle, pourra étre étudiée par le lecteur.
Ces représentations formelles offrent uniquement l'intérét théorique de
montrer que, méme les fonctionnelles analytiques linéaires, que sont les
dérivées, peuvent étre, comme les fonctionnelles synthétiques, rattachées
4 Pintégration de la fonction-argument.
Bien d’autres intégrales singuliéres donneraient une formule dérivable

f(x) = l_iEn[ f() k(t—z, y)dt, k(t— =z, o) étant infini pour t =, ¢t y

tendant vers zéro soit continument, soit par valeurs 1/n, n entier. Une telle
intégrale est une fonctionnelle analytique, parce que seuls y contribuent
sensiblement les abords infiniment voisins du point z.

(*) Séance du 21 décembre 1959.

C.R. Acad. Sc. Paris, t.250, 1960, p.250-255.

163



LOGIQUE DES CLASSES

LOGIQUE DES ENSEMBLES., — Rapports logiques associés, pour Uinclusion
ou Vexclusion, vis-d-vis de p classes d’éléments dans un méme espace.
Note (*) de M. Anxavn Dexsoy,

Les catégorics définies par les systémes de rapports logiques sont figurées, avec
les notations de I’algébre élémentaire, par des formules ou chaque variable désigne
concurremment un ensemble et sa fonction caractéristique.

Pour noter comment, dans un méme univers U, un ensemble E se déduit
de certains autres Ay, ..., A, par intersection (partie commune) d’en-
sembles joints, addition d’ensembles disjoints, soustraction d’un ensemble
contenu retiré d’un ensemble contenant, jutilise les signes de 1'algebre
ou de ’analyse élémentaires, et nullement d’autres tels que U, N. J'écarte
totalement le second. Pour P'addition d’ensembles non nécessairement
disjoints, )’admets occasionnellement les notations AUB, UE,. Mais encore
dans ce dernier cas, et en dehors du sujet traité dans cette Note, quand

la confusion n’est pas a redouter, j’écris aussi bien A + B,EE,,.
1° L’intersection de A et de B, celle des E, sont notées A.B ou simple-

ment AB, HE,,. Donc A = UA = A”. §’il faut craindre une méprise,
je distinguerai A" et A", II et [l, comme A.B et AXB,le signe X étant

réservé a la multiplication topologique.
20 Si A contient B, A — B désignera la partie de A étrangére a B.
Je n’écris jamais A — B st B n’est pas inclus dans A, mais uniquement

A — AB.

3° Si A et B sont disjoints, leur réunion est notéé A 4+ B. Si A et B
sont joints,

AUB=A + (B —AB) = (A — AB) + B=AB -+ (A — AB) + (B — AB).
Les principes suivants dominent le cas général ot E se déduit de p
ensembles A; (p > 2).

Le développement de I’expression de E par application des régles du
calcul élémentaire fait disparaitre les parenthéses. On obtient

E=/f,(Ay, ..., Ap),

fo étant un polynome en les A;, linéaire par rapport a chacun d’eux
(d’aprés A" = A). Chaque monome de f, peut étre multiplié par une
puissance de U, pour réaliser quelque homogénéité.
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19 Dans V’expression f,, chaque lettre désigne également un ensemble et
sa fonction caractéristique. En remplagant indifféremment chacun des A;
par o ou par 1 (U par 1 exclusivement), on donne a f, uniquement les
valeurs o ou 1.

29 Pour trouver la génération de E indiquée par 'expression f, il faut
grouper et ordonner les termes de celle-ci, de fagon que, dans toute paren-
thése réunissant deux groupes de termes, figurant respectivement deux
ensembles, séparés par 'un des signes 4+ et —, I’ensemble de gauche soit
disjoint de I’ensemble de droite (signe ) ou au contraire le contienne
(signe —).

30 Si les A: sont considérés comme des ensembles quelconques variables
dans U, f, définit une catégorie d’ensembles dont les éléments satisfont,
vis-a-vis des p classes A;, & un systéme de relations logiques associées.

Il y a cinq fonctions f. (A, B), a savoir avec leur régle de construction
et leur signification logique :

1° AB (A et B);

20 A — AB (A, mais non B); A— AB = A (U—B);

3 B— AB (B, mais non A); B— AB =B (U — A);

4 A+B—AB=A + (B—AB)=B + (A — AB)

= AB 4+ (A — AB) 4+ (B— 1B) (A ou B, y comprnis A
et B);
A+B—AB=U— (U—A) (U—B).

50 A+B—2AB=(A—AB)+ (B—AB) (A ou B, mais non A
et B).

Les sept ensembles A, B et f, forment un groupe clos, en ce sens que
tout couple composé de deux d’entre eux et auquel on applique les cinq
opérations f., redonne les résultats de ce groupe ou le néant.

S1 l'on adjoint U a A et B (aux A; généralement) la combinaison de U
avec les f, (les f,) donne uniquement comme nouveautés les cinq complé-
mentaires U —f. (les U—f,).

1°© U— AB (jamais A et B a la fois)

= (U—A)(U—B) + (A— AB) + (B— ADB) (ou bien m1 A ni B;
ou bien A sans B, ou bicn B sans A);

20 U— A 4 AB (pas de A sans B) = U — (A — AB)=(U — A) + AB;

30 Panalogue (U —B + AB) (pas de B sans A);

40 U—A—B+ AB (mt A mt B) = (U—A) (U—B);

5 (U—A—B 4 2AB)=(U—A)(U—B)+ AB (n1 A ni B ou les

deux a la fois).

L’ensemble E étant défini par 'expression E=f, (A,, ..., A,), comment
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obtenir la génération de E a partir de A, d’abord donné seul, puis par une
opération f» (A, A,), et ainsi de suite? Tout le probléme est de mettre fr
sous la forme f, = f2 (A, fo—s). On détermine ainsi f,, : Si A, divise fp,

selon l'absence ou la présence du terme isolé A, fuoi = fs/A, ou
fo-+ = (A, —fp)/A). St A, ne divise pas f,, on annule A, dans f, et il
reste f,_.. Ayant f,_,, on voit immédiatement laquelle des cinq formes f.
appliquée au couple A, f,_., donne f,.

Progressivement on détermine les fi (A, ..., A;)) pour i=p—1,
p—2,...,2, et, pour t > 3, les f, tels que f; = f. (A, fizi). La marche
inverse donnc la construction progressive de E et en méme temps les
rapports logiques associés de E avec le systéme des A..

Il y a 5" possibilités de rapports logiques liés, soit d’inclusion, soit
d’exclusion, vis-a-vis de p classes Ay, ..., A,. Il y en a seulement cing
pour deux classes, déja 25 pour trois classes. Ces nombres se doublent
par les négations introduites avec I’adjonction de U aux A..

Le lecteur pourra former les 25 fonctions logiques f,, classer leurs types
distincts, si 'on confond les f, s’échangeant par des permutations entre
les Ay, A, A, supposés tous trois simples (c’est-a-dire non constitués
eux-mémes par des groupes de classes : ainsi A — AB et B— AB sont du
type unique : « de A et de B, 'un sans I'autre »).

Absolument inexprimables avec les signes U, N, ces formules f, sont
d’une précision impeccable, totalement incompatible avec les notions
confuses tolérées et encouragées par 'usage de la notation U spécialement.

On rencontre pareille impossibilité avec 'emploi du signe — dans A—B,
au lieu de A—AB, quand A ne contient pas nécessairement B.

Dans des Communications ultéricures, ou je montrerai la différence de
nature entre la topologic et la métrique, j’userai uniquement des signes
de 'algcbre, comme dans les fonctions f,, pour exprimer les combinaisons
d’ensembles situés dans un méme espace.

(*) Séance du 21 octobre 1963.

(Département de Mathématiques, Institut Henri Poincaré,
11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

C.R. Acad. Sc. Paris, t.257, 1963, p.2594-2596.
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LOGIQUE DES RELATIONS. — Catégories définies par Uassociation de rapports
logiques d’inclusion ou d’exclusion, vis-a-vis de p classes d’éléments dans
un méme espace. Note (*) de M. Arvaup Dexsoy, Membre de ’Académie.

Compléments a la Note du 21 octobre 1963 (Comples rendus, 247, 1963, p. 2594)
pour en rectifier certains points et mener I’étude a son terme.

Je dois reprendre et compléter I’étude entreprise dans ma Note du 21 octobre 1963
dont je rappelle d’abord le sujet.

Dans I’espace U on suppose l’existence d’une collection S, de p classes A,, ..., A,
formées d’éléments de U. Ces classes sont variables.

Une catégorie C = C (S,) est constituée par les éléments de U vérifiant un systéme
de conditions associées, dont chacune exprime que I’élément peut appartenir a la fois a
certaines classes Ay, ..., A, sous la réserve d’étre alors étrangéres a d’autres A; de S,.
La catégorie C (S,) dont tous les éléments ont des rapports conditionnés avec chacune
des p classes A, de S, est figurée par une fonction algébrique f,(A4, ..., Ap), linéaire en
chacune des variables A;, ..., A, et ol celles-ci désignant 2 la fois une classe et sa fonction
caractéristique, f, est 1a fonction caractéristique de C. Elle prend uniquement les valeurs o
et 1 quand les A; sont indifféremment égaux 2 oou 4 1.

Enfin, U, toujours numériquement égal A 1, peut étre i volonté introduit en facteur,
et A toute puissance positive, dans tout monome de f,.

Nous distinguons les catégories C en positives C* et négatives C-, tout
élément d’une C* appartenant a 'une au moins des A;, tandis que C~
contient des éléments étrangers & toutes les A; de S,. La complémentaire
dans U d’une C*, soit U — C* est une C~ et réciproquement. Il peut &tre
nécessaire en certaines questions d’adjoindre aux C* I’ensemble vide ¢
et aux C~ l'univers U.

Aux C* et aux C~ correspondront respectivement f, (sans terme indé-
pendant des A, et f, commengant (ordonnée) par U (ou 1); g, désignera
une catégorie indifféremment positive ou négative.

Pour k quelconques des classes A; nous considérons leur ensemble commun
propre, représenté par :

(1) A A (U—=Aj)...(U=A4A ).

Dans une application particuliére, les A; peuvent ne pas avoir de partie commune

étrangere A tous les A;. Il s’agit ici de classes générales, comme en algtbre ou en analyse

on raisonne sur des nombres, des fonctions, indépendamment de leurs valeurs, de leurs
données propres, pour lesquelles certaines hypothéses d’un théortme perdent leur sens.

Désignons par ¢, une quelconque des expressions (1), o #>x 1. Leur
nombre est 2” — 1; ¢, et 9, non identiques définissent deux ensembles
disjoints. Car une au moins des A, figure par le facteur A, dans I'une
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et par le facteur U — A, dans l'autre. Si 3, = 1, tous les autres @, sont
nuls. Dés lors, les o, prenant indifféremment les valeurs o ou 1, mais les «,
n’étant pas tous nuls a la fois,

(1) > aon

représente toutes les catégories f) (r < p) formées par r des p classes
de S,. Ces catégories sont au nombre de 2*~' — 1. Pour obtenir le nombre
des f, (S,), il faut retrancher du précédent le nombre des f, distincts
pour r = p —1.

Le développement des 7, dans la formule (2), avec les réductions de termes, conduit a
une expression de 2 — 1 termes au plus. Ce nombre est atteint pour tous les 2, égaux A 1,

ce qui donne la catégorie ‘\,_:A,, exprimée par U — (U — A))...(U—A,).

Les f, = U — ! donnent P'inversion des rapports logiques exprimés

par les f.

Aux signes + signifiant « ou » de f+ correspondent dans U—f+ des « et » (conjointement,
simultanément). Aux produits Ai...A; (U—Aj)...(U—A,,_,) correspondent « ou
bien non A;, ..., ou bien non Ay, ou bien A, ..., ou bien A, _,»; U— A, A, signifie
« ou bien non A, ou bien non A. », soit

(U—Ay) + (U—Ayg) — (U—A,) (U—As).
Connaissant les g, (S,.1) (¢ < p — 1) pour S, (A4, ..., Apy), comment

obtiendra-t-on les f,, (S,) ? Ce probléme a été abordé, mais non résolu
dans ma Note d’octobre.

Faisant successivement A,=o0 et A,=1 dans f, (S,), on trouve
S (Sp) =L (Sp=) (U—AL) +A,Lg, (Sp—1) (rets<p—u),

avec les précisions suivantes :
1° £ (Sp—) =0 et g (S,-1) = U (ou 1) sont admis;
20 Si A, est dans f,,, f,; difféere de g.. Sinon
m=Sn (U—=A,) +A, fo

En poursuivant on met f, sous la forme (2);
3° Pour avoir seulement les f, (S,), tout A; pour ¢ << p — 1 doit figurer,
soit dans [, (S,—1), soit dans g, (S,-1).

Exemples. — I. f{ (A\) estoet Ay; g1 (A1) est o, Ay, U, U — A,
IL. f: (A: A:) s’obtient en ajoutant [sous la condition f} (A1) # gi1(Ai)]: oou A, (U— As)
A o, A|A~3, A«_» ou Az (U —_— A|). On obtient

o, Agt\g, Ag, AQ(U-—A1), A'(U—t\,), Al; A](U—' 1\2)+A1; A1(U—'Ag)+ l\g(U—Al).
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Finalement :

0, Ag, Ag.A]Az, Al—AgAg, Ag—-AjAg, A|+Ag—-A1Ag, A1+A3—2A1Ag.

IIL. Pour avoir les f;;; (A1, As, A;), d’une part on multiplie par U — A; les huit derniéres
expressions obtenues, puis par A, les mémes suivies des huit complémentaires U, U — A;,
U—A:, ..., U—A;—A; + 2A,A,; et 'on ajoute les premiers résultats aux seconds
en observant la seconde régle posée. On trouve 127 C+ (S;). Pour avoir les f3(Aj, A., As),
ou bien on observe la troisiéme régle, et I'on trouve directement 109 catégories; ou bien
des 127 f(Ss) on retranche sept f; (A, A.), puis six f; (A, A:) (A, a déja disparu),
enfin cinq f7 (A1, A:), donc en tout 18 formes, soit 109 restantes.

(*) Séance du 13 janvier 1964.

(Département de Mathématiques,
Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

C.R. Acad. Sc. Paris, t.258, 1964, p.765-767.
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METRIQUE SANS TOPOLOGIE

MESURE. INTEGRATION. — Moétrique sans topologie. Définition des fonc-

tions mesurables, non dogmatique, mais exigée par Uintégration. Note (*)
de M. Arsaun Devsoy,

Une école mathématique moderne définit le caractére des fonctions mesurables
cn telle facon que dogmatiquement elle exclut pour les espaces affranchis d’hypo-
théses topologiques, 1a possibilité d’avoir une métrique. Définition, fidéle & ’esprit
de Lebesgue, des fonctions vectorielles mesurables f (x), * variant dans un espace
sans référence topologique.

Pour noter I'intersection, I’addition, la soustraction d’ensembles dans un méme espace U,
j’emploie les signes de 1’algébre élémentaire, en accord avec ma Note du 21 octobre.

Certaine école moderne, ayant pour doctrine de réduire toute notion
mathématique & une structure, & un systéme d’axiomes nécessaires et
indépendants, ce groupe enseigne que 'idée de mesure des ensembles dans
un espace donné, implique I’existence d'une topologie, donc d’ensembles
ouverts, fermés, etc., pour cet espace.

Cette affirmation est contenue dans la définition adoptée par I’école
pour la fonction mesurable, ainsi entendue :

« Dans un espace U ou 1l existe une métrique des ensembles, la fonction
de point f(z) définie sur un ensemble E, est dite mesurable si, 4 tout
nombre positif ¢ indépendant, il correspond une fonction k (z, €) continue
dans U (ou dans E ?) et telle que f(z) —k(=, ) = o0, sauf au plus sur
un ensemble de mesure inférieure a c. »

Si E n’a pas de topologie, la continuité d’une fonction sur E n’a pas
de sens. Dés lors, dans un espace U dépourvu de topologie, i1l ne saurait
étre défini une mesure. Car si E situé dans U était mesurable, sa fonction
caractéristique, égale 4 1 sur E et a o sur U — E, ne saurait étre consi-
dérée comme mesurable, ce qui est absurde.

Cependant les caractéres de la mesure énoncés par Borel, la définition
des fonctions mesurables posée par Lebesgue et tout au moins pour le
cas linéaire,” mais dont l'extension est immédiate aux espaces les plus
généraux, ne font aucun appel a des notions topologiques.

Dans DPespace U il existe une classe K d’ensembles E pour chacun
desquels est défini un nombre non négatif m (E) appelé mesure de E et
soumis aux conditions suivantes : S1 A, B, les E, sont dans K (n prenant
toutes les valeurs entiéres >~ 1) : AB, ]"[E,, sont dans K. E tausst A — AB.

Si A et B sont disjoints, A+ B&€K et m(A + B)=m(A) + m (B).
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Donc en tous les cas A + B—AB€K. Si, les E, étant disjoints, la

, s N
série L E. converge,
D ——V 3 \ 7 -—v ;
E__A_‘L,.Gl\ et m(E)_“m(h,,).

Dans ces conditions de Borel, ou la topologie intervient-elle ? La néces-
sité peur I'espace U d’étre pourvu d’une topologie est un dogme artifi-
ciellement imposé par I'école a ses disciples.

Sans doute tous les exemples qu’on construira pour les métriques d’ensembles seront
définis A partir d’cspaces topologiques. Les fonctions de Baire de tout rang transfini
s’obtiennent par des séries de polynomes, donc de fonctions du type le plus élémentaire.
Mais les raisonnements généraux sur les fonctions de variables réelles ne font pas inter-
venir le moyen d’exprimer la fonction. Avant Riemann, la dérivée d’une fonction au
point a était le coeflicient de x — a dans le développement de Taylor autour de a. Riemann
sépara I'idée dc fonction de la forme analytique figurant celle-ci. La fonction n’est pas
nécessairement une série de puissances (r — a)*, ni méme dérivable, ni méme continue,

quoique toute fonction pratiquement définie soit construite de piéccs chacune d’espéce
réguliére.

Lebesgue en trouvant I'intégrale, fut conduit a cette définition : Une fonc-
tion f (z) définie sur l'intervalle a < z < b est dite mesurable si, quels
que soient les nombres ¢, d (¢ < d), 'ensemble

[a<z<b, c<f(x) <d]
est mesurable.

De cette hypothése Lebesgue déduit que la somme, la différence, le
quotient, le produit de deux fonctions mesurables est mesurable, ct aussi
les limites d’une suite de fonctions mesurables. Ces raisonnements ¢taient
un peu longs et I'école dogmatique prétend les économiser en subordonnant

2

d’autorité la métrique a la topologie.

La défintion dogmatique de la fonction mesurable s’inspire de son
équivalence a celle de Lebesgue dans le cas des fonctions d’une variable.
(C’est la un théoréme dit & Lusin, et qui n’a pas été, pour cause,
étendu a tous les espaces topologiques. Toute fonction mesurable selon
I’école, I'est aussi selon Lebesgue. Mais I'inverse n’a pas lieu.

Le théoréme de Lusin est encore vrai si le champ de définition de f (2)
est 'axe des x tout entier. Mais il y a des espaces topologiques ol tout
voisinage a une mesure infinie et ol le théoréme de Lusin est faux. Nous le
montrerons ultérieurement.

L’indépendance de la métrique & P’égard de la topologie apparaitra en
deux des applications essentielles de la mesure, a savoir U'intégrale et le
théoréme de Vitali.

1. L’intégrale et les fonctions mesurables. — Il y a des mesures non néga-
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tives, I'intégrale de Sticltjes en ecst un exemple classique. Pour mieux
préciser le sens du caractére de mesurabilité pour les fonctions, consi-
dérons des mesures vectorielles, et des intégrales vectorielles de fonctions

vectorielles. Nous envisageons ’espace U ou est définie la mesure-9,
valable pour une famille K d’ensembles EE; M est ’espace des mesures m (E).

>
F est I'espace des vecteurs f (z) fonctions d’un point z de E; P sera I’espace

. >
des vecteurs parmi lesquels sera /f dm.
“E

-" ’ ’ . *r ’
Un espace V de vecteurs ¢ normés pourra posséder diverses propriétés :

> ke ’ > > ¥ > ' .
a. ¢, et ¢, étant quelconques dans V, ¢, + ¢,, ¢, — ¢, sont définis
dans V et

e = el o s

=

. . > , e o ) .
b. Si la suite ¢, vérific la condition de Cauchy, ¢ existe dans V tel
.> ,
que Iv,.— | tend vers zéro;
. > > . ,
c. Si ¢ est dans V, a¢, quel que soit « réel est dans V et
A. L’espace M n’a pas a vérifier la condition c. Les conditions de la
métrique ¢ sont les suivantes :

A tout ensemble E de K correspond un vecteur m (E) de M et un nombre
non négatif 1« (E), mesure absolue de I :

19w (E)> [ m (B)|; si (E)=o0 (doncm(E)=o0), tout E'CE est
mesurable et p. (E') = o.

Si E est indécomposable en deux ensembles de mesure-¢ définie et
non nulle, » (E) = Ir;z ’E)‘

Si E est la réunion des ensembles E,, ..., E. en nombre fini, tous
de mesure non nulle, & (E) est la borne stricte supérieure des sommes

Z | m (Ei/)|. En conséquence, la mesure «(E) posséde Dadditivité
complete.

20 Sim, = m (Ey) et My =m (E.) sont les mesures de deux ensembles E,,
E, de K, m(E,E,) existe. Si E,E, =0, m, + m, existe dans M

(condition a, sous réserves) et

m (Ey) + m (Ey) = m (E, + E,).

. . —-> - .
De méme, si E,DE,, m;y —m, est dans M (id.) : dans tous les cas

m, + m, ———?l‘(E.E-_,) est dans M. S1 E =}: E., les ensembles E, de K
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—> .
étant disjoints, et si la série Ep (E.) converge, le vecteur m (E) existe

dans M et que m (E) E?ﬁ(E;) tend vers zéro (condition b, sous

réserves) : E€K.

Si E - (E.) = =, E n’appartient pas & K. Nous dirons que I est dénom-

brablement mesurable au sens de la mesure-9.

B. L’espace F des vecteurs f est topologique. Il vérifie les trois condi-
tions a, b, ¢ de V. En outre, il est separable Il existe dans F une infinité

dénombrable de vecteurs d(z\o do —0> tels que, g(d,, ) ou g (r)
r, Zgi(r) = F, quel que

t

soit r, nombre positif. Nous réduisons la suite g (w) & g, (») en retran-
i—1

>

étant la quasi-sphére ouverte I f—d

chant pour : > 1, Eg/,- (w) de g (w). Les g, (w) sont disjoints, le diamétre

o

de chacun est inférieur a 2w et F =2 g, (v).

>
C. L’espace P. — 1l sera formé de vecteurs p =p ()‘, m ; ce vecteur p
est, par une opération arbitrairement convenue, le « produit » dans P

—> >
du vecteur m quelconque dans M par le vecteur f quelconque dans F;
P présente les caractéres a, b, ¢ de V. Il est, en outre, assujetti a ces
conditions :

o [5(7, %) <7115
20 p est linéaire en ;; a et b étant deux nombres quelconques de R et

> > > >
les vecteurs f,, f, étant dans F (il en est dés lors ainsi de af, + b]‘2>

[3((17',—*— 11}_,, 1—5):/”:(.;., —I_I)l.) -+ [/;(Z, 7}7)

>

>, > - ) . ~ o .
30 p, étant p(f,,, m,) et si Ll ,,l EX converge, le vecteur limite

n

de Lp, est dans P,

L’intégrale. — Soit f (z) un vecteur de F défini en tout point z de

'ensemble I situé¢ dans U : On suppose f constant sur toute partie de E
indécomposable (en parties de mesure-o non nulle), puis mesurable-p au
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- _) /..>
sens suivant fidele a esprit de Lebesgue : T'out ensemble la, €L, f(z)€ gld, ")l
est mesurable-3. Une restriction doit étre introduite si p (E) = =, E étant

. > > > . .
dénombrablement mesurable. On doit supposer d 7 o et r < |dl Ainsi,
quand U est 'axe des z et I celui des nombres réels f, si E est de longueur
infinie, on divise en f>o0 et f<<o el l'on considére les ensembles (¢ <d)

rek, [f(z) —elld—f(r)] >0, avec cd>o.

7(:v) sera dit intégrable-y sur E si Dintégrale flf)l J;l. existe (est finie).
On dira méme plus précisément, et toujours dans P’esprit de Lebesgue,
que ?cst sommable-¢ sur E.

Dans chaque g, () prenons indifféremment un vecteur 7,. Tout ensemble
[xe E, ]‘>(:1:) €g, (w)] est mesurable. Soit m, sa mesure. La somme‘,:';(?],,, m,,)
converge et tend, avec ® infiniment petit, vers un vecteur limite, indé-
pendant du choix des éi, des 7, (comme on le voit par le morcellement
mutuel de deux divisions g, différentes). Cette limite est Uintégrale | f ; dm.

E

Si p (E) = o, 1l faut intégrer d’abord sur I’ensemble z€E, Iﬂ >a>o,

« étant invariable. Aprés quoi on fait tendre o vers zéro.

Je ne pense pas que les dogmatiques osent rejeter cette définition de l’'intégrale pour
la raison que I'espace U contenant le champ d’intégration E n’a été soumis A aucune
condition topologique. Mais, en I’absence d’une topologie définie dans U, ou si la fonc-

>
tion k (x, :) n’cxiste pas, la fonction f, sommable sur E, ne sera pas mesurable au sens
de I’école.

>
Propriétés des fonctions vectorielles f de F, mesurables-o. — D’aprés la
condition de mesurabilité et les caractéres boréliens de la mesure-9, quel

que soit dans F Densemble B déduit des g(ﬁ, r> par additions, sous-
tractions, passages & la limite, I’ensemble I»wGE, ;(x) GBl est mesurable-9.
La somme ;z ?‘ + ;’ de deux fonctions mesurables-p est mesurable-9.
O étant un ensemble ouvert quelconque dans F, soit e (/: O) ou simple-

)

ment e(0), 'ensemble l’LE E, ]‘(:r)EOJ Je dis que e¢(O) est mesurable.
En effet, solent respectivement e; (w), e, (») les ensembles

(rek), f‘(J’)Egi(m)) 7’(»@)65'&(@)-

Soit e« (w) I'ensemble, s’il existe, ¢ (w)e; (w); e:x (w) est mesurable.
N (w) désignant I'ensemble des couples (i, k) vérifiant cette condition
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3 . > - >
I’hypothése double f)’e g (v) et € gk (©) entraine {' + f'€0; alors

e(0, ) '——-Zei.k(w) ce(0),
N

et ¢ (0, ©) est mesurable. Je dis que e (O) =}:e (0, w). Soit z un point

"w

de ¢ (0); O étant ouvert et .f)(’b'o) étant dans O, r positif existe tel que
g[;(xo), rJ soit dans O. Alors si1

;‘ (xo)eé'i(%‘)’ ;t(fo)Egh(ﬁ),

le couple (j, i) est dans N (r/4) et e (O, r/4) contient ;(x(.). Donc si w,
tend vers zéro, e (0) =2e (O, w,); € (O) est mesurable.

- >
Une fonction f(x) limite de fonctions f,(x) mesurables est mesurable.

Car I’ensemble ¢ (;, 0) = E He (?,,, O).

»p o n>p
Pour la mesurabilité du produit, il faut supposer défini dans F un
> > e >
vecteur produit f'Xf* = f*X[', continu et linéaire en chacun des deux
> >
facteurs, dans toute I’étendue de F, et borné avec lf.l—}—lfl (comme

c’est le cas si F est ’ensemble des réels).

Pour ma part, je trouve ces raisonnements simples. Les dogmatiques les ont jugés
fastidieux, et pour les ignorer, ils n’admettent pas le caractére adopté par Lebesgue pour
les fonctions mesurables. Leurs disciples savent-ils ’équivalence des deux définitions
pour les fonctions numériques d’une variable ? En suivent-ils la démonstration donnée
par Lusin ?

{*) Séance du 28 octobre 1963.

(Département de Mathématiques, Institut Henri Poincaré,
11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

C.R. Acad. Sc. Paris, t.257, 1963, p.2776-2781.
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MESURE. INTEGRATION. — Métrique sans topologie.
Le théoréme général de Vitali. Note (*) de M. Arssun Dexsory,

Signification de I’énoncé général. Pour préparer la construction d’un espace V
ou se manifesteront la fausseté de la définition dogmatique de la fonction mesu-
rable ct la portée du théoréme général de Vitali, décomposition en éléments
fiimple[s}, de l'espace cartésien a trois dimensions U: et de ’espace des directions

ans Us.

Le théoréme de Vitali est 'un des plus profonds et des plus importants
de la théoric métrique des ensembles.

Banach était parvenu A& lui donner, pour le plan et la mesure euclidienne des aires,
cet énoncé, extensible A tout espace cartésien.

« P étant un ensemble de parallélogrammmes «, dont les cdtés sont entre eux dans un
rapport borné ainsi que son inverse, indépecndamment de », G étant une famille d’en-
sembles fermés ¥, correspondant chacun a chacun aux o, de fagon que si v est associé
a w, Y = v (w) est inclus dans w = o (7) et posséde une aire supérieure a une fraction
fixe de celle de v, enfin H étant un ensemble dont chaque point est contenu dans une
suite de parallélogrammes » de cotés tendant vers zéro en longueur, il existe une famille
dénombrable v, ..., Yn, ... d’ensembles de G, deux a deux disjoints et dont la réunion
couvre H, a l’exception tout au plus d’un ensemble d’aire nulle. »

On s’est longtemps acharné a vouloir étendre ce théoréme a des espaces
non cartésiens. Par des hypotheéses de caractére topologique et totalement
artificielles, concernant la nature de ces espaces généraux, on s’efforgait
de créer I’équivalent de ces parallélogrammes a cotés suffisamment propor-
tionnés.

J’a1 fait observer (') que, la conclusion de I’énoncé étant purement
métrique, il fallait exclure des hypothéses tout recours a la topologie.
Pour abréger, bornons-nous au cas ou les w sont identiques aux ¥.

Dans un univers U affranchi de toute condition topologique, et ol une
mesure-p, numérique et non négative, est définie, il est donné une famille G-
d’ensembles Y mesurables, avec 7 (Y) > o; M, E étant un point, un ensemble
de U, G (M), G (E) désigneront la famille des ¥ respectivement contenant M,
joints & E. Nous disons que le point M est indéfiniment couvert par la
famille G au sens de la métrique 9, st, pour les Y de G (M), le minimum
de o (Y) est zéro. Nous écrivons : M est 1.c. ¢ par G; G couvre 1. 7 le
point M.

H sera 'ensemble des M, 1.c. ¢ par G; G (E) couvre i. ¢ non seule-
ment I.E, mais possiblement un ensemble complémentaire ¢ (E). St M
est étranger & HL.IL + o (E), les ¢ (Y) pour les vy de G (M) joints a E ont
un minimum positif 1 (E, M). Cela est important si ME€H, le minimum

des 9 (Y) pour les y de G (M) étant zéro,
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ExemMpLE. — U est le plan des xy, s est I’aire euclidienne. Les y constituant G sont
les ellipses (cercles compris) ouvertes, situées dans le demi-plan y > o et remplissant
certaines conditions, en outre de celle-ci : i (= dy/dx) étant l’inclinaison du grand axe
de 1, le petit axe surpasse i/(2i 4+ 1). H est le demi-plan y > o tout entier.

Premier cas. — La distance focale de y est << 1; M étant le point (a, b), E un ovale
(a<z<a,y=0>b)pour c< b<d, avec a=a’, pour b=coud:

s (M) cst V'intervalle (@ — 1, a + 1, y = b) diminué du point M;

» (E) est la réunion des intervalles (a —1 < x << a’ 4 1; y = b), diminués des inter-
valles a < z < a’ respectifs; ¢ (E) a I'aire 2 (d —¢) > o.

Deuxiéme cas. — La distance focale de y est << i si i > o; pour i = o, elle est nulle
si I'ordonnée b du centre de y est irrationnelle, elle est bornée par 1/q si b = p/q;  (E)
est la réunion d’une infinité dénombrable de semi-segments

[a—1<.t<a'+l, diminué de a<x<a’],
q9 9
pour y = p/q et ¢ £y =< d; I'aire de p (E) est nulle,

Les hypothéses de I’énoncé que j’ai donné au théoreme de Vitahi dans
le cas P = G sont les suivantes :

1° Pour tout v, 9 [? (Y)] = o (réalisée dans I'exemple avec le second cas,
non avec le premier);

20 Il existe deuxr nombres a et b (1 < a < b), indépendants de ¥, tels
que la réunion Q(y) des ¥’ de G (V) satisfaisant & 2 (Y') < a¢ (Y), vérifie
Q] < b9 ()

32 D étant Uensemble réunissant tous les v, ¢ (D) est finie.

Le cas élémentaire traité par Banach correspond a ces hypothéses particuli¢res : 10 U est
distancié; 20 si S et S; (k > 1) sont deux sphéres concentriques dont les rayons sont dans
le rapport de 1 & k, 5 (Sx)/? (S) < 0 (k); 3° pour les Yy de G : 5 (y — ¥) = o (Y fermeture
de v); 4° y est inclus dans une sphére S = S (7) et ¢ (v)/? (S) > = > o, indépendant de v.

Pour les w de P, ycwcS (v); H(P), H(G) étant les ensembles i.c. ¢ par P, par G,
on montre 7 [H (P) — H (G)] = o, méme avec I’énoncé le plus général.

La démonstration s’inspire de celle de Banach dans le cas élémentaire.

Soit ry < ¢ (D) le maximum de ¢ (Y) et Y. tel que ¢ (v,) > ri/a. Pour
tout v, ¢ (Y) < a9 (y1). Soit G, = G — G () la famille des v disjoints
de v,, et r. le maximum des ¢ (y) pour YEG,; puis y.€G, tel que
@ (Y2) > r:/a; pour tout yde G4, ¢ (Y) < a 9 (v2). Scit G. = G, — G,.G (Y2).
Ainsi de suite. Les ¥; obtenus sont évidemment disjoints. Soit

I‘—_—}:y.-, QiZP(Yl)a Qi:Q(Yu’)» R:Zf’i'

D’aprés ¢ (p:) =0, ¢ (R) = o. Enfin, soit I, = H— H.T. Je dis que
¢ (H,) =o. Si H. = H, — H,R, ¢ (H:) = o (H),).

1° Si la suite y: est limitée et s’arréte & v,, G, n’existe pas.

G=G (1) +.-.+G(yp)-
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Tout point M de H est ou bien dans un H.Yy; ou dans au moins un .
Alors
H=H.I'+R, o(H-H.I)=o.
20 Si la suite Y/ est infinie, d’aprés ¢ (I) =E9 (vi) <g (D) <ex,
la série}_: 9(Yi) converge; o (Y:) tend vers zéro. N étant un enticr positif

quelconque, soit

Wam D (W) <6 o (v);
N+ N

¢ (Wy) tend vers zéro quand N croit. Je dis que H.CW.. En effet,
soit M€ H.; M étant dans 1, le minimum des 7 (v) pour v €G (M) est zéro.
M étant étranger & I' 4+ R, 7 existe tel que, si ¢ (Y) < 7y et YEG (M),
v est disjoint de ¥; pour t -7 Nj; v peut-il étre disjoint de tous les Y.
pour n > N ? v appartiendrait & tous les G, et vérifierait ¢ (Y) < a @ (Ya)
pour tout n, ce qui est absurde. Soit Yy, ., le premier v, Joint & y; vy est
dans Gy . ,, donc 9 (Y) < a® (Yx.px1); TnEQs.,.,; MEWy; H.C Wy quel
que soit N; ¢ (H.) = o (H,) = o.

On voit quelle erreur grossiére on commet en compliquant et faussant
Pénoncé du théoréme de Vitali par des conditions topologiques entie-
rement étrangéres au sujet.

On transpose a notre énoncé général, mais sans référence lopologique, ’extension donnée
par Banach au théoréme primitif de Vitali. La démonstration se conserve avec les mémes
notations, sauf a donner 4 celles-ci un autre sens par la substitution éventuelle des w aux y.

P, G sont les familles d’ensembles o, v et 3 (w)/3 (¥) est borné indépendamment de o,
de v, si v et v sont associés : » = w (y)>y =y (w); H(P) = H, H(G), ... sont les
ensembles ponctuels i. ¢.3 par les familles P, G; P (E) est 1a famille des » joints & E).
Voici le nouveau sens des notations :

1°: (E) = H[P(E)]— E.H. Si M est étranger 4 E + 7 (E), les o de P (E).P (M)
vérifient 2 (v) ou 3 (w) > 7 = (E, M) > o.

20 2 (y) est I’ensemble ponctuelz o’ pour w eP (v) et
p(Y)<azp(y) si Y=7(o).

3° D est sans changement ’ensemble ponctuclE

Les hypothéses sont les mémes : 1° 5 [ (Y)] = 0; 22 2 [Q (V]* < b3 (Y); 3° 7 (D) < oo,

Dans la démonstration, P, est la famille P—~2P(*{,), G, celle des y = v (w)

1
si weP,. Si les y; sont en nombre p, H—H.I'c Z g (Y. Si I' est infinie, et si MeH,,
N
pour un o’ de P (M) étranger éz P (v/), N + p +1 sera le rang du premier y; joint & v’,

1
En limitant P aux o vérifiant 3 (w) < ., on trouve

o[H (P)— H (G)] = o.
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Le théoréme préte & des développements (voir les Observations dans le
livre cité) :

Les y remplissent la condition de parfaite régularité si, quel que soit E
mesurable-¢ inclus dans H, et ¢ positif indépendant, G (E) peut étre

réduit & G’ (E, ¢) de fagon que : 1° pour tout point M de E, il existe
un =" (M, 2) >0 tel que G' (M, )= G (M).G" (E, ) contient tous
les v de G (M) vérifiant @ (Y) < v;; 2° 'ensemble E’ (2), i. c. 9 par G’ (E, ¢),
vérifie 9 (E', — E) < &.

Exemple. — U est ’axe des x; 2 est la longucur euclidienne {; D est un intervalle ab;
les v de G sont tous les intervalles inclus dans D; E un ensemble partout dense sur D

et de longueur l(E) =1l(D) —c(c > 0); G(E) = G. Enfermons E dans un syst¢me
d’intervalles i, disjoints, vérifiant

N —1(E ..
D) —UE) < e <es
G’ (E, ¢) est I’'ensemble des intervalles dont chacun est contenu dans un i,.

Moyennant cette condition, on retrouve les théorémes du champ linéaire.
Soit ¢ (E) une fonction d’ensemble définie et bornée sur D, du moins
pour les ensembles E mesurables-p. Au point M de H.E, les limites du
quotient ¥ (Y)/¢ (Y) [v€G (M), ¢ (Y) = o], sont les nombres dérivés supé-
rieur, inférieur, moyens de ¢ (E) au point M.

a. La dérivée ¢’ (E) existe et est finie sur une plénitude-o de H.

b. Si 9 (E) tend vers zéro avec 9 (E), ¢ (E) =/V' (E) de.
Y E

c. Pour U(E)=¢(E) et ECH, 9’ (E) =1 sur E et = 0 sur H—E, a
un ensemble mince-9 pres.

Tout cela est purement métrique et gité par la topologie.

Nous construirons dans Uespace cartésien d trots dimensions U, un espace V
ou la métrique des ensembles E sera P'aire euclidienne a (E), et ou la
conception dogmatique de la fonction mesurable se montrera fausse,
en méme temps que la portée du théoreme de Vitali sous la forme générale
que nous lui avons donnée apparaitra dans la dispersion ct la complexité
de chaque ensemble 7.

Dans I’espace cartésien U, & r dimensions, la mesure m,, (E) d’ordre p < r d’un ensemble E
est ainsi définie par Carathéodory. On englobe E dans une famille de sphéres ouvertes G,
a r dimensions et de rayon inférieur & ». On fait la somme des mesures —— p des scctions
diamétrales des C, par les variétés linéaires & p dimensions. On prend le minimum 2, (E, v)
de cette somme. On fait tendre » vers zéro; 1, (&, ») tend (sans déceroitre) vers la mesure
extéricure m, . de E. Par convention, tout ensemble fermé F est mesurable-p. En consé-
quence, my, (F) = m, . (F). La mesure intéricure m, . (E) est 1a borne supérieure des m,, (F)
pour les FcE.

J’envisagerais la définition suivante : on considére les projections orthogonales de I
sur toutes les variétés P, linéaires a p dimensions de U,. (On fait un changement d’axes
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omnirectangulaires de coordonnées, ot P, devient x,.1 = Zp+s, ..., T = 0, ct'on annule
ces mémes nouvelles coordonnées pour tous les points de E). Soit P, (E) cctte projection.
Pour que E soit mesurable-p, il faut que tous les ensembles P, (E) soient mesurables-p.
Le maximum de leurs mesures pour P, indifféremment variable dans U, sera la mesure-p
apparente de E dans U,, soit 1,. (E). On partage U, en les cubes disjoints, semi-
ouverts, co(pi< 2" i <pi+1)({i=1,...,r; p; entiers quelconques). On fait la

sommez p.a (E.c:) pour tous les ¢, contenant des points de E. Quand n croit, cette

somme tend par définition vers m, (E).

Il conviendrait de s’assurer que, pour chaque définition adoptée, la mesure-p est boré-
lienne.

S, étant unc surface de Riemann & r dimensions ou la distance des deux
points (u)), (u; + du;) a pour carré ds: =2 a;; du;duj, si 'on représente S, dans U

Al . . \ .
[k = r (r + 1)/2] par X, telle que la longueur euclidienne sur ¥, égale la longueur rieman-
nienne sur S,, les mesures d’ordre p .< r, euclidiennes sur ¥,, riemanniennes sur S,, par
définition scront égales, se conservant dans toute substitution (u,/) des u; conservant ds?,
Ayant m, = f H (u,-)[l du;, pour avoir 1, . riemannienne, dans toute substitution u«;

on annule r—p de ces variables.

Notre espace V se composant de surfaces analytiques, I’évaluation des
aires n’y présente aucune difficulté. Voici les éléments indispensables a la
construction ct a 'utilisation de V.

Nous considérons, dans U,, des cubes semi-ouverts, d’arétes paralléles
a celles du triedre de coordonnées Oxyz (ou Oz,z.z:) et ne possédant
aucun point dont une coordonnée est maximale pour ce cube. Celui-ci
a donc un scul sommet, sur les huit du cube fermé. lL.es trois faces fermées
opposées au sommet unique sont étrangéres au cube.

Les cubes ¢, (n > o) seront p; < 2" a; < p; + 1 (I = 1, 2, 3, les p; entiers
quelconques).

Pour chaque n, tout point M de U, est dans un ¢, et un seul. Inver-
sement, une suite ¢,, ..:, ¢,, ... de cubes dont chacun contient le suivant,
posséde en commun un point (évidemmment unique), sauf si & partir d’un
certain rang une face (une aréte) étrangére de ¢, en contient toujours une
de c.., pour tout p > 1.

1. Classement, énumération des c,. — 1 a. Désignons par C, le cube
— 2" Zx; < 2"; C, contient 8*"*' cubes ¢, énumérables en une suite F;
C. — C._( se décompose en cubes ¢, (au nombre de 7.8*) que nous énumé-
rons en une suite F,. La succession des F, donne une énumération F de
cubes d,, disjoints, dont I'ensemble reproduit U, et que nous appellerons
cubes de premier rang c, (n 2> 0). Tout ¢, étranger & F est contenu dans
un d, ¢t un scul.

1 b. Pour décomposer un cube ¢, en cubes ¢,., disjoints, nous utilisons
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les cubes C,(c.) de méme sommet que ¢, et de coté 27 (1 —277)
pour p > 1; C,(cu) — Cpoy (cu) est formé de cubes c.., au nombre d’en-
viron 3.4”. On les énumere en F, (c,). La succession F,(c,) donne une
suite F (c.), de cubes d,(c.), disjoints, et dont la réunion est identique
a c¢,. Mais les trois faces étrangéres d’un cube d, (c.) sont intéricures a c..
Si ¢, est de rang t (n > ¢ — 1), les d, (c.) sont de rang ¢ 4 1.

2. Décomposition de Uespace des directions. — 2 a. Considérons un cube ¢
et. une sphére X ayant tous deux leur centre a 'origine des axes, ceux-ci
étant normaux aux faces de c. Partageons en 4" carrés égaux chacune des
six faces de ¢ et projetons radialement & partir du centre O ces carrés

sur la surface de X. Nous déterminons sur celle-ci un quadrillage composé
de 6.4" pseudo-carrés 0, que nous énumérons en une suite 4,. Chaque
nceud appartient & quatre 0,, 4 I’exception de huit nceuds communs a
trois 0, seulement. La succession des %, forme la suite A des 0,.

Si on accole deux carrés, soudés par leurs quatre bords communs, puis, les ayant
partagés chacun en 4" carrés égaux, si 'on détache les deux intéricurs I'un de l'autre,
en gonflant I’espace intermédiaire, on obtient par une légére déformation le quadrillage

d’une sphere ol tous les nceuds sont communs & quatre pseudo-carrés, sauf quatre nceuds
appartenant chacun a deux carrés seulement. Il y a encore un défaut de huit carrés.

A tout cube ¢, de F nous faisons correspondre la projection radiale v (c,)
du centre de ¢, sur X. Si ¢, = d,, v (c,) sera v,.

2 b. Nous considérerons ensuite et pour z>x0 et z >0 d’une part,
pour z = o et z .= o d’autre part, les couples 7, de pseudo-carrés (fermés) 0,
tels qu’il existe un couple de rayons rectangulaires de X aboutissant respec-
tivement dans 'un et dans ’autre des deux 0, composant %,. Nous énumé-
rons les z, pour les 0, de 7, en une liste 7,. La succession des 7, forme
la suite X.

2 c. Pour Tespace des directions propres aux demi-droites issues du
sommet d’'un cube ¢, et intérieures a ce cube, soit X* (c,) la sphére de
rayon 1, ayant son centre au sommet de ¢, ct réduite a son huitiéme z; > o
(t =1, 2, 3). Nous divisons en 4" carrés égaux chacune des trois faces
étrangeres de ¢, et nous les projetons radialement sur X* (¢,) & partir du
centre. Nous avons 3.4” mailles 0, (c.), les 0, (c,) s’énumérant en une
suite %, (c.). La succession des %, (c,) pour p =1, 2, ... sera A (c,).

La projection radiale du centre d’un ¢.,,=d, (c,) sur X*(c,) sera
notée v, (c,).

(*) Séance du 13 novembre 1963.

(") Articles et Mémoires, p. 765-807 et Un demi-siécle de Noles communiquées aux
Académies, p. 275-293) et les Observations, p. 68-70.

C.R. Acad. Sc. Paris, t.258, 1963, p.3071-3076.
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MESURE. INTEGRATION. — Meétrique sans topologie. Espaces
dénombrablement mesurables, ot la mesure de tout voisinage est
infinte. Note (*) de M. Anrxsun Devsoy.

La construction d’'un tel espace avait été préparée dans la Note précédente.
Dans cet exemple, la définition dogmatique de la fonction mesurable se montre
fausse. Application linéaire particlle de cet espace.

Je rappeclle les notations de ma Note précédente (') : cubes c¢., C.; rang r de c;;
listes Fo, F des ¢} ou d,; F (c) des d, (¢i); »u, » des 0, 74 et X des z.. Projections v (c})
ou v, et v (ci).

1. ConstrucTION DE L'ESPACE V,. — Désignons par T, le triedre Ozyz,
par D, 'axe des z, par s (h, Dy) (b > o indépendant) la surface

hr

y =dcosx, s=dsmnz, d— .
1+ &

) —-—i<<r<i, —ol T+ .

s (h, D) a une aire finie 5 (k) = a[s (h)], sensiblement proportionnelle a A
pour h < 1, & h* pour h > 1; s (h, Ds) nc peut avoir en commun avec
des surfaces analogues s (h’, D), D étant une droite o une origine a été
choisie, que des aves analytiques, donc d’atre nulle, a la condition que D
ne soit pas identique a Do. D’autre part, toute famille partout dense dans U,
de droites paralleles & une méme direction quelconque, coupe s (h, D,)
en un ensemble partout dense sur s (h, D,).

Les points M; (o, yi, z;), ol y: et z sont rationnels sont en infinité
dénombrable. Soit s (h;, D;) la translation de s (h;, Do) amenant O en M,

Y [l .
La série Lai ayant pour somme h, nous faisons h; = z. L’ensemble

des s (&, D.), soumis a deux rotations de =/2, 'une autour de Oy, I'autre
autour de Oz, nous donne un ensemble S (h, T,), d’aire comparable a 35 (h)
et qui conticnt toutes les paralléles aux axes, ayant leurs deux coordonnées
fixes rationnelles. Enfin, dans tout c,, I'aire de c¢,.S (h, To) est positive.

Etoffons cct ensemble S (h, T,).

Enumérons en une suite Q les points N; ayant leurs trois coordonnées
rationnelles. D’autre part, la suite (1) énumérant les droites A (ai, @, @)
issues de O ct rationnelles dans T, (ai, a2 et a, entiers irréductibles;
|aias| 4| aras | 4+ |asan | > 15 as X1, ou a; =0 et ay > 1); Ay, 4, A
(k <j<l) deux a deux orthogonales (|ais|+ |a;;|>1,i=1, 2, 3)
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et de moindres rangs k, j, [ non encore utilisés, forment un triédre =,
élément d’une suite ©. Chaque A est aréte d’un 7, et d’un seul.

Dés lors rapprochons pour le méme entier n, I’énumération F, des
cubes ¢, formant C, et ’énumeération 7, des couples %, de pseudo-carrés
sphériques 0, de la suite 4, sur Z. Dans chacun des ¢, nous plagons autant
de points N; qu’il y a de %, dans 7,. Chacun de ces N; devient le sommet
d’un T; paralléle & un =<, qui lui est propre, de fagon que tout couple %,
de 7, soit rencontré en les 0, constituant ce #, par deux des arétes d’un =,
paralléle a2 un T.. Pour le choix des N; et des triétres =, correspondants,
nous prenons toujours dans les énumérations Q, O les éléments nouveaux
de moindre indice t, r. Opérant ainsi pour toutes les valeurs de n, en asso-
ciant chaque c. du groupe F, au groupe y, des z,, nous utilisons tous
les N; de Q, tous les =, de O, chacun une fois et une seule.

Pour tout voisinage » de tout point N de U;, I'ensemble des N; est partout
dense dans @ et P’ensemble des couples de direction des arétes des T,
ayant pour sommets ces N; est partout dense dans 'espace des couples
de directions rectangulaires de Us.

On forme les S (¢;, T:). Leur réunion sera 'espace V, (h, T.), soit V, (h),
ou déja I'application du théoréme de Vitali est intéressante. L’aive a [V, (h)]
est finie, sensiblement proportionnelle & A (si A <1). L’aire de tout c,. Vo (h)
est positive. V, contient toutes les droites ayant leur équation rationnelle
dans le triecdre T, et chacune est 'axe d’un feuillet s (A, D). La distance
de deux points M, M’ dans V, est égale au segment MM’, méme si la
droite MM’ n’est pas rationnclle, auquel cas ce minimum n’est pas atteint.

Les espaces V,, et V. — Soit un ensemble dénombrable de points I,,(m>1),
partout denses dans U,, I, étant sommct d’un triedre T, (L.2mYmzm)
dont les directions d’arétes s’obtiennent en impriment a T, les rota-
tions ma, m@, my successivement autour de Oz, autour de la nouvelle
position de Oy, autour de la derniére position de Oz; 2, 3, v sont supposés
irrationnels et tels que les directions rationnelles par rapport aux divers T,
soient toutes distinctes ct irrationnelles par rapport a T..

Nous formons V,, = V, (hw, T,); an = a (V.) est au moins sensi-
blement proportionnel a h,. Si 'on admet qu’il en ecst ainsi pour tous
les ¢, € C,. (ils sont en nombre 8*"**), soit §~"v,, le minimum de a (¢..V,)
pour ces divers c,. St I, €Ci— C;_y, nous prenons h, =, si k<m
et h, =y, st k> m. Alors quel que soit k> m et ¢.CC,, sensi-
blement a (c... Vi) > 8.

cn est traversé par des faisceaux partout denses dec droites paralléles
a toute droite rationnelle par rapport & T,,. Chacune de ces droites est
l'axe d’un feuillet s (¢, D), dont ¢, découpc une portion.

m

183



N, R . .
L’espace V sera 3, V,. Il est dénombrablement quarrable, mais d’aire
infinie (comme Paxe des = est dénombrablement mesurable, mais de

longueur infinie). Seulement laire a (¢,.V) est infinie pour tout ¢,
Les s (h’, D) composant V s’énumérent en une suite s, réduite a

_y
'
Sp=S8,— sn'> Siy

i<n
s, — s, est la réunion d’un nombre fini d’ares analytiques; a (s,) = a (s.).

Soit V',,,:ES',, pour s,CV.; a(V,)=a., et tout point de V appartient
aun V, et & un seul.

2. INTEGRALE ET FONCTIONS MESURABLES DANs V. — V est distancié,
V est topologique, par la topologie de U;; V a des ensembles ouverts,
parties de V situés dans ceux de Ui; V a des ensembles fermés, et d’abord

ceux que portent un nombre fini de s (A, D). On peut définir la conti-
nuité d’une fonction d’un point variable dans V.

La série Y, un (wn > 0) étant convergente, soit f(M) égal & umaj

m

sur V', ; f est définie en tout point de V. On s’exclurait de la communauté
des mathématicicns en refusant de reconnaitre, avec le sens donné aux

mots par Lebesgue : 1° l'intégrabilité¢ de f sur V, avec la mesure a (E),
et I'égalité ffda:Eu,,.; 2° le caractére de fonction mesurable a f,
v

quand tout ensemble 0 < a < f < b (a et b indépendants) est mesurable.
Or, si eCV, avec a (¢) <o, il n’existe pas de fonction k. continue dans V
et telle que f — k. = o en tout point M, de V -—e. En effet, soit ¢, conte-
nant Mo; a (c..V,,) surpassant 87, dés m> n et les V,, étant disjoints,
le nombre des ¢..V,, inclus dans c..e est fini. Donc, tous les V), a partir
d’un rang n -+ p ont des points dans c¢,.(V—ej, ot k.= f. D’aprés
f = una;, sur V,, le minimum de k. au point M, est zéro; k. est discontinu
en tout point de V—e; f n'est pas mesurable au sens des dogmatiques.

Si f(—1)"=n+4sin(z 4 y + z) sur V,, 'ensemble
—o<a<f<b<oo
a une aire déterminée finie pour tout couple a, b; f est mesurable. Or en
tout point de V —e, la fonction k. aura loscillation infinie. Elle est

discontinue. Cette fonction, non mesurable au sens des dogmatiques, est,
comme la précédente de classe 2 dans U; si f = o dans (U; — V).

Je ne sais quéls espaces supragénérauX, superabstraits de mesures, de fonctions, vise
cette définition, effagant celle qu’impose I'intégrale. En tous cas, cette nouveauté se montre
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déja fausse dans I’humble espace cartésien 4 trois dimensions, avec la pauvre mesure
euclidienne des aires. Mais la raison doit capituler devant I'argument d’autorité.

J’ai toujours insisté sur la différence de nature des propriétés métriques et descriptives
(topologiques) pour les fonctions et les ensembles. Pour ces dernicres, la notion de densité
joue un role capital; Cantor, Borel, Baire, Lebesgue, et moi-méme a leur suite, entendions
ce caractére dans un méme sens, dont I’excellence était prouvée par les succés dans les
applications. L’école a balayé cela comme le reste. Elle a posé une nouvelle définition

d’aprés laquelle Pensemble des milieux des intervalles contigus 4 un ensemble parfait
linéaire est dense « par rapport » & ce dernier. Cette notion ne vaut pas un haussement
d’épaules. Je crois que les équations différentielles, aux dérivées partielles, intégrales,
ou les variables sont numériques ne cesseront jamais de jouer un grand réle. Elles posent des
problémes aux limites relevant de la théorie des fonctions de variables réelles. Les disciples
des dogmatiques sont a la fois condamnés a ne rien comprendre a cette théorie, et assurés
par leurs maitres de 1a dominer de trés haut.

Sous la conduite de Lusin, génial continuateur de Borel, Baire, Lebesgue, les mathéma-
ticiens soviétiques ont longtemps demandé¢ (et peut-étre continuent-ils encore) leur éduca-
tion de base a ces trois Frangais et a leur lignée. Ils se sont épargné les ignorances fonda-
mentales, inspiratrices de hardiesses triomphantes d’abord, s’effondrant ensuite. Je doute
que les conceptions des dogmatiques jouissent d’une grande estime auprés de 1’école de
Moscou, récemment et justement honorée, en la personne de son grand représentant
Kolmogoroff, de I'un des prix Balsan, dont le prestige égalerait celui des prix Nobel si les
noms des lauréats, au lieu de rester ignorés, étaient publiés, notifiés a I’univers, comme
I’Académie suédoise procéde pour les siens.

3. Le tutorime pE Virarl pans L'Espace V. — L’espace V nous
permettra de faire saisir toute la portée du théoreme de Vitali. Appli-
quant V,, puis les V,, et V sur I'axe des nombres L, ot la longueur [ est
euclidienne, de fagon que a (E) = 1(e) si ECV correspond a4 ecL, les y
de V correspondront a des intervalles de L, en sorte que toutes les hypo-
théses du théoréme sont satisfaites. Mais nos Y s¢ composeront d’une
infinité d’éléments disjoints, s’accumulant pour certains dans toutes les
directions de I’espace, et pour tous a la totalité des trois faces étrangéres
d’une infinité de cubes c,. Il apparaitra bien que le champ d’application
du théoréme général de Vitali dépasse le cas du parallélépipéde rectangle
a cotés dans un rapport borné.

Application linéaire de V,. — Nous appliquerons V, sur 9, (0 < t < l,),
et de la méme maniére V, sur ¢n(o <t <<ly), ln ¢tant an = a (V).
Occupons-nous de V,.

Les principes de notre construction seront les suivants :

19 Tout ¢, de U, sera représenté sur p, par un intervalle a8 de longueur
B—a =a(c.. Vo) (qui est positive);

20 Pour obtenir une correspondance déterminée entre les points de U,
et ceux de p,, deux intervalles a3, a'B’ correspondant a deux cubes diffé-
rents c,, ¢m seront sans extrémité commune.
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En conséquence, si un ¢, de premier rang identique a d,, dans I'énumé-
ration F, est représenté par j, (o, B;,) de longueur a;, = a(d,.V,),
les j, sont les intervalles contigus & un ensemble parfait totalement
discontinu P, dc longueur nulle, d’extrémités o et l,.

De méme, si cf, de rang i, est représenté par un intervalle j, (., B;,)
de p, aveca(c,.V,) =1(j}), aux c,,‘ "derangi -+ 1 décomposant c, et énumérés
en les d,(c)) dans la suite F (c}), il correspondra des intervalles j' de
longueur a [d, (c,).V,] et contigus & un ensemble parfait totalement dis-
continu mince p,"' ayant les mémes extrémités que j,.

30 j étant un intervalle quelconque de ¢o, contenant un point de P, (un point
de p.'), nous voulons que les d, [les d,,( «)) représentés par les contigus
a P, (a p') situés sur j, s'accumulent a Uinfini dans toutes les dlrectzons
pour les cubes d, [sur Uintégralité des trois faces étrangéres de c, pour
les d, (c,)]. Le type d’ordination des points dyadiques va nous y aider.
numérons en une suite (d) les points dyadiques
E é t les points dyadiq

0,7= (2h +1) 2= (o ZLhLom'— 1y r=—am'4 h)

situés sur l'intervalle » (0 < u < 1). D’autre part, soit (v) ’énumeération
des points v, de la sphére X ayant son centre a l'origine, v, étant la
projection radiale du centre de d,.

Soit p un entier positif quelconque. Divisons v en 2”4 1 intervalles
égaux {, et dans chacun d’cux (toujours dans l'ordre ou l’énumération
présente les nouveaux é¢léments) prenons 6.4” points 9. Dans chacun
des 6.4 pseudo-carrés 0, (fermés) divisant X, énumérés dans la suite 2,
prenons un point v,. Le cube d, lié & v, correspondra a un ¢,. Procédant
ainsi pour chacun des 2”4 1 intervalles ,, Popération est achevée pour
Pentier 2 Nous I'effectuons pour toutes les valeurs de p. La condition 3°
est ainsi remplie pour les ¢,

e

Pour les d, (¢}) nous considérons les projections v, (c,) de leurs centres,
radialement & partir du sommet de ¢, sur le huitiéme de sphére £* ayant
ce somnct pour centre. X* est divisé en 3.4” quasi-carrés 0, (c,) énu-
mérés en 2, (c,). Dans un quelconque des (, [prenons 3.4” points $,.
Dans chacun des 0,(c, ) prenons un point v, (c,). A tout &, corrcspond
un d, (c,). Procédons ainsi pour chacun des 2” + 1 intervalles {, puis
pour toutes les valeurs de p. La condition 3° est remplie pour les d, (c))
[les v (c,) confondus géométriquement sur la diagonale de ¢, restent
distincts dans I’énumeération].

L’ensemble P,. — Pour tout i¢>. o0, nous définissons !’ensemble
parfait Py"', situé sur le segment 3, et identique a p}"' sur chaque inter-

valle j; continu & P{ (j; = po; P; est les deux points o et l,); Po —VP
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est mince, et partout dense sur g,, puisque la longueur @/, du contigu j,
de P, tend vers zéro quand i croit.

Correspondance des points M de U, et des points t de po — Py. — Soit M
dans U;, ¢, (> 1, s> 1—1) la suite des ¢, de rangs i croissants et

Y : L B ] Y i+1
contenant M; a c,, correspond sur 9, un contigu j,, a P, (a p{;'). La ferme-

ture j, est intérieure a j,'. Donc les j,, ont en commun un point ¢

(évidemment unique) étranger a P,.

Inversement, si t€p, — P,, t est intérieur A une suite j;, j... A chacun
de ces contigus correspond un c;. La fermeture ¢, disjointe des faces
étrangéres de ci', est intérieure 4 ce dernier. Donc les c, ont en
commun un point M.

Ainsi la totalité de U, est représentée point par point dans po — P,.

Je dis que, si eCoo— Py est U'image de ECV,:1(e) = a (E). Nous
englobons e dans un ensemble d’intervalles disjoints j, situés sur g,
et vérifiant Zl (jm) < l(e) + ¢ (= > o indépendant). P, étant partout
dense sur p,, on peut supposer que les deux extrémités de chaque j,.
sont sur un méme P;. Dés lors chaque j, — ju..P; est une somme d’inter-
valles «; ,, 87, représentant des cubes ¢, de rang r. L’ensemble de ces

cubes (pour un méme r et tous les s utilisés, ensuite pour tous les r utilisés)
contient E et simultanément :

¥ Ya(er Vo) =) et a(E).

Donc a (E) Z1(e) 4 =. La relation a (E) <1 (e), appliquée aux complé-
mentaires E' = V, — E, ¢ = 9, — P, — ¢, associée a 1'égalité

a(E) + a(E") =I(e) + (¢') = b= a,,

donne a (E) =l (e). En conséquence, st Q,Cp, — P, est I'image de Uen-
semble U; — V,:1(Q,) = o.

M (t) est continu en t sur g, — Po; t (M) est continu en M, sauf sur
I’ensemble w des plans z; = p.2™ (i = 1, 2 ou 3; p, n entiers). Un plan
coupe toute surface s (h’, D) suivant ure ligne d’aire nulle. Donc si
Yo = w.Vo:a ($) = o. Soit W, I'image de ¢, sur g, : L (W,) = o.

Notons

Wi=Py+ L+ W, et Xo=po— Wy, Go="VYo— Uy;

L (W) = o et la correspondance M €&, et t € X, est continue dans les deux sens.
Les ensembles parfaits se correspondent.

Les v dans V, seront les homologues des intervalles j de p,.

(*) Séance du 25 novembre 1963. C.R. Acad. Sc., Paris,t.257,p.3536-3541
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MESURE. INTEGRALE. — Métrique sans topologie. Le théoréme de Vitali dans
un espace dénombrablement mesurable, et oi tous les votsinages sont de
mesure infinie. Note (*) de M. Arvxaun Devsoy,

L’application totale d’un tel ensemble sur une demi-droite indéfinie, aires et
longueurs égales en correspondance, permet d’obtenir des exemples ot les hypo-
théses du théoréeme général de Vitali sont vérifiées dans des conditions extraordi-
nairement éloignées du cas ¢élémentaire originel.

RAPPEL DE NOTATIONS ET DE CONDITIONS REALISEES ('). — ¢a, cube p; < 272, < p; + 1
(i = 1, 2, 3; p entier); 3 faces, 9 arétes, 7 sommets de ¢, lui sont étrangers; ¢, (n >. r — 1),

. . . Y .
cubederangr:c,.c/, =asimzn et}_‘ ¢, = U; = ¢§ (pourcl); Cny cube — 27 .= x; < 22,
n

Il'y a 7.8 cubes ¢, décomposant Cn, — C.— et formant F.; F = XF,; les d, sont les c}

de F; ¢, = Zc}'“ :les ¢*' ou d, (c;) formant F (c;) s’accumulent sur les trois faces étran-
s
géres de c),.

Vi, Vo, V=2V, sont des réunions de feuillets s (h’, D); V, est appliqué sur g,
(o< t < Iv); si ecV, correspond a4 Ecgy; aire a (e) = longueur I (E); lo = a (Vo) = av; P}
étant le couple (o, lu), les ensembles P, d’extrémités o, l,, croissent, sont parfaits pour
i> 1. Les contigus a Pj, soit j{, représentent les ¢/ de rang i, et I(ji) = a(c;. Vo).
Sur j4, P{' coincide avec p}', de mémes extrémités que ji. Tout intervalle j contenant un
point de P}, de p{', contient la représentation d’unc infinité de c), de ¢! = d, (¢}),
s’accumulant A Plinfini dans toutes les directions (c)), sur la totalité des trois faces
étrangeres de ck (i > 1); Po = SPi; [ (Po) = o.

Sur po : Po, 2, W, représentent : P, rien; Qo, Us — Vu; Wy, 4y = w.V,, w étant I’en-
semble des points de U, ayant au moins une coordonnée dyadique. ¥y = Py + Q0 4+ Wo;
I (%) = o. La correspondance de {€X, = zo— 'y et de M€ = Vo — %, est continue
dans les deux sens en tout point. Les ensembles fermés, parfaits, se correspondent.

CuBes ¢, pE U; REPRESENTES SUR UN INTERVALLE j DE ?,. — Pour
appliquer le théoréme de Vitali dans 'espace V, avec des ensembles ¥
assurés dec satisfaire aux hypothéses de I'énoncé, nous prendrons, pour
les ¥, les homologues dans V, (plus précisément dans £,) des intervalles J
(des j.X.) de pu. Les ¢, étant les cubes majeurs dont la figuration est
dans j (majeurs : c’cst-a-dire non inclus dans d’autres ¢, ' eux-mémes
figurés dans j), et T (j) ou T désignant I’ensemble des c,, Y homologue de
j dans V, (dans £,) sera V,.Z; V, (et &) est partout épais (en aires) sur
c., qui découpe, sur une infinité de feuillets s (h’.D) le traversant, les
portions formant c;. V..

Déterminons X = X (j) pour j (2 < t < 3) donné.

. . . . . !

Soit P (i > o) l'ensemble de rang maximal i dont un contigu J

. . . . « . . i .

contient j; j renferme des points de pi'. Si j=J}, E=ci. Ecartons
M ; ’ L + . N -

ce cas. Soient Yi.q, Siry les extrémités de py' sur j. % < Yier < Oixt = f.
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Soit J° (Yisr < t < 8i4). Aux contigus a pe' situés sur j° correspond
Pensemble I° des d, (c) s’accumulant dans toutes les directions de I'es-
pace (i = o), sur les trois faces étrangéres de c! (T>1).

Supposons « et (3 étrangers a Po; po — P, étant partout dense sur p,,
il sera possible de se limiter aux j vérifiant cette condition. Alors « et {3
sont intérieurs a4 des contigus & p;’', savoir j;', d’extrémité droite Y.
et jii', d’extrémité gauche 8;.,; F (c;) se compose de : 1° X°; 20 les deux
cubes ¢!, ¢ii' qui ne sont ni étrangers, ni agrégés a ; 30 les cubes d, (c})
étrangers a X. [Cl aprés, au cas ou o (ou f3) appartlendralentaP”'" (m minimal)
les suites j**" s’arréteraient 4 r = m — 1.]

Soient ™ (& <t < Yivt)y, J* (Sies <t <P), T~ et I* les parties de I
représentées sur j7, sur j*; = X~ 4 I’ 4 I*. Occupons-nous de X-.

« est compris dans une suite d’intervalles j”"; celui-ci, représentant c,’",
est contigu a p;.’, et a mémes extrémités que p,"*', en particulier la méme
extrémité droite Y;..; « est dans le contigu ji'7' & pi"*’, et ce contigu,
d’extrémité droite Yiir.1, sépare deux portions de p,"*'. Pour la portion
de drmte, d’extrémités Yiir+1, Yier, Ses contigus représentent une
famille ® (c;'") de cubes d, (c;") appartenant & £~ et s’accumulant sur la
totalité des trois faces étrangéres de ¢, ". A la portion de gauche corres-
pondent des cubes d,(c;") étrangers & X. Le contigu intermédiaire est

i+r+1

I'image de c.7"', qui compléte F (ci'") et qui n’est intégralement ni

étranger, ni agrégé 3 X. Donc - = D@ (c"). Deméme X* =X (ci").

-‘r

r

Résumons, pour n’y plus revenir par la suite, la disposition de y = X (j).%, représenté
par j.X,; 7 se décompose en parties respectivement situées sur les cubes évidéschacun
par le (par les deux pour le premier) suivant :

cllr —_ ci+| CI+| cl:r cl+r+i ch—r cl+r+|

1 ) Srty ? EH Siwy *

Chacune de ces parties s’accumule respectivement sur la totalité des trois faces étran-
geres de ¢} (a Vinfini dans toutes les directions pour i = k = o), de ¢;'", de c\i".

Ultérieurement, V étant représenté en totalité sur une droite L (v > o), le Y homo-
logue dans V d’un intervalle J de L réunira tous les y,, parties de V,, (m > o) repré-
sentées dans J, dispersées, comme X(j). £y, réduites & des sommes d’enscmbles parfaits
disjoints. On sera loin du parallélipipéde a c6tés en proportions bornées.

ETALEMENT DE LA FIGURATION DE V, SUR UN DEMI-AXE INDEFINI. —
Afin de pouvoir utiliser, pour 'application du théoréeme de Vitali, conjoin-
tement toutes les parties V,, de Pespace V, nous ferons subir & la repré-
sentation linéaire de chaque V, sur Tintervalle ¢, (0o < t. <<lUl.)
[l» = a (V.) = a.], une transiormation grice a laquelle nous amalgamerons
sur un méme axe L (o < ¢) toutes les figurations des V,,. Occupons-nous

d’abord de V,.
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Sur g (0 < to < lu) nous englobons W, (qui contient, avec Py, les extré-
mités de g,) dans une famille d’intervalles de longueur totale inférieure
a l,/2; W, étant partout dense sur o, le complémentaire de cet ensemble
d’intervalles est un ensemble fermé totalement discontinu, contenu dans X,
et de longueur supérieure a lo/2. Nous le réduisons & son noyau parfait Q;.
Plus précisément, v, étant le premier terme d’unc, suite décroissante W

tendant vers zéro, préalablement nous divisons g, en segments ; de
longueur inférieure a v, et, pour chacun des ¢ et . ¥,, nous effectuons
les opérations décrites pour 2, et W,. Cela nous donne des ensembles
parfaits q; (i) dont la réunion sera Q;. De cette fagon, sur tout intervalle
FCe0 et i L(j) > 310, 1(j.Q) > ji3.

Dans chaque intervalle i, contigu 4 Q!, nous répétons la méme opcra-
tion, i, remplagant ¢o. L’ensemble parfait q; (i,) remplagant Q!, soit
Q: = ¢! (i); Q' 4+ Q. = R:. Sur chaque contigu & R} on recommence,
et mdeﬁmmcnt. R} cst parfalt, inclus dans Xo; I (g0 — R;) < l27.

Enumérons diagonalement les Q, en posant k. =k + n (n—1)/2, et
formons E} = 2. Qi.. Notons que EJ contient Q]. Soit )

nsk

E'=3ElcX, et IMo=X,—E°; I(ll,) =o.

Les E; sont disjoints, inclus dans X, et partout épais sur p,. Chaque E}
est somme d’ensembles parfaits disjoints, épais en eux-mémes.

Les homologues ¢°, ¢; de ces ensembles sur &, jouissent exactement des
mémes propriétés. Si @, sur %, est représenté par I, e’ =%, — @,;
a (@,) = o. Chacun des feuillets s (A’ D) constituant V,, et débarrassé de
ses lignes communcs avec les autres feuillets a D'aire positive & (h').
Donc, sur s (k’, D), e; est partout épais et formé par une infinité d’ensembles
parfaits disjoints; e".s (A', D) est une plénitude de s (k', D).

Soit 2; (t) la longucur de E; entre o et t€p,, puis A; = I(E});
o <A () — A (t) <t —t exprime que E; et po — E; sont tous deux
partout épais.

Nous allons étaler sur le champ indéfini linéaire L, (¢vo > 0) la repré-
sentation des M de V, (plus exactement de e°), actuellement figurée par
les t ou t, de E°, et de fagon que cette image K, soit un ensemble partout
épais sur L,. Sit, € L7, nous prenons ¢, = t,. Sita €E}, vo = (b — 1)l + l;
vo décrit sur lintervalle 2, [(k — 1) Ly, kls] un ensemble égal a E;. Sur
I'intervalle (o, vo) si v, €9}, la longueur I° (v,) de K, est

M+ A+ M (e —F—14).

Quels que soient v, et ¢, < ¢, :

0D (¢y) — I (0) < vy — o0,
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exprimant que K, et L, — K| sont partout épais sur L.

Soit J, (as < ¢o < bo) un intervalle de L,. Que représente J,. K, sur e, ?
Si Jo contient un intervalle g, e; est intégralement rcprésenté sur Ju,
e, est partout épais sur chaque s (h’, D), donc dans la totalité de U,.

Si ni a, ni b, ne sont extérieurs 4 un certain intervalle ¢;', soient

@y=@a,— (m —1) &, Bo=bo— (m —1) by; Jo (%0 Be) €00
Jo-K, représente e,,.Z (jo).

Si @, est Intérieur a 2, avec b, > pl,, soient

y

gy=ay—(p—1) et Jo (%0y &) ;

J.. K, représente e,  (7,); S (j,) = & (j,) s’éloigne a l'infini dans toutes
Jes divections. Conclusions analogues si b, est intérieur a 97, avec ao < glo:

Soit P)* la tramslation (k— 1)1, de P. et S, = ZP;'*. Si J, contient
une portion de S;, la partie de e’ représentée sur J, s’accumule a I'infini
dans toutes les directions.

ETALEMENT DE LA REPRESENTATION DE V, ET FIGURATION GLOBALE
pe V..— Pour représenter la totalité de V (a un ensemble d’aire nulle
prés) sur L (¢ > o), nous figurons chaque V,, par un ensemble K,. partout
épais sur L, les K., étant disjoints; L. (¢) désignera la longueur de K.,
sur I'intervalle (o, ¢).

K, s’obtiendra en faisant ¢ = ¢, pour ¢, €K,, v€K,; K, sur L est
identique a K sur Lo. Supposons défini K; pour o i < m—1, et soit
a définir K, supposant connu K,, sur L, (0 < vm).

Posons

m—1 m—1 m—1

Ym—-l :Z Kla M-y (v) :Z ll (") ’ M=t = Z l! — I(Ym—-i)
L] 0 1)

Soit ¢, = ¢ — Wm (¢) et y,,_, sur L, I’homologue de Y,_,. Je dis que
les longueurs correspondantes sur L — Y,._, et sur L,, — y,,_, sont égales,
tandis que I (y,_,) = o.

En effet, v, est la longueur sur (o, v) de L — Y,,—; et si, a v’ > v, correspond v,,,
Vi, — Dp, st la longueur de L — Y,,— sur (v, v); si ecL et e,,cL,, se correspondent,
en enfermant e dans une famille d’intervalles dépassant I (e) d’aussi peu qu’on le veut,
on voit que : 1° ! (y,—) = 0; 2°si ecL — Y5, d’olt e,. <L,u — Y),.—1, sur tous les inter-
valles associés (v, v), (v, v,,), € et e,, ont des longueurs égales.

'

Soit donc a construire K, sur L,, (v» > 0). Nous représentons d’abord V/,
sur Iintervalle ¢, (0 < tw < ) [ln = a (V.) = an]. Les liaisons des
points dyadiques ¢, aux c, de F, aux d, (c¢}) de F (c), sont indépendantes
de leur application & figurer V,, (m > 0). Aussi 'ordre mutuel des inter-

valles j, figurant un méme ¢} pour les divers V,, est-il indépendant de m;
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une transformation continue croissante (to, t.) changera P, Po en P}, Pn.
Le couple (t, ta) si solidairement t, €go — Po, tn € pin — Pn, correspond
au méme point de U,. Mais Uy — V,,, w.V,, varient avec m; et leurs
figurations Q,,, W,, ne s’échangent pas avec Q,, W, par (t, tn).

Soit y,._, I’ensemble minimal de périodel,. contenanty,,_,. Surp,m == p,,, Ym—t
s’obtiendra en réunissant les translations respectives — (k — 1) l. des

parties de y,,_, situées sur o, (k—1 lu, klL,.). Posons

vm

W, =Pn+Qu+Wn+ Ymn et X= Pm— ¥,

et soit, dans V,, {,, ’ensemble figuré sur pn par Wi + ym—i(pm— Whn);
a(Y,) =03, = V., —{, est représenté sur p, par X,,.

" m
‘ F

Sur X, on construit les Q", E;’, E™ comme nous avons construit sur X,
les Q/, Ei, E°. Seulement Y, (avec I'élément ajouté ym—_,) remplace W,
et 7n remplace 7. Si ] € zu et j > 31, L(j.EV) > j[3.

Pour passer de cette figuration a celle de E” sur L., et qui sera K,
nous imprimons a E} la translation (kK — 1) l,, amenant cet ensemble
sur 043 tn €E} devient v, = tu + (k— 1) l.€p%; K/, est ainsi constitué.
S,. sera ’ensemble de période 1, sur L, et identique & P,, sur g,.

Enfin, ¢ et ¢, croissant conjointement, la relation v, = ¢ — W, (»)
inversée, définissant ¢ en v, change K, sur L, en K, sur L. Sur L, K,
(K, sur L,) et K= XK, représentent %, =V, —d, et E'=3t, =V —{;
a () = o [des points communs 4 deux ou plusieurs V, peuvent ne pas
appartenir 4 tous les ¢, correspondants, avoir un représentant sur I’un
des K, et non sur d’autres : $CX{,,, sans égalité nécessaire]. Si ECK,
et ¢eCV—4¢, E et e se correspondant, a (e) = (E).

S., n’est pas nécessairement disjoint de y,,_,. La substitution de ¢ a ¢,
améne S), de L, en s, éventuellement joint & Ynu_,. Soit S = X

Soit i (v) la longueur de K sur P'intervalle (o, v) et Z =L — K. Je dis
que 1 (Z) =0 ou p(v) = ».

Sinon, il existerait sur L un intervalle J («, b) tel que, sia—p(a) =¢, b— n(d) = d,
d — ¢ = ¢ serait positif. Sur L., soit Ju (am, bn) 'homologue de J(a, b) sur L;

a,,,=a—y,,,_,(a) =C+le(a); bm—‘am=8‘*‘2[‘[(1))—11(“)]; 1(-'m)>a;
>m ixm

L) — l(a) =1(J.Ky) =1 K});

Soit p tel que : 1° 37, < 3; 2°si i > p, I, > b. Alors Jicp?, et sur J;, K; est identique
a E{. D’aprés 1 (J) > 8 > 3n, > 3, L(Ji.EY) > Ji/3 > 8/3.

Si m > p, [ (J..) est la somme d’une série infinie dont tous les termes surpassent &/3.
Donc ¢ =o et 1 (v) = v, | (L —K) = o0; K est une plénitude de L.

Un intervalle J (a, b) de L, ou plutdt J.K, représente la réunion de ce
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que représentent les J.K,, donc aussi les J,.K), de Lu; cette repré-
sentation est pareille a celle de J,. K|, dans V,. Notons que :

k+1

1° Dés l,, > 1 (J) = b —a, J. ne peut empiéter que sur deux ¢, .
consécutifs. J, contient en ce cas une portion de S,, donc représente
des c..E}, ¢, .E{"., s’accumulant & I'infini dans toutes les directions. Dans
les applications du théoréme de Vitali aux ensembles i.c.p (¢ étant la
longueur pour les J), ceux-ci ne changent pas si I'on se borne aux ! (J)
inférieurs 4 un méme nombre, qui sera ici le plus petit des L.

20 Sil, > b, J.. est intégralement contenu dans pu; @Gm = %n, b = Bm;
I == jm (%my Bm) Cpous Im. K, = jm . ET.

Si J contient une partie de S*, donc d’au moins un s, la représentation
de V sur J contiendra autant de familles de c,.LE}' s’éloignant & I'infini
dans toutes les directions.

APPLICATION DU THEOREME DE VITALI DANs L'EsPacE V. — Sur V,
plus précisément sur V—1¢, soit H' un ensemble quelconque d’aire
finie a (H'). Nous pouvons le prendre partout épais sur V, donc dans U,.
Dans K il lui correspond un ensemble 7’ de longueur I (1) = a (H’), partout
épais sur L; ¢, étant un nombre tendant vers zéro en décroissant, soit g,

’

une famille d’intervalles disjoints i, (n > 1), contenant 7' et véri-

n

fiant Zl(i,,”) <1(W) + ¢,; Soit % (s,) la famille des intervalles j dont

chacun est contenu dans un i, mais surpasse en longueur ¢,i%;7 (3,) ne
couvre i.9 (¢ = longueur) aucun point. Soit y = v (5,); £ couvre t.¢ un
ensemble v, vérifiant I () = I (/) et qui, réduit a sa partie située sur K,
contient 7',

Dans £’ soit P la famille des w représentés dans les j de 7 et H représenté
par 7. Pour chacun des j de 7 plagons surj. K un ensemble fermé fet, dans§’,
soit G la famille des y représentés par les f.

H est couvert, 4 un ensemble d’aire nulle prés, par une famille d’en-
sembles y; disjoints et pris dans G.

Les théorémes sont les mémes pour la dérivation des fonctions d’en-
semble sur V ou d’intervalles sur L, aux points de H ou de v, par rapport
aux aires de G ou aux longueurs des j de g.

S' = Is,, est dense en lui-méme. Son dérivé S'— est parfait a distance
finie. 5'il est de longueur nulle, on pourra le supposer intégralement situé
sur v/. S’il a une longueur finie ou infinie, on pourra prendre un v sur
lequel 5' est partout dense. Selon le cas, certains ¥, ou bien tous, contien-
dront chacun une partie s’accumulant a I'infini dans toutes les directions.

Je voudrais que le lecteur convint avec moi des points suivants :
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1° Les hypothéses et la démonstration du théoréme de Vitali sous la
forme que je lui ai donnée, sont simples.

20 La puissance de sa validité se prouve par la richesse de complexité
offerte par les cas ou il s’applique.

C’est bien le ¢rai théoréme de Vitali (2 noter 'extension de Banach) (*).

Enfin, contrairement a I'erreur des dogmatiques, la topologie n’a rien a
voir dans les questions métriques. La topologie échange le presque partout
métrique et e presque nulle part, le mesurable et le non-mesurable.

(*) Séance du 4 décembre 1963.
(*) Comples rendus, 257, 1963, p. 3o71.
(3) W. J. Trjitzinsky a tiré du théoréme d’intéressantes conséquences.

(Département de Malhématiques, Instilut Henrl Poincaré,
11, rue Pierre-Curie, Paris, 1¢r.)

C.R. Acad. Sc. Paris, t.257, 1963, p.3755-3761.
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FONCTIONS SPECIALES. -— Probabilités confirmant Uhypothése de
Riemann sur les zéros de {(s). Note (*) de M. Arxiun Dexsoy,
Membre de I’Académie.

Conclusions tirées d’une forme donnée au développement de ;(2s)/%(s).

Riemann a étudié la fonction

C (S) == L noto n (I - I;“"X)-—l'

Dans ces formules, n prend toutes les valeurs entiéres positives et p la
suite des nombres premiers. Si s =134 it, ;7 et t étant réels, la série et
le produit infini convergent absolument pour 5> 1.

Le grand intérét de cctte fonction est de nous éclairer sur la mysté-
rieuse dispersion des nombres premiers au milieu des nombres naturels.
Peut-étre le plus grand titre mathématique d’Hadamard fut-il de tirer
de la fonction I(s) la valeur approchéc klogh pour le A" des nombres
premiers rangés par valeurs croissantes. On peut admettre que les progrés
dans la connaissance de <(s) en préparent d’autres dans la connaissance
de la répartition présentéc par les nombres premiers.

(s) est une fonction entiére dont les zéros réels sont les entiers négatifs
pairs, les zéros imaginaires ¢tant dans fla bande o <5 <1. L’hypothése
célébre de Riemann est qu’ils se trouvent tous sur la droite 5 =1/2.

La fonction {(2s) a pour zéros réels tous les entiers négatifs et ses zéros
complexes sont dans la bande o < s <1f2. Il s’ensuit que la fonction
g(s) = {(2s)/{(s) a pour seules singularités pour 5> 1/2 les zéros de {(s)
situés dans la bande 1/2-5<1. Ce seront des poles de méme ordre
pour g(s). L’hypothése de Riemann équivaut a celle de la régularité de g(s)
pour g > 1/2.

Or

] . ¥ . \ .
g(s) :” (1 —i—[l"”‘)":}‘{i(/t) no,
n prenant toutes les valeurs entiéres positives et \(n) étant + 1 ou —1

selon que dans la décomposition de n en facteurs premiers, le nombre
de ceux-ci est pair ou impair. En outre, u.(1) =1.

Posons A(n) = Z w(z).

“(s) :."}_:A(u)[)r"' (1) rstA(n) s,
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js)t e (s) Ié}:!A(n) | nt=a,

1l suffirait donc de prouver que lim log A(r)/log n = 1/2 (inégalité < 1/2

est impossible) pour que ’hypothése de Riemann soit justifiée.
Supposons que le hasard fasse indifféremment sortir successivement
les v(i) pour 1<Li< n, avec les valeurs +1 ou —1, et cherchons le

n

champ des valeurs probables de la somme d(n) =Zv(i).

1
Evidemment, le hasard joue d’autant moins de réle dans la venue
de 1.(n) que celui-ci est trés simplement déterminé par les (i) antérieurs :
Si n=ab, x(n)=w(a) »(b). St n n’a pas de diviseurs, p(n)=—I.
La suite |~(an) est identique, soit a la suite u.(n), soit a la suite — u.(n),
quel que soit a entier.

n

Si A, (n) désigne Zy.(i) pour i/a non entier et i1 < n,
1

Aub) = Ay (ab) + v (a) A (D).

[A(n 4+ p) —A(n)])/p tend vers zéro, avec 1/n, etc.

Plagons-nous dans I’hypothése du hasard (). Un systeme de n objets
est décomposé en deux groupes de n—Fk et de k éléments (o Zk-Zn).
A ceux du premier groupe on donne la valeur 4 1 et la valeur —1 & ceux
du second groupe. d(n) =n —2k est la valeur de P'ensemble; d(n) a la
parité de n et va de —n a + n.

Soit ¢ vérifiant o<~ q<Zn, q ayant cn outre la parité de n. Il est aisé
d’obtenir la probabilité P(n, q) pour que |d(n)|=q=|n—2k|.P(n, q) est
le double de 27"C?~* les C étant les coeflicients de la formule du binome.
Distinguons selon la parité de n. Soit d’abord n pair. Avec o.zlr<n,
et g =2r,

;I; Pan, y)y=a »Ciz".

D’apres

(2n): ,

(‘Il-“l'i_‘ R -
(n+r)y'(n- r)!

“2n

Papproximation m!= (mfe)” ym (a un facteur prés tendant vers y2%

quand m croit) et ¢n/(n*—r*) > 1/2 pour r <n—1 :

Nan bt S ’.\——n+~l'

z—'-'"Cf;,‘,*"<(1+£) (‘l— ;,) ;

(14 z)log (1 + 2) 4+ (1 —=z) log (1 — 2) — x* cst croissant pour o < z < I.
En conclusion,

2 "

P(an, q) < W= T,
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Remplagant r par r + (1/2), nparn +(1/2), ¢ étant 2r +1, on trouverait
la borne analogue
q*
l)(.)‘" “+ 1. ,/\ ¢ '.'I'.'ll-'-'y.

Donc, indépendamment de la parité de n,

o3
Pn, gy <<e .

Telle est, légérement majorée, la fréquence des associations des

v (i) ==, pour lesquelles  'd(n)|=q.

Soit h<n, n—h étant pair. La fréquence Q(n, h) des associations

de n éléments pour lesquelles [d(n)|>h est inférieure a / e "*'dg.
., l'

Si f(z) est infiniment grand avec xz, Borel nous a cnseigné a évaluer

/-Jlef“"dx par (1/f’) e/ si d[dz (1/f’) tend vers zéro. Done

ht
Qn, by < ’7:6 IR
Faisons I’hypothése que les y(n) sont répartis en 41 ¢t —1 comme
au hasard. Quelle est la probabilité pour que

|A(n)|>> knlogn ?

Ce sera :

/ 1
our A>1 : e ———
P = \/ nk=Vlog n

Si k>3, la probabilité pour que A(m)> kmlogm pour au moins
une valeur de m > n est infiniment petite avec 1/n a ordre (" logn)="".
Dzs lors, la probabilité que, pour infinité de n, on trouve

!
[A(n)|>(knlogn)?

est nulle, et la probabilité de
)
|« (5) | >Vhlogrn 0y

est nulle, 7 s’approchant de 1/2. Soit 5 = (1/2) + «; | g(s) | est sensiblement
borné par 1/x.

La probabilité pour que les zéros imaginaires de ((s) soient sur la
droite s =1/2 et qu’ils sotent tous simples est égale a 1.

Avec unc limitation moins précise, si 0 <:<1, la probabilité pour
que |A(n)] <(2n'*9)"”* est inférieure a n* "¢ ™. On multiplie par n'=
pour la probabilité de | A(m)| > m" "% pour au moins une valeur de m>n.
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Je n’ose imaginer que par le biais d’une étude approfondie de la fonc-
tion A(n) on puisse triompher de I’énigme posée par Riemann. Mais la
vraisemblance de son hypothése en est confirmée.

(*) Séance du 2 novembre 1964.
(") Jai déja tiré parti de cette idée (Un demi-siécle de Notes aux Académies, I, p. 37).

(Institut Henri-Poincaré,
11, rue Pierre-Curie, Paris, 6°.)

C.R. Acad. Sc. Paris, t.259, 1964, p.3143-3145.
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MESURE. — Les degrés de nullité dans la mesure des ensembles
parfaits linéaires. Note de M. Amsave Dexsov, Membre de
I’Académie.

Le degré (fini) de nullité métrique d’un ensemble parfait linéaire P a pour valeur
(p—1) a une unité prés par défaut si p est le plus petit entier tel que, les x; étant
p nombres variant indépendamment sur P et les a; étant p coefficients non nuls indé-
pendants des r;, ’ensemble Zaz x; contient au moins un segment. Relation entre p

et les coefficients des segments isolants de P.

1. La notion d’ensemble de mesure nulle a joué un grand réle dans
I’ceuvre de Borel. Il I'a rencontrée pour la premiére fois dans le champ
linéaire avec les séries de fractions rationnelles. Il en a déduit la notion
de longueur des ensembles linéaires. Ensuite, dans sa théorie des fonctions
quasi monogénes, il a été conduit 4 considérer des degrés dans la nullité
de Paire des singularités présentées par ces fonctions.

Borel s’est plus tard (*) occupé de distinguer aussi des degrés dans la
nullité de la longueur des ensembles parfaits linéaires (et naturellement
totalement discontinus). Mais il a rattaché ces inégalités & I’énumération
des intervalles contigus de I’ensemble et en rapportant ce degré de nullité
a la rapidité de convergence de la série de ces contigus.

Soient ab le segment mineur contenant l’ensemble parfait P, et
Ugy ..., Un, ... Ses intervalles contigus énumérés par ordre de grandeur
non croissante. Xu,= b —a. Si du segment ab on retranche les inter-

valles u,, ..., u,, P se trouve porté par n -+ 1 segments (que j’appelle
isolants) dont la longueur: totale est

n »
b——a—Zukzxuk.
1 n=1

Il est naturel d’admettre que la rapidité avec laquelle ce reste tend vers
zéro caractérise le degré de nullité de la longueur de P.

Mais la disposition géométrique de I’ensemble P reste trés indéter-
minée pour une suite donnée u, Effectuons sur les indices n une permu-
tation (que j’ai appelée élémentaire) de méme type ordinal que la
suite naturelle des entiers. A yn=u, faisons correspondre le point
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dyadique £n= (2h+1)2*(0Zh L 2%t — 1) si m=2*"'+h, et dispo-
sons entre eux les intervalles ¢, sur Vintervalle &b comme le sont

les points &, sur I'intervalle (0,1); v» prend la position a. b, si (en utilisant
les notations de mon Mémoire sur la dérivation et son calcul inverse),

an— a= (02t,)v, et b—bp=(En21)0,.

Le segment isolant p de P étant limité par les contigus v, w (finis ou
infinis), j’appelle coefficient d'isolement de p pour P, le plus petit des deux
nombres ¢[p, w[o. Il est évident qu’on peut, si lentement que la série Zu,
converge, placer les ¢, de facon que les coeflicients d’isolement soient
non bornés au voisinage de tout point de P.

2. M. Fréchet vient d’attirer mon attention sur cet ordre de questions,
rencontrées par Borel dans ses études de probabilités.

Dés 1920, au cours de mes recherches pour I'intégration de la dérivée
seconde symétrique, )’avais été conduit & distinguer entre les ensembles
parfaits linéaires de longueur nulle. A la suite de la communication de Borel
en 1948 j’ai publié aux Comptes rendus (*) plusieurs Notes ou j’énongais
de nombreux résultats dont j’étais en possession depuis longtemps. Mais
elles contenaient impiicitement aussi la définition des degrés de nullité
métrique, finis toutefois du point de vue de Borel. Je vais en élucider le
sens.

Ma classification repose sur les propriétés géométriques de I’ensemble
parfait autour de chacun de ses points, sur chacune de ses portions. Elle est
en effet fondée sur la borne supérieure des coefficients d’isolement.

Si ce coefficient est toujours au plus égal a 1(espéce A) I'ensemble
|y — z|(x, yEP) est identique au segment ab. (Congrés de Strasbourg
septembre 1920; Acta dei Lincei, p. 230-239 dans Un demi-siécle...). S1 P
et P’ sont de I'espéce A, et si zE€P, yE€P’,'ensemble |y — z| est formé
d’un nombre fini de segments. Aussi 'ensemble cz+ dy (¢ et d indé-
pendants de z, y).

Considérons I'ensemble parfait Q, de Cantor, soit z=ZX2a,.3™
(n>1,a,=oour1). Il est de lespéce A. L’ensemble (z-+4y)/2 est
identique au segment (o,1), Q, reste invariable par le changement de z
en 1 —z; (z—y)/2 forme le segment (— 1/2, 1/2) et |y — x| est le
segment (o,I).

L’ensemble Q, des points x=2 pa.(p+1)™ a pour extrémités o

et 1. Siz,€Q,(i, =1, ..., p), 'ensemble (1/p) (z:+ ...+ z,) est identique
au segment {o,1). L’ensemble (1/p)(—z1—za— ... — & F-Zhss+. . .+ 2p)
est le segment — (k/p), (p—k) /p. Je laisse au lecteur le soin de rechercher
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si 'ensemble Xa,z; forme un nombre fini de segments pour tout
systéme |a:| > o.
Disons qu’un segment isolant 9 est principal si tous les contigus inté-

rieurs a ¢ sont inférieurs en longueur aux contigus u, ¢ bordant p. Si p

n’est pas principal et si I'on en retranche les contigus au moins égaux
au plus petit de u et de ¢, il reste des segments principaux.

Les coeflicients d’isolement des segments principaux sont (p —1)/1 pour
Pensemble z,,(p — 2)/2 pour 'ensemble z, 4+ 2., (p — k) [k pourz, ...+ 2«
si :€Q,, k< p—1). Ces enscmbles sont totalement discontinus.

Nous dirons qu’un ensemble parfait P est de genre p—1 s’il existe p
nombres a;(|a;|>0), E|a:;|=1, tels que I’ensemble P’, savoir Za;a;
contienne un segment, tandis que ’ensemble P”~* n’en contient aucun,
quels que soient les a;. Le lecteur pourra rechercher si tout ensemble parfait
dont les cocflicients d’isolement sont au plus égaux a p est de genre p au
plus. Et encore si, P et P’ étant de genre p—1 et zE€P, y,;EP’, 'ensemble
(Xaizi+Zby)) G=1, ..., k, j=k+41,...,p), contient un segment
pour tous systémes ou a; et b; non nuls.

Si P n’est pas de genrg p, mais de genre p + 1, on peut tenter de trouver
pour P un ordre précisé. Cet ordre sera compris entre (p, r) et (p, r -4 1)
si, z décrivant P»*' et y parcourant Q.. I'ensemble z+4 y contient un
segment, tandis que, si r est augmenté d’une unité, il n’en est plus ainsi.
On peut pour suivre, définir un ordre compris entre (p, ry, ra, ..., Fx)
et (P, riy Fay ooy Py, Tt 1).

On trouvera des méthodes de raisonnement et des notions utiles dans
mes Notes des Comptes rendus (Un demi-siécle. . ., p. 240-248) et au second
fascicule de mes Lecons sur le calcul des coefficients des séries trigono-
métriques.

(*) Comptes rendus, 227, 1948, p. 103 et 453.
(*) Un demi-siécle de Notes aux Académies, p. 23o0.
(Institut Henri Poincaré,
11, rue Pierre-Curie, Paris, 5°¢.)

C.R. Acad. Sc. Paris, +.259, 1964, p.4449-4451.
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THEORIE DES NOMBRES. — La nature du développement des nombres réels
en fraction continue. Note (*) de M. Arvaun Dexsoy, Membre de
I’Académie.

L’auteur démontre, pour une premiére part, les propriétés, antérieurement
admises ou présumées, des fonctions étendant au champ complexe certaine fonc-
tion réelle =(x, «) associée au développement en fraction continue du nombre
l('iéel :f Ai)nsi se trouvent éclairées la genése de ce développement et les caractéres

e x(x, a).

1. p, ¢, p', ¢’ étant quatre entiers vérifiant pg'—qp'=¢, avec e?=1
(les fractions p/q, p’/q" sont dites adjacentes), nous considérons la substi-
tution z'=S(z) = (px+ p')/(qz + ¢’) et son inverse
—gx+p,

St (z) = pra—

Il se manifeste une réciprocité entre p/q et —q'/q. En changeant tous
les signes au besoin, nous supposons ¢ non négatif. Les cas de g=o0, ¢g=1
sont sans intérét; et, de méme, p = 41, ¢'= 4 1. Choisissant la parité
de m de fagon que (—1)"=7¢, nous dévcloppons p/q en fraction continue
normale de m 41 termes :

P 1

- = (@ @y .y Ay Q) = Qy +
(ay, ay, y Ayy Q) 0 (a,,tlnw'?a'"),

les a; sont entiers, a, quelconque, mais a;>>1 si t>x1.
La réduite R, étant (a,, ay, ..., ar_1, ax) = Pi[Q; :

pP= Pnu q= Qm et Pm Qm—i - Qm Pm——l == ('_ l)m-H =—E&.

Soient b, et ¢, enticrs définis par : —¢ ' =¢gbo+q et 1=S¢0<g.
Il s’ensuit p’=-—pb,—p,, et pgi— gpr=—2¢, d’olt résulte

14 ((;’m«-l - ']l) =1 (Pm—l —I)I) et q1= Qm—l H Ph= Pm—l'i
- (l/: Qm b0+ Qm—l 1 P’: - Pmbo—‘ Pm——l-
Rappelons Py=a,, Qo=1 et P_,=1, Q_;=0,
' Om—
- q'(;‘ =bo+ —\——Q:l :(bo, Uy Cpu—yy e o oy Gy (l,)-

h et k étant deux entiers non négatifs liés par la relation
h+4k=m+1,soit O,= M,/Ny=(boy @ny G-t ««, Gir1, &) la réduite de
rang h de —¢'[q; M_y=1, N_y=0; My=1b,, No=1.

Evaluons S(0,) = G4/Ky : Gy= pM,+ p' Ny, Ki= qgMy+ ¢’ Ny,

G—l = Pnu K——t = Qm; Go: Pmbo e (Pm bo -t Pm—l) = Pm—l et K0: - Qlu-—‘l-
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D’aprés M= axM;_y+ M, Ni= ax Nj—t1+ Nuoa,

Gr=a; Gj_y + Gj—s, Ki=ax Kj—y + Kp—s.

Dés lors, compte tenu de ax= an_i+1, On établit par récurrence

Gi=(—1)"*1 Py, Ki=(— 1)**1 Qg_s, S (0s) = R¢_s,

ou S(Osus) =Riy. Et 5 (Rizy) =O04ie. En résumé : Les nombres
rationnels plq et —q'lq (pg'—qp'=-1) étant développés en fraction
continue, la substitution (pz + p')/(qz + q') appliquée aux réduites de —¢’[q
donne les réduites de plq.

2. L’étude la plus élémentaire des fractions continues conduit a
introduire la fraction 1/o, afin que, dés la réduite R,, on ait P, =a,P,4 P_,,
Qi=a:Q,+ Q_,. Les réduites intermédiaires s’introduisent également
d’elles-mémes. Entre R;_, et Ry, ce sera la succession (ao, ..., @, 1),
(@oy + v vy Bhoty 2)y o ovy (@oy « v vy iy Gx—T).

J’ai défim jadis une fonction x(z, «) (0 < a<<1) dont les propriétés
mettent en évidence pour tout nombre réel, méme rationnel, une forme
de développement en fraction continue, infini bilatéralement et ou la
réduite 1/o, les réduites intermédiaires, se présentent toutes a leur rang,
le développement normal apparaissant ainsi comme une contraction de
ce développement complet. Si 'on pose (n>>o0) :

On=Q+ Q+...+ @y, (2pLn), gh=a;+ ay+...4 @y, (29 +1ZLn),
x(z, a) :2 (—)"a% (1 —a)on.

Le développement converge pour |a|<1 et |[1—a|<1 a la fois,
sauf pour |a|=|1—a|=1. M. Paul Lévy trouve que la séric n’est alors
sommable par aucun procédé indépendant de z (alors a’ — a 4 1= o).

La fonction réelle z(x, =) et son extension F(z, ) au plan complexe ont fait de ma
part 'objet d’une étude détaillée et de plusieurs Notes & notre Académie. Elles ont été
reproduites, la premicre et les secondes, respectivement dans les volumes Articles et
Mémoires et Un demi-siécle de Noles aux Académies (suivies d’Observations), désignés
ci-apres par les abréviations A. M. pour le premier, N. A. (ou N. A., Obs.) pour le second.

On trouve l'étude (1936) dans A. M., p. 925-971 (les transformations linéaires de la
fonction réelle) et les Notes dans N. A., p. 177-198 et Obs., p. 46-51 (Notes de 1932, 1934
et trois de 1956). La Note de 1934 annongait déja, mais sans démonstrations, les princi-
pales conclusions de la théorie. Méme apres les Notes de 1956, beaucoup de points restaient
& préciser, a justifier. Tel est 'objet de la présente et de celle qui la suivra.

On part de la fonction F définie uniquement et progressivement
sur Pensemble des nombres rationnels, verifiant d’abord F(1/o)=o,
F(o/1) =1, et poursuivant par la condition que F[(p+ p")/(g+ ¢')]
divise dans le rapport de « a 1—a lintervalle de F(p/q) a F(p'[{);
P, P’y q, ¢’ sont entiers, ¢ >0, ¢'>x1 et plg>p'lq’, plq ct p'l¢ étant
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adjacentes avec pq'—qp'=1. (p+p')(g+q) est leur médiante.
Etendue par continuité aux @ irrationnels la fonction est notée x(z, a).
En chaque point z elle a des caractéres différenticls singuliers. Sa dérivée
est zéro sur une plénitude et elle ne peut pas avoir une dérivée finie non
nulle (A. N., p. 196-198), mais sa propriété capitale, dévoilant une genése

du développement en fraction continue normale, est d’étre changée linéai-
rement par toute substitution z’'= S(z)= (px+ p')/(qz + ¢') du groupe
de Schwartz. En effet, relativement a S, ’axe réel se divise en inter-
valles j = j(S), limités par des points ;= g(S) s’accumulant uniquement
4 —oc et & —q'[q du c6té droit, chaque j correspondant & une trans-
formation

(1) (', a) =A()) x(z, 2) +B().

Les £ sont les réduites du développement D(z), ou les quotients
incomplets o, sont uniquement, soit o, soit 1; (a, 0, b) équivalant a a 4 b,
(a, 0, 0, b) & (a, b), on passe ainsit du développement normal de z a4 D(z) :
a, est remplacé par (ay,—n, 0, 1,0, 1, ..., 0, 1) (n chilfres o et n chiffres 1
alternant, n entier positif quelconque), a; inchangé si ar=1, a;>2
remplacé par (1, 0, I, ..., 0, 1) (as chiffres 1 séparés par a,—1 chiffres o).
Enfin, si z est rationnel et vaut (a,, ..., a.) (m pair), on ajoute le quotient
complémentaire 1/o, mis sous la forme 1, o, 1, 0, ..., les 1 et les o alternant
indéfiniment. Si z=plq, et e=23a;+ m,e et m ayant la méme
parité, D (z) prend la forme :
veey Oapy O apipgyeeey gy Ooy  Ayy  eeey Aegy ey Uoyapn gy Xepony  ooe (n>r1,)

A_p=—= A== = A== Aeyop—1—1, A _sppy1— Apypopn==0.

Nous notons encore R, et Pi/Qi la réduite (..., 2). Conventionnel-
lement, R_,=1/0, Ro=a,/1. Dés lors,

ay,—n

+ P._
R--zno—l = % ) I‘—zn: P ) Re: 5 =R, r2n) Bc-c—zn—l ’_lp—u

ng -+ Qe—y

Si ay=o0, Ri= R;_.. Si a,=1, R4 est la médiante de R;_, et de Ry_,,
elles-mémes adjacentes.

Le développement D(—gq'[q) est

vey Xegony Xegon—1y eeey Qg ceey Ay, Ay, ceey A_oppyy OG_gny

Comme plus haut, e remplagant m, si h4+k=e-41, la réduite
=M,/N, est (..., %ya, %y, %). Conventionnellement, —1=1/0
Oo= bo/I; S (0/.) == Rk-a-
Les points & séparant les intervalles sur chacun desquels vaut une trans-
formation (1) sont les réduites du développement D(—q'[q) (N. A., 1934,
p. 181; A. M., 1936, p. 955-970; N. A.; Obs., p. 47-50).

Tandis que le développement normal de z s’obtient par cette succession
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de substitutions antimodulaires, les z; étant 1 : z=a,+ 1/z,;
Zm= Qm-+ 1/Tm,.; par contre, les &, vérifiant o <E.<1fo :
»

Zz=(ay—n, 0,t ;) =ay— n—+7_,;

. Em+1 -
= (0, I, = ——— S1 1
Em ( y 1y Qm+i) I+ gm+1 &m <<

et En=(1, 0, Zms+1) =1+ Enst si En>1.

Pour & =1, z étant rationnel, £,=(0, 1, Ems1) €t Enspi=1f0 =(1, 0, Emnsa).

3. Mais a leur tour, le développement complet D(z) et la succession
de ses réduites, lc réle des intervalles j(S)! trouvent leur explication quand
on crée dans le demi-plan supérieur de la variable complexe z des
conditions géométriques permettant I'existence d’une fonction F(z, @)
analytique, uniforme, vérifiant les mémes transformations fondamentales
que x(z, «) et tendant vers »(z, ) quand z tend vers z. (Voir A. N,
p- 183-195, avec les figures, p. 184, 185, 186, 192).

Au groupe fuchsien de Schwartz correspond une décomposition de 1I
en quadrilatéres (nous adoptons le langage de Poincaré en géométrie
non ecuclidienne), congrus a Q, de sommetsw, —14 6,1, 0 = (1 i /3)/2.
Les substitutions fondamentales correspondantes sont : pour «: z-41,
parabolique, pour i : — 1/z, involutive simple; pour 0 : (z—1)/z, involutive
double, avec les transformations de F

F(z+1,2) =aF (3 a); F<-—-;vd):(l——z)d—zF(z,d)—!—-l;

F(s—:', a):(l——a) a ' T (z, a) +a.
Mais ces derniéres transformations ne sont involutives, ni la premiére
simple, ni la seconde double, sauf dans I’hypotheése cejetée a*—a 4 1=o0;
F(z, ) n’est pas uniforme autour des points i, 0. Quclle que soit la
substitution z'= S(z) =(pz+ p")/(¢gz+ ¢') appartenant au groupe de
Schwartz, S(i), S(0) sont les points doubles des involutions définies
par S(3')=S(—1/z), S(z') =S(1—1/z). Donc un systéme Q de
coupures joignant tous ces points a I’axe réel est nécessaire pour unifor-
miser F(z, «).

Les quadrilatéres possédant un méme sommet réel 1/o ou rfs forment
une alvéole A (1/o), A (r/s), décomposant II, ct limitée par une ligne
brisée A (1/0o), A(r/s) d’une infinité de cotés pscudo-rectilignes. Les
sommets de A(1fo) sont n—1+0, n+1i, n+40, cte. A(1/o) reste inva-
riante par la substitution z+4 m (m entier). Si rs'— sr'=1, la substi-
tution (rz -+ r')/(sz 4 s’) change A(1/o) en A(r[s). Pour préciser la corres-
pondance, nous prenons r'=-—r,, s'=-—s,, rfs étant Ja médiante
de rofs, inféricure et de ri/s; supéricure. La substitution ainsi choisie
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sera notéce S(rfs, z) (ni ro/s, ni ry/s, n’existent pour r/s =1/o0). Le segment
Yo(n—14+0,n+0) de A(1/o) est partagé par n-+i en deux cotés
se prolongeant. Sur A(1/o) nous distinguons : A partie négative arrétée
a i, ¢(0—1,1) et ¢(i, 0) décomposant Y,; Y:; enfin A" partie positive a
partir de 04 1. Nous précisons en A,(r/s) la transformée de A(1/o)
par S(r/s,z); A est changé en L(p/q), terminé par le point S(r/[s, i);
¢(0—1,7) en I(p/q), dernier coté de L(p/q); ¢ (i, 0) en o(r[s), terminé
par o(rfs) = S(rfs, 03 :(0, 0+1) en g(pjg); & en L'(p]a).

4. Les lignes L(p[q) seront les coupures constituant le systéme Q unifor-
misant F (z, «). Nous devons prouver (cc que nous nous étions précédemment

borné a admettre) que Q ne divise pas I1; [1—Q scra une région (connexe)
ayant pour frontiere I'axe réel et Q.

La zone comprise entre A(1/o) ct la droite cuclidienne ¢ (1/0), savoir
z=1i[24+t (et méme i3/64¢t, t réel) est entierement couverte par
les alvéoles A (n/1). Donc Q ne figure au-dessus de cette droite que par
la partic terminale des L(n/1); A(1/o) a pour partie commune avec A(n/1)
le scul double c6té y,.(n—146, n+40) se décomposant en o(n/1),
savoir (n—1+0, n+41) ct I(nf1), (n+1,n+40). Il en est ainsi méme
pour n-o, alors que les vy, (leurs moitiés gauches) sont sur A qui,
dans A,(r/s) correspond a L(r/[s).

Parcillement A(r/s), A(r[s) sont intérieurs au cercle euclidien tangent
en r[s 4 'axe réel et passant par le point S(r/s, i/2). En outre, la région
comprise entre ce cercle et A(r/s) est entictrement couverte par les A(f,)
en posant f,=S(rfs, n) = (nr—r,)/(ns—s,); f. étant la médiante
de f,, et de f,, fu.=/[ns1 pour nZ—1 et f,,=rfs si nx2; fo=r/s4
et fi=ro/so, les indices de f, et f, n’ayant donc pas le sens habituel;
ro/s, est la médiante de r,,[s,, et de r,,[s,,, etc. A Pintéricur de c(r/s),
Q est composé uniquement de L(r/s) en totalité ct des parties terminales
des L(f.). Pour montrer que Q ne divise pas II; nous devons prouver
que L(r/s) est disjoint des L(f,) et que a(r/s) est étranger & Q; a(r/s) appar-
tenant au seul A(f,), il suffit d’établir que a(rfs) est disjoint de L{f,).
Or a(rfs) est S(r/s,z) =S (r/s, u) z décrivant yo(—1+6,0) et u un
certain double c6té de A(1/o).

Soit a>.2 entier, vérifiant s =as,—s,,. Donc

r—ary— r.,; rs —ry=—rias—1) —rys.

Donc u=a—1/[z; u décrit v, situé sur A’; s(rfs), et aussi [{r[s), sont
sur L'(r/s), donc étrangers a L(r/s); a(rfs) cst étranger & Q. Clest le
seutl de A(r[s). D’aprés s >s,>s,,, etc., on entre dans A(r/s) venant
de A(r,/s\) sans rencontrer Q. En retour, on accéde de A(1/o) & tout
point de I'axe réel.
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Pour n>2, rfs est pour f, ce qu’est ry/s, pour rfs. Donc L'(r/s) est
formé de la succession des o(f.) et des l(f.) alternant, de méme que A’
[dont L'(r[s) est le transformé par S(r[s, z)] est formé des y, pour a>2,
donc des a(nf1) et des I(n/1) pour n>>2.

Passons a g(rfs) transformé de v,(0, 04 1) décrit par z et commun
avec A(f) = A(ro/s.). S(r/s, z) = S(re[se, u). Soit b>>1, entier, vérifiant
s == bs,+ s,,; donc

r=>bry+ry,; rs—rn=r(z—1)+ro=ryJb(z—1)+1]+r(z—1).
Donc S(r/s, z) =S[re/ss, —b—(1/(z—1))]; w décrit (b—1+40, b 0),
soit y_, qui est sur A, d’aprés b > 1. Donc g(r[s) est sur L(ro/s.).

Quant & o(r[s) correspondant a z décrivant (i, 0), donc 4 u parcourant
(—b+0, —b+1/2 +if2), o(r[s) s’implante au point ¢(r/s) sur L(ro/s.)
extérieurement et bissecte ’angle 27/3 que fait L(ro/s.) en ¢(r[s). Pareil-
lement, r/s étant pour les f, si n<_—1, ce qu’est rofs, pour rfs : L(r/s) est
formé des g(f,) et les o(f.) s’implantent extérieurcment sur L(r/s) au
point ¢(f,) origine de g(f.), et bissecte I’angle extérieur de L(r/s) en ce point.

5. x étant un point quelconque de I’axe réel, le parcours menant z a z
dans 11 — Q en obéissant toujours a la régle de suivre dans le sens positif
le bord de I’alvéole ot se trouve z, ce trajet complet se définit naturellement
comme il suit et il met en évidence toutes les réduites du développement
complet D (z), supérieur si x est rationnel.

Soit (ao, @y, ...) le développement normal de z et (..., %, ...) le
développement D(z). Conservant la notation R;=P,/Q, pour la
réduite (..., «), nous désignerons par R; la réduite (a,, ..., a.),

,:R:,:é; o:B;:%o--
Nous définissons ainsi la ligne C(z). C’est d’abord la ligne A(1fo) de
R(z) =—o & a,+ 0; parcours noté L'(R’,, a,), puis L(R;) jusqu’au début
de L’(R]). Généralement, les alternances des L'(R;,_,) et des L(R;,),
les uns et les autres depuis leur origine et arrétés a la naissance du suivant;
L’(R;,.,) et L(R;,) ont, si I'on veut, en commun [(R;,) (A>o0).

C(X) partage II en deux régions, C~(z) et C*(z) limitées par (—, z)
et par (z, + ). Le bord positif de C(z) relativement & C*(z) est entié-
rement dans II—Q. En le suivant, nous trouvons d’abord les réduites
R_sn| (@o—n)[1|(n>>1). Nous glissons sur les seuils relatifs aux réduites R,,
et nous franchissons les seuils relatifs aux réduites Rap,s. Si R]=(a,, ..., ac),
les seuils de (as, ..., ac 1), (@oy «vvy @cy 2)y «nny (Qoy voey Gy Beys —T),
(@oy « vy @cy @ces) = R7,, qui sont, sauf la dernic¢re, les réduites inter-
médiaires 3 R; et a R[,,, ces seuils sont sur L’'(R]) si ¢ est impair,
s’implantent sur L(R]) si ¢ est pair. Si z est rationnel, on termine par
toutes les résuites Reiony(n>>1) de D(z), les seuils de leurs alvéoles
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s’'implantant sur- L(z).

Toute alvéole A (R) d’une réduite de D(z) adhérc au chemin C(z) par
un couple de cdtés consécutifs (du type 0 —1, i, 0) de C(=), par (c4-1) (R)
si le rang de R est pair, et alors A(R) est dans C~(z), par g(R) si le rang
de R est impair, ct A (R) est dans C*(x). Si, cn outre, R est une R*, A(R*)
continue a border C(z) tout au long d’un arc de L(R*) (rang pair) ou
de L'(R*) (rang impair. En conséquence, ’ensemble des alvéoles A(R)
borde totalement C (z) sur ses deux cotés.

Ainsi le systéeme de coupures Q tailladant II,; détermine pour chaque
point z de I’axe réel, un cheminement conduisant & z et montrant successi-
vement toutes les réduites de D(z), dont P'intervention, exigée par les
formules de transformation de %(z, @), se trouve par la géométriquement
expliquée.

(*) Séance du g juin 1965.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

C.R. Acad. Sc. Paris, t.260, 1965, p.6241-6246.
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THEORIE DES NOMBRES, — L’extension au champ complexe de la fonction 7. (z,o)
associée aux développements en fraction continue. Note (*) de M. Ag~aun®

Dessov, Membre de I’Académie.

Les conditions vérifiées par la fonction réelle »(x, ») associée au développement
en fraction contintie du nombre réel x, trouvent leur explication dans les propriétés,
démontrées ici, des fonctions étendant »(x, x).au champ complexe.

La présente Note continue la précédente ('), pour déduire la subdivision
réelle des j(S) de celle de IT en zones Z(S) ou vaut une méme haison F (2, «),

F(z, o) siz’=S(z) = (pz + p')/(¢z + ¢')-

6. Avec k=e—h-+41, soit O, =M,[Nu=1(..., %42, %y, %), une
réduite de — ¢’/q; %, =1, pour que laréduite O, n’ait pas déja été rencontxée.
S(04) = Ri o= Pis[/Qs_s, réduite de p/lq, soit (..., % .\, %%y, % .a);
S(z) change A(O,) en A(R;..), done z et w décrivant A (1/0), S(O,, z) qui
définit A (O)) est S(Ri_s, u), u— z étant entier. Rappelons §(0,) = G,/H,,
avec Gu=(—1)'Pis, Hi=(—1)" Qro (h et k de parités différentes).
Supposons h impair; O, est la médiante de O,_; et de O,_. celle-ci supé-
ricure; S(0, z) = (Guz — Gy_s)/. .. (les points figurent le dénominateur, ou
H remplace G); S(Oy, z) = (Pi2z — Pi)/... (aux points, Q remplace P);
PA = P/.-_i + PA-_Q = P/.-_g(l —4— 91/,—_;) + Pk_.g. DOHC S(Oh_q, Z) == S(R/.-A-q, u) Si

s 23— 1— % %y €St O Ou I.

A z décrivant (7, 0) correspond 5(0,) transformé en le coté de Ay (Ris)
correspondant a u décrivant (1 —1,  — 1) ou (i — 2, # — 2), donc toujours
un coté de L(Ri_.), un coté de €.

Le cas des réduites d’ordre impair h de — ¢’/q est traité. Pour le cas des
réduites d’ordre A pair, observons que la transformée Z'(S) de Z(S) par S
est une région Z(5°'), S°' étant l'inverse de S et que Z(S) est une
zone Z/(5'). 1l nous suffit de montrer que 5(R;_,), k étant impair, est
changé par 57" en un coté de A,(O,) appartenant a Q. Or si u décrit (3, 9),
z=u-+1-+4 %_, décrit : pour %_,=o0 : (1+ ¢, 14 0) donnant le second
coté de g(0.) et, pour o =1 : (241, 240) le second coté de L’(0,),
qui est un [(f), le premier étant un 5(f). Donc le transformé de &(04) par S,
comme le transformé de 5(Ry_.) par S7', est dans Q.

Par contre, si f rationnel est distinct des O;, o(f) est changé par S en
le seuil de S(f).
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f étant compris entre O, et O,_»(%=1), A et p étant deux nombres
positifs,
f_ )\h]h"l"‘ Hl\lh—i . é.
_ 7\N1‘+ f.LN/._g - B
M= M, + M;_,; Np= N1+ Ny, donc M;Np_y — N My_y= (— 1)

Soient A.fp., inféricure, %/, supérieure, les fractions dont Afu est la
médiante et Ao, By, A,, B, les notations A, B, ou les A, i sont affectés des
indices o et 1; AB,— BA,=— (AB,—BA,) = (—1)"; A,/B, et A./B,

sont respectivement f, et f; pour h pair, f, et f, pour A impair.

D’autre part, S(f) = (APsa+ -Pi)/(A Qi+ +-Qsx) = C/D. Et
Py Qi — PiQpoa = (— 1)+ = (— 1)

On en conclut, la signification des indices étant claire, que C,/D, et C,/D,
sont par rapport a leur médiante C/D respectivement du méme coté
que A,/B, et A,/B, par rapport a A/B. Si, par exemple, b et k-1 sont
pairs, z décrivant A(1/o), A (f) est (Az— A,)/(Bz—B,) et A,(C/D)
est (Cs — C,)/(Dz — Dy); S changeant A, (f) en A[S (f)], en particulicr a(f)
est changé en le scuil de S(f).

Avec z2/=S(z), s1 z appartient a A(r/s) ou a A(r,/s\), respectivement
F(z/, ) = AF(z, «) +B ou A,F(z a)+ By, les A, B, A,, B, étant inva-
riables. Si r'js"= S(r[s), A(r/s) est changé en A(r'[s’). S1 r[s n’est pas une
réduite de D (— ¢'/q), 5(r[s) est changé en a(r'[s’). Or F(z, @) est analy-
tique et uniforme sur les scuils. Donc A= A,, B=DB,. Si r/s est une
réduite de D(— ¢'[q), o(r[s) est changé en un cOté de Q, coupure de
discontinuité pour F(z, @). Donc A A,, B>B,. En conséquence, si rfs
est unc réduite de D(—q'/q), inférieure (paire) ou supéricure (impaire),
on a une zone Z(S) ou les cocfficients A, B sont constants ct respectivement
limitée ainsi : 1° (rls<—¢q’'[/q) : L4 05)(rfs), puis L(rifso) de ¢(r/s)
a rofse, enfin sur axe récl Dintervalle j(rofso, r/s); 20 (r[s>-—q'[q) :
(L4 o+ g) (ri/s1), puis (7 + L) (r/s), enfin sur 'axe réel j (rfs, ri/sy).

Il suffit qu'en deux points appartenant a j et distincts z(z, ) soit une
des valeurs limites de F(z, @), z tendant vers x dans Il —Q, pour que
A =A()), B=B(j). Et I'explication de la division de 'axe des z par les
intervalles j(S) est ainsi obtenue par le partage de Il en les zones Z(S)
ayant chacune leur propre couple de coeflicients A, B.

7. De Qo on devra déduire un ensemble fermé w, contenant d’une part
a son intéricur les infinis de F, d’autre part s1 I' est multiforme les coupures
I'uniformisant. w, ne doit pas diviser Q,. Dans Q, — ®, on suppose | I (z, &) |
borné par un nombre M et tendant vers zéro pour z infini. [I7| est borné
par Mo” dans le translaté de Q, — w, par z+- n. De A(1/o) ainsi réduit,
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nous retranchons la partie des z négatifs (z ==z -+ 1y); A,(1/0) désignera
la partie restante; Ao(r/s) sera la transformée de Ao(1/0) par S(rfs, z);

Aq(r[s) est limité extérieurement par deux lignes : A, (r/s) depuis S(r/s, 1),
origine de a(r/s), jusqu’a rfs, et la demi-droite non cuclidicnne joignant rfs

a S(rfs, 1). Soit I, = E Ao(rfs) + E a(rls); I, est une région (connexe).

Nous montrerons que, z variant dans I, et tendant vers z réel, F(z, «)
tend vers z(z, %).

Ces notations nous seront utiles : a étant un entier réel, U(a) désignera
la zone de base (a, 1/0) sur I’axe réel, le reste de la fronti¢re étant A(1/o)
de z —» (z=z+41y) & a4, et L(a) dans sa totalité. V sera la région
comprise entre A(1/o0) et axe réel; V(a) la partie de V limitée par L(a)
deada+f—r1,cet La+1) ded14 a+0.

Si 2/=S5(z) = (pz+ p')/(qz+ ¢'), bo+ 1 est la plus grande réduite de
—4q'[q; Zo(S)=U(bo+1), d’extrémités S(b,+1) et S(1/o)=p/q;
d’aprés — q¢'=¢qbs+ q1, S(bo+ 1) =po/qs; pour =z réel >bo41 et
#'=S(z), #(2, 2) = Az(z, «) + B, A et B s’obtenant en donnant a =z
les valcurs 1/o, by+ 1. On trouve A = z(p/q, 2) — «(p/q, «), B = %(pq/, ).
Nous devons montrer que les mémes coeflicients donnent la substitution
de F(z, «) a F(z, «) quel que soit z dans U (bo+ 1) et quel que soit F
vérifiant les équations fonctionnelles fondamentales. Celles-ci sont les mémes
pour z complexe ou réel. La premiére est F(z+ 1, a) =«F(z, ) indé-
pendamment de z. La seconde, valable pour & réel > 1, concerne z'=—1/z.
Cest F(—1/z, @) = (1 — 2)a*F(z, «) 41, valable a priori pour z€ A (1/o);
b=o0, Zi(S)=U(1), Z,(S) = V(—1). Notons que U(—1) et V(—1) se
rejoignant au point z, en sorte que F(i, o) = o*/(x* 4 2 —1).

Soit maintenant z’' = S(z) = z/(z + 1) substitution parabolique de point
double O,

bo=—=—1, Z,(S) =U (0); 7, (S) =U (o).

Pour 2z'=8"(z)=z/(nz4+1) (rn>2), (n—1)° 1térée de z/(z-}1)
Z,(S")=1U(0); W(n) =Z,(S") ayant pour base réelle (o, 1/n) est limitée
ensuite par (L - 5) (1/n) et L(o) de ¢(1/n) & o. Observons que les origines
des o(1/n), terminaisons des L(1/n), savoir les points (i —1)/[n({ — 1) + 1]
sont sur le cercle euclidien ¢(o) de dimametre (o, 21). La région G(o)
limitée par c(o) de o & 1+ ¢, par (141, 0) =0o(1) et par L(o) de 0 & o,
contient tous les seuils a(1/n) et elle est disjointe de Q.

Si 2/=1z/(z+1)=1—1/(z+41), 2z étant dans U(o),z+ 1 est dans U(1)
Donc F(—1/(z+41), ) = (1 —«)a*F(z 41, «) 4 1. On en tire

Flz/(z+1),a]=(1—a) F(s5, a) +a pour ze€U(o),
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comme pour z réel > o. Donc, si 2= S5"(z) = z/(nz +1) :

F(z,a) —i=a—a)*[F (s, a) —1] si zeU (o).

Dans A,(1/n), |F(z, &) —1|<(M+41) (1 —a)

Cette relation vaut en particulier dans w(n) = W(n) — W(n + 1) (n222)
L.a transformation S(z) appliquée a chacun de ces ensembles donne
I'ensemble analogue correspondant & n4-1. Appliquée a G(o) w(n), elle
montre que F(z, 2) tend vers 1= x (o, ) quand z tend vers zéro dans G(o).
Notons que w(n)=S"[U(o) — V(0)] (n>>1).

8. m étant impair, soit p/q= (a., a, ..., an), cette fraction continue
étant normale; p/qg = P,/Qu; po/go= Pm_s/Qm_s.

Soit z’' = (pz + po) /(92 + q0) = (@o, . . ., @m, z). Supposons z&€ U(o). Mon-
trons que les coeflicients A, B de la relation IF(z’, «) = AF(z, ) 4 B sont
les mémes que pour z réel, soit A =%(p,/qo, ®) —%(p/q, ) et B ==x(p/q, @).
Introduisons les nombres w,, Un_1, ..., u, ainsi définis :

~

U= (0, @y, 5) = ————
) Ups 41"

u,€V(o)cU (o);
Up—y = (am-—h 0, ll,,,) =0+ U= (am—-h Ay S) ) Up—y € \' (am—l ) .

D’autre part :

Fupa)=1—(1—a)m+ (1—a)™F (5, a); F(up—y, @) = a»—F (u,, a).

Généralement, avec us,y € V(as,,), si k est impair et € V(1) si k est pair :
—- pour k pair :

;== (Qpy 0y Uiyy) = (@~ Upyy) == (Qky Bs1y ++ -y Amy 3) 5

— pour k impair :
[ ]

U === (0, Ugy Upyy) — ———————
(0, s ) Wellgy 1

== (0’ Qhy Algry o ooy Ay :') )

— pour terminer :
Us

uy== (0, a; uv,) = m;

3= (dyy 0, Uy) == day - 1ty

F(um_1, @) est toujours lié a F(us, ) par 'une ou Pautre des formules
fondamentales, parce que les u; sont toujours dans U(o), méme dans
un V(n) pour n>>o0. On trouve F(z', 2) = AF(z, «) 4 B, avec

A = gty '+""'_'(l — a)n,+...+n,,,3 % <I(l)_::, (1) . x(g’ ,1>;

B=a%—am(1— a)" ...+ a%tt s (f— o) et T =y (lz. a).
q

D’apres qz4qu=gq(z+1) —q:, A.(p/q) décrit par z' s’obtient en
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faisant décrire a z, A,(1/o) déplacé de — 1; le maximum de | (z, «)

<[}l< ’a)——l(q"7a)
90 \

Supposons que z' variant dans ll, tende vers = réel. Si z est irrationnel,
les alvéoles A,(p/q) traversées par z’ appartiendront & des fractions p/q
tendant, comme p,/qo, vers z. Donc F(z’, ) —x(z, «) tend vers zéro.

\

lF(s',a):-x<1(]), az)

Ma—'.

Si z est rationnel et vaut r/s, le méme raisonnement vaut pour les parties
de trajet de z’ étrangéres & A(r/z). Pour les arcs intéricurs a A,(r/s),
z dans A,(1/o) devient infim et F(z, «) tend vers zéro. Donc dans tous
les cas, F(z/, @) tend vers =(z, ).

9. Tout ce que nous avions affirmé ou présumé est démontré. Les conclu-
sions, résumées comme il suit, s’appliquent a toute fonction F(z, a)
vérifiant ces trois hypotheéses :

1° Dans le demi-plan supérieur 1l de z, on prend le quadrilatére
Qo(0, —140, 7, 0) pour générateur du groupe G de Schwartz, constitué
par les substitutions modulaires (pz -+ p’)/(qz + ¢').

De Q, on extrait : des coupures si F(z, @) n’est pas uniforme, des
ensembles ouverts si F n'est pas borné, I'ensemble des points éliminés,
complété par fermeture, soit w,, ne devant ni diviser Q, ni contenir en
sa totalité .un c6té de Q., et de fagon que dans Q,= Q,— w,, F(z, 2)
soit analytique, uniforme, bornée et tende vers zéro pour z==.

Si de IT on retranche les transformées de w, par G, il restc un ensemble 11’
ouvert connexe.

2° Quel que soit z, F(z 41, «) = a F(z, a).
30 Si z€A(1/0), '(—1/z, a) =(1—a)a?F(z, a) + 1.

Conséquences. — 1° De chaque point rationnel réel r/s, on fait partir
une coupure L(r/s), appartenant & la frontiére A(r/s) de P'alvéole A(r/s).
Il est démontré que le systéme Q des L(r/s) ne divise pas I[; 1I" — Q est
une région (conncxe) ayant dans sa frontiére la totalité de l'axe réel.
Dans 1II'— Q, F(z, «) est analytique, uniforme ct finie en chaque point,
donc holomorphe.

20 On réduit A(1fo) & sa partie A,(1/o), ou R(z) >o0; Ai(r/s) est la

moitié analogue de A(r/s); II, est }: Ao(r/s)+ les seuils o(r/s). Dans
I, =1,.1, F(z, o) tend vers «(z, @) quand z tend vers z réel.

32 A toute substitution z’' = S(z) = (pz + p’)/(qz + ¢’) de G correspond
une subdivision de Il en zones Z(S) telles que, z variant dans I'une d’elles,
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F(z, o) = AF (z, ) + B, les coeflicients A et B restant invariables dans
cette zone et différant dans toutes les autres zones. Z(S) a une base réelle
J(&, n); Eet 7 sont deux réduites géométriquement consécutives de dévelop-
pement complet D(— ¢'/q); la frontiére de Z(S) est ensuite formée de
coupures de Q, Li(%) et L(r) y contribuant. L’accés a Z(S) se fait par un
des deux seuils o(£), (1) ou par les deux; S change chacun d’eux en une
coupure de Q. Les coeflicients A, B sont les mémes que pour (', )
exprimé en *(z, ) si x appartient a j(&, 7).

Il reste a obtenir les fonctions F(z, «) dont 'existence n’est méme pas
encore ¢établie.

10. Le plan des t étant diminué des deux coupures réclles (— =, o)
et (1, 4 o), on Papplique sur Q,, avee ces correspondances : t =0, 2=
t=1,z2=1;t=0m et [({)<o,z2=—1+40;t=0 et [(t) >0, 2=10. Les
substitutions fondamentales sont z’=z-+1 autour de t=o0, 2=}
Z=—1[z autour de t=1, z=1; Z=—1/(z41) autour de t=oc0,
z=—1+0 (sens rétrograde); t = A(z) est une fonction fuchsienne inva-
riante par les substitutions de G; % (z) est liéc & la fonction modulaire i.(z)
par 4(p* — p+1)" = 29Ap (r — 1)

La fonction inverse de X(z), soit z="v(t) a pour chaque ¢ une infinité
de déterminations (pv -+ p’)/(gv + ¢'); pour chacune d’elles, y(t) = F(z, )
a une infinité de valeurs possibles de la forme Ay(t) 4 B. Mais toutes
ces fonctions de t sont liées entre elles par des relations linéaires a coefli-
cients constants. Donc y”(¢)/y’(t) est une fonction uniforme de t. Tenant
compte de ce que F (z, «) doit étre finie pour — 1+ 0 ou 0, sauf par quelque
valeur cxceptionnelle de «, I'expression la plus simple de y”[y’ (t) sera
aft+ b[(t—1) — 2/(t — ¢), ¢ étant tel quc la singularité ¢ = ¢ soit polaire,

t ol
y(t):kf t"(l—t)"(t—c)"“‘dl:k_j u () de,

le résidu du cocflicient de la fonction & intégrer étant nul au point c.

Donc ¢ =a/(a+ b). Or

; ; log (1 — « I
2inma =loga, 2imb =log (1— a) — 2loga; c:[ &( ) I

loga

Soit i="v(c), 1E€Qe; N=v(—1)EQ,. Pour 2 <1f2, —1>¢c>—0:
n est sur (o, —1-40) et sur (o+1, 0); pour 1/2 <a<(—1+5)/2,
w>c¢>1: 7 est sur (0 —1,7) et sur (i, 0); pour (—1+\/§)/2<a<1:
o<c<<rt:nestsur(i, ©). Le second cas est le scul oules (pr + p')/(gn + ¢')

soient sur les seuils. Autrement ils sont intéricurs aux alvéoles.
a1

Si I= [ u(t)dt ('intégrale étant au besoin remplacée par un lacet),
g p p

0
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d’aprés F(i, @) = 2*/(«* 4 « — 1), on trouve kI = «*(a* 4 a — 1),
Désignons par K(t) cette fonction et par x(z, #) son égale. La fonction

la plus générale y(t) =F(z, «) remplissant les conditions posées sera

K() +t* (1 —¢)"P(¢), P(t) étant nul pour t=a, t=25, et t= oo.

(*) Séance du 9 juin 1965.
(*) Comples rendus, 260, 1965, p. 6241.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Picrre-Curie, Paris, 5¢.)

C.R. Acad. Sc. Paris, +.260, 1965, p.6775-6780.
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ERRATUMS

(Comptes rendus du 28 juin 1965.)

Note présentée le g juin 1965, de M. Arnaud Denjoy, Membre de
PAcadémie, L’extension au champ complexe de la fonction x (@, ) associée
aux développements en fraction continue :

Page 6780, dcux dernicres lignes, au licu de f | P() | dt étant fini, lire | = .
0

C.R. Acad. Sc. Paris, t.261, 1965, p.158T7.
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TOPOLOGIE. — Sur les ensembles dispersés.
Note (*) de M. Arnauvn Densoy, Membre de I’Académie.

Formation des matrices dont tout ensemble dispersé est une restriction.

Mon attention a été récemment attirée sur I’espéce des ensembles tota-
lement ordonnés qualifiés de dispersés. Je voudrais ci-aprés étudier la
génération de tels ensembles. Ne connaissant pas la bibliographie du sujet,
je m’expose a des redites. On voudra bien m’en excuser.

1. Soit v ’ensemble des nombres rationnels, ordonnés dans le sens de
la croissance (éventuellement limité par un ou deux d’entre eux). Le type
de cette ordination cst ainsi caractérisé : 1° I’ensemble est dénombrable;
20 il n’a pas de couple d’éléments consécutifs, donc en toute équivalence
entre deux quelconques de ses éléments, 1l y en a un autre, il y en a une
infinité dénombrable d’autres.

Un ensemble E ordonné est dispersé (au sens du dénombrable) s’il ne
contient pas de sous-ensemble (une « restriction » de E) semblable a .

E est donc non dispersé ou dispersé, selon qu’il contient ou non un
ensemble e de points ¢y, ¢ay ..., Cay ... (n < @) tel qu'entre deux quel-
conques de ses points ¢, ¢, il existe toujours un c,, donc une infinité
de ¢, donc un ensemble de ¢, semblable a n. En conséquence :

I. Si E non dispersé contient une section s dispersée, e posséde au plus
un point sur s.

II. Si les ensembles A d’éléments a et f(a) sont tous dispersés, la

somme E =Z f (a) ordonnant entre eux les f(a) semblablement aux a, est
dispersée.

Sinon, ¢, étant dans f(a.), les a, tous distincts formeraient un ensemble
semblable a e.

En particulier, si A est la suite croissante des entiers positifs n, ou
des ordinaux «, ensembles n’admettant pas de régression infinie, les

ensembles Ef(n), Ef(a) sont dispersés.

On pourrait considérer des dispersions selon la puissance p“", celle
de la p*"° classe des nombres ordinaux (la classe I étant cclle des entiers
finis). L’ensemble v, substitué a 7 serait de puissance p et tel qu’entre
deux quelconques de ses points il s’en trouverait une infinité de puis-
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sance p. Nous ne nous intéresserons pas a cette théorie. Nous nous bornons
a des ensembles ordonnés dénombrables.

Ils sont semblables a des ensembles linéaires, portés par I'axe des z,
et ordonnés dans le sens des abscisses croissantes.

St E est non dispersé, son dérivé contient un ensemble parfait.
Car le dérivé ¢’ de e ne contient pas de point isolé.

St le dérivé E' de E contient un ensemble parfait P, E est mon dispersé.

Ou bien P contient une portion @ (un segment si P n’est pas totalement
discontinu), ou bien P contient une portion &’ ou E n’a aucun point.
Dans les deux cas on met en évidence dans E I’ensemble e dont les points ¢,
sont partout denses sur @ ou situés dans des intervalles distincts contigus
a @’. En conséquence :

Un ensemble E dispersé a un dernier dérivé E* fini non nul, comptant
p points. E est réductible au sens de Cantor. 1l est dénombrable. Son
rang (a, p) se place en aX w4 p.

I1. Les ensembles ordinalement semblables entre eux définissent un type
commun d’ordination, diversement noté ci-aprés T, i, v, m; T(H) sera le
type des ensembles semblables &4 H.

M désignant a la fois un ensemble et son type d’ordination, M X 7 sera
le type de I’ensemble obtenu en substituant & tout élément d’un ensemble
de type = un ensemble de type M; MX1= M.

MX(—1) ou — M désignera le type renversant l'ordination de M.
Si z décrit un ensemble linéaire de type M, — z parcourt un ensemble
de type — M.

w est le type de la suite des entiers positifs croissants; — w, celui de
la suite des entiers négatifs croissants.

O désignera, soit I'origine des abscisses, soit généralement un ensemble
réduit a un point : MXO = O et OXp est la suite de p points (p >1);
wXo (p = o) est la disparition du point O.

Soit v le type 14+ O 4 (—1). Le type MXv=M + O 4 (— M) sera dit
ordinalement symétrique et de centre O; il est identique a son renversement.
Aprés le point unique O, I’ensemble symétrique le plus simple est de
type b = wXv = -+ O 4 (— w), savoir celui de ’ensembler, 2,...,n, ..
0} ..., —n, ..., — 1 (n entier croissant).

Un ensemble ordonné linéaire fermé (nous sous-entendons : borné) E
sera dit symétrique autour d’'un de ses points 1 s’il existe une section de E
symétrique et de centre I (ce caractére ne distingue évidemment que les
points I non isolés).

.
*9

E est dit symétrique en lui-méme s’1l est symétrique autour de chacun
de ses points.
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Dans le dérivé E’ d’un ensemble E, un point I sera dit accumulatif
d’ordre a s’il est isolé dans le dérivé E*. L’ordre latéral, propre a un coté

de I, est celui de I relativement 4 E privé de sa partie située du coté
opposé de .

Un ensemble linéaire ordonné E, fermé (sous-entendu : borné), symétrique
en lui-méme ne saurait contenir d’ensemble parfait. Il est réductible.

Tout point 1 accumulatif de E est d’ordre bilatéral.

Nous montrerons la réciproque : Un ensemble ordonné linéaire, fermé,
dont tout point d’accumulatior est d’ordre bilatéral, est symétrique en
lui-méme.

Les intervalles contigus a I’ensemble symétrique en lui-méme E sont
limités par des points isolés. Un tel intervalle partage E en deux ensembles
ayant les caractéres de E. Ainsi, E commence et se termine par deux
suites de types respectifs w et — w. Tout dérivé E* de E pour § < a étant
symétrique en lui-méme, les remarques précédentes s’appliquent a EZ.
a étant ordinal < Q, soient A,, E, des ensembles linéaires ordonnés,
fermés, ayant leur dérivé d’ordre réduit « un point O et, en outre: A, est
symétrique en lui-méme et nous le dénommerons une matrice d’ordre «;
les points accumulatifs de E, sont d’ordre bilatéral.

Nous montrerons conjointement ces deux propositions :

1° Toutes les matrices A, sont ordinalement semblables. Leur type commun
sera noté m,; my= m;+ O 4+ m;; nous montrerons m;=— mg;

2° Tout E, est de type m.,. Il est symétrique en lui-méme (la symétrie
locale entraine la symétrie globale).

Ao, E, sont identiques a4 O; m,= O.

A, et E, sont tous deux de type m,= .

Supposant la double proposition démontrée pour tout 3 < «, nous I’éta-
blirons pour «.

1°© o est de premiére espece. Par hypothése, tout E,_; est un A, et
leur type commun est un certain m,_,; A5™' et Ei™' sont des ensembles
ayant bilatéralement pour point limite unique O. lls sont donc de type .

Entre les points consécutifs de Ai~', Ei™' intercalons des intervalles
contigus a4 A,, E,. Nous partageons ces deux ensembles en tranches dont
chacune est un A, ,, un E,_,. Elles sont donc semblables entre elles et
de type m,_,. Le type des ensembles A,, E, est donc m,= m,_, X
En particulier, m, = p" pourr < .

Un intervalle contigu & A, sépare cet ensemble en deux. L’un contient O
et c’est comme A, une matrice d’ordre «. L’autre C est réductible

d’ordre < . Supposons la double proposition établie pour = a. Si C*
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compte p points, C est du type mg X p. De l'autre coté de O pareille-
ment partageons A, par un contigu séparant un ensemble de type
myXq{y < a). Si C est & gauche de O, on trouve une égalité

mp><p+ma+(—~mY><q)=ma..

Généralement si 3, < B.<...< Ba< a, et pi, g 21

i=n k=r
2 mg, X pi+ m;+<—-2 mn x qk> = Mm,.

=1 k=1

20 Supposons maintenant « de seconde espéce. Soit 3, une suite crois-
sante et tendant vers . Entre le premier et le second point de A%, de Ef-,
entre leurs avant-dernier et dernier points, prenons des intervalles contigus
0,8nsty Eniy €, A Ay 4 E,, €= 0y, €, = ¢, sont les points extrémes de A,,
de E,. Les sections de A,, de E, situées sur les segments respectifs 3.8,
et ¢,¢, sont des Ag, des Eg, donc des ensembles de type mg,. Or leurs
réunions pour 1< n < sont les types respectifs des deux parties de A,,
de E, séparées par O. Donc E, et A, ont le méme type m,, avec

m;:Z mg,, mi— —Z mg, =~ Mmy.
n>1 n>1

La double proposition est entiérement établie.
Si la suite B, était limitée,

Zmp_+m, et m;—i—(——Zmp_)

équivaudraient a m,. Si B, tend vers «, ces sommes valent respectivement
m;+ m, et my,+ mg, soit myX[2 + O 4+ (—1)] et myX[—1+4 O + 2],

m, étant a la fois myXv et myX (— v).
. < , ® . . . o . oa
Soit }_‘up une série de types ordinaux ainsi définis : si 3 est de premiére

s

espéce ug= mg. Si § est de seconde espéce, ug= 0 + <——\—‘ u,). Dés lors,
v<B

quel que soit a de premiére ou de seconde espéce,
m;:Zu‘,.
B<a

ITI. Sur I'axe des z, soit E un ensemble dispersé dont le dérivé d’ordre
se réduit & un point. Montrons que E est sembable a une restriction de
maltrice A,.

La fermeture E de E est dénombrable. Si ses points d’accumulation sont.

tous d’ordre bilatéral, E est une matrice A,. Sinon énumérons en £, les
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points dont I'ordre gauche 3. et I'ordre droit vy, différent. Soit w,> o

avec 2 up,<<, et a 'extrémité inférieure de E. Effectuons pour z > a

r—zx +<a2.m) Un—+ WUy,

la sommation étant étendue aux u, pour lesquels £, appartient a l'inter-
valle a, z; © étant o si z 2%, et prenant les deux seules valeurs o et 1

la substitution

st & = £,. L’ensemble A remplagant E a substitué a %, un couple ¢, d,
limitant un intervalle de longueur u, et contigu & A. Divisons u, en ses
deux moitiés u,, u,. Sur u, et sur u, respectivement nous plagons des
ensembles de types mj, fermé par ¢, et m7, fermé par d.. Le tout est une
matrice A,. Ordinalement E s’en déduit en retirant de A, tous les m§, mj

introduits et 'un ou l'autre de ¢, et de d, pour tout n.
Soit Mzzz A, une suite de type m,Xw. Tout ensemble dispersé

d’ordre o est semblable a une restriction d’une section commencante
de M,; M, , désignera une suite m,X p.

H, et H, étant decux ensembles ordonnés, de types notés <(H,), <(H.),
nous disons que T(H,) est inclus dans =(H.,) et nous écrivons ~(H,) C<(H,)
ou 7(H,)>~(H,) si H, est semblable & une restriction de H,. Si récipro-
quement ~(H.)c<(H,), i1l s’ensuit 1(H,) = t(H,).

Si <(H,) n’est pas inclus dans <(H.), nous écrivons <(H,)3~<(H.,)
ou 7(H,) C~(H,). St =(H,)3J C~<(H.), nous disons que <(H,) et ~(H.)
(ou simplement H, et H.) sont étrangers I'un a I'autre.

Fraissé a émis I’hypotheése suivante : Est finie toute collection S d’en-
sembles dispersés deux a deux étrangers U'un & Uautre.

H, étant de rang (%, p) et H. de rang (3, q) avec (2, p) < (B, ¢) évidem-
ment H.]H,. Pour avoir H, J C H,, 1l suffit de H. C H,; H, ne doit étre
semblable a aucun sous-ensemble de H.. La question ne se pose que pour
les sous-ensembles de rang («, p).

Dés lors dans S on place en téte le ou 'un des ensembles de moindre
rang, soit H, de rang («, p); 1° On forme le tableau des types distincts
de rang («, p); certains forment chaine, chacun étant inclus dans le suivant;
pour le rang (1, 1), on trouve :

0+0+(—w); o+(—w); o+0xr; +(—0xr)+(—w) (r>o).
2% A chacun de ces types on adjoint ceux ou il n’est pas inclus [dans le
rang («, p)], les seuls & pouvoir étre rencontrés dans les H, ultérieurs de S.

Au rang (1,1), 4 ® 4+ O, r s’adjoignent les (—O X s)4(— w)etles w4+ O X r’
pour o < r' < rsirxr.
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Par exemple, si H, est de rang (1, 2), si r >1, le type

(—Oxs)+(—w)+w+0x/r

est associable a w + O Xr.
Aprés les conclusions tirées de H,, on passe & H, dont le rang (H, exclu)
est le moindre ou 'un des moindres, pouvant encore égaler («, p).

(*) Séance du 23 octobre 1967.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)

C.R. Acad. Sc. Paris, t.265, 1967, p.529-533.
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Les mathématiciens sont de grands voyageurs. Les physiciens, les chimistes, les biolo-
gistes sont attachés & leurs laboratoires comme la barque est retenue au quai par ses amarres.
Le mathématicien porte en lui & travers les continents, les mers et le ciel, ses appareils de
mesure, ses instruments d'observation et d'expérience. Nous avons vu nombre de sites parmi les
plus céleébres de la terre : la merveilleuse baie de Naples, Istambul, ses crépuscules et sur
les couchants nébuleux, au dela de la Corne d'Or et de la Pointe du sarail, les minces fiits

N

des minarets encadrant les mosquées, pareils & des mits égarés dans le brouillard et peu a peu
s'éffagant & la vue ; Rio déroulant le long de sa baie son ruban, les montagnes vertigineuses

surgissant presque au ras du golfe, l'une d'elles, le fameux Pain de sucre, s'élancant du
milieu des eaux, ...






