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SUR L'ANNEAU DES ENTIERS DES p-EXTENSIONS 

par 

Jean COUGNARD 

Soit N/(D une extension galoisienne et G son groupe de Galois. On note 

& la clôture intégrale de Z dans N , c'est un 2£[G] module. Soit B un ordre 
N 

maximal de Q[G] contenant Z [ G ] . Le B-module *ÏÏ[ = B & N est B-projectif. On 

conjecture que *ÏÏ[ est B stablement libre. 

Lorsque N/Q est modérément ramifiée la conjecture est démontrée [3] . 

Nous allons regarder le cas où G est un p-groupe fini sans hypothèse sur 

la ramification. 

L'algèbre <Q[G] est semi-simple et se décompose en un produit d'algèbres 

simples L,, = e^Q[G] , les ê  étant des idempotents du centre. On a alors 

B = | | B. (resp. 7J\ = I I 7J\ . ) avec B = e. B (resp. %. = e. / ^ ) et on pose î ! , i i î î î 

A. = e. Z [ G ] . i i 

Le B-module % est B-stablement libre si et seulement si pour chaque 

i , 771. est B.-stablement libre, i i 
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Etant donné \|/ , un caractère absolument irréductible de G , il se prolon

ge par linéarité à <D[G] et il existe un unique facteur simple de Q[G] sur lequel 

i|j ne s'annule pas [ 2 ] . Désignons par ce facteur. Rappelons le résultat 

suivant sur les caractères des p-groupes [2] : 

PROPOSITION. - Soit un caractère absolument irréductible d'un p-groupe fini 

G . Il existe un sous-groupe H et un caractère r\ (le H tels que : 

a) \|r est le caractère induit par r| 

b) Qty) = Q(TI) 

c) s_i_ p est impair H/Ker r\ est un groupe cyclique d'ordre p n , 

si p = 2 , H/Ker r\ est soit un groupe cyclique d'ordre 2 n , soit un 

n~l~ 1 

groupe diédral d'ordre 2 (n > 2) , soit un groupe de type ( "faux diédral"') 

d'ordre 2 n + 1 (n>3). 

Dans chacun des cas il existe un sous-groupe H 1 de H et un caractère 

X , de degré 1 , de H' tels que r\ soit induit par x e t °LUe H'/Ker x soit un 

groupe cyclique d'ordre p n . Dans le cas p impair on constate aisément que 

r 

H' = H . On notera K le sous-corps de N invariant par H' . Si p est l'expo

sant du groupe G , on notera (Q" le corps obtenu en adjoignant à Q les racines 

p -ièmes de l'unité. Pour tout corps C on désignera par C' le corps obtenu en 

adjoignant à C les racines p n-ièmes de l'unité. 

On pose t = [ G : H] . Si on appelle p la représentation induite par le 

caractère x o n constate, dans le cas p impair, que l'on peut identifier au moyen 

de p le facteur simple avec M^((D') . On remarque alors que l'image de 

X [ G ] est incluse dans l'ordre maximal M où Ç désigne une racine pri

mitive p n-ième de l'unité. On peut alors démontrer : 
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ENTIERS DES p-EXTENSIONS 

THÉORÈME. - Soit N/<Q une p-extension galoisienne finie de groupe de Galois 

G , linéairement disjointe de Q" sur Q alors B est B-stablement libre. 

Remarque 1. - Nous donnerons l'esquisse de la démontration pour p-impair. 

Remarque 2. - L'hypothèse de disjonction linéaire n'est pas essentielle mais per

met de simplifier les démonstrations. 

Remarque 3. - Le résultat est indépendant du choix de B , on peut donc supposer 

dans le cas p-impair que B^ = M^(2£[£]"). 

DÉFINITION. - Soit 0 un élément de N , on appelle résolvante de Lagrange de 

0 et de x l'élément de N' : 

< 0 , x > = 2 h(0) x ( h - 1 ) 
hç H 

Notations. - On choisit (i = 1,... , t ) un système de représentants des classes 

à droite de G modulo H . 

On considère 0^ un élément de N qui engendre une base normale de 

N/Q et de N/K . 

Le choix de 0 q définit un Q[G] -isomorphisme g entre Q[G] et N . 

Dans cet isomorphisme l'image réciproque de est un idéal fractionnaire de 

2Z[G] ; il existe donc un idéal fractionnaire ? de B tel que g(3") =.B & et on 

a 3* = I I 3". avec 3". = é*. 3" . 1 1 i 1 1 

On démontre aisément la proposition : 

PROPOSITION. - L'application cp de N dans K' définie par cp(e) = < 6 ' X > est 
^ 6 o , X 

un homomorphisme surjectif de <D-espaces vectoriels. 
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On en déduit i m m é d i a t e m e n t que l e s Cp(y. 0 q ) f o r m e n t une Q 1 base 

de K ' . 

t 
D É F I N I T I O N . - Soi t V l e <Q' e space v e c t o r i e l déf in i par V = 0 V . où chacun 

i = l 1 

des V \ es t une cop i e de K ' et so i t f l ' app l i ca t ion de N dans V déf in ie par : 

f(e) = ( c p ( v " e) , . . . , cp(v." e ) , . . . , c p ( v " 0 ) ) . 

On consta te que le noyau de f es t invar ian t par G et donc q u ' i l e s t p o s 

s i b l e , par t r anspo r t de s t ruc ture , de c o n s i d é r e r f ( N ) c o m m e un © [ G ] - m o d u l e , de 

s o r t e que f so i t un h o m o m o r p h i s m e de <Q[G] -modu le s . 

On veut ob ten i r des r e n s e i g n e m e n t s c o m p l é m e n t a i r e s concernant f ( N ) . 

2 

On r e g a r d e pour ce la V . On a : d i m ^ , ( V ) = t d i m Q i f M ^ Q 1 ) ) . G r â c e à ce t te r e 

m a r q u e , on va f a i r e o p é r e r M ^ û ' ) sur V . Cho i s i s sons v la Q ! ba se de V 

où v . . e s t l ' é l é m e n t dont toutes l e s composan te s sont nulles sauf la i - è m e é g a l e 
à cp (v . 9 ) . Si e es t la m a t r i c e c a r r é e d ' o r d r e t dont tous l e s coe f f i c i en t s 

j o k, -u 

sont nuls , sauf ce lu i de la k - i è m e l igne et de la l - i e m e co lonne qui vaut 1 , on 

pose : e, „ * v . . = ô„ . v , . . On r e m a r q u e que e , , * V = V , e t que 
r k , l I J l , i k , j 11 1 

^(g 6 Q ) ~ p(g")* ^ ® 0 ^ ' k a s e c o n c ^ e r e m a r q u e p e r m e t de d é m o n t r e r que f(N") = V et 

que f o g induit un L i s o m o r p h i s m e en t re L , e t V . 

° l|f \|/ 

P o u r d é m o n t r e r que % es t B , - s t ab lemen t l i b r e , i l faut et i l suffit que 

l ' on d é m o n t r e que N ^ ^ I es t un i déa l p r inc ipa l . On note \ { R ^ , " R ^ ) l ' i n v a r i a n t 

r e l a t i f de deux r é seaux de m ê m e rang [ 4 ] . On a : 

Nred V = " V = * ( V V = X ( f ' 8 ( V' ' ° *( V ~~ f ( B 9 o» 
m a i s puisque l ' o n a cho i s i = M t ( Z [ C 3 ) 

X ( f ( B & N ) , f ( B & Q ) ) = X

t ( e n * f ( B & N ) , e n * f ( B 8 o ) ) . 
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L e ca lcu l de l ' i nva r i an t r e l a t i f de deux r é seaux se fa i t l o c a l e m e n t . Soi t 

donc X un idéa l p r e m i e r de Q [ Ç ] . Supposons X p r e m i e r à p , on a a l o r s 

A \K X = B X d'où : 

v x [ X ( e 1 1 * £ ( B V , e i l * f ( B 0 q ) ) ] = v £ [ X (eu* B ^ £ f ( ̂  £ f ^ ) ) ] 

- £ w e n n

t y ( V e i i n

f y ( e o ) , ] 

= v £ [ X ( e , x * * C C ] X * Z [ C ] f ( V • e n * W c ] £ ( * C G 3 e o ) 

= v x ( x ( q » ( ^ N ) . « P ( « [ G ] e o ) ) . 

D e ces é g a l i t é s i l découleque
 N

r e ( j ( ^ ) co ïnc ide a v e c x W ^ ) . ^ ( Z j G ] 0 q ) ) 

sauf pour la p l ace de Z [ £ ] au-dessus de (p ) . Donc i l faut et i l suffit que 

X ( c p ( & N ) , q > ( Z [ G ] 0 q ) ) so i t p r inc ipa l . C e résu l t a t se déduit de la d é c o m p o s i t i o n de 
n 

•< 0 q , X ^ e n idéaux et des p r o p r i é t é s de S t i c k e l b e r g e r [ 1 ] . 

R e m a r q u e . - Dans l e cas p = 2 , H / K e r r\ non c y c l i q u e , on aboutit à 

2 
N red(3") et X O P ^ ) » < P ( Z [ G ] 0 ) ) co ïnc ident sauf é v e n t u e l l e m e n t au dessus de 2 . 

B o 

L e r ésu l t a t décou le a l o r s du fa i t que le n o m b r e de c l a s s e s ( r e s p . le nombre de 

c l a s s e s au sens r e s t r e i n t ) d'un s o u s - c o r p s de <•(£) ( r e s p . du s o u s - c o r p s r é e l 

m a x i m a l de © [ £ ] ) es t i m p a i r . 
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