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I-01 

THEOREME DE HODGE 

par Jean-François BOUTOT 

O, Introduction, 

Le théorème "d'existence, sur une variété riemannienne compacte, d'une 

forme harmonique ayant des périodes données relativement à des cycles homo-

logiquement indépendants donnés" fut démontré par W,V,D. Hodge [ 2 ] , [3] en 

1932-33» La démonstration de Hodge consiste à calculer une solution fonda

mentale approchée ou paramétrix du laplacien ; voir aussi de Rham [8]» 

On exposera ici une démonstration différente à partir d'une inégalité 

a priori de la théorie des opérateurs différentiels elliptiques due à 

Friedrichs [1], 1953» Pour être tout à fait moderne, on aurait pu utiliser 

les opérateurs pseudo-différentiels [4]» On remarquera que la démonstration 

est indépendante du théorème de finitude de la cohomologie de de Rham, 

c'est donc l'une des façons de démontrer cette finitude. 

On trouvera au paragraphe 1 la définition du laplacien et des formes 

harmoniques ainsi que l'énoncé précis du théorème de Hodge, Au paragraphe 2, 

on montre que le laplacien est un opérateur différentiel elliptique. Au 

paragraphe 3, on introduit certains espaces fonctionnels : les espaces de 

Sobolev, pour plus de détails le lecteur consultera [ 7 ] , [10]# Le paragraphe 4 

démontre l'inégalité de Friedrichs et le paragraphe 5 des théorèmes de ré

gularité et de finitude pour les opérateurs elliptiques, ainsi qu'une géné

ralisation du théorème de Hodge, 

Le rédacteur s'est inspiré sans vergogne de la littérature existante, 

en particulier de [ 5 ] , [6 ] , [9]. 
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1• Définition du laplacien et énoncé du théorème» 

(1»1«) Commençons par quelques "rappels" d'algèbre linéaire. Soit E un 

espace vecroriel réel euclidien orienté de dimension finie n • Soit 

^^••••e une base orthonormale directe de E » Alors Hêlémentr = e. A...Ae 1 ' n 1 n 

de A nE ne dépend pas de la base choisie. On l'appelle élément de volume. 

n v 

Il définit un isomorphisme canonique A E * 3R .D'où une dualité : 

A PE x A n~ PE > A nE ̂  3R 

(u), u)') i ± a) A a>f 

et par conséquent un isomorphisme canonique 

A PE — * ( A n _ p E ) * . 

Par ailleurs la structure euclidienne donnée sur E s'étend à l'algèbre 

extérieure /\E de telle sorte que : 

(i) A PE est orthogonal à A qE pour p / q , 

(ii) le. A ••• A e - f i. < ... ( i l est une base orthonormale 
D 1 \ P 3 

de A E • 

Ceci définit un isomorphisme canonique 

( A n - p

E ) * A n " p E , 

d'où finalement un isomorphisme canonique : 

* ; A P E ^ A n " P E . 

(1»2«) On vérifie facilement que 

*(e. A ••• A e. ) = e(cr) e A A e. 
X 1 Xp J 1 Jn- P 

où -, ̂ '«•••»Jn«p) est une permutation a de (lf...,n) de 

signature e(a) • 

(1«3«) En particulier, on a X = * 1 • De plus le produit scalaire < , > 

vérifie la formule : 
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<0(,(3>T =0CA*p = £ A pour « ,p £APE . 

Enfin 1»application : A P E » A PE est telle que 

* * a = (-i)p(n~p)^ pour « C APE • 

(1»4«) Soit maintenant V une variété riemannienne C°° compacte orientée 

de dimension réelle n • Soient T*V le fibre cotangent, QP = C°°(v, A P Ï *V) 

et 0 = ® p-o ̂  * E n t O U t p o i n t x de V , l'espace cotangent T£(v) 

est un espace euclidien orienté de dimension n • La structure euclidienne 

oo 

variant de façon C avec x , les constructions précédentes fournissent 

une forme différentielle de degré maximum Z (. Q n qui ne s'annule en aucun 

point de V , on l'appelle encore élément de volume, et un isomorphisme 
* : n p -a» o n - p . 

(1«5«) On définit sur Q une forme bilinéaire symétrique positive non dégé

nérée en intégrant le produit scalaire donné sur l'espace cotangent par rapport 

à l'élément de volume 

(« f p) = J t = J <* A * (i pour ûC , Ci a . 

0 . 6 . ) PROPOSITION,- L'application 6 s Q P + 1 > Q P définie par 

ô = (-l)np+1*d* 

est adjoint de la différentielle extérieure d : 0? — » 0 P + ^ . Autrement  

dit, on a 

(&p> ,*) = (p,dô() pour fit tf+J{ ,o(ÉÛP . 

Démons tration» 

On a d'après le théorème de Stokes 

( p f d * ) = J(dd) A * (i = (-D P + 1 j *A d(*p) . 

De plus **(d*(*) = (-l)^n"p^p d*f?> , car d*p C Q n~P ; 
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d'où (p .dot) = (-O^Coc , *d*Ç>) . 

(1.7#) Remarque»-» Dans le cas où la dimension n de V est paire, on a 

ô = - # d •* « 

(1»80) DEFINITION,- On appelle laplacien ou opérateur de Laplace-Beltrami 

A _D P 

l'application A 2 u > 0 définie par 

A = dô + ôd • 

D'après ce qui précède â est auto-adjoint | plus précisément 

U * f { & ) = (* , Ap) = (d«t ,dp ) + (ôa , àp) . 

On appelle forme harmonique une forme oC ( H telle que Ad, = 0 • 

(1.9.) PROPOSITION.- ûd = 0 si et seulement si d ot = 0 et 6* = 0 • 

Démonstration» 

Il est clair que Ao<= 0 dès que dot = 0 et ôo( = 0 • Réciproquement 

soit 0( une forme harmonique, alors ( AoC, o( ) = (do( , do( ) + (ôot,ôo()=0» 

D'où dc< = 0 et Ôot = 0 , puisque ( , ) est positive non dégénérée, 

(1«10») COROLLAIRE»- Sur une variété riemannienne compacte connexe et orientée, 

les seules fonctions harmoniques sont les constantes, 

oo 

(1.11») THEOREME de HODGE»- Soient V une variété riemannienne C compacte  

orientée et Q = C (V,T*v) . Alors 

(i) l'espace 56 = | £ Q jûo(= o} est de dimension finie, 

(ii) l'espace H est somme directe orthogonale de A(Q) et de • 

On notera H le projecteur orthogonal de CL sur 58 o 

Nous démontrerons ce théorème dans les paragraphes 2 à 5, cependant nous 

terminerons le paragraphe 1 en indiquant quelques conséquences du théorème» 
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(1.1 2.) COROLLAIRE,- L'opérateur Al^l. ' > lfâL est inversible, 
du 

(1.13.) DEFINITION.- On appelle operateur de Green G : H P > Q P le 

composé G = Jo (A l ^ ^ ) ^ Ô (1 - H) , où J désigne l'inclusion canonique 

de J^dans O. et 1 l'identité de H , Autrement dit G(<*) est l'unique 

solution Lû de Au) = & - Hc* qui soit dans «jS"*" . 

(1.14.) PROPOSITION,- Les opérateurs H jet G sont permutables avec toute  

application linéaire T : Cï — ^ fi qui est permutable avec A • En particu

lier, H et G sont permutables avec d, 6, A • 

Démonstration,- Si TA = AT , on a T(%)cM et aussi T(3T) C , 

car ^61= À (Q) , D'où TH = HT .De plus T|jgl est permutable avec A Iffî1 * 

~*1 
donc avec (À • P a r suite T est permutable avec G . 

0 . 15 . ) COROLLAIRE.- Les opérateurs A , H et G satisfont aux relations : 

HA = AH = 0 , GH = HG = 0 

1 = H + ÔG = H + GA 

(1 .16*.) PROPOSITION.- L'opérateur G : fi > fi est continu [pour la topo-

logie naturelle d'espace de Fréchet sur fi , cf. (3 .11 . ) ] . 

Démonstration.- Le produit scalaire ( , ) défini sur 0 est continu, 

donc H , projecteur sur un sous-espace de dimension finie, est continu. 

De plus A \-ffiL : — e s t continu et inversible ; d'après le théo-

rème du graphe fermé ( A I ^ Ç 1 ) est continu, donc G est continu. 

0«17.) PROPOSITION.- Soit | P = l n n P , pour O ^ p ^ n . Alors QP  

se décompose en somme directe orthogonale : 

n p - d(Qp-1) © 6 ( r f + 1 ) @%v . 
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Démonstration.- Montrons tout d1abord que ces trois sous-espaces de ftP 

P P—1 P+1 
sont orthogonaux. Soient £ , ip ( (r , • ( îf 

( ̂  , dcp) = (6ij , cp) = 0 car 6^ = 0 , 

(lj , 6Y) = (drç , Y) = 0 c a r dĵ  = 0 , 

(dcp,ÔY) = (d2cp, Y ) = 0 • 

De plus d'après le théorème de Hodge î 

n p = ^ p © A (n p ) = $ p ® d 6(n p ) © sdCtf) 

d'où la proposition. 

(1.18.) THEOREME.- Dans toute classe de cohomologic de de Rham il y a une  

forme harmonique et une seulec Plus précisément l'application H : Q -

induit des isomorphismes HP(Q") -̂ -> ̂  P 

Démonstration.- D'après (1.17.) tout o( i Q s'écrit 

(X = dcp + ÔY + Hoc 

Alors do( = d6Y = 0 si o( est une forme fermée ; d'où (dôY,Y) = (ôY.ôY) = 0 

et par suite 6Y = 0 • Ainsi est cohomologue à H<x o De plus P et 

d(Cp ^ ) sont orthogonaux, donc Hc( est l'unique forme harmonique cohomo

logue à cL • 

2. Les opérateurs différentiels et leurs symboles. 

(2.1.) DEFINITION.- Soit V une. variété differentiable C de dimension n . 

oo 

Soient F et F' des fibres vectoriels C de rang respectifs r et r' 

sur V • Soient C (V,F) et C (V,F') les faisceaux de leurs sections C „ 

On appellera opérateur différentiel (sous-entendu linéaire à coefficients C ) , 

et on notera P s F > F' , un homomorphisme P ; C (V,F) > C (V,F'J tel 

que pour tout système de coordonnées locales (U,x^,•.«»x

n)
 s u r lequel F 

oo, r \ oo, r ' \ 
et F* sont triviaux, l'application C (U, E ) > C (U,E ) induite par P 
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soit de la forme 

£ a(x)D* , 

I «UP W 

où d = (4 . . . , c * ) £ ]Nn

 f \«\ = o( + . . . + o f D « = « 

i n I n *J A d 
0*^ •,, dx^ 

et les a^( x) sont des matrices r» x r à coefficients C°° 

( 2 . 2 . ) Pour tout point x de V , on appelle ordre de P en x le plus 

petit entier p vérifiant la formule ci-dessus dans un voisinage de x • 

_ . oo 

Soit m^ l'anneau des germes de fonctions C sur V qui s'annulent en x . 

Alors l'ordre de P en x est le plus grand entier p tel qu'il existe 

f C m^ et s ( C°°(V,F) avec p(fPs)(x) / 0 « L'ordre de P est l'entier 

max |ordre de P en x , x ( V J • 

( 2 . 3 . ) Exemple,- Si V est une variété riemannienne orientée, les applications 

d, ô et A s fi > fi sont des opérateurs différentiels ; d et 6 sont 

d'ordre 1 , A est d'ordre 2 • 

( 2 . 4 . ) Symbole d'un opérateur différentiel,- Soient T ' ( v ) l'ouvert du fibre 

cotangent complémentaire de la section nulle et L(F,F') le fibre des appli

cations linéaires de F dans F' , On appelle symbole de P une application 

crp t T'(V) — > L(F,F') 

définie comme suit. Soient x 6 V , I t T*(v) - | OJ et ^ ( F^ , Soient 

f É m^ tel que df(x) = % et s ( C^VjF) tel que s(x) = rf , Si P est 

d'ordre p en x , on pose 

« p ( x , ! ) » f = F i • 

On vérifie facilement que la définition est indépendante des choix qui ont été 

faits. 

Si P s'écrit localement 2 a (x)D0^ , on a 

I « U P * 
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cr (x,Ç) = I a^x)?* , 
k l = p 

où Ç - t n) et *« = Ç*1 ... Ç*n . 

Ainsi la connaissance du symbole équivaut à la connaissance de la partie 

homogène d'ordre maximum de P • 

Si P et Q sont des opérateurs différentiels non nuls d'ordres 

constants p et q respectivement, leur composé est un opérateur diffé

rentiel d'ordre p + q et 

V P ( X , F J 
= oQ(x,%) o < r p ( x , | ) . 

(2.5.) Symbole de la différentielle extérieure d : _ ^ n p + 1 . 

Soient E = T*(v) et % t E - £oJ .On cherche à déterminer 

adU,%) : A

P E — > A P + 1E . 

Soient TJ i /\PE , f ( m^ tel que df(x) = % et s i Q P tel que s(x) = T[ . 

Par définition de , on a : 

ad(x,|) = d(fs)(x) = df(x)As(x) + f(x) Ads(x) - ÇAlf 

En notant e^ le produit extérieur à gauche par % , on a donc o~d(x,Ç) = e^ . 

(2.6.) Symbole de la codifférentielle ô : Q P + 1 ^ Q P . 

Rappelons que ô = (-1)np+^* d * • L'application * est un opérateur 

différentiel de degré 0 , d'où a^(x,|) = * » et par suite 

a6(xf?) : A P + 1 E — > A PE 

est donné par a^(x,Ç) = (-l) 1 1^* e^ * • 

(2.7.) LEMME.- L'application iç = (_l) n p* e^ * :A
P + 1E > A PE est le 

produit intérieur à gauche par % adjoint de e^ s 

<eç(rf),P> = <<*, > 0t€ A PE ,(5 ( A P + 1E . 

Démonstration.- <e^ (<*),/>>> = * ( (5 A <* ) A * B ) 
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= (-1)P* («* AÇ A * (3) . 

De plus A*p) = (-l)^n"P^P | A*(* , car ? A * Ê É A n " " P E ; 

d'où <eç(«) ,£> = ( - l ) n p <o( ,*(ÇA *(*)> . 

(2.8.) COROLLAIRE, a ( X , S ) = - i„ . 
ô ' ' ç 

(2.9.) Formules.- On vérifierait facilement que 

P+1 j + 1 

i ç C ^ A . . . A e p + 1 ) = E (-1) <^' e j> ^ A . . . A ê\ A . . . A e p , 

et que e^ o + iç o e ç = < > .id^ E = |?| id ̂ E 

(2.10.) Symbole du laplacien A : Q ^0 . 

Rappelons que A = dô + ôd ; d'où d'après ce qui précède 

°A (x,?) = - | Ç | 2 . id A E : AE > AE . 

Autrement dit si X,IMI,X est un système de coordonnées locales tel que 
1 n 

< dx.,dx.> = g. .(x) , on a 
1 3 U 

à = - £ g. .(x) I + op. diff. du 1er ordre, 
i,j 1 J 3x xîx J 

où I est la matrice identité de rang dim AE . 

(2.11.) On dit qu'un opérateur différentiel P : F — > F' est elliptique, 

si pour tout x i V et Ç É Tx^ V) " { °} » l'application a (x,|) : F̂  —^ F̂  

est injective. Il résulte des calculs précédents que A : 0 —^. Q. est un 

opérateur différentiel elliptique. 

( \ > 0 0 

I2.12.J Soient V une variété riemannienne C compacte orientée et F 

un fibre vectoriel euclidien C sur V . Soient Z l'élément de volume 

de V et < , > le produit scalaire sur les fibres de F , On munit ftÔ(F) =C°°(vf F) 

du produit scalaire (o(,p>) = . T pour ak, p t C£)(F) . On dit qu'un 
V 

opérateur différentiel P : F >F est auto-adjoint si (Podfî) = (<*|P|$) 
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pour tout û( , j$ COD(F) . On a vu plus haut (1.8.) que A est auto-adjoint. 

(2.13.) Le théorème de Hodge (1.11.) est un cas particulier du théorème 

suivant que nous démontrerons en (5.10.) : 

THEOREME.- Sous les hypothèses de ( 2 . 1 2 . ) , soit P : F ^.F un opérateur 

différentiel elliptique auto-adjoint. Alors : 

(i) l'espace = £ #(F) ; Pot = 0 j. est de dimension finie, 

(ii) l'espace J0(P) est somme directe orthogonale de P(C£>(F)) et de 
F 

3» Quelques espaces fonctionnels. 

(3.1 •) Fonctions à décroissance rapide.- On notera ^f(lRn) l'espace des 

fonctions indéfiniment dérivables f : P.n ± (C qui sont à décroissance 

rapide ainsi que toutes leurs dérivées. Autrement dit f (^(]Rn) si et 

seulement si pour tout entier N ^ 0 et tout ( ]Nn , on a avec les 

notations de ( 2 . 1 . ) : 

|f|,T „ = sup (1 + |x| 2) N D*f(x) < + oo . 

x ( 3R 

On munit t/(Rn) de la topologie d'espace de Prêche t définie par les semi-

normes |f| N j Q l . 

(3 . 2 , ) Transformation de Fourier,- Pour tout f ( ̂ fi^ ) , on définit 

f£tf(]Rn) par 

= ( 2 u r n / 2 J £(x) e - ^ ^ d x , 

avec § (1^,..,^) et <x,Ç> = x ^ + ... + x ^ . 

On a alors D*f(Ç) = i1*' , 

et la formule d'inversion f(x) = £(-x) . 
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De plus pour tout f, 9 £ ̂ (lRU) 

J n £(t)$(t)dt = f <p(t)Ê(t)dt . 
]R IR 

(3.3») Distributions tempérées.- On appelle espace des distributions tempérées, 

et on note ' (3Rn) , le dual topologique de )f (lRn) . On plonge L2(lRn) , 

et en particulier )f ÙR1) , dans ' (fJ1) en. posant pour f ( L2(]Rn ) 

(f,cp) = J f(t)cp(t)dt , C tf(Kn) . 
IR 

On étend la transformation de Fourier à ^ ' (lRn) en posant pour T £ (]Rn) 

= ( t , $ ) , c p < t f ( E n ) . 
A 

D'après la formule d'inversion, l'application T > T est un automorphisme 

de if » (lRn) . Pour tout a i 1 ^ et T (tf 1^) on définit D̂ T par 
y\ 1 1 

d C V t (Ç) = i 'Ç̂ 'Tfë) • D'après (3.2.) toutes ces définitions sont compatibles 

avec le plongement de (jRn) dans \f ' (lRn) 

(3.4.) Théorème de Plancherel.- Si £ ( L2(lRn) , on a f ( L2(lRn) et 

l|f|lL2 =11^2 • 

(3.5.) Espaces de Sobolev (m > 0) Soit éD (jR1) l'espace des fonctions C°° 

à support compact de lRn dans (D . On définit pour tout entier m ̂  0 un 

produit scalaire sur <£> (lRn) : 

(f,g)m =
 y- [ Dttf(x) Dag(x)dx , f et g i <& (JR*) . 

\oi\ ^ m ' 

On note || ||' la norme correspondante et on appelle espace de Sobolev 
m 

Sm(]Rn) le complété de ct> (jRU) pour cette norme. Par définition on a des 

injections continues Sm(lRn) *—» 5™""̂  @RU) , de plus S°(lRn) s'identifie à 

L2(lRx") j par suite la transformée de Fourier des éléments de Sm(lRn) est 

définie. 

(3.'5.) PROPOSITION.- Pour tout m > 0 , la norme \\?\\% est équivalente à 
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la norme ||f||m = || (1 + \%\2)^2 £(Ç)||L2 • 

Démons tration.- Pour f ( Sm(]Rn) , on a 

I K 2 - \a\ ^ m 
|D«f||L2 

I1 II § a f (£) y 2 (d'après le théorème de Plancherel) 
| or | ̂  m 

= f|f(?)|2 ( I |f |2)dÇ . 
J |a| < m 

Il suffit alors de vérifier qu'il existe des constantes ĉ , c^> 0 telles que 

C 1(1 + * l f | 2 - c 2 ( l + | ? l Y . 
1 |cv| £ m 2 

(3»7») Espaces de Sobolev (m (. 7L) Vu la proposition précédente, on appellera 

espace de Sobolev Sm(lRn) , pour m i 7Z , le complété de JJ)(lRn) pour la 

norme | | f | l m =||0 + | 1 |
2 ) m / 2 H%) Il ̂  • On peut montrer ( c f . [5]) que S > n ) 

est l'espace des distributions tempérées f £ (jR*1) telles que 

(1 + \t\2)m/2H%) « L 20R N) . 

(3«<3») Propriétés élémentaires des espaces Sm(ïRn) : 

a) Sm(lRn) est un espace de Kilbert dans lequel Lô(lR
n) est dense ; 

, \ , . . . . „m', nx ^m. nN bj pour m < m' , il y a une injection continue S (IR ) «—> S (3R ) ; 

c) pour tout cp i db (3Rn) , la multiplication par (p est une application 
m/ nN 

continue de S ÇDR ) dans lui-même ; 

d) pour tout ex , D induit une application continue 

s

r a + l«l > s<« . 

(3 . 9 . ) Lemme de Sobolev.- Quels que soient k i IN et m > + k , les  

éléments de Sm(lRn) sont de classe . 

Démonstration.- Soit oc £ IN̂  un multi-indice tel que |<x| ̂  k et soit 
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f ( sm(lRn) • Pour prouver que D̂ f est continu, il suffit de montrer que 

i ^D^f(§) = ̂ f(Ç) e s t sommable. Or on a 

J l l a | | î « ) | « « . J | $ ( S ) | ( i + I 5 | 2 ) M / 2 l ^ - ~ r 2 « , 

d'où en utilisant l'inégalité de Sclwarz : 

(J l l f f | \H%)\a$f* ||f||mj d g . 
0 + \l\ ) 

L'intégrale du second membre est convergente dès que 2(m - |«|) > n , 

d'où le lemme. 

(3«10.) Lemme de Rellich»- Soient K un compact de 1R1 et S™(lRn) l'espace  

des distributions appartenant à Sm(lRn) et à support dans X , muni de la  

topologie induite par celle de Sm(lRn) # Alors 1 'injection S™fô
n) «—t S™""1 (lRn) 

est compacte quel que soit m . 

Démonstration»- Nous ne l'indiquerons que dans le cas m ̂  0 , le seul qui 

serve dans la démonstration du théorème de Hodge ; pour le cas général voir [10 ] . 

Puisque S m ^ (lRn) est complet, il suffit de montrer que, de toute suite 

(. S^(En) telle que l l^ll m ^ 1 , on peut extraire une suite de Cauchy en 

norme || ||m A • Considérons pour % = (S^i«««»Çn) £ ̂  l e s fonctions 

1 ( S ) = (2K)-n/2 f £.(x) e~ i ( xl Ç 1 + + X n V dx . 

D'après l'inégalité de Schvarz, on a pour 5 restant dans un compact fixe 

de (Dn : 

£ constante | | f J Q . 

De plus pour m > 0 , on a II f II < ||f II . Ainsi les fonctions f\ sont 
X"o " X"m X 

uniformément bornées sur tout compact de (E*1 et sont par ailleurs holomorphes. 

D'après le théorème de Montel. il existe donc une sous-suite £ uniformé-
Xr 

ment convergente sur tout compact de (Dn . 
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Montrons que la suite f est une suite de Cauchy en norme II II , • 
A 1 m-1 

R 2 1 
Soient e > 0 et M > 0 tel que 1 + ||| > - pour ||| > M . On a 

r s 
- L d + i 5 i 2 r 1 i 

r s 

J | | | > M 
(1 + | 5 l V \ \ - ? | 2 

r s 
g + A(«) J | f - \ | 2 d i , 

J |Ç|SM A

r V 

où A(e) est une constante dépendant de e . Puisque la suite £ converge 
A. 

n n * 

uniformément sur tout compact de (D , a fortiori de IR , la deuxième inté

grale du second membre tend vers 0 quand r , s —> oo .Par hypothèse la 

première intégrale est bornée, d'où le lemme. 

(3*11•) Soient maintenant V une variété C compacte orientée de dimension n 
00 

et F un espace fibre C sur V à fibre vectorielle de dimension finie r . 

Soient U. un recouvrement fini de V par des ouverts de coordonnées qui 

00 

trivialisent le fibre F et «p̂  une partition C de l'unité subordonnée 

à IL • On munit l'espace <£)(F) = C°°(V,F) des sections C°° de F de la 

topologie de la convergence uniforme des composantes des cp̂ f , pour f £<£(F) , 

ainsi que de toutes leurs dérivées dans les systèmes de coordonnées IL „ 

Cette topologie ne dépend pas du choix de IL et cp̂  et fait de ^(F) un 

espace de Fréchet* 

Soient F* le fibre dual de F et F 1 = F* % AnT*V . On appelle 

espace des sections distributions de F , et on note (F) , le dual to

pologique de $ (?t) . On plonge oQ(F) dans ÛÛ*(F) de la façon suivante : 

si « i 53 (F) et M d&CF1) , on a €Sb( A V V ) et la distribution 

associée à a est (3 »—» (a,p) = J y («,p> . 

( 3 . 12 . ) Soit T £<2)*(F) , alors les composantes de cpiT prolongées par zéro 

en dehors de U. à JRa tout entier s'identifient à des éléments cp.T. 

(j = 1,«»«fr) de ^ (ïRn) . On dit que T appartient à l'espace de Sobolev 
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S M(F) si appartient à S™^ 3 1) quels que soient i et j . On munit 

S'(F) de la topologie définie par la norme ||T|| telle que 

l|T|f. = Z H c p . T .||' . 
i, J 

Muni de cette norme c'est un espace de Hilbert dans lequel OZ)(F) est dense. 

On peut montrer que l'espace topologique sous-jacent ne dépend pas du choix 

de \J± et <p (cf. [7] ou [10]). 

(3»13.) Soient toujours V une variété C°° compacte orientée et F un 

fibre vectoriel C°° sur V . Alors il résulte des lemmes (3.9.) et (3.10.) 

que : 

(i) lemme de Sobolev : ̂ ( F ) = fl S M(F) et par dualité £'(F) = U S M(F) ; 

(ii) lemme de Rellich. : l'injection canonique S M(F) «—» S M"^(F) est 

compacte quel que soit m . 

(3«14«) Soient F , F' deux fibres vectoriels C sur V et P : F > F' 

un opérateur différentiel. Alors (cf. [6], 3.3.18) il existe un unique opé

rateur différentiel P 1 : F'*" > Ft , dit transposé de P tel que pour 

tout a (oD(F) , p (^(F» 1 1) , on ait 

(P*,P) = (tf.pfy . 

Pour T i 5b\?) , on définira donc PT (oO'(F') par 

(PT.p) = (T.P^) , p . 

Lue dans une carte locale, cette définition est en accord avec celle donnée 

en (3.3.) pour la dérivation des distributions tempérées. Par suite, si P 

est un opérateur différentiel d'ordre p , il induit pour tout m (S une 

application continue S M + P ( F ) ^ S M(F) . 

(3«1 5• ) Supposons que Y soit munie d'une structure riemannienne C°° et que 

00 

F soit un fibre vectoriel euclidien C sur V . Soient t l'élément de 

volume de V et ( , ) le produit scalaire sur les fibres de F « Alors 
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l'application i—> (a, ) & r est un isomorphisme canonique de & ( F) sur 

^(F* 1) ? par suite (F) s'identifie au dual topologique de ( F) • De 

plus l'espace de Sobolev S°(F) s'identifie au complète de .Z)(F) pour la 

norme définie par le produit scalaire (<x,&) = T pour a,P Z & (F) . 

4« Inégalité de Friedrichs. 

/ \ • oo n 
(4»1«; LEMME.- Soit eu une fonction C a support compact sur TR et soit 

|| a) || = sup |o>(x) | . Alors pour tout m t 7L , il existe des constantes 
x £ TS. 

A et B positives, A dépendant seulement de m et n , B dépendant de  

m» n El. 1 0 telles que 

l l«*pll m

S Allu.11^ || <p||m + B l l ç l ^ , 

quel que soit cp £ S (3R ) . 

Démons tration.- Supposons d'abord m > 0 . Alors on a 

Il « * I L * A ? Il D ° W ) I L 
|a|=o 

m m 
SA 2 llœD^H + A E ||Da(«*)-û)lf<p|| . 

|a|=o |a|=o 

Le dernier terme ne fait intervenir que des dérivées d'ordre < m - 1 de cp , 

il existe donc une constante B > 0 dépendant de 0) telle que 
m 
E || D*(oxp) - «D«<p || £ B | |cp| | m _ 1 . 

|o?|=o 

Par ailleurs, il est clair que ||u>Daep||o < I M I ^ I I ^ ^ I I q » d ? 0 ^ l'inégalité 

voulue pour m > 0 • 

Soit l'opérateur différentiel du second ordre défini par 

/Wp(§) = (1 + |?|)2<p(§) pour tout cp £ (jR1) . Il est clair que pour tout 

m ( S , Aq induit une isométrie Sm(ÏRn) y s m ""(IR11) . 

Supposons maintenant m < 0 et considérons l'application 
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A

m -̂m 

Y : SmCiRn) —°-> S ^ V ) — - > G~m(ffî  S >
n ) . 

D'après ce qui précède, on a pour tout cp £ S (IR ) : 

||^||m=||<>||_m-< A||u>||JMIn + Bl|«p|lm_1 . 

Mais uxp - Ycp = a)AQ cp - A Q (wAq cp/ 

ne fait intervenir que des dérivées d'ordre <: - 2m - 1 de A™ cp » il existe 

donc une constante D' > 0 dépendant de eu telle que 

H u x p - Y ^ ^ ||A- <p! |_ m _ 1 = B ' | k l l m _ 1 . 

d'où le lemme» 

(4»2#) COROLLAIRESoit U un voisinage de l'origine dans ]Rn . Soit 

r r ' 

P : U x IR > U x IR un opérateur différentiel d'ordre p dont la partie 

homogène d'ordre p s'annule à l'origine. Alors pour tout m é 7L et pour 

tout € > 0 , il existe un voisinage de l'origine U c: u et une constante 

e 
C > 0 telle que 

M m - P * ' I M L + c J M I m - i • 

pour tout cp i [sm(lRn)]r à support dans U • 

(4.3.) LEMME.- Soient U un voisinage de l'origine dans IRn et 

r r ' 

P : U x IR — £ U x IR un opérateur différentiel elliptique d'ordre p » 

Alors pour tout m i 7L , il existe un voisinage de l'origine U' C U 

et une constante C > 0 tels que 

I M I r a * c ( I N I L p + l k l U ) 
pour tout cp ( [sm(lRn)]r à support dans U' . 

Démonstration.- Soit P l'opérateur différentiel à coefficients constants o 

égal à la partie homogène d'ordre p de P à l'origine j autrement dit 

PQcp(Ç) = i
Pa-p(0,Ç)cp(§) pour tout cp i [^(lRn)]r . Puisque P est ellip

tique, on a 

Cp(0,Ç)u / 0 pour \ ( IRn , § / 0 et u ( (Cr , u / 0 . 
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La boule unité étant compacte, il existe une constante A > 0 telle que 

|Op(0fÇ)u|
2 >- A pour | g | = |u| = 1 ; 

l'expression o~p(0,g)u étant homogène de degré p en % et linéaire en u , 

il en résulte 

|<xp(o,Ç)u|2 s A|||
2 p |u|2 pour Ç « IRn , u i C r . 

D'où 

i i p o » i £ - P = J i ° p ( o . 5 ) ^ s ) i 2 d - i ? i 2 r p d s 

* a | |<j>(S)|2 |||2p (1 + H l ^ d i , 

H P o < - P

 + H«PltP

 È I l f ( 5 ) | 2 d + A | ç | 2 p ) (1 + | ç| 2)"" pd| . 

Mais il existe une constante B > 0 telle que pour tout Ç £ 3RN , 

(1 + | ? | 2 ) m ^ B [ ( l + A | Ç | 2 p ) d + | l | 2 ) m - p ] , 

et par une suite constante B' > 0 telle que 

I W L * B , < l l p o * I L P

 + l W L i ) • 

De plus on a s 

I I * <p|| * IIPcpll + || (P - P )<p|| n ornm-p " ™m~p 11 v o m—p 

et P - P est un opérateur différentiel d'ordre p dont la partie homo-
o 

gène d'ordre p s'annule à l'origine. On conclut alors grâce à (4»2.) • 

(4 #4 #) THEOREME (inégalité de Friedrichs)«- Soient V une variété C°° 

oo 

compacte orientée, F et F' deux fibres vectoriels C sur V et 

P : F » F' un opérateur différentiel elliptique d'ordre p . Alors pour 

tout m ( 7L , il existe une constante C > 0 telle que 

pour tout tp i S (F) • 

Démonstration»- Il résulte du lemme précédent et de la compacité de V 

qu'il existe un recouvrement fini de V par des ouverts IL tels que 
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l'inégalité (4.4,) soit vérifiée pour les cp ( Sm(F) à support dans IL • 

Soit une partition de l'unité subordonnée à LL ; on a pour tout 

cp i Sm(F) 

||cp||m * constante 2 H u M p I ^ 

< constante T ( ||P(tt>.<p) | | m _ p +11^11^) • 

Mais P(uMp) = U)̂ (Pcp) + P̂ cp , où P_̂  est un opérateur différentiel d'ordre 

<: p - 1 , donc 

l ^ K ^ l L - p * H w i ( p v ) l L p + c o n s t a n t e I M L - 1 » 

d'où le théorème. 

5m Théorèmes de régularité et de finitude. 

(5.1 •) Soient çp £ tf'ÔR*1) et h ( 3Rn .On posera 

h ( x ) = y(x + h) - y(x) p Q u r x € ffin 

M 

autrement dit, après transformation de Fourier : 

/y i<h,Ç> 
cph(Ç) = =1 pour | ( i n . 

|h| 

(5.2.) LEMME.- Soit cp C Sm(3Rn) . Alors cp i S™*1 (IR*1) si et seulement si 

||(ph||m reste borné quand h —} 0 . 

Démonstration.- De l'inégalité |e l y - 1 | 2 < y 2 pour y (. IR , il résulte 

ei<h f?> - 1 

i h i 2 " 
1 + I 5 | 2 

et par suite \\<f>\ s | | «p | | m + 1 pour <p € S m + > n ) • 

Réciproquement supposons que H ^ l ^ reste borné quand h • 

Soient Ç = (Ç.) et t ( 1 • Les fonctions 
j j=1 > ••»,n 
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itÇ. 

(c-r^)« + i s i 2 ) m / 2 ^ ) 

2 n 
restent bornées dans L (IR ) quand t•—>0 • Donc en passant à la limite 

iS.O + | § | 2 ) M / 2 ^ ( 5 ) i L V ) 

quel que soit j = 1,...,n • Par suite cp i S m + (lRn) » 

(5.3.) LEMME»- Soient U un voisinage de l'origine dans JRn et 

r r * 

P : U xIR — > U xIR un opérateur différentiel elliptique d'ordre p • 

Alors pour tout m £ 2Z , il existe un voisinage de l'origine U' c: U tel 

que, si cp £ [Sm(lRn)]r est à support dans U' et si Pcp É [ s m ~ P + 1 (]Rn) ] r ', 

on ait cp i [S m + 1 ( m n ) f . 

Démonstration»- D'après (5.2»), il suffira de montrer que ||<ph||m reste 

borné quand h -> 0 » D'après l'inégalité de Friedrichs (4«3»), il existe 

un voisinage relativement compact de l'origine U' c: u et une constante C 

indépendante de h tels que 

l l* h H» s c ( l l ^ h ) l l r a _ P + H < p h l l m - i ) 

pour tout cp £ [sm(3Rn)]r à support dans U' . Soient T̂ cp(x) = cp(x + h) 

et P n = J a h D a si P = Z a D^ . Alors on a 

P( V

h ) = ( P t p) h - Ph(ThCp) , 

d'où ||V

h||m s C( H(P ¥ )
h | l m _ p + l | p V h < p ) | | m _ p

 + H<P\-1> • 

D'après (5.2») on a 

110 - p £ I N 'm-p+1 ' 

lk h | l «-1 s 

_è2 

00 

De plus les coefficients de P sont des fonctions C , donc les coeffi-

h 

cients des P sont uniformément bornés sur U' ainsi que toutes leurs 

dérivées. Il existe donc une constante C indépendante de h telle que 

l |p h( T i<p)l l HrcpH =C'||cp|| 
11 v Yr Mm-p " h T"m-p M T"m-p 

d'où le lemme. 
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(5»4«) Théorème de régularité»- Soient V une variété C°° compacte et 

orientée, F e_t F1 deux fibres vectoriels C°° sur V e_t P : F ^ F' 

un opérateur différentiel elliptique d'ordre p . Soit cp i (F) tel que 

Pcp i Sm(F») , alors cp É S m + P(F) • 

Démonstration.- D'après (3.13.) il existe k i 7L tel que cp i S (f) • 

k+1 

Par récurrence sur k on voit qu'il suffit de montrer que cp i S (f) 

si Pcp « S k- p + 1(F>) • D'après le lemme précédent et la compacité de V , 

il existe un recouvrement fini de V par des ouverts IL tels que cette 

propriété soit vérifiée pour cp ( S^(f) à support dans IL • Soit uk 

une partition C de l'uni te subordonnée a IL « On a 

P(uMp) = a).(Pcp) + P±«p , 

où P_̂  est un opérateur différentiel d'ordre <> p - 1 . Dans l'égalité 

k—p+1 k+1 
ci-dessus le deuxième membre appartient à S y (F') ; donc Uhcp i S (f) 

quel que soit i , et par suite cp = £ Sk+^(F) , d'où le théorème. 

(5«5.) COROLLAIRE.- Sous les mêmes hypothèses, on a cp i O£)(f) s_i Pcp é<£)(F') . 

Démonstration.- Immédiat d'après le lemme de Sobolev (3.13.) 

(5 .6 . ) Remarque.- Il est clair que (5 .4 . ) et (5 .5 . ) sont en fait des résultats 

locaux pour lesquels l'hypothèse de compacité de V n'est pas nécessaire. 

Nous laissons au lecteur le soin de les énoncer dans le cas général. 

(5 .7 . ) DEFINITION.- Soient , E^ des espaces de Fréchet et u : E » E^ 

une application linéaire continue. On dit que u est un quasi-monomorphisme 

si u(e^) est fermé dans E^ et si Keru est de dimension finie. 

(5 .8 . ) Lemme de perturbation.- Soient Ê  , E^ des espaces de Fréchet et 

u , v : Ê  — > E^ deux applications linéaires continues. Alors, si u est 

un quasi-monomorphisme et si v est compact, u + v est un quasi-monomorphisme. 
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Pour la démonstration voir [11 ] ou bien, dans le cas où , E^ sont 

des espaces de Hilbert et où u est injectif, [6] 3.9.7. 

(5«9») Théorème de finitude.- Soient V une variété C compacte orientée, 

oo 

^ j~£ ^ f deux fibres vectoriels C sur V _et P : F > F 1 un opérateur 

différentiel elliptique d'ordre p • Alors pour tout m i 7L , l'application 

P : S m + P(F) — > Sm(F') est un quas i-monomorphisme» 

Démonstration.- Soit i : S m + P(F) » S m + P "'(F) l'injection canonique. 

Considérons les applications 

E ^ S ^ V ) » = ?®i E 2 = S M ( F . ) * S M + P - 1 ( F ) . 

v = o e - i 

Il est clair que u est injectif. D'après le lemme de Rellich (3.13.) T 

v est compact. De plus, d'après l'inégalité de Friedrichs (4.4.), il existe 

une constante C telle que 

N I E * C | | u ( V ) | | , 
1 2 

quel que soit q> i E • Par suite u(E^) est fermé dans E^ et, d'après 

le lemme de perturbation, P = u + v est un quas i-monomorphisme. 

Nous pouvons maintenant démontrer la généralisation du théorème de Hodge 

annoncée en (2.13») * 

(5»10.) THEOREME.- Soient V une variété riemannienne C compacte 

oo 

orientée, F un fibre vectoriel euclidien C sur V et P : F — > F 

un opérateur différentiel elliptique auto-adjoint. Alors 

(i) l'espace ^ = {a £ <#(F) ? Pcx = 0 } est de dimension finie, 

(ii) l'espace j£) (F) , muni du produit scalaire canonique, est somme  

directe orthogonale de P(<$(F)) et de p • 

Démonstration.- Soit p l'ordre de P . Posons 
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Ker P = Ker{P : S°(F) — > S*"P(F)} 

Im P = Im {p : S P(F) — > S°(F) } 

et montrons que S°(F) , muni du produit scalaire canonique est somme directe 

orthogonale de Ker P et Im P • D'après le théorème (5»9»), Im P est fermé 

dans S°(F) ; il suffit donc de montrer que (im p)**" = Ker P « 

Soit ol £ S°(F) • Alors a £ (im ? ) X si et seulement si (a,Pfr) = 0 

pour tout p £ S P(F) , ou même pour tout (3 £ *6(F) , car .^(F) est dense 

dans S P(F) • Puisque P est auto-adjoint, cela équivaut à (Por,p) = 0 

pour tout 3 £ <£>(F) I autrement dit Pc* = 0 • 

Par ailleurs d1après le théorème de régularité (5.5«), on a = Ker P 

et la décomposition de S°(F) induit la décomposition cherchée de JÔ(F) • 

Enfin le théorème de finitude (5«9») 3Tiontre que X>^ est de dimension finie. 
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