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II-01

TRANSVERSALITE

par John HUBBARD

§ 1. Produits tensoriels et TO6r sur une algdbre de Fréchet,

DEFINITION 1.~ Une algébre de Fréchet A est un espace de Fréchet sur c,

muni d'une application A X A ——A bilinéaire continue, qui en fait une

algébre associative, commutative, avec élément unité.

Exemples.

Les algébres de Banach commutatives avec élément unité sont des algébres
de Fréchet,

Si (X,("x) est un espace analytique, (HX) est une algébre de Fréchet,

DEFINITION 2= Soit A une algébre de Fréchets E est dit un A-module de
Fréchet si E est un espace de Fréchet sur C , muni d'une application
A XE — E bilinéaire continue qui en fait un A~modules

E sera dit un A-module de Fréchet nucléaire s'il est nucléaire en

temps ou'espace de Fréchet sur C o

Exemple.

Soit (X,(’)'{) un espace analytique, J un faisceau analytique cohérent

sur X o Alors F(X) est un (¥(X)-module de Fréchet nucléaire,

DEFINITION 3¢~ Un A-module de Fréchet E est dit libre s'il est de la
A
forme A €.,V , avec V un espace de Fréchets; E est dit nucléairement

libre si V est nucléaire,
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11-02 J. HUBBARD

Remarques.,

1) Si A n'est pas nucléaire, un A=-module nucléairement libre ;( 0]
n'est pas nucléaire,

2) si E est un A-module de Fréchet libre, E est projectif au sens
suivant ¢ soit F—>G —?> 0 une suite exacte de A-modules de Fréchet,
scindée sur C o Alors l'application .;CA(E,F) _— .CA(E,G) est bijective,
Ceci provient du fait que si E = A 6“V s On a .CA(E,H) = cCC(V,H) pour

tout A-module de Fréchet H .

DEFINITION 4e- Une résolution libre d'un A-module de Fréchet E est une
suite exacte Lo —3 E —3 0 , ol tous les Ln sont des A-modules de
Fréchet libres,

Une telle résolution est ditg directe si les applications

Lm_1 R— Ln s n€N et Lo —> E sont scindées sur _C____ .

PROPOSITION 1= a) Tout A-module de Fréchet admet une résolution libre directes

b) Si L. et L, sont deux résolutions libres directes de E , il existe

un _morphisme Lo —) L, , unique 3 homotopie prés.

Démonstrations

a) Posons L =4 6“ AD ... 6“: A ﬁrc E avec n+i facteurs A , et la

structure de A-module provenant du premier facteur, Définissons dn t Ln-——> Ln-1

par n-1

dn(ao@ 00 @ anwx) =i§O (-1)1ao® vee ® aiai+ D eee Dx+ (-1 )n a0@ seel an_ sanx O

1 1
Le complexe L. ainsi défini est une résolution libre de E o L'application
t—1 0t de Ln dans Ln+1 est uge scission sur C , mais n'est en

général pas A=-linéaire.
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TRANSVERSALITE II=03

b) Résulte de la projectivité de maniére bien connue,

DEFINITION 54—~ Soient E et F deux A-modules de Fréchete On définit
A A A N : .
E 8, F= coker(E 8, A8 F_>EQ® F) , ol l'application est donnée par
x0afBy _yax@®y~-x0ay.
Soit Le — F une résolution libre directe de F o On définit

A Py
T8rn(E,F) = Hn(E o, Le) o

Remarqueso

1) Par la proposition 1, b), cet espace d'homologie est indépendant du
choix de Le } sa topologie en particulier n'en dépend pas, et n'est pas
nécessairement séparéee

A A
2) T8ro(E,F) =EQ, F .
3) Si F est libre, disons F = A 6nv s (¥n>0) TSrﬁ(E.F) =0 , et

ESAF=E8CV o En effet, il suffit de prendre L =F , et L =0 ,

n>0 °

PROPOSITION 2= Soit 0 —> E1 —_— E2 — E3 — 0 une suite exacte de

A~modules de Fréchet, F un A-module de Fréchet, et Le¢ —s F —> 0 ume

résolution libre directes Supposons l'une des trois conditions suivantes

vérifiée: 3

1) Les E; sont nucléaires, (Il suffit que E_ soit nucléaire pour que

2

E1 et E3

2) Les L ~sont nucléairement librese (si A et F sont nucléaires, la

le soient aussi)e

construction de la proposition {1 montre que les Ln peuvent &tre choisis nu~
cléairement librese

3) 0—3E, —»E_—3»E —3>0 se scinde sur C o Alors la suite

1 2 3
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0 —E, 8, Lo —E, 8 Lo — B, 8, Le —0
est une suite exacte de complexess
Démonstratione

Pour les cas 1) et 2), la proposition suit de 1l'exactitude de la ten=-
sorisation avec un espace de Fréchet nucléaire,

Pour le cas 3), la scission donne un inverse A droite de l'application

E1 IQ\A Le —» E2 6A Le  ce qui ppouve bien 1l'injectivité, et c'est tout ce

qutil faut démontrers

COROLLAIREe~ Dans les situations cie=dessus, il y a une suite exacte longue

ese Tor (EyoF) — T6rﬁ(E1,F)~——>Tﬂrﬁ(E2,F)__-910rﬁ(E3.F) __,Tarﬁ_1(E1,F9 -

n+1

donnée par la construction d'algébre homologique bien connue,

PROPOSITION 3e= Soient E,, F des A~modules de Fréchet, et Pe —>» E ume

résolution libre de Es ¢ Supposons l'une des trois conditions ci-dessous

satisfaite 3
1) Pe nucléairement libree
2) F et A nucléaires,
3) Pe —> E directes

Alors il existe un isomorphisme canonique
Tor?(E F) =H (Pe @ F) &
n'? n A

Remarques ¢
1) La condition 3) montre que TSrf1 est symétrique en ses argumentse

2) Nous rencontrerons effectivement des résolutions dont on igpare si elles

sont directes, mais pour lesquelles la premiére ou la seconde condition sera

36



TRANSVERSALITE
1I-05

satisfaites
Démonstratione

Soit dn H Pn —_— Pn 1 la différentielle de la résolution Pe , et
En = :l'.mdm = kerdnr‘_1 » Eo =E o Les suites 0 —> Ei+1

sont exactes, et les conditions 1), 2) et 3) impliquent respectivement les

-3 P, —>E, — 0
1 1

conditions 1), 2) et 3) de la proposition 2,

Il existe donc une suite exacte

A A A A
Tarj(Pi.F) — Tbrj(Ei.F) —_ TBrJ._ (Ei+1,F) —_— TBrJ._1(Pi.F)

1
dont les extrémités sont nullese, On en déduit un isomorphisme

'I‘arg(Ei,F) — 'I'Or?_ 4 (Ei+1 »F) , et par récurrence descendante un isomor-

phisme Tor (5, F) 4 TOrP(E, L ,F) »
i iVied
La suite exacte 0 —p mr‘i‘(ni_1,p) —E 8, F o 8, F identifie
A ' . . A
'I'Bri(Ei_1,F) au noyau de l'application £ 3 Eg OA F — Py ﬁA F o

Par tensoriaation avec F , on déduit de la suite exacte

Piyg —F —E —0

la suite exacte

A o o
P48 F—P 8 F—E 8 F—o0 ,

qui permet de considérerlles éléments du noyau de £ comme les classes

d'éléments du noyau de di ¢ Modulo 1l'image de di s Ce qui est la

+1
définition de H_(Ps QA F) o Ceqefede
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§ 2. Iransversalité,

DEFINITION 64~ Soient E et F deux A~modules de Fréchete E et F sont
dits transverses sur A si
(i) E @A F est séparé, et

(ii) mr‘:‘l(s.p‘) =0, Vg>0 .

Remarques.
1) Un A-module de Fréchet libre est transverse i tout A-module de Fréchete
2) soit 0 — E, — E, — E; — 0 est wne suite exacte de Awmodules
de Fréchet et F un A-module de Fréchet, et supposons l'une des trois condi=-
tions de la proposition 2 vérifiée,
i dtautre part, E2 et E3 sont transverses a F sur A , E1 1l'est
également,
3) La notion de transversalité recouvre celle de polycylindre privilégié,
Soient Q un ouvert de Stein de gn ’ F wn faisceau cohérent sur 0 ’
X = K1 X eoe X I(n < Q un polycylindre compacts On dit que X est privilégié
par rapport & & si B(K) et $(Q) sont transverses sur &(Q) o (B(X) est
1l%espace des fonctions continues sur K holomorphes a ltintérieur de X ,
c'est un espace de Banach pour la norme ||£|| = sup|£(x)|
Pour des exemples de voisinages privilégiésret non privilégiés, voir [1]
et [2] »
Un récent article de Ge Pourcin [3] indique que dans ce cas, la condition (i)
entratne la condition (ii)e Dans les cas étudiés ici, c'est au contraire la

condition (ii) qui sera essentielle,

]
PROPOSITION 4~ Soit E un complexe borné a droite de A~modules de Fréchet
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acyclique en degrés ) k 4, et F un A-module de Fréchet transverse aux o
pour tout n Yk e
Supposons l'une des trois conditions ci=—dessous satisfaite ¢
1) Les E' sont nucléaires, n >k o
2) A et F sont nucléaires,
3) E® est scindé sur S’_ en degrés » k=1 o

Alors le complexe F GA E* est aussi acyclique en degré k o

Démons tration.
La remarque 2) ci-dessus appliquée aux suites exactes courtes
0 — Z(E*) — " — 2™ (2°) — 0
entrafne,par récurrence descendawmte, que les Zn(E°) sont transverses & F
sur A pour n )k o

Dans le diagramme commutatif suivant,

0 0 0 0
Y / \ /‘
Nnei  _o\ A n+1 , ey A
A \\(AE )9, F /z (Q\@A F
oo g™ 6A F— E 6A F g™ 6[ F 5 see

AN
O/ \0

la transversalité de Zn(E') nous donne que les lignes diagonales sont exactes

ce qui entratne que la ligne horizontale ltest aussise
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COROLLAIRE,~ Soient E® , PF® deux complexes bornés A droite de A~modules
de Fréchet U, et f£° ; E°— F®* un morphisme de complexes induisant un
isomorphisme sur la cohomologiee Soit M un A-module de Fréchet transverse
aux E° et aux F° o Supposons l'une des deux conditions suivantes vérifiées
1) Les E* et les F sont nucléairess
2) M et A sont nucléaires,
A

Alors f£@1 3 E® @A M —5F* 8 u induit un isomorphisme sur la cohomologiee

Démonstratione

On ferme le mapping cylindre N°® de £° 3

N =g 1,
e W, o () = (), a0 x 20)

et la proposition entrafne que le complexe N°® est acyclique, le complexe
N® 61\ M 1l'est aussie Comme N°® EA M est le mapping cylindre de £ © 1M .

le corollaire est démontré,

§ 34 Faisceaux analytiques transverses.

Soient S 4 X 4 Y des espaces analytiques, 0 ¢ X —>S5 et T3: Y —8§
des morphismes (x,y) un point de X X, ¥ 4 U et V des ouverts de c?
et (_'J_m s tels que X et Y se plongent au voisinage de (xy) dans § x U

et 8 XV au=~dessus de S o Dans ces diagrammes suivants, les morphismes p ,

s &5 D » @& sont des morphismes canoniques 3

Qa
-
‘e
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S XUXV
I YTy Ty
lé
S xU

\/ \/ \/

Soient ;f' et g des faisceaux analytiques cohérents sur X et Y respec~

tivement, et ,f: et ?Z' leurs extensions & S XU et S xV o Soit °£ une

résolution de j sur S XV o

PROPOSITION 5e~ lLes espaces suivants sont canoniquement isomorphes 3

0z ) _
por B XUV (x.Y)(('ﬁ*f)(x’y) . (a*y(x.y))

Torr(loé xU)x (firx ' (’&*(a)(x,}’))
Hn<(¥*‘ﬁ)(x,Y) %xxv (&*£)(X'Y)>

H (fx @0,X (a*"c')(x,y)> .

Démonstratione
Nous supprimerons les points X , ¥ , ou (x,y) dans les formules

suivantes $

ror SXURY (0 F, qu) =1 G F o k) =
, - Y =
n n c%xeV
- & N ) . _
Hn(ym(}SxU §xUxV &xev =) Hn(‘ﬂg"Exu @)

A
rer, * 7 (F, #G)
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En effet, la premiére égalité est vraie si ¥ a(' est une résolution libre
de g , comme § est plat il l'est ; la seconde &galité découle de la dé-
finition de l'image réciproque analytique et la troisiéme est triviale § la

quatriéme emploie le fait que q*d. est plat sur S x U o

Ltégalité de H (P* fo(}
n X xV

&L =Fe, ¢ .8 ol =Fo, L .
Og XxV Oy £ &

L) et H(F8, §*[) vient de
n 0X

[V)
p*F @
% xv

Finalement, H (F 6, &L ) =0 (F e d*[,) est une application du
n % n %xu

fait purement algébrique suivant ¢ soient A un anneau, E et F des

A-modules, I c Am idéal tel que IE =0 o Alors E QA F2E Gm F, IF *
En effet, en prenant pour idéal J celui qui définit X dans S XU , on

constate que (%xU/J = U)E et (E‘f*,[)/a (L) = e CeQeFeDe

DEFINITION 7= Soient s , X, F et 3 comme dans la proposition 5¢ On
dit que F et g sont transverses sur S au point (x,y) si, pour tout
n >0 , les espaces de la proposition 5 sont nuls j; J": et 8 sont dits

transverses sur S s'ils sont transverses partoute

Remarquess
1) La condition est symétrique en F et g y car le premier espace l'est ;
il est indépendant des plongements X —> SXU , Y —> SxV car le quatriéme
espace est indépendant du plongement X —> SxXU o
2) si F est plat sur d:&‘»

y & est transverse A n'importe quel faisceau 5 o
0s,s
3) On ignore si la nullité de Tor, (,f‘x ’ y) entratne la transver—

salité ou de F et de 3 au point (xyy) e
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§ 4o Sections globales de faisceaux analytiques,

Soient S , X , Y des espaces de Stein, J et 9 des faisceaux cohé-
rents sur X et Y respectivement, 1[1 $ X —S et Tti $ Y — S des

morphismes, Soient p1 et p 5 les morphismes canoniques du diagramme sui-

vant
XxY
/N
X Y
N,
S
et

MU PEON I

THEOREME.~- Supposons ¢f et % transverses sur S o Alors K(X) et g(Y)

sont transverses sur (MS) , et H(X xSY) = F(X) Ga(s) 3(Y) .

COROLLAIRE 1+~ Soient S et X des espaces de Stein, M X — S un mor-

phisme, & un faisceau cohérent sur X , S' un ouvert de Stein de S ,

et X' = -t (s') o Alors (Hs') et F(X) sont transverses sur (}(s) ,

G(s) By F(®) = Fx1) o

ot

ez

Démons tratione
La platitude de l'inclusion d'un ouvert nous donne la condition de

transversalité,

1 un diagramme cartésien

¥
——

COROLLAIRE 2~ Soit .
——

né—

ne— 5

1
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d'espaces de Stein, et soit (F un faisceau cohérent sur X , plat sur log on

S
2 00s)) By F(X) = (BAX) .

COROLIAIRE 3e~ Soient S , X 4 & comme dans le corollaire 1, & plat sur (}'s

et s un point de S o Alors (X) est transverse sur ({s) a O 5‘,/ms= c ,

Sy =s
\ﬁs/‘f m =f(X) 60(5) gs .

t

£t

Démonstration du théoréme,

Nous supposerons d'emblée S , X , F quelconques, et la démonstration
se fera en accroissant progressivement la généralité de Y et de g .

Cas particulier 1o

n

V un ouvert de C ,Y=SxV,3=(9‘va .
Alors = p?l‘(a‘-') et XX, Y=XXVo, S(Y) = s xVv) = Ks) (] V) est
nucléairement librey et donc transverse a n'importe quoie

FO By G0 = F (1) By O1) W) = Fx) S o(v) =
pH(F)(xxv) =Hxxv)

et le théoréme est vérifié dans ce case Remarquons que la transversalité était

trivialement vérifiée,

Cas particulier 1°',

V et Y comme ci-dessus, mais CA =¢° .
SXV

La démonstration est laissée au lecteure

Cas particulier 24

V et Y comme ci-dessus, et % admettant des résolutions de longueur

infinie (et satisfaiseht A la condition de transversalité).
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Démonstrations
Ty
Prenons ZZ—>3 une résolution avec £ ;= b4 S XV et considérons

le complexe *
M e=P(F)s p* (L.)
L K v 2
S

-/n'(_. —> ), est une résolution de ;6 s car l'exactitude des suites de
faisceaux se vérifie ponctuellement, et 1l'homologie du complexe ('m,o) (x ¥)
?
est nulle d'aprés l'hypothése de transversalité {troisilme.espace de la

proposition 5). Donc par le théoréme B,

0.
0 = H,(Malxx, V) = Tor,” (#(),4(x) ,powr n >0 ,

ot Hxx, ¥) = B (Ma(xx; V) =F) By G0

Cas particulier 2%,
Xy Y 58, F  quelconques, Y CC Y s Y un ouvert spécial,
% un faisceau cohérent sur Y qui se prolonge a Yo .
Démons trations
On choisit Y, tel que Y CL Y

1 1

un ouvert spécial permet de plonger Y1 dans SxV , V un ouvert de Stein

cc Yo s et 1'hypothése que Y est

de c* .

Si 1l'on prolonge le faisceau % par 0 a3 S XV , 1l'on se raméne au

cas particulier 2),

Cas général.

Le cas général demande un passage a la limite projective,
LEMME 1 (Mittag-Leffler )= Soit

0 —{E; ew —flion —Elian—0

une suite exacte de systémes projectifs d'espaces de Fréchet indexés par N- ,
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telle que pour tout i,jecWN , j >i , les applications ¢ J H Ej — Ei N
i

sont d'image denses

Posons E = %&g Ei sy F = £1E Fi s G =1im Gi e Alors la suite
00— E —F— G —>0 est exactes
Démons tratione

La seule difficulté est de montrer que F —> G est surjectife Prenons
donc z € G et essayons de remonter z A F o

Choisissons d'abord des métriques d sur Ei N Fi ' Gi telles que les
applications Fi E, ———)Ei , etc, réduisent les distances, C'est possible

J

carypour toute métrique d1 s 11 suffit de poser, pour x,y € Ej A

(resp etc) d(x,y) = sup d (?J(x) Pi (Y)) .
i4j
Maintenant supposons que z = (zi) » et relevons z, en y, € Fi o
Les y; ne ferment pas en général un systéme cohérentes Par récurrence, on

peut trouver des y! € F, tels que d(P +1(y' ) y;) < JH e En effet,
2

supposons que la construction ait été faite jusqu'a l'ordre n , et posons

n+1 ' . 94
x =P, (v n+1) SARIE R € E o Comme l'image de E g ©st dense dans E_,
. . 1
il existe w € B . tel que d(f(un+1), xn)<1 o
Posons y' = yn+1 - un+1 o On vérifie que

alp(y2,) 78 < ‘—n ;

car Py, n+1 P(yn+1 Pn( n+1 *
Si, pour n fixe, 1l'on considére la suite
n+ n+2 n+i
Y' = P ° F see o r (Y1+n) '
1o n n+i n+i-1
celle~ci forme une suite de Cauchy, et les limites y; = 1lim y; n forment
i»o0o 4

un systéme cohérent qui reléve z o CeQeFeDe
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LEMME 24~ Soit {Ei-ii €N un systéme projectif de A-modules de Fréchet
et F un A-module de Fréchete Supposons les P‘; H Ej —_ Ei d'image dense,
Si les Ei sont transverses & F sur A pour tout i , alors E = EE‘.E;L

A .
est transverse & F, et E8 F= M(El @A F) «

Démons tratione

Prenons Le —> F une résolution libre directe et découpons la en
suites exactes courtes 0 —> Fn+1 —_— Ln a4 Fn —> 0 scindées sur g .
On vérifie par récurrence ascendante sur n que les Fn sont transverses
aux E..Lessuites O—-—»F1®AE —-—?L QAE —-}FHGAE —> 0 sont

donc exactes, et les applications F @A E. — F d'image dense,

A

Par le lemme 1, les suites
0—»F ,8 E—»>L 8 E—>F 8 E—>0
n+l A n A n A

sont exactes et le complexe Ls 6A E est we résolution de F 6A E ¢ CeQeFeDe
Pour finir la démonstration du théoréme, il me faut la notion d'ouvert

trés spéciale

DEFINITION 8.~ Soient X wun espace analytique, ¢ 3 X —> ¢® un morphisme,

Wex , Q¢ (_}n des ouverts, tels que ¢ induise un isomorphisme de W
sur un sous—espace analytique fermé de Q , et P (C 2 un polycylindre ouverts

Alors on dit que V = (cplw)—1 (P) est un ouvert trés spécial de X o

Soient V et V' des ouverts trés spéciaux de X , tels que Vc V' ;
et soient ¢ , w , Q , P ; o'y w', Q') P' comme dans la définition 8,
. n+nt
Alors considérons & = (gy9') ¢ X — C . Qlw' est un plongement ana—

lytique, 1,1
7 (CT xPY) =V

371 (p x PY) =VLV,
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Dans le diagramme commutatif suivant,

HS x?') 5 O(p xPY)

! !

(i) oV uv,)
AN o /

la fléche (}(gn % P?') —s (¥(P x P') est d'image dense par le théoréme
de Runge, les fléches verticales sont surjectives par le théoréme B, et la
fléche (H(V L V1) —s V) est surjective car l'union est disjointe,
Ltapplication (*(V') — (5(V) est donc d'image dense,

Soit (f un faisceau cohérent sur X o Dans le diagramme commutatif

suivant,

¢F(v) ——— 67(v)

! !

FOW) —m— F (V)

la fléche (T (V') —> (¥ (V) est d'image dense, nous venons de le voir,
et les fléches verticales sont surjectives par le théoréme A.

La fléche & (V') — £ (V) est donc d'image dense,

Comme tout ouvert de Stein peut 8tre recouvert par une famille dénom-
brable croissante d'ouverts trés spéciaux, le théoréme est démontré par le

lemme 24
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