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à ma femme, 



E R R A T A 

P. 2 8 , 17ième ligne, 

» f 

au lieu de Y . d X mettre Y . d X 

J ] 0 j t ]
 n n J ] 0 , t ]

 u 

P. 29, 5ième ligne et p. 3 0 , 13ième ligne, 

au lieu de . .. d X mettre 2 , . . d X 

P. 29, 19ième ligne et p. 3 0 , 23ième ligne, 

2 n-l 2 n-l 

au lieu de Z mettre Z 

k=a k=l 

P. 3 2 , 2ième ligne, au lieu de 1 1..., la suite d e . . . " 

mettre une sous-suite (construite par le procédé diagonal) 

de la suite de... 1 1 

P. 3 2 , 5ième ligne, au lieu de la suite..." 

mettre "..., la sous-suite associée de la suite..." 
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I N T R O D U C T I O N 

Le but essentiel de V étude pKoposée ici est de montKeK que 

VintégKale stochastique (cf. [13] et [s] ) d'un pKocessus pKévisible V, 

à valeuKS dans I/, рая Kappont à un рко cessas X peut etxe définie comme. 

I1 intégKale de. V, considéKée comme, fonction à valeuKS dan* (/, pan. nappont 

à une телике. vectoKielle [телике. stochastique) associée à К et définie, лик 

la tKibu des pKévisibles. 

Cette constKuction éctauie un certain потЬке de. pKopKiétés fon

damentales de VintégKaZe stochastique. ; de. plus, elle penmet d'appliqueK 

à VintégKale stochastique les Késultats сошиь лик VintégKation vectoKlelle. 

Au chapitKe 1, on définit une. telle intégKale stochastique, et 
on KedémontKe 1ел Késultats fondamentaux associés : роик allégeK la ркелеп-

tcutlon, on ne. conJbi.de.Ke. que. des pKocessus KéeJUs. 

Au chapitKe 2, on donne, une. démonstration simplifiée, de. l'exts-

tence de. la décomposition de Voob-Меуел роик une quajsi-mahtingale KéeJULe : 

Voutil essentiel en est une телике Kéetle définie SUK la tKibu des pKévi-

siblejs et associée m "défaut de maAtingalité" ; cette телике n'est autxe 

que VespéKance de la телике stochastique considéKée au chapitKe 1. 

Au chapitKe 3, on donne une condition nécessaiAe et suffisante 

роик a\)oiK une телике stochastique. On en déduit, notamment, qu'une maKtin-

gale continue à dKoite et intégKable en moyenne d^oKdxe p, avec p > 1, induit 

une телике stochastique. De plus, on montKe que les Késuttats obtenus Kestent 

valables dans un саЛке plus généKal. 
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Au. chapitre 4, on monire que les méthodes proposées aux chapitKes 

1 et 2 semblent bien adaptées a Vétude, de. processus à valeuKS dans des 

espaces de Banach. 

Au chapitre S, on définit une notion de processus plus générale 

que la définition traditionnelle : cette définition fait intervenir, de 

façon fondamentale, les systèmes finis de pKobabilités conjointes. On montre 

alo AS que, роик V essentiel, les Késultats antéKieuns [constKuction de V in

tégKale stochastique et décomposition de Voob) Kestent valables dans ce сааке. 

Avant de tenmineK cette intKoduction, il me faut dJjie tout ce 

que je dois à WonsieuK le VKofesseuK METIl/IER, mon ViKecteuK de Thèse ; tant 

SUA le plan des idées que SUA celui de la Kédaction, ses conseils constants 

et un séminaire effectué рак lui en juin 1972 ([76]) ont joué un Kole décisif 

dans Vaccomplissement de ce travail : qu'il trouve ici VexpKession de toute 

ma gKatitude. 

J1'exprime ma Keconnaissance à MonsieuK le VKofesseuK ROSENBLATT 

qui a bien voulu me donneA un deuxième sujet de thèse et qui m1 a constamment 

guidé dans sa pKéporation. 

HonsieuK /(БАМЕ a accepté de faire partie du jury auquel cette 

thèse est pKésentée : je le KemeAcie vivement роик cette marque d'intéAet 

et роил les conseils qu'il m'a pKodigués. 

Enfin, je KemeAcie Madame R01SNEL роик le soin qu'elle a apporté 

à la pKésentation matérielle de ce tKavail. 
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INTEGRALE STOCHASTIQUE 

M E S U R E ET I N T E G R A L E 
1 S T O C H A S T I Q U E S P O U R 

J D E S P R O C E S S U S R E E L S 

A - G E N E R A L I T E S 

A - 1. : INTRODUCTION. 

Comme il e s t indiqué précédemment, le but essentiel de ce cha

pitre est de donner une nouvelle construction de l'intégrale stochastique 

en se limitant à des processus réels. 

Au paragraphe A, on donne les hypothèses et notations fondamen

tales. 

Au paragraphe B, on définit les notions de mesure stochastique et 

de processus de répartition associés. 

Au paragraphe C, on définit l'intégrale stochastique. 

Au paragraphe D, on donne des conditions simples suffisantes 

pour avoir une mesure stochastique (ce point sera développé au chapitre 3) ; 

on montre notamment qu'un processus croissant integrable (resp. une martin

gale de carré integrable) continu à droite induit une mesure stochastique ; 

on retrouve également les résultats usuels concernant l'intégrale stochas

tique associée à une martingale de carré integrable. 

Au paragraphe E, on redémontre la formule de Ito en utilisant 

le formalisme et les résultats indiqués au cours des paragraphes précédents. 

Dans tous ces paragraphes, on utilise un formalisme adapté à 

l'étude de processus continus à droite : or, il est peut-être parfois pré

férable de considérer des processus continus à gauche. C'est pourquoi, au 

paragraphe F, on indique comment modifier les hypothèses et notations dans 

ce cas. 
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MESURE ET INTEGRALE STOCHASTIQUES 

Enfin, il faut indiquer que, dans M. METIVIER a énoncé 

divers résultats qui complètent ceux de ce chapitre. 

A_ z_2 : DONNEES_ET_NOTATIONS. 

Pour tout oe chapitre on se donne : 

- un espace probabilisé (SI, çf*, P) dont la famille des ensembles de mesure 

nulle sera notée 

- un intervalle T de R : pour alléger la présentation on suppose T fermé 

soit T = [p,f\. 

- une famille ( c^^^eT àe sous-tribus de qui contiennent toutes 

On pose : 

- T' = T\{0] et fi' = fi x T' 

- t/o) = famille des "rectangles" de la forme (H x~\s,t\) où s et t dont deux 

éléments de T avec s < t et H est un élément de ir ; les éléments de 

sont donc des parties de fi'. 

- $ = algèbre de parties de fi' engendrée parte) • 

- tribu de parties de fi' engendrée parS^» 

- LQ(ÇI,$^ , P) = ensembleoÉ^(fi., 0*9 P) des fonctions réelles oft'-^mesurables 

quotienté par la relation d'équivalence associée à l'égalité P-p.s. 

Par convention : 

- si V est la partie vide de T, on pose inf. {t : te V} - 1 

~ quand on parlera de processus, ce sera toujours par rapport à la base de 

processus (9., ffi, P, ( ^ t ) t e T ) . 

Si o et or sont deux temps d'arrêt, on notera^} a, a[] (resp. 

[pj [o^ a ' ̂  (intervalle stochastique) l'ensemble des couples (u>, t) teli 

que o(u>) < t 4- o'(u>) (resp. o(u) 4 t 4 o'(w), o(u) 4 t < a , W J (\o, a Q est 

donc une partie de fi',). Par abus de notation, si s et t sont deux éléments 

de T, 2si €1 pourra désigner, suivant les cas, soit une partie de T, soit 

la partie (fi x ~] s, t\) de fi ' (s et t étant alors considérés comme des temps 

d'arrêt constants). 
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I N T E G R A L E S T O C H A S T I Q I J E 

A_ =_3 : LEMME. 

Si A appartient àÇff; il existe une famille finie (A .) . _ d'été-

ment s de J® qui constitue une partition de A. 

Preuve : 

Considérons à priori la famille des parties de Œ' satisfaisant 

à la condition du lemme, c'est-à-dire qui admettent^ une partition finie cons

tituée d'éléments de . Pour prouver que suffit de prouver 

que constitue une algèbre. Pour cela, il suffit de vérifier que, si A 

et B appartiennent à $f , il en est de même de A \ B. Supposons donc que 

B = U B. où (B.)- . est une famille finie d'éléments de vu • Définissons 
. . i i l^i<£n 
i=l 

C. par récurrence en posant C, - A et C. , = C.\ B. . On a C « = A \ B . Pour 
1 r 1 i^j î+l 1 1 n+1 N 

prouver que C n + j appartient à fâf on raisonne alors par récurrence sur i ; 

il suffit donc de démontrer que, si D est un élément de tkf , alors D \ B ^ est 

aussi un élément de (k* \ or, il suffit de vérifier ceci si D est un élément 

de efe ce qui est immédiat en considérant les différents cas de figures. 

A_ =_4 : LEMME. 

L 'algèbre *kf est identique à l'algèbre <faf engendrée par les 

intervalles stochastiques'Jo, q] quand o parcourt l'ensemble des temps d'arrêt 

étages (c 'est-à-dire ne prenant au 'un nombre fini de valeurs). 

Preuve : 

1°) Prouvons d fabord que & est contenue dans . Pour cela, il 

suffit de prouver que, si B = (H x ] s , t]) appartient à elc) , alors B appar

tient aussi à fef ; mais ceci se déduit de ce que B = (]o, a[])\(]o,q]) si 

a'(a)) = t (va)) et a(a)) = t pour co € (fi\H) et a(a)) = s pour o) 6. H. 

2°) Réciproquement, prouvons que Jd' contient J& . Soit a un temps 

d'arrêt étage. On a alors une suite croissante (t.). . d'éléments de T et 

une suite associée ( ^ ( 1 0 ) ^ ^ ^ d'éléments de cr telles que : 
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MESURE ET INTEGRALE STOCHASTIQUES 

a) pour tout k, H(k) appartient à 
C k 

b) (Hk)i<k< n

 e s t Petition de fi 

c> 0 = j , \ • lH(k) 

Si on pose B f c = (H(k) x ] t ( k ) , f]), pour tout k, appartient 

à $c) et (B ) , est une partition d e j a , f] ce qui prouve q u e ] a , f| , et 
k \41sgn ^ / 

donc aussi Jo, qj , appartient à cA/ , c. q. f. d. 

A _ Z _ 5 : L E M M E . 

La tribut* engendrée parfy) est la tribu des prévisibles. 

Preuve : 

Si a est un temps d'arrêt, a est la borne inférieure d'une suite 

de temps d'arrêt étages, donc la tribu ' contient 1'intervalle ] o , q] 

(cf. lemme A - 4 ) ; la tribu ^j* 'est donc la tribu engendrée par les inter

valles ]o, q] où a parcourt l'ensemble des temps d'arrêt : c'est donc la 

tribu des prévisibles (résultat classique : cf., par exemple, [5] ) . 

A _ z _ 6 : N O T A T I O N _ I [ _ Q £ I . 

On désignera par l'ensemble des fonctions m à valeurs dans 

^0^»v» * définies et simplement additives sur éff et satisfaisant aux 

conditions suivantes : 

(i) pour tout élément (H x j s 3 t\) de do * m (H x ] s , t]) - 1R . m(tt x]*?, i]) 

(ii) pour tout élément t de T9 m(fi x\o, t\) appartient à L (fi,, $*. 3 P). 
o u 

A _ = _ 7 : R E M A R Q U E . 

Si m est une fonction à valeurs dans Lq(93 $ \ P), définie et 

simplement additive sur to, la condition A-6-(i) ci-dessus est équivalente 

à la condition suivante : 

I - 9 
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I N T E G R A L E S T O C H A S T I Q U E 

(i) ' pour tout élément (H x Qs^ t]) de ^ , m(H x ] s , - 1 . mftf x 

Preuve : 

!°) Supposons la condition (i) satisfaite ; si (H x ] s , t] ) 
appartient à , on a : 

1 R . m(H x ] s , t]) = 1 R . Q H . m(fl x ] s , tj )] 

= 1 H . m(tt x j s , t}) - m(H x J s , tT| ) ce qui prouve (i) 1. 

2°) Supposons la condition (i) 1 satisfaite ; si (H x ] s , t] ) 
appartient à f)c) , on a : 

1 H . m(n x ] s , tj) = 1 R . m(H x ] s , t] ) + - 1 ) . .m((ft\H) x ^ s , t] ) 

= m(H x Js, t]) + m ((ft\H) x j s , t] ) - 1 . m(<n\H) x j s , t] ) 

= m(H x ^ s , t]) ce qui prouve (i) . 

A_-_8 : LEM№_ET_NOTATION ((f)). 

Stott (XjJ-beT u n Processus réel adapté défini à une modification 

près, cfest-à-dire tel que, pour tout élément t de T, appartienne à 

L(% 3 P). 

1°) Il existe un élément (unique) de cl , que lTon notera 

<$>( (X.) m) , tel que, pour tout couple (s, t) d'éléments de T avec s < t, on 

ait : 

(*((Xt)t€T)) № X ^ S j = (Xt " V 

2°) L'application <J> ainsi définie est une bisection de l'ensemble 

des processus réels adaptés définis à une modification près et tels que 

X = o dans QJ . 
o 

3°) Pour tout couple (o, o') de temps d'arrêt étages avec o 4 o', 

on a : 

<*((Xt)t ¿i í > . o'JJ = X . - X 
о1 а 

4°) Pour tout temps d'arrêt étage et tout élément A de 

*«xt)tcT> (АГ\\о,о]) - ( ( X t t e т Ш 
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MESURE ET INTEGRALE STOCHASTIQUES 

Preuve : 

Soit (X' t) t£,j, une modification de (X f c) t Ê- T» Soit A un élément 

de ifô'. D'après le lemme A-3, A admet une partition (H. x ] s . , t .1 ) . _ _ 

telle que, pour tout i, (IL x ] s ^ , t7|) appartienne à {fc) . En considérant 

ce qui se passe sur chaque trajectoire a> de fi, on voit que l'on peut poser 

• ' « V t e T (A) = m(A) = * 1 H < . (X' t - X ' s ) 
1 6 1 1 1 1 

c fest-à-dire que m(A) ne dépend pas de la décomposition de A considérée. 

On vérifie que pour tout couple (o, a T ) de temps d'arrêt étages avec o 4 o 1

9 

on a m (]cr, o ) = X' a, - X' Q , que m est simplement additive et que 

<K(X.). - T ( A*\]o,a]) = ^((X. A r T ) . T (A) si cr est un temps d'arrêt étage et 
t t«- 1 s~\ tA u Z ki. L 

si A appartient à (là encore, il suffit de montrer ces égalités pour tout 

élément o> de fi) . 

Ensuite, on vérifie immédiatement que, pour tout élément A de 

la classe d'équivalence de m(A) dans L (fi, y 4 , P) ne dépend pas du choix 

de la modification » o n P e u t donc poser : 

< K ( X t ) t £ T ) (A) 3 8 classe d'équivalence de m(A) . 

La fonction <J> satisfait alors aux conditions indiquées d'après 

ce qui précède. 

A_ =_9 : LEMME_ET_NOTATION ($). 

Soit (X,),^m un processus, défini à une modification près et 

tel que, pour tout élément t de T, X^ appartient à , P). Alors 

si on pose, pour tout élément A de J& * m(A) = E \j> ((X, ) , „) (Af\, ceci 

définit une fonction réelle simplement additive sur ; cette fonction m 

sera notée $ ( (X^) ̂  ̂ ) . 

Preuve : 

Ceci se déduit immédiatement de la linéarité de la fonction E(.) 

et de A-8. On peut également noter qu'aux propriétés A-8-3 0) et 4°) de 

I - 11 



I N T E G R A L E S T O C H A S T I Q U E 

tKiX)^ ) correspondent des propriétés analogues pour ^((X,) , „,). Par 
t t C 1 t té 1 

ailleurs, (xt)t£T est une martingale (resp. une surmartingale) si et seule

ment si $((xt)t€T (A) ~ 0 (resp. > 0) pour tout élément A de & (ou defj^) ) . 

En un certain sens qui sera précisé au chapitre 2, la fonction 

$ ( ( X t ) t £ T exprime donc le "défaut de martingalité" du processus (xt)té-p' 

A_-_]0 : DEFINITION. 

On dit qu'un temps d'arrêt a est prévisible s'il existe une 

suite de temps d'arrêt (a(n))n>Q 3ui annonce a, c'est-à-dire croissant vers 

o et telle que, pour tout n, Proba ([a(n) = o\ (\ [p < T\) = 0. 

A_ =__n i REMARQUE. 

Il revient au même de dire qu'il existe une suite de temps d'arrêt 

(a'(n)) n >Q croissant vers o et telle que, pour tout n, Proba [a'(n) - o] = 0 . 

En effet, il suffit de poser a'(n) = inf. {a(n), 1 - — } . 
n 

B - M E S U R E S T O C H A S T I Q U E 

B_-_2 : DEFINITI0N_ET_N0TATI0N. 

Soit p z 1. On dira que m est une mesure stochastique en moyenne 

d'ordre p si m est un élément de cf qui se prolonge (de façon unique) en une 

mesure définie sur la tribu yA 1 (tribu des prévisibles), à valeurs dans 

Lp(ttj V*\ et o-additive pour la topologie forte de L^(Q, 3^, P). 

Dans ce cas, par abus de notation, le prolongement de m à cf^ 

sera encore noté m, 
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MESURE ET INTEGRALE STOCHASTIQUES 

B_ =_2 : DEFINITION. 

Soit p ï 1. Soit (X ) ~ un processus réel adapté défini à une 

modification près. On dira que (X^tzT esi un P1*00080118 de répartition en 

moyenne d'ordre p si (X.) , J est une mesure stochastique en moyenne 

d'ordre p. 

2_I_2 : ÏÏ^OREME. (cf. OREY : [23'] ) 

Soit x une mesure stochastique en moyenne d'ordre 1. Alors il 

existe un processus cadlag (Xj+.m » unique à l'indistinguabilité près, 
^,4 ~C "0 ci J. 

adapté aux tribus g ^ , tel que Xq = o et tel que x - §( (X^)^erp). 

Preuve : 

Notons d'abord que si x est une mesure stochastique en moyenne 

d'ordre p avec p £ 1, elle est à fortiori une mesure stochastique en moyenne 

d'ordre 1. 

On notera | | . | | la norme dans (fi,$, P ) • 

Soit Q' l'ensemble des rationnels appartenant à T. Soit (^ t) t cqt 

le processus défini à l'indistinguabilité près par Z f c = x (]o, t] ) pour t 

élément de Q 1 . 

On va d'abord prouver que le processus (zt)tcQ» est laglad en 

utilisant une technique analogue à celle utilisée dans le théorème classique 

d'existence de modification laglad pour une martingale. 

Puisque x est une mesure, il existe une constante d > o telle que, 

pour tout élément A de & , E[x(A)] « d. 

Soit (a, b) un couple de rationnels avec a < b. 

Considérons d'abord une partie finie S de Q' ; soit (t(k)K , _ 
l^k<zn 

la famille ordonnée des éléments de S. Soit (a(k))_^, ~ la famille des 
l^k<zn 

temps d'arrêt étages définie par récurrence par : a(l) = o, 

I - 13 



I N T E G R A L E S T O C H A S T I Q U E 

a(2k + 1) = inf {t : te S, t £ a(2k) , Z ^ b/ 

a(2k) = inf {t : te S, t £ a(2k - 1), Z f c ^ a} 

(rappelons que si V est la partie vide de T on pose inf {t : t ̂ V } = 1). 

Soit A^ le domaine où le processus (Z ) e effectue au moins 
S t t € b 

j "montées de a à b" ; si o)€ fi, on a : 

- soit <A)€Ag ce qui implique 

j , ( Z c ( 2 k + l ) " Z a ( 2 k ) ) * i - < b - a > 

- soit' w ^ A g ce qui implique 

j 
E ( Z n u n " Z £ - (Z, - a) 

k = 1 a(2k+l) a(2k) ^ 1 

(on ne peut avoir Z a ( 2 k + J ) - < o que si Z g ( 2 k ) < a et Z g ( 2 k + J ) = X , ) . 

On en déduit : 

d * E [x ( ^ ]a(2k), a ( 2 k + l ) D ] , ^ E ( Z a ( 2 k + I ) - Z a ( 2 k ) ) 

5, j . (b-a) . P(Ajb - E [(Zj - a) 

ce qui donne P(A^) ^ j +^b~aj s i c " E < l Z! I> -

Si on considère maintenant une suite ( S ( n ) ) n > Q de parties finies 

de Q 1 dont la réunion est Q' et si A^, désigne le domaine où le processus 

(Z ) c n , effectue au moins j "montées de a à b" on a Al, >. + Ar^t donc 
t t ̂  b ̂ n^ \l 

1 c*̂"d"̂" lai c» 

P ( A Q I ) ^ j—(h-a) ' ^ N E N C^^^ U^ T ^ U E » A Q » désigne le domaine où le proces

sus ( Z t > t £ Q t effectue une infinité de "montées de a à b", on a P(A^ t) = 0. 

En considérant la famille dénombrable des couples de rationnels (a, b ) , on en 

déduit que le processus ( Z ^ ^ ^, est laglad (c'est-à-dire, pour presque 

toute trajectoire, admet en tout point une limite à droite et une limite à 

gauche). 

On peut alors poser, pour tout élément t de T, Xt(a)) = Z t +(oo). 

Soit t £ T et (t(k)) k >Q une suite d'éléments de Q' décroissant 

vers t ; la suite de variables aléatoires (X (. converge P-p.s. vers 
A k>U 

X (par définition de X ) et dans L (fi, «r , P ) vers x(Jo, tj ) (puisque x est 
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une mesure) donc cette suite converge P-p.s. et dans Lj vers = x (]o, t] ) . 

On vérifie immédiatement que x = ^ ^ t Ê l ' ' 

Notons que, dans cette démonstration, supposer que x est une 

"mesure" est une hypothèse beaucoup plus forte que nécessaire. 

B_ =_4 : LEMME. 

Si (K^teT est une modification cadlag d'un -processus de répar

tition en moyenne d'ordre p avec p ^ 1 et si x est la mesure stochastique 

associée, on a : 

a) pour tout couple (o, a') de temps d'arrêt avec o < o', 

x(]o, o'l) = X , - X 
J J J o' o 

b) pour tout couple (o, o') de temps d'arrêt prévisibles avec o < o', 

x([p, a'[) = Xo,_ - Xo_ 

(les égalités considérées étant évidemment dans L^). 

Preuve : 

a) Il suffit de prouver que x(Jo,o]) = X G - X q . Soit, alors, une suite 

( a ( n ) ) n > Q de temps d'arrêt étages décroissant vers a. La suite de variables 

aléatoires ( X / N ) converge vers X P-p.s. et dans L (puisque x est une 
a(n) n>o ° a r p r ^ 

mesure) d'où le résultat (cf. A-8-3°)). 

b) On raisonne de façon analogue au a) en utilisant le a) et le fait qu'un 

temps d'arrêt prévisible a est limite d'une suite ( a ( k ) ) k > 0 croissante de 

temps d'arrêt (quelconques) telle que, Vco, ( a ( ^ ) ) ^ > 0 croît strictement vers 

a(o)) . 

B_ =_5 : LEMME. 

Soit (X^)^e ^ une modification continue à droite d'un processus 

de répartition en moyenne d'ordre p (p z 1) et o un temps d'arrêt. Soit Y 

le processus défini par Y^u) = Xj.A0(u). Alors I est un processus de répar

tition en moyenne d'ordre p et, pour tout ensemble prévisible A, on a : 
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($(Yt))(A) = f K ^ J t t n ^ o ] ; 

Preuve : 

Il suffit de prouver l'égalité ci-dessus pour A = H x ]s, t] 

élément de cfe (on peut même prendre H = fi). Or cette égalité est satisfaite 

si a est un temps d'arrêt étage (cf. A - 8 - 4 0 ) ) . Si a est un temps d'arrêt 

quelconque, on considère une suite ( a ( n ) ) n > 0 ^e temps d'arrêt étages décrois

sant vers a : la suite Y

t A a ( n ) converge d'une part dans (puisqu'on a une 

mesure), d'autre part P-p.s. vers Y a donc cette suite converge P-p.s. et 

dans L vers Y c. q. f. d. Notons que, à 1'indistinguabilité près, Y est 
p tAO ^ ' & v ' t 

le seul processus continu à droite tel que Y = X et (J>(Y ) (A) • é(X ) (AO lo,al) 
0 t t 

pour tout élément A de «Su . 

C - D E F I N I T I O N D E L ' I N T E G R A L E S T O C H A S T I Q U E 

C_-_2 : DEFINITION. 

Soient (X^)^eT et (Y^)^e T deux processus adaptes à la famille 

^ ^ t £ f ^n suPPose Que (^t^teT es^ un Prooessus &e répartition en moyenne 

d'ordre p et on désigne par x la mesure stochastique associée. On dira que 

le processus ^^^e^>
 es^ sto chas tiquement integrable en moyenne d'ordre p 

par rapport au processus X si la fonction réelle (u, t)*»+ Y^(u), considérée 

comme fonction définie sur fi' - fi x T', est integrable (pour la topologie 

de L^) (cf.,par exemple, [i]) par rapport à la mesure x définie sur (Q,', $ ). 

Dans ce cas, si A est un ensemble prévisible, on posera 

! f f 
Y.dX = Y.l .dX ; la fonction m définie par m(A) = Y.dX est alors une 

U ¡ A M 

mesure stochastique (vérification immédiate) : d'après le théorème B-3 on 
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peut donc lui associer un processus cadlag (Z^^ÇT unique à l'indistinguabi

lité près : par abus de langage, ce processus sera encore appelé l'intégrale 

stochastique de Y par rapport à X. 

C_ =_2 : REMARQUES. 

On suppose que (Y est s tochas tiquement integrable en moyenne 

d'ordre p par rapport à ( x

t ) t € T

 e t <l u e ^ Zt^té:T e S t l e P r o c e s s u s défini 

par Z = Y .dX(u), pour tout élément t de T : on a alors : 

' J ] o , tj u 

a) appartient à L^(fi, 9* t , P) pour tout élément t de T 

b) si (Xt> est une martingale, il en est de même de (Z^) ; en effet, si 

x = (f>(( x

t) t 6 T ) (resp. z = (|)((Zt)t e T > ) , on a, pour tout élément A de $
 1 , 

< 1^ , x(A) > = o - E Qc(A)T] ; mais ceci implique 

< 1 , z(A) > = Y d < X , 1 > = o (puisqu'une intégrale forte est à 
ùù » U U u U 

J A 

fortiori une intégrale faible) ce qui implique que ( z

t ) t e T

 e s t u n e martingale. 

c) de même, si (X ) ^ est une surmartingale et si Y t(w) est >, 0, (vt et OJ) 

( Z t > t ^ T est une surmartingale. 

C_ =_3 : LEMME. 

1 1 1 
Soient p, q et r trois réels positifs tels que 1. 

Soit (X^t&T u n e m°difi^tion cadlag d'un processus de réparti

tion en moyenne d'ordre p. Soient (o, o') un couple de temps d'arrêt avec 

o < a'. 

Io) Soit Y2 un élément de L (Q3 3* 0 » P) J alors le processus Y défini par 

î = Y y • l-j0 afj est stochastiquement integrable en moyenne d'ordre r 

et f Y.dX - Y.. (X t - X ). 
J 1 o' a 
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2°) Plus généralement, soit (°Ck))fo>0 une suite de temps d'arrêt croissant 

vers o' avec o = o(l). Soit (Y^)-, une suite de variables aléatoires 
k k>o ^ 

telle que, pour tout k, Y^ appartient à L^(ü, y* , P) et telle que 

la série de terme général u^ = Y^ . " X0(k)^ so^ convergente 

dans L (ti, ff* , P), (condition qui est satisfaite pour p > r si 
sup M Y J L < + 

k>o K 

Alors le processus Y défini par Y = Z * *~\o(k) o(k+l)~\ es^ s^°~ 

chastiquement integrable en moyenne d'ordre r et 

Y, dX - £ Y 7 . (X ,i , -, — X /7 , ) 
J 0 , k > 0 k o(k+l) O(k) 

Preuve : 

I o) Notons d'abord que la propriété indiquée a un sens puisque 

la mesure associée à (X ) est une mesure stochastique en moyenne d'ordre r. 

Si Y, = Z a • 1 »/ \ où (A(n)) ^ est une partition ôA — 
1 ^ n A(n) n>o v o 

n>o 

mesurable de fi, le processus Y est integrable d'après le théorème 9 de Q ] 

p. 347. 

Si Y, est quelconque, Y, est limite uniforme de fonctions a-étagees 
1 ] — F^/>fi nns a-etagees 

(c'est-à-dire prenant un ensemble dénombrable de valeurs) : il en résulte 

une propriété analogue pour Y qui donne le résultat escompté (toujours 

d'après le théorème 9 de [\\ ) . 

2°) Se déduit facilement de ce qui précède et du théorème 9 de [Y] . 

Notons que ce lemme montre que l'intégrale construite en O l 

ci-dessus coïncide avec celle de Ito-Watanabe (cf. pour les processus 

étages. 

Ç_ =_4 : E)ŒENSION_DE_LA_DEFINITION_ (LEMME ET DEFINITION). 

Notons d'abord que l'extension ci-dessous a été étudiée plus en 

détail dans [}8\. 
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Soient X et Y deux processus, le processus X étant continu à 

droite. On dira que Y est localement stochastiquement integrable s'il 

existe une suite croissante (o(n)) ^ de temps d'arrêt telle que 
n>o 

lim. Proba [p(n) < î] = o et telle que, pour tout n, le processus Y est 

stochastiquement integrable en moyenne d'ordre 1 par rapport au processus 

XtAo(n) ^ce suPPose* notamment, que %j-\o(n) es^ un Processus de répar

tition en moyenne d'ordre 1). Dans ce cas, l'égalité 

ZtAo(n) " j ^ * ^^tAo(n)^ définit à l'indistinguabilité près un processus 

^t^te. T sera appel-é intégrale stochastique locale de Y par rapport à X. 

Preuve : 

Il suffit de prouver que le processus (zt)te T est bien défini et 

ne dépend pas (à l'indistinguabilité près) de la suite (a(n))n>0 

I o) Pour tout n, soit (Z n(t)) _ le processus continu à droite 
tfei 

défini par = f Y . dte , J . 
Ü J]o, t] tAa(n) 

Soit z 1 1 = • ( ( Z ^ t 6 T ) . 

D'après le lemme B-5, pour tout ensemble prévisible, 

J A r\ 1 / \1 t/NO(n+l) 

J A O Jo, a(n)J 

donc z^a(n) Œ z^ à. l'indistinguabilité près (cf. remarque à la fin de B-5) 

ce qui montre que (zt)tc T est bien défini sur [o, a(n)] (pour tout n) et 

donc sur fi x T. 

2°) Soient (a(n)) ^ et (a'(n)) ^ deux suites satisfaisant aux 
n>o n>o 

conditions de l'énoncé et ( Z ) f c „ et (Z'^) les processus associés. 
t te i t t é T 

Soit a"(n) = a(n) A a'(n). La suite (crf,(n)) ^ satisfait aussi aux cóndi
l o 

tions de l'énoncé. Si (Z" ) _ est le processus associé, d'après le I o) 

L Le i 

on a (z"tAa»«(n))t6: T = i z

tAa"(n)^t6r T
 â l'indistinguabilité près d'où l'uni-

té de (Zt)teT. 
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D - E X E M P L E S S I M P L E S D E M E S U R E S S T O C H A S T I Q U E S 

D_I_i : PROPOSITION. 

Soit fi' un espace et un anneau de parties de fi'. Soit V un 

espace de Banach, m une mesure positive définie sur & et v une fonction 

simplement additive définie sur et à valeurs dans V. On suppose que v 

satisfait à la condition suivante : 

(i) si (A ) est une suite d'éléments de Jtf telle que 
n n>o ^ 

lim m(A ) = O, alors lim v(A ) = 0 
n J n 

Alors, v se prolonge, de façon unique, en une fonction à valeurs 

dans V, définie et fortement o-additive sur le S-anneau engendré par 

Preuve : 

La preuve directe de ce résultat est assez facile ; toutefois 

nous ne démontrerons pas ce résultat qui est un cas particulier de [l2J ou 

[27]. 

D_-_2 : LEMME. 

Soit m.une fonction positive définie et simplement additive 

sur c&.. Alors m est o-additive sur fy'si et seulement si m satisfait 

aux deux conditions suivantes : 

(i) pour tout élément t de T, lim. m(ïl x ~\o, s\) - m(Q.x~\o, t]) 

(ii) pour toute suite (A ) d'éléments de décroissant vers 0, 
r n n>o 

lim. ( Sup m(B) ) - 0 
n-*<*> < ^ -y - i — — ^ . > 

\ B£ M , BC(A x T') ) 
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Preuve : 

Les conditions (i) et (ii) sont évidemment nécessaires. 

Supposons ces conditions satisfaites. On veut prouver que si 

(B ) ^ est une partition de B, les ensembles B et B (pour tout n) appar-
n n>o i n 

tenant à (/o , alors m(B) = E m(B n) . D'après le lemme A-3, il suffit de 

prouver cette égalité pour B £. cJû) î quitte à changer de notation, on peut 

aussi supposer que chaque B appartient à Çjc) . On a évidemment m(B) E m(B ) , 

n>o 

Soit e > o. On se propose de prouver que m(B) + 3e 4 E m(B ) . 

n>o 

Soit B = H x 1 s, tl et, pour tout n, B = H x l s , t 1 . La 

condition (i) permet de construire s 1 tel que s < s 1 < t et m(H x ] s , s'J) >S 

de même, pour tout n, on peut trouver t' n tel que < t'^ et 

m ( H n x ] t n , f « e . 2 _ n . 

Pour tout élément to de H, soit a(co) l'ensemble des entiers 

positifs k tels que u)ê H^. Ensuite, pour tout n > o, soit C r l'ensemble 

des éléments a) de fi tels que 

[.'. t ] c j y > k , f k E ! 

( 1 ̂ k<n ) 

kfe a(o)) 

D'une part, C N appartient à 9"* . D'autre part, si on fixe a), on a : 

C s \ A ] с is, t ] c и 
к>о 

k e a( 00 ) 

s k » \ с и 
к>о 

кбг a(o) ) 

s k ' fc'k 

(Puisque (B ) est une partition de B) n n>o 

Ceci signifie que la famille d'ouverts {] s f c , t f
k D k > 0 > k £ a y 

recouvre le compact [s', t] donc on peut en extraire un recouvrement fini 

ce qui signifie qu'il existe un n > o tel que o) appartient à C^ ; autrement 

dit, si on pose A = çAC , la suite (A ) (qui est évidemment décroissante) 
n v n n n>o 

tend vers </>• On peut alors lui appliquer la condition (ii) ; il existe donc 

un entier n tel que : 
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Sup. m(B) < e. 

B £ Sèf , B C (A x T ' ) 

n 

Or, si on pose D - U (\ x ] \ > t ' J ) et B f - (H x ] s ' , t]), 

on a ( B f \ D ) C (A x T') donc m ( B ' \ D ) < e donc 
N n n n 

m(B) <: e + m(B') < 2e + m(D ) 42z + £ m O ^ * l s k , t'jj) 
n k>o 

2e + E £ . 2 " k + Z m(B k) c. q. f. d. 
k>o k>o 

D_-__3 : PROPOSITION. 

Soit (X^)j_^T un processus défini à une modification près et 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) pour tout élément t de T, appartient à L^(Çi, y* ^ , P) 

(ii) f^J^ y est une sous-martingale positive 

(iii) pour tout élément s de T, lim. E(X - X ) = 0. 

, , u S 
t\s 

Alors la fonction ^ttX^teT^ es^ Pos^tive et v-additive 
sur . 

Preuve : 

Pour alléger l'écriture, posons x = $ ( ( X t ) ^ ^ ) . 

La fonction x est positive puisque (^t) ^ est une sous-martin

gale. Il suffit donc de vérifier que x satisfait aux conditions (i) et (ii) 

du lemme D-2. Or, la condition D-2-(i) est satisfaite d'après la condition 

(iii) de l'énoncé. Prouvons la condition D-2-(ii) ; soit (A(n)) Q une suite 

d'éléments de telle que A(n) 4- 4 ; si B est un élément de (0 contenu 

dans A(n) x T', il existe un temps d'arrêt étage o tel que 

B C (]a, l]) C (A(n) x T') (il suffit de prendre pour a le "début" de B 

soit a(co) = inf. {t : (co, t) e B}) ; on a donc 

m(B) ̂  m(Ja, l] ) = E |x - X^] (cf. A-8-3°) et A-9) 

^ E fCX, - X Q )
+ J < E Q X J . lA(n)] 

or lim. E [|Xj| . l^/n\] - o ce qui prouve D-2-(ii). 
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D_ =_4 : PROPOSITION (CAS D'UN PROCESSUS CROISSANT). 

Soit (A ) m un processus défini aune modification près et 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) pour tout élément t de T, A^ appartient à L^Q,, , P) 

(H) pour tout couple (s, t) d'éléments de T avec s < t, AQ 4 P-p.s. 

(iii) (A.) w est continu à droite en moyenne, c'est-à-dire que, pour tout 

élément t de T, 

lim. E(A - A.) = 0 

8 H * 

Alors (A.) , m est un processus de répartition en moyenne d'ordre 1 

Preuve : 

Remarquons d'abord que les conditions données sur (A-t) ^ sont 

satisfaites si et seulement si (^t)té;T admet une modification (A!t)tfc.T 

croissante, continue à droite (par trajectoires) et qui satisfait à la 

condition (i). 

Soit a (resp. a) la fonction simplement additive définie sur CA/ 

par a - <K(A,:V _ _) (resp. a = $ ( ( A > _)) (cf. A-8 et A-9) . La fonction 

ttfcl t te 1 s\ 

â est positive (condition (ii)). De plus, pour tout élément B de Jd , on a 

I|a(B)I Ij = â(B) donc, pour tout élément B de to, I Ia(B)I Ij < a(B) (on a 

même l'égalité). Compte tenu de la proposition D-l, il suffit donc de prouver 

que a est a-additive. Or, ceci résulte immédiatement de la proposition D-3 

(on peut supposer Aq s o et donc A f c £ o ) . 

D_-_5 : REMARQUES. 

a) Dans la démonstration qui précède, il n'est pas nécessaire 

d'utiliser la proposition D-3 ; on peut en effet remarquer que, si B 

appartient à J& , â(B) = 1 . d A (co) . P(dto) ce qui prouve que a 

est a-additive (Fubini). 
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b) La proposition D-4 reste exacte si on pose Vt, el*1

 t = 

((A ) _) est encore une sous-martingale par rapport à cette famille de 

tribus !) : la tribu des prévisibles devient alors la tribu (x) jç) (T') 

et la proposition D-4 n'est autre que le théorème de Fubini (cf., par exemple, 

III-2-1 p. 69 de [23]). 

c) Si (A- t) t£ rj, est un processus croissant (par trajectoires), pour 

tout élément co de Q on peut considérer l'intégrale de Stieljes ordinaire 

Y (co) . d A (co) ; si (Y ). T est intégrable en moyenne d'ordre 1, on 
jtji t L t t fe 1 

vérifie que, P-p.s., cette intégrale de Stieljes est définie et égale à 

l'intégrale stochastique Y . d A (on le vérifie immédiatement pour 

les processus <rv -étages, puis pour les processus positifs en appliquant 

le théorème de Lebesgue). 

D_ z_6 : PROPOSITION. 

Si (X^t&T est une martingale de carré intégrable continue à 

droite en moyenne d'ordre 2, (X,),^ est un processus de répartition en 

moyenne d'ordre 2. De plus, si m^ - K ^ ^ y (of. A-8) et a^ = §( (X^_) ^^T) 

(cf. A-9), pour tout élément A de 9^ ' on a : (\ \mY(A) \ \J
2 - aY(A), autrement 

2 

dit, l'application qui, à 1. élément de L (9,', fy* 1 , aY), associe m (A) 

2 c/ 

élément de L (Çl,VA, P) est une isométrie (ce résultat sera généralisé en 

D-9-c). 
Preuve : 

Notons d'abord que, si la famille ( y* t^téLT 6St continue ^ 

droite, la martingale (^^^^ est continue à droite en moyenne d'ordre 2. 

2 
La fonction a (qui est positive puisque (X ) _ est une sous-

x t t 1 
martingale) est a-additive (proposition D - 3 ) . 
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Par ailleurs, pour tout élément A de a x(A) = (||m^A)|| i 

en effet, soit ( A ^ ) . £ ^ une partition de A constituée d'éléments de 

(cf. A-3) ; d'une part, pour tout élément A^ = (H x ] s , t]) de , 

a x(A.) = E Q H . (X* - xj>] - E Q H . (Xfc - X ^ 2 ] (car H Ê <T g et ( X t ) t 6 T 

est une martingale) = ( | Irn^A^ | 1 2) ; d'autre part, si i^j , les vecteurs 

n^iA^) et rn^A^) sont orthogonaux (ceci se vérifie immédiatement en notant 

que (H x ]s, t] ) O (H 1 x ] s ' , t'] ) - H H O H ' = é ou ]s, t] 0]s', t'] = i) . 

On a donc a v(A) = Z a Y ( A . ) = Z. ( | |m__(A. ) | | ) 2 = ( | ^ ( A ) | | ) 2 . 
X i é l X 1 i é l * i 2 -X l 

La proposition se déduit alors de D-l. 

D_-_7 : REMARQUE. 

Dans les deux cas envisagés précédemment (D-4 et D-6) on a 

prouvé directement qu'on était dans le cas (*) de [)] (cf. p. 346) sans 

utiliser le corollaire 2-4 p. 294 de [ 2 ] . 

D_ =_8 : REMARQUE. 

Soit ( x

t) t£<r une martingale locale (cf., par exemple, \s] ) , 

c'est-à-dire un processus continu à droite tel qu'il existe une suite 

croissante (a(n))n>0 ^e temps d'arrêt, suite telle que, pour tout n, 

\ ) _ , m soit une martingale (ici les martingales sont nécessairement 
tAOKn) té T 

uniformément integrables puisqu'on a pris T = [o,f]). 

D'après la proposition 4 p. 94 de [é] et les propositions 

D-4 et D-6 ci-dessus, il existe une suite croissante (a'(n)) de temps 
n>o 

d'arrêt telle que lim. P [p'(n) < Q = o et telle que, pour tout n, 

(X x ) „ rp soit un processus de répartition en moyenne d'ordre 1 : ceci 
tAo ViU te 1 

permet de définir l'intégrale stochastique par rapport à une martingale 

locale (cf. C-4 ci-dessus). 
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D_ z_9 : PROPOSITION. 

Soit (X,), m une martingale de carré intégrable. Soit 

aX ~ t^ t€~T^ * ^t^t€.T Un Prooessus tel que la fonction réelle 

associée (co, £jv-> J^fW (considérée comme fonction définie sur fi' = fi x T') 

appartient à L2(Sl', cr , a^). Alors : 

a) (y^)^srji est stochastiquement intégrable en moyenne d'ordre 2 par rapport 

au processus (^-j)^Ç-T 

b) Soit -(-^rp l'intégrale stochastique de (Y^^^rp par rapport à (X^^e-T ' 

2 
soit a^ = ^((Z-J te.T^ * Q°it m^ la mesure stochastique définie par 

mr?(A) = Y . dX, pour tout élément A de ' . On a alors (pour tout 

élément A de ffi ' ) : f Y2, . daY = (\\m7(A)\\j
2 = ajA). 

iA t X S, 

c) Si on pose ÏH ' - {C : C = Bf\\o, s~\, B £ j* }, l'application qui, à 
s ^ J 

(Y,), r -i considérée comme élément de L ffi x ] o , s ] , y* * .» aJ» 

f 2 (T* 
associe Z = \ Y . dX, considéré comme élément de L (Q, lH , P) 

S |~| ""I u u S 

est une isométrie linéaire. 

Preuve : 

Le c) est évidemment un cas particulier du b) : il suffit de 

poser A = ] o , s ] . De plus la deuxième égalité du b) a été prouvée en D-6. 

Soit l'espace vectoriel des processus ( Y f c ) t T tels 

que la fonction réelle associée (co, t ) ^ Yt(co) soit étagée et $ -mesurable : 

autrement dit, on suppose qu'il existe une famille finie ( a p i ^ j de réels 

et une partition finie associée (B.). de fi', partition constituée d'élé-

ments de Je , telles que X. (co) = Z b. . 1 (co, t) . Soit A un élément 
t i ̂  I 1 1 /O 

de (k/ . Soit (A.). T une partition de A constituée d'éléments de Jo et 

plus fine que la partition ( B ^ ) ^ j 5 o n peut écrire 

X (co) . 1. (co, t) = E X. . 1 (co, t) et on a : 

j e J J j 

m-(A) - Z X. . nu (A.) 
Z J 6 J 3 ^ J 
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mais, de même qu'en D-6, les vecteurs X. . m (A.) sont deux à deux ortho-
J ^ J 

gonaux donc 

(| |m_(A> | L ) 2 - E X 2 . (|.|nu(A.)|| ) 2 - E X 2 . a (A ) 
^ 2 j £ J j Z j L j X j 

soit (| |m z(A) | | 2 ) 2 - Y 2 . d a x Q 
J A 

On en déduit la même égalité pour tous les éléments A de ch4 

Par ailleurs, pour tout élément f de L2(fi', ^ ' , a x ) , il existe une suite 

(f ) d'éléments de ) qui converge vers f a -p.s. et dans 
n n>o A 

L2(fi', £H ' , a ) ; le théorème 9 de [l] et l'égalité a ci-dessus montrent 

que le processus associé à f est stochastiquement intégrable en moyenne 

d'ordre 2 et qu'il satisfait à l'égalité (a)(par passage à la limite). 

E - F O R M U L E D E I T 0 j] 

E_I_1 : INTRODUCTION. 

Nous allons maintenant prouver la formule de Ito pour des processus 

à trajectoires continues. La méthode proposée est assez différente des 

méthodes classiques : elle montre que la construction vectorielle de l'in

tégrale stochastique permet de simplifier les démonstrations antérieures, 

notamment parce qu'on dispose d'un théorème de convergence dominée. 

Nous commencerons par obtenir, en E-4, la décomposition de 
2 

Doob-Meyer du processus (M^ ) , si (M^) est une martingale, par une méthode 

analogue à celle qui sert à prouver la formule de Ito. 

E_ z_2 : PROPOSITION^ (cf. Métivier [16]) 

Soit (mn)n>0 une suite de mesures stochastiques qui converge 

vers la mesure stochastique m pour la semi-norme de la semi-variation. 

Soit X^ (resp. Z^j le processus cadlag, unique à l'indistinguabilité 

près, associé à la mesure m (resp. mn) et tel que Xq= o (resp. - o). 
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Alors on -peut trouver une application croissante f de JN dans IÑ telle 

que, sauf sur un ensemble de mesure nulle, les trajectoires de X^n^ 

convergent uniformément vers celles de X . 
u 

Preuve : 

On construit la fonction f en sorte que la semi-variâtion de 

( m - m ^ n ^ ) soit inférieure à 4 n . Soit a(n) le temps d'arrêt défini 

par a(n) = inf. {t : | X t - X
f £ n ) | > 2~ n} . Sur le domaine 

A n = {a(n) < 1}, |x - X ^ ( n ) | * 2 ~ n donc 

P ( A n ) * 2 n . | | ( X - X f ( n ) ) a ( n ) | | 1 . < 2 n . 4 - n = 2 - n 

Si on pose A = lim.sup.A^ a A [ U ] , on a P(A)=0 et, en dehors 

n n>o k^n 

de A, les trajectoires de X ^ n ^ convergent uniformément vers celles 

de X . 

E_ =_3 : PROPOSITION, (cf. Métivier [ló]) 

Soit (X ) , m une modification cadlag dfun processus de 

répartition. Soit ^t^txlT un Processus prévisible intégrable par 

rapport à (Xj.)' Soit ( Z ^ ) l e processus cadlag défini par 

Z,= Y . d X . Si (X ) est continu (resp. prévisible)(Z.) 
v n n t t 

est continu (resp. prévisible). 

Preuve : 

On vérifie immédiatement que la proposition est exacte si 

Y = 1 T T T i avec H £ rf ; on en déduit le même résultat si Y est 
t H xJujVj ^n ' t 

une combinaison linéaire finie de tels processus. Le théorème de con

vergence dominée et la proposition E-2 permettent d'étendre ce résultat, 

d'abord aux processus prévisibles (Y^) uniformément bornés (raisonne

ment classique de prolongement par mesurabilité), et, ensuite,aux 

processus (Y^) integrables par rapport au processus (X̂ _) . 
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E_ =_4 : PROPOSITION. 

Soit (X ) „ une modification cadlag d'un processus loca-

lement de répartition en moyenne d'ordre 2. Soit (Y^)^^ le processus 

cadlag défini à l'indistinguabilité près par, pour tout t : 

= X? - X2 - X . d X 
t t O 1 ,i u- u 

Jio,t\ 

où ^u-uk\1 désigne une modification continue à gauche du processus 

(Xt)t^T 

Le processus (Y^tÇ.T es^ a^ors un Vvocessus croissant. 

Preuve : 

Notons d'abord que, si (X ) est une martingale, X .d X 
t J]o tl U " U 

est aussi une martingale ; cette proposition donne donc * •» 
2 

l'existence d'une décomposition de Doob-Meyer de (X t) sous la forme 

de la somme d'une martingale X .d X et d'un processus croissant 

J]o,t] U " U 

(Y t) (continu ou prévisible si (X f c) l'est : cf. E-3). 

Prouvons donc la proposition. Par localisation, on peut se ramener au 

cas où le processus (X f c) est uniformément borné ce que nous supposerons 

désormais. On va d'abord prouver que Yj""Y0 est positif. 

Pour tout n>o , soit Z le processus défini sur jo,l| par : 
n •* 

2 n-l 

Z = £ X . 1 
n k=a k . 2 " n ]k.2" n,(k +l).2

_ n] 

On a : 

x ; - x 2 = 2I"' rx 2 - x 2 ) 
1 ° j=l l ( j + D . 2 -

n j.2"nJ 

=211-1 r Î 2 211-1 

v X

r 4 . , - n ~ x . -n J + 2 E fx - X ìx 
J _ 1 (J + 0,2 J'2 j = l l ( j + l).2-

n j . 2 - n J j . 2 - n 

S + 2 . f Z . d X 
J]o,l] n 
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Or la suite de processus (Zn)n>Q converge vers le processus ( X ^ _ ) t ^ ^ 

il résulte alors du théorème de convergence dominée que Z d X 

converge vers X . d X . La somme S converge donc, elle aussi 

Jjo.l] u- u 

vers une variable aléatoire qui est positive (P-p.s.) comme limite de 

variables aléatoires positives. 

On prouverait de même que, pour s<t , - Y g >, 0 P-p.s. Le pi 

cessus continu à droite ( Y

t ) t ^ T est donc croissant à 1 1indistinguabili 

près. 

E_-_5 : FORMULE_DE_ITO. (pour des processus réels continus) 

Soit (X ) „ une modification continue d'un processus loca
ls 1 1 

lement de répartition en moyenne d'ordre 2. Soit (Y ) ^ le processus 

croissant continu défini par : 

Y+ = xl - X2 - X . d X 
t t o r\ u u 

(cf. E-4). 

Soit f une fonction réelle de variable réelle deux fois con

tinûment derivable. On a alors, pour tout élément t de T ; 

f(Xt) = f(XQ) + J f'(Xu).d X u + \ j f"(Xu).d Yu 

J]o,t] J\o,t\ 

Preuve : 

Par localisation, on peut se ramener au cas où le processus 

(Xt)t^T est uniformément borné, ce que nous supposerons désormais. 

Il suffit de prouver la formule annoncée pour t = 1. Pour tout n>o , 

on a : 

2 n-l 

f(X,) -.f(X ) - E [f fx ï - f (X } } 
1 ° k=a L ^ (k +l).2 n J ^ k.2 n J 1 

Mais d'après la formule de Taylor, pour tout n et k, il existe une 

fonction réelle n définie sur çi et telle que 

k,n k.2 n (k+l).2 n 
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et : 

f(X ) - f(X ) - (X _ n - X ) . f'(X ) 
(k+l).2 n k.2 n ( k + l ) . 2 n k.2 n k.2 n 

+ 4" (X " X ) 2 . f"(R. ) . 
2 (k +l).2" n k.2" n 

Soient (Z^) et (V^) les processus définis pour t élément de 

[k.2" n , (k+l).2" n[ par : 

Z n(t) = X , R n(t) - IL 
k. 2 " n 

k 9 

v n(t) = z (x - x _ n r 
j-o (j + D . 2 n j . 2 n 

On a : 

f ( X j - f(X ) - [ f.'(Z n). d X + i f f " ( R n ) . d V n 
1 o *r . i u u 2 J-| «i u u 

La suite de processus (Z n) converge simplement vers le 
t n>o 

processus ( Z f c ) t ^ donc (convergence dominée) 

f'(Z n). d X converge vers f f(X ) . d X 
1 i 1 u U - r . T U u 

J]o,l] J]o,lJ 
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De plus, la démonstration de la proposition E-4 montre que, 

pour presque toute trajectoire u) , la suite de mesures positives m^Cco) 

associées aux fonctions croissantes V^(co) converge, sur les dyadiques, 

vers la mesure positive m(u)) associée à la fonction croissante Yt(to) 

par conséquent (résultat classique), la suite ( ^ ( ^ ) n > 0 converge 

faiblement vers la mesure m(co) ; on en déduit facilement que 

f " ( R n ) . d V n converge P-p.s. vers f"(X ).d Y 

1 ,1 U U o r j u 

J]o,l] Jjo,l] 

quand n tend vers l'infini. 

F - F O R M A L I S M E A S S O C I E A D E S P R O C E S S U S f" 

C O N T I N U S A G A U C H E 

F_ =_l : INTRODUCTION. 

Dans les paragraphes antérieurs, on a utilisé un formalisme qui 

est surtout intéressant si on considère des processus continus à droite. On a 

effectué le choix de ce formalisme pour retrouver exactement les résultats 

classiques. Toutefois, il semble important de noter qu'il est tout aussi facile 

de considérer des processus continus à gauche : ceci a notamment l'avantage 

de ne faire intervenir que des processus prévisibles à tous les niveaux. 
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Le but de ce paragraphe est donc seulement d 1indiquer les modi

fications à apporter aux paragraphes antérieurs si on est amené à considérer 

des processus continus à gauche. Pour plus de clarté, même si cela donne 

lieu à des répétitions par rapport à ce qui précède, on donnera les énoncés 

complets de tous les résultats importants. 

F_-_2 : DONNEES_ET_NOTATIONS. 

On garde les mêmes données qu'en A-2 donc fi, £M , P, T, ( 

ont les mêmes propriétés que précédemment. 

Par contre, on introduit les nouvelles notations suivantes : 

- T' = T\{1} et fi' = fi x T' 

- pour tout élément t de T\{0}, W' = K) yA et W'n_ = (fi, 0} 

*~ s<t s U 

- g ~ famille des rectangles de la forme (Ex [s, t\j où (s, t) est un 

couple d'éléments de T avec s < t et H est un élément de to.. 

- ^ g ~ algèbre de parties de fi'^ engendrée par 5c) g 

= tribu de parties de fi ' engendrée par 

On définit LQ(fi, <H , P) , [a, a
f [ , e t c . . comme en A-2. 

On a alors les résultats suivants : 

F_ =_3 : LEMME. 

Si A appartient à fe/ , il existe une famille finie (A.)-
O 8 1 x* 1 

d'éléments de 3o qui constitue une partition de A. (cf. A - 3 ) . 

F_-_4 : DEFINITION. 

On dira qu'un temps d'arrêt étage a est surprévisible si on a : 
n 

o = Z t(k) . lH(fo) où (t(k))jtfan est une famille finie d'éléments de T et 
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(H(k)) 1.1 est une famille finie associée d'éléments de telle que, pour 

tout k, H(k) appartienne à C A 7 £ ^ _ . 

F_ =_5 : LEMME. 

L'algèbre est identique à l'algèbre engendrée par les 

intervalles ^stochastiques [o, aj[ quand a parcourt l'ensemble des temps 

d'arrêt étages surprévisibles (cf. A-4) . De plus, la tribu xP1 1^ est la 

tribu des prévisibles (ce dernier résultat se déduit immédiatement de A-5 

et de ce que, en restriction à (fi x j o , 1 [) , cJ*̂  'g contient^) ) . 

ï-I-i : NOTATION (cf. A - 6 ) . 

On désignera par cF l'ensemble des fonctions à valeurs dans 

LQ(fi, o
A, P ) , définies et simplement additives sur < $ e t satisfaisant aux 

conditions suivantes : 

(i) pour tout élément (H x [s, t[) de , 

m(H x [s, t[) = 1 . m(fi x [s, t [) 

(ii) pour tout élément t de T, m(fi x [o, t [) appartient à LQ(fi, ^ , P) . 

F_-_7 : LEMME_ET_NOTATION (cf. A - 8 ) . 

Soit ( X t ) f c 6 T un processus réel adapté. Il existe un élément 

(unique) de (y , que l'on notera <J>^((X^)t^ ^) , tel que, pour tout couple 

(s, t) d'éléments de T avec s < t, on ait : 

^ g ^ V t é T ^ (R x ' D " xt " xs 

Notons que A-7, A-8-2°), 3°) et 4°) restent exacts sous réserves 

d'effectuer les modifications convenables. 
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F_ =_8 : NOTATION (cf. A - 9 ) . 

Soit ( X t ) t un processus défini à une modification près et tel 

que, pour tout élément t de T, X^ appartient à Lj(ft, cH f c , P ) . On notera 

$ ((X ) _) la fonction définie sur par ($ ( (X. ) ̂  ̂  ) ) (A) = 
g t t & i g i g c t e i 

E = {(<i> g((
x

t)t6 T)> (A>> si A appartient a cXf g. 

F_ =_9 : DEFINITIONS (cf. B-l). 

Soit p > 1. On dira que m est une mesure stochastique à gauche 

en moyenne d'ordre p si m est un élément de cf qui se prolonge (de façon 
6J / g (—' 

unique) en une mesure définie sur cJM , à valeurs dans L^(fi, £H , P) et 

a-additive pour la topologie forte de L (Œ, iH, P) . On dira que ( x

t ) t £ T 

est un processus de répartition à gauche en moyenne d'ordre p si ^ g ^ ç ) t £ f 

est une mesure stochastique à gauche en moyenne d'ordre p. 

F_ =_JO : THEOREME. 

Soit x une mesure vectorielle forte, définie sur la tribu des 

prévisibles contenus dans (Q x T), à valeurs dans L^(Q, ^, P) et telle 

que x([o]) = x([f\) = o. Alors x induit une mesure stochastique à gauche 

si et seulement si elle induit une mesure stochastique "à droite" (c'est-

à-dire au sens indiqué en B-l) relativement à la famille ( u^+)^^_ ^' ^e 

plus, il existe un processus cadlag (X ), m , unique à l'indistinguabilité 

près, tel que XQ+ = Xq = o, ^ = X^ et x = 4><YV*6 T} = ^g((Xt- te.TK 

Preuve : 

Pour la première partie du théorème on vérifie facilement les 

conditions (i) et (ii) de A-6 ou F-6 en utilisant la a-additivité de x. 

La deuxième partie se déduit immédiatement de B-3 et B-4. 
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F_-__11 : INTEGRALE_STOCHASTIQUE. 

Dans la définition donnée en C-l de l'intégrale stochastique 

| Y . dX, le processus X n'intervient que par l'intermédiaire de la mesure 

stochastique associée ; si X est un processus de répartition à gauche, on 

peut donc définir j Y . dX comme en C-l. Evidemment, dans ce cas, il est 

plus logique de prendre comme "processus-intégrale stochastique" une modi

fication continue à gauche (et non à droite) du processus ( v

t ) t £ T défini 

par V = T . dX. Notons que le processus ainsi obtenu est prévisible. 
J L P » t [ 

On a évidemment l'analogue "à gauche" de l'extension C-4. 

F_ =_12 : LEMME. 

Soit m une fonction positive définie et simplement additive sur 

$tf . Alors m est o-additive sur $f si et seulement si m satisfait aux 
9 Q 

deux conditions suivantes : 

(i) pour tout élément t de lim. m(Q x [p, s[) = m(& x[o, t[) 

(ii) pour toute suite (A ) d'éléments de décroissant vers S. 
c n n>o 

lim. Sup. m(B) = o. 

BG. , B C(A x T 1 ) 
9 n g 

Preuve : 

La preuve est absolument analogue à celle indiquée en D-2 ; la 

seule modification provient de ce que, si (H x ] s , t] ) appartient à tjfe , 

(H x^UjtTJ) n'appartient à $<3 g que pour u > s - e (où z > o dépend de H 

et s) . 

F_ =_23 : RESULTATS_DIVERS. 

Compte-tenu de ce qui précède, notamment de F-12, on prouve faci

lement l'analogue des propositions D-3, D-4, D-6, et D-9. 
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F_=__!_4 : FORMULE_DE_ITO. 

La formule indiquée en E-2 peut être considérée comme associée 

à des processus continus à gauche. Plus précisément : 

On se donne les hypothèses indiquées en E-2 ; de plus, au lieu 

de s'intéresser au vrocessus (V^)^^T J on considère un processus (Wj)te,T 

différence de deux processus croissants continus à gauche. On a alors, pour 

tout élément t de T : 

F(W+ , MJ = F(W , M ) + F1'0 (W , M ) . dW 
t t o * o „ r , r- U 9 u u 

/~**~* J Qx [g, 11_ 

P-p.s. 

+ \ fP^fW , M ) . dM + | f F°*2(W , M ) . dA 

h x & t[ U U U 2 kxlo, tl U U 

+ S ZF(W , Ms) - F(Ws , MQ) - (Ws+ - Ws) . F(Ws , Ms)-] 

o^s<t 

En effet, compte-tenu de F-10, ceci équivaut à E-2. 
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* \ D É C O M P O S I T I O N D E D O O B - M E Y E R 

^ D ' U N E Q U A S I - M A R T I N G A L E 

A - G E N E R A L I T E S 

A_-_J[ : INTRODUCTION. 

Le but de ce chapitre est de donner une démonstration de l'exis

tence et de l'unicité d'une décomposition de Doob-Meyer pour une quasi-

martingale, démonstration qui nous semble nettement plus simple que les 

démonstrations antérieures. 

Dans [22], Rao prouve l'existence d'une telle décomposition en 

utilisant le théorème d'unicité pour la décomposition d'une surmartingale 

donné par Meyer dans [19]. (cf., aussi, O R E Y : [23'] ) . 

La méthode proposée ici utilise essentiellement la fonction x 

associée à un processus ( X t ) , simplement additive et définie sur une sous-

algèbre de la tribu des prévisibles par x(A x j s , t] ) = E[j^ . (Xfc - Xg)]] . 

Cette fonction a été introduite par C. Doleans-Dade dans [7] mais son rôle 

y était beaucoup moins fondamental. L'étape cruciale de cette méthode est 

la caractérisation simple du processus croissant naturel associé à cette 

fonction quand x est une mesure positive (théorème B-2). 

Une simplification par rapport aux méthodes antérieures réside, 

entre autres, dans le fait que la caractérisation du théorème B-2 donne 

immédiatement 1'unicité du processus croissant naturel. 

Bien entendu, cette étude donne lieu à l'énoncé de divers résul

tats intermédiaires intéressants en eux-mêmes. 
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Au paragraphe A, on donne les notations et hypothèses générales. 

Au paragraphe B, on obtient la décomposition de Meyer-Doob de 

(Xfc) quand la fonction x associée comme indiqué ci-dessus est a-additive. 

Au paragraphe C, on définit de façon nouvelle et on étudie les 

processus "croissants naturels" de Q 9 3 -

Au paragraphe D, on prouve d'une part qu'une quasi-martingale 

arrêtée à un temps d'arrêt a est encore une quasi-martingale, d'autre part, 

qu'une quasi-martingale uniformément bornée et continue à droite est asso

ciée à une fonction x a -additive (ce qui permet d'utiliser le paragraphe B ) . 

On en déduit la décomposition générale d'une quasi-martingale. 

Au paragraphe E, on précise la liaison entre les résultats des 

paragraphes antérieurs et ceux de Meyer et Rao. 

Au paragraphe F, on donne un contre-exemple qui montre que la 

mesure stochastique définie dans le premier chapitre peut ne pas être a -addi

tive même si la fonction x évoquée ci-dessus l'est. 

Au paragraphe G, on redémontre, à l'aide, exclusivement, des 

résultats antérieurs et d'un lemme de Rao (G-l), l'équivalence entre proces

sus naturel et processus prévisible ainsi que divers résultats associés 

(conditions pour qu'un processus naturel soit à trajectoires continues et 

décomposition d'un processus naturel notamment). Evidemment, certaines par

ties de ce paragraphe peuvent être simplifiées si on utilise les théorèmes 

généraux de section ou projection (cf. [5 ] ) ou si on utilise les résultats 

du chapitre 1. 

Enfin, on a choisi une rédaction qui 

- d'une part, permet dans une large mesure une lecture des divers paragraphes 

indépendamment les uns des autres et indépendamment du chapitre 1 ; ceci 

donne lieu à quelques répétitions dans les détails des démonstrations. 

- d'autre part, s'étend aisément au cas où l'on considère des processus à 

valeurs vectorielles. 
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A_-_2 : NOTATIONS_ET^DONNEES_GE^RALES. 

Pour toute cette étude on se donne : 

- un espace probabilisé , P). On note ^ 0 la tribu engendrée 

par les ensembles de mesure P-nulle de cH . 

- une famille croissante ( ^tG. T ^e s o u s " " ^ r ^ ^ u s de V* contenant toutes 
VA ^ (notons qu'on ne suppose pas la famille ( $ ^) continue à droite). 

- un intervalle T de IR : pour alléger la présentation et retrouver le for

malisme traditionnel j on suppose T = \o9 <»[. 

On pose 9,' = (9 x (T\{0})) et T' = T\{0}. 

On désigne par tkf l'anneau des parties de 9 ' engendré par les 

"rectangles" (H x j s j t]) où (s. t) est un couple d'éléments de T avec 

s < t et H est un élément de V* • 
s 

Par convention^ si A est la partie vide de T, on pose : 

inf {t : t£A} = « 

Quand on parlera de processus^ ce sera toujours par rapport à 

la base (9, > P, 9 V t € T -

Si f est un élément de L (Q^ P)j on considérera souvent le 

processus E(f \ ty* , ) (martingale par rapport aux tribus . ) : il sera 

toujours entendu que E(f \ {f4 désigne une modification continue à gauche 

de la "martingale" E(f 

A_ =_3 : DEFINITION, (cf. l-A-9) 

Soit (X,), m un processus tel que, pour tout élément t de 

X^ appartient à 1^(9* Çf* > P). On pose : $((X^)) = x = fonction réelle 

simplement additive définie sur par : 

*((Xj) (H x ] s , t\) = x(H x^s, t\) = E[lu . (X. - X )2 

is ti V S 

pour tout couple (s. t) d'éléments de T avec s < t et tout élément H de 

s * 
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On vérifie immédiatement que ceci définit bien une fonction sim

plement additive sur et que $((X t)) = 0 si et seulement si (X t) est une 

martingale (cf. l-A-9). 

Si §((X^)) est o-additive, par abus de langage, on désignera 

encore par $((X^_)) son prolongement au S-anneau engendré par 

A_ =_4 : LEMME. 

Le o* -anneau engendré par est la tribu des prévisibles. 

Ce lemme se vérifie comme en 1-A. 

A_ =_5 : DEFINITION. 

Soit a un temps d'arrêt. On désigne par 5 ^ a _ la tribu engendrée 

par Jr 4 et par les ensembles de la forme (E H [a > t] ) pour t é T et E é J*T» 

B - D E C O M P O S I T I O N D E (X t) S I x - * ( ( X t » E S T 

0 - A D D I T I V E 

B_-_2 LEMME. 

. Soit t un élément de T. Soit (f ) ^ une suite d'éléments de 
J Jn n>o 

L^(Çl, v t * ^ Q11^ oonverae vers 0 en moyenne. Pour tout n, soit g^ une 

modification continue à gauche de la "martingale" E(fn I u UJ• Alors, il 

existe une sous-suite (gf

n) extraite de (g^) telle que, pour P-p.s. toute 

trajectoire, la suite de processus ^Qrn^n>0 converge simplement vers 0. 

Preuve : 

Le processus (g^) continu à gauche étant une martingale par rap

port aux tribus u u _ , on peut appliquer l'inégalité fondamentale des mar

tingales, soit : 
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Vk > 0 P [A(n, k)J « i . E[|f n|] 

si A(n, k) = {U) : Sup |g (u, co) | £ T- } 
.. n K. 

u^t 

Soit (f* ) une sous-suite extraite de (f ) telle que E TI f f 11^2 n ; 
n n n J 

soient ( g ?

n )
 e t A'(n, k) les sous-suites de (g R) et A(n, k) associées. 

Soit B(n, k) = \ J A f(q, k) et C = \J { O B(n, k)} 

q^n k>0 n>0 

On a P[B(n, kj] * £ . 2 " n d'où P(C) = 0 

Si oo^C, Vk > 0, 3n tel que o)€.[p\B(n, k)J ce qui signifie que 

la suite de fonctions de t définie par n

n ( t ) - ê'^*-» ^ converge unifor

mément vers 0 donc, à fortiori, g' (t, oo) converge simplement vers 0 en 

dehors de (C x T ) . 

2-1-2 : THEOREME. 

Soit a une mesure positive définie sur la tribu des prévisibles 

qui ne charge pas les processus évanescents (c 'est-à-dire les processus 

indistinguables de 0). 

Alors il existe un processus (A^), unique à l'indistinguabilité 

près, croissant continu à droite intégrable tel que AQ = 0 et tel que, pour 

tout élément t de T et pour tout élément H de 0* , , on ait : 

H) E[l„ . Aj = [ E(l„ \ W ) . da 

H * q o , t] H d u~ 

cette dernière intégrale étant une intégrale de Lebesgue ordinaire d'une 

modification continue à gauche (et donc prévisible) de la "martingale" 

Ettjj I ets

UJ (martingale par rapport aux tribus u J • 

Preuve : 

I o) Indiquons d'abord que le processus (A f c) est le processus 

naturel au sens de [}9] associé à a (cf. E-5 ci-après). 
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2°) L'unicité de (A^) à une modification près se déduit immédia

tement de la formule (i). On en déduit l'unicité à 1'indistinguabilité près 

puisque (A ) est continu à droite. 

3 ) Pour tout élément t de T et tout élément H de soit 

v t(H) = E ( 1 R | ̂ u _ ) • da. La fonction v t(.) est définie et 

J]0, t] 

a-additive sur (théorème de convergence dominée et lemme B-l). On peut 

dv t 

donc poser V - et ceci définit, à une modification près, un processus 

croissant continu à droite en moyenne. Soit (A^) une modification continue 

à droite de (V ) . 

4°) Si Y appartient à J H , P) , on a : 

E(Y I y-* ) . da = f Y . V (d M) 

En effet, cette égalité est satisfaite pour Y fonction indicatrice (par 

définition de v f c) et se conserve par linéarité et convergence dominée 

(lemme B-l). 

5°) (At> est adapté puisque : 

V H ) - f ] 0 i t ]

 E « H I « d a « I ] 0 f t ]

 E < E ^ H l ^ t > I ¿ 6 • 

- J E ( 1 R | g ^ t ) . v t (dco) (d'après le 4°). 

6°) (A t) satisfait à la condition (i) puisque 

E [ 1 H . A j = v t(H) = f E ( 1 H | ^ u _ ) . da 

B_ =_3 : THEOREME. 

Soit (Xj_) un processus. 

Soit x = *((Xt)) (cf. A-3). 

On suppose que x est o-additive. Alors il existe un processus (A.) 

unique qui soit différence de deux processus croissantsy tel que A^ = 0 et 

tel que, pour tout élément H de V* + > 
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E[1H • (At - As)} = j E(1H | £ ) . dx 
J]s, tj 

Le processus (X^_ - A^ = M^) est alors une martingale. 

Preuve : 

x ne charge pas les processus évanescents puisque P ( C ) = 0 . 

implique (C x T 1 ) €> 1 et X [ A H ( C X T ')] = 0 pour tout élément A de £ r 1. 

La fonction x étant a-additive, on peut poser x = b - c où 

b et c sont des mesures positives. Soient B et C les processus croissants 

associés à b et c comme indiqués au théorème B-2. Si on pose A f c = B^ - C T , 

on vérifie immédiatement que A t satisfait aux conditions du théorème B-3. 

Notons que (A t) est unique mais (B t) et (C t) ne le sont évidemment pas. 

Toutefois, on peut choisir (B t> et (C t> de façon unique si on impose 

E[B t + C F C ] minimum pour tout t (ce qui correspond à la décomposition 

"canonique" de x en deux mesures positives "minimales" b et c ) . 

C - P R O C E S S U S A P P A R T E N A N T A ï 

( ' I N T E G R A B L E S N A T U R E L S " ) 

Ç_ =_l : LEMME. 

Soit m une fonction positive définie et simplement additive sur 

w et satisfaisant aux deux conditions suivantes : 

(i) quel que soit t élément de T, lim. m(iï x ] t , s]) = 0 

8 + t 

(ii) pour toute suite (A )n>Q d'éléments de ^t* décroissant vers 0, 

lim. m(A x T') = 0 si m(B) = Sup m(C) 

Alors m est a-additive sur ikf • 
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Preuve : 

La même que celle indiquée en l-C-2 à des modifications évidentes 

près. 

C_-_2 : LEMME. 

Soit (A.) un processus, défini à une modification près, croissant 

и 
et continu à droite en moyenne et tel que Sup. #fÎ4.] < + œ» 

t€.T V 

Soit a = *((AT)). 

Alors, a est a-additive et bornée sur donc a se prolonge 

(de façon unique) en une mesure sur 

Preuve : 

Le lemme se déduit facilement de l-D-4 mais il est plus simple 
de le prouver directement. 

D'une part a est bornée puisque Sup. E [A ] < + °°. 

t é T 

D'autre part, il suffit de vérifier les conditions (i) et (ii) 

du lemme C-l. La condition (i) est la continuité à droite en moyenne. On 

peut poser A « Sup. A (borne supérieure dans L (ft, $ 9 P)) d'après la 

°° te T 1 J 

condition Sup. E [ A ] < + 0 0 et A appartient à L (ft, ^r1 , P) . 

te T " * ^ 

Si on pose a(B) = i?uP* a(C), on vérifie immédiatement 

^ c e C C B 

que a(H x T ' ) ̂  E D H •
 A J d'où on déduit la condition (ii) . 

C_ =_3 : N O T A T I O N . 

Pour alléger les notations on désignera par 4o l'ensemble des 

processus (Aj_) croissants, continus à droite et satisfaisant aux conditions 

suivantes : 

(i) An = 0 et Sup. E[A7\ < + » 
U teT г J 

(ii) Si a = Ф((А )), pour tout élément t de T et tout élément E de dA . , 

Ell . АЛ = 
]0, t\ 

E(1H 0 V • * 
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C_-_4 : REMARQUE. 

On verra en E-5 que les éléments de sont les processus 

"croissants integrables naturels" au sens de [l9\. Notons également que le 

processus (A.) obtenu au théorème B-3 est la différence de deux éléments 

de vo . 

Ç_-_5 : THEOREME (UNICITE). 

Soient (A^) et (B^) deux éléments de ^ . Si (A^ - B^) est une 

martingale, (A_^) et (B^) sont indistinguables. 

Preuve : 

Soient a = $((A t)) et b = $((B t)). On a a - b puisque M est une 

martingale. La condition C-3-(ii) implique alors e D J J • ~ E ^ H * ^t}* 

Donc (A f c) et (B^) sont égaux à une modification près ; ils sont donc indis

tinguables puisque continus à droite. 

C_-_6 : LEMME. 

Soit (A^_) un processus appartenant à . Soit a un temps d'arrêt. 

Soit (B.) le processus défini par B, = A, et soit b - §(B,). On a alors, 

pour tout ensemble prévisible K, b(K) = a(K C\ [p,o]) et (B^) appartient à 5 . 

Preuve : 

I o) Considérons d'abord le cas où a est un temps d'arrêt étage. 

Soit H un élément de </ et s < t. On a : 
s 

(]s, t j ) 0 [o,o] =](<JAs), (oAt)2 donc 

a((H x ]s, t])H[o,a]) - E [ ( A a A t - A a A s ) . 1 R] = b (H x ]s, tj ) . 

On en déduit que, pour tout élément K de b(K) = a ( K O [ o , a]) 

ce qui montre que b admet un prolongement fortement a-additif à la tribu des 
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prévisibles et que ce prolongement b est tel que, pour tout ensemble pré

visible K, b(K) - a(K H [o,q]). 

On en déduit que, si on pose a = K(1 I fft ) . db, 
i ~i H 1 u-

on a : a = E ( L | ^ ) . da ce qui donne a = E(1„ . A. A ) 
- î - i ^ r - i H ' u - H tAa 

JJo, tj H [o, qj 

(vérification directe facile) ce qui montre que (Bfc) appartient à b . 

2°) Si a est un temps d'arrêt quelconque, on sait qu'il existe 

une suite (a(n)) de temps d'arrêt étages qui décroît vers a. Soit 
n>o 

= A f s. et bn - $(B*?). Le 1°) et la a-additivité de a impliquent que, 
t ZnO^Ti) t i 

pour tout ensemble H appartenant à ^ s > si K = H x ] s , t] , 

a ( K O £o,q]) = lim. a(Kf| [o,a(n)]) = lim. b n(K) 

= lim. E["(Afc , v - A , J . i l = E [ ( A ^ - A ) . l j 
L V tAa(n) s'Aa(n)' H J L tAa SAQ H J 

n-x» 

(théorème de convergence dominée) « b(K). 

On en déduit que, si on pose 

a - E(l | $ ) . db, on a 

J]o, t] H 

a = [ E(I„ | ^ ) . da - lim [ E(l„ | ).da 
i]o, t] ft [o, a] H n-o J ] 0 , t]n[o,a(n)] 

= lim E [ 1 r . A t A ( j ( n ) ] (d'après le 1°)) 
n-x» 

- E [ 1 H . A t J c. q. f. d. 

D - D E C O M P O S I T I O N D ' U N E Q U A S I " M A R T I N G A L E 

D_-__l : LEM№_ET_DEFINITION. 

Soit (X.) un processus tel que, pour tout élément t de T, X, 

appartient à 1^% ff* t , P). Soit x = *((Xt)). Soit v la variation 

totale de x. 
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On pose : 

H = Sup. E(\Xt(k) - E(Xt(k+1)\ &t(k))\) 

cette borne supérieure étant prise pour lfensemble des familles finies 

(t(k)) - -7 , croissantes d'éléments de T. 

On a alors H - v(Sl') 

Si H est finie, on dit que (X^_) est une quasi-martingale 

(cf. [22]). 

Preuve : 

1°) Soit t t k j j ^ une famille finie croissante d'éléments de T. 

Pour tout k, soit A k le domaine où X t ^ ^ E C X t ( k + l ) ^ *^-t(k)-l' Soit 

A = VJ (A x ] t ( k ) , tj(k+l)]) et B = \J ( ( f l \ 0 x H t ( k ) , t(k+l)]). 

l^k^n l^k^n K 

n ^ 

On a : * E<|x " ^ t O * ! ) 1 & t(k)> | } 

= j , E ^ X t ( k ) " E(Xt( k +.) I * tvfi ' D A k " ^ 

' j , E 5 x t ( k ) " xt(fcM)> • \ ~ ' B ^ - X ( A ) - X ( B ) 

On en déduit H $̂ v(û') 

2°) Réciproquement, soit A un élément de cé' . On a 

A = \J (A x ] t ( k ) , t(k+l)J) où (t(k)) , est une famille finie 

l^k^n ^> 

croissante d'éléments de T et, pour tout k, A^ appartient à J*4

t^y
 L e 

calcul effectué au 1°) montre que : 

Z E(|Xt(k) " E(Xt(k+1)| ^ t ( k ) ) D ^ l x< A> ~ X < B > I avec Ê * A A . On en 

déduit v(ft') £ H. 
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D_ =_2 : LEMME. 

Soit 9' un ensemble et lk un anneau de parties de 9'. Soit x 

une fonction réelle définie bornée et simplement additive sur tkf . Pour tout 

élément B de , on pose y(B) = Sup. \x(A)~]+. Soit (A ) n une 

ASA', ACB n n U ̂  

suite décroissante d'éléments telle que, pour tout élément A fixé de 

Jd' , lim. x(AC\A ) = 0. Alors, lim y (A ) = 0. 

Preuve : 

On pose, évidemment, = Sup. {0, x(A)}. 

Le lemme énoncé est un lemme élémentaire de théorie de la mesure 

que nous allons redémontrer. 

On raisonne par l'absurde ; on suppose donc qu'il existe e > 0 et 

une suite (A ) ^ décroissante d'éléments de telle que, pour tout élément 
i , n n>u 

A de $ , lim x(A H Â ) S 0 et telle que, pour tout n, y(A ) £ e. 

On va construire une application strictement croissante f de IN 

dans /N et une suite (B^) d'éléments deux à deux disjoints de éfr telle que, 

pour tout n, x ( B

n ) > £/2 et B n C (Af ( n ) \
 A f ( n +i)) • Raisonnons par récurrence ; 

on suppose donc connus f(n+l) et B^. Puisque v ( A f ( n + j ) ) > e, il existe un 

élément C de contenu dans A f ( n + j ) tel <lue X(C) > ^ e ; soit f (n+2) un 

entier tel que |x(C ^ A £ ( n + 2 ) ^ l ^ T e et SO"'"t Bn+1 * C \ A f ( n + 2 ) ' 0n a 

B n + 1
 C ( A f ( n + l ) X A f ( n + 2 )

) 6t X ° W * (! " ï> £ = f ' Ceci achêve la 
construction par récurrence ; or, cette construction implique : 

n * 

x( U B ) >, n . e/2 ce qui contredit le fait que x est bornée. 
k=l k 

D_ =_3 : PROPOSITION. 

Soit (XjJ ^rji une quasi-martingale continue à droite en 

probabilité telle que, pour tout élément t de T, la famille (X^) est 

équi-intégrable quand a parcourt l'ensemble des temps d'arrêt étages 

plus petit que t. 

Soit x = Alors x est o - additive (donc on peut 
Ts t ci 

appliquer le théorème B-3). 
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Preuve 

Soit v la variation totale de x sur Ub . Puisque (X t) est une quasi-

martingale, v(Œ') < + 0 0 . On en déduit que lim v(]t,s]) = 0 (sinon on 

s-*00, t-*» 

construirait une suite croissante (t ) ~ d'éléments de T et une suite 
n n>U 

associée (A ) _ d'éléments de telles que, pour tout n, A C(^ XJ t ,t . J ) 
n n>0 n •* n n+i -

et |x(A )| > e) . 
n 

Il suffit donc de prouver que v est a-additive en restriction au 

domaine &x]o,t] où t est un élément fixé de T. Pour cela, il suffit de 

vérifier que v satisfait aux conditions (i) et (ii) du lemme C-l. Or la condi

tion (i) découle des hypothèses compte tenu du lemme D-2. 

Soit e>0 et t un élément fixé de T. Soit (C, ) . . une partition 
K i£k£n n 

de (ŒjO,tJ), partition constituée d'éléments de CQ et telle que £ e t £ e 
k= 1 

si v(C^)-|x(C f c)| = e k ; quitte à considérer une partition plus fine, on peut 

supposer que, pour tout k, A^ x]t k,t' k] avec A^ élément d e Ç ^ . Soit n>0 

tel que P(H)<n implique, pour tout temps d'arrêt étage a, 

E ^ l X a * *2n * So*"fc H un élément de Ç ^ t e l que P(H)<n . On va prouver que, 

si R est un élément de contenu dans (H x]o,tJ), v(R)£ 2e ce qui impliquera 

que v satisfait à la condition C-l-(ii). Pour cela, on se propose de prouver 

que, pour tout k, v ( R n C ^ ) ^ + ^ . 

On fixe donc k et on pose B = R n C ^ . Soit a un temps d'arrêt 

étage compris entre t^ et t' k et tel que B C(]o*,t,

k']) (on peut prendre, par 

exemple, a = t' k A (inf. {t : (t,u)) € B} ) ) . Soit D = ]a,t' k] . Puisque 

B c D c C k , on a : 

v(B) + |x(C f e\ D ) | $ v(C k) * e k + |x(C k)| 

soit v(B) < e k + |x(C k)| - | x ( C k ) "
 X ( D ) | 

* ek + | X ( D ) | 

* £ k + E ( l X t ( k ) - X a l > 

£ c.q.f.d. 

k n 
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D - 4 : REMARQUE. 

Si ( X ^ ) t € T

 e s t une surmartingale positive (ce qui est notam

ment le cas si (X t) est une martingale locale positive) (Xfc) est nécessai

rement une quasi-martingale ce qui permet, éventuellement, d'appliquer la 

proposition D-3 ; dans ce cas la fonction x = $ ( ^ x

t ^ t € T ^ est négative. 

D_-_5 : NOTATION. 

n 

Soit o un temps d'arrêt étage. Si o = E t . l.,,v > on désigne 

par eT la tribu engendrée par les éléments B de y* tels que B • C C\ A(k) 

avec C éléments de V 4 pour l^k<n . 

D_ =_6 : LEMME. (cf. l-A-8 et 9) 

Soit (Xt)un processus tel que, pour tout élément t de X^ 

appartient à L^to* £F* , P). Soient a et o ' deux temps d'arrêt étages 

avec o < a'. Soit x = ^((X^_)). On a alors : 

z\SfZa> I IT J - О = E ñ , - Z l = x (Ja, a ' ] ; 

Preuve : 

La première égalité est immédiate. 

Soit y la fonction à valeurs dans Lj définie et simplement addi

tive sur et telle que y]o, a 1] = X^ t - pour tout couple (a, a') de 

temps d'arrêt étages avec o* < a T : on vérifie immédiatement que ceci définit 

bien une fonction simplement additive sur £ f . (Notons que y est la "mesure 

stochastique" définie dans le premier chapitre). On a 

^flç^Ll) = E[y(]o-, a'J) s i ] a , o\\ = A x ] t , t 1] (par définition de x) ; 

on en déduit la même égalité pour tout couple (a, a') de temps d'arrêt étages 

avec a < a T. 
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D_-_7 : LEMME. (cf. OREY : [23'] ) 

Soit (X^_) une quasi-martingale continue à droite. Soit (°(n))n>£ 

une suite de temps d'arrêt étages décroissant vers a. Alors la suite de 

variables aléatoires ^x0(n)^n>Q converge vers X^ dans (et par trajec

toires) . 

Preuve : 

La suite ( x

a ( n ) ) converge P-p.s. vers d'après la continuité 

à droite de (X t) ; il suffit donc de prouver qu'elle est équi-intégrable. 

Soit e > 0. Puisque (X t) est une quasi-martingale, il existe q 

tel que n > q implique E [ | X a ( n ) - E ( X ^ q ) | ^ T a ( n ^ l ] < e (sinon, on pour

rait construire une suite (a'(n)) décroissante de temps d'arrêt telle que 

1 I l Xa'(n) " E(Xaf (n-1) I ̂ a ' ( n ) ^ l l = + œ» ce <lui contredirait le fait 
n>0 

que (Xfc) est une quasi-martingale d'après le lemme D-l. 

Soit M n = E ( X ^ ^ l <3^ a( n)^ Pour n > Q : ceci définit une 

"martingale renversée" par rapport à la suite décroissante de tribus 

( ^ a (n))n>q > la suite ( M

n)n>q est donc uniformément intégrable ; il 

existe donc n tel que A £ et P(A) < n implique 

E [ l A • | M N 0 <? e (Vn J q ) . 

Ce qui implique : 

E [l A . |X , J 1 S 2e 
^ A 1 a(n) 1 J 

Or, ceci montre que la suite (X , v) „ est équi-intégrable. 
' o\vi) n>o 
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D__-_8 : LEMME. 

Soit (X.) une quasi-martingale continue à droite. Soit a un temps 

d'arrêt. Alors (X. ) est une quasi^martingale. 
"CAO* 

Preuve : 

Soit (a(n)) une suite de temps d'arrêt étages décroissants vers 
n>0 

a. Soient Y f c - X„ et Y n = , 

t tAO t tAO(n) 

Soient y = <î((Yt)) e t y n = $ ((*£)). D'après le lemme D - 6 , X t A a ( n ) 

converge dans L. vers X^ 4 donc on a y(B) = lim y (B) pour tout élément 

B d e ^ ' . 1 

Or, Vn, S U D | y n(B)| < Sup | x(B)| = K donc Sup. I y(B)| < K 

donc (Y t) est une quasi-martingale. 

D_-_9 : THEOREME. 

Si (X.) est une quasi-martingale continue à droite, il existe deux 

éléments de (5 , (A^) et (B^) et une martingale locale (M^_) tels que 

X, = A, - B, + M,. De plus (M.) est unique à l 'indistinguabilitê près. 
U U ~U ~U u 

Preuve : 

Soit ( a ( n ) ) n > Q la suite de temps d'arrêt défini par a(n) = 

nAinf {t : |x t| > n}. La suite a(n) croît vers l'infini, sinon x = $((X t)) 

ne serait pas bornée (cf. l-B-4). Soit (X f c) la quasi-martingale (cf. D-7) 

définie par X^ = X_ , . . D'après D-3, B-3 et l-D-4, on a X n = M n + C n où M n 

t tAo^n; t t t t 

est une martingale et la différence de deux éléments de ^ . Mais ceci 

implique : i Ç + C J - M £ ' + < £ j ( n ) donc C» - C £ j ( n ) , qui est la differ 

rence de deux éléments de © , (cf. C-6), est une martingale ce qui implique 

M t * Mtla(n) * 1 1indistinguabilité près (théorème C-5). On peut donc définir 

un processus (M ) par M , . » M^ et ce processus est une martingale locale. 
t tAO^ny t 
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De même, si = A ^ - B ^ , les processus ( A ^ ) et ( B ^ ) appartenant 

à ^ et étant tels que E [A^] soit minimum, on définit deux éléments de , 

( A T ) et ( B T ) , en posant A ^ = AtAa(n) et Bt = BtAa(n) * ^At^ 6St inté8rable 

parce que, vt et Vn, E[A ^ ] < : S U D . |X(B) | < + «>.). 
T B Ê ^ ' 

Enfin, l'unicité de (M^) se prouve facilement à l'aide du théorème 

C-5. 

E ~ L I A I S O N A V E C R A O [22] E T M E Y E R [l9] 

E_-_2 : REMARQUE. 

Il semble que RAO utilise implicitement le fait qu'une quasi-

martingale continue à droite est continue à droite en moyenne. Ce résultat 

se déduit immédiatement du lemme D-6. 

E_ =_2 : PROPOSITION. 

Une quasi-martingale continue à droite en moyenne admet une 

modification cadlag. 

Preuve : 

Dans [22] p. 86, ce résultat est prouvé à l'aide d'une inégalité 

analogue à celle des martingales. On peut aussi prouver ce résultat en re

prenant la démonstration indiquée en l-B-3 (avec des modifications évidentes). 

E_-_3 : REMARQUE. 

Au paragraphe D, la décomposition d'une quasi-martingale a été 

obtenue par une méthode directe. On peut évidemment utiliser une méthode 

plus proche de celle de RAO, c'est-à-dire commencer par montrer qu'une quasi-
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martingale est la somme d'une martingale et de la différence de deux poten

tiels, tout en utilisant les techniques proposées ci-dessus. Pour cela, si 

(X^) est une quasi-martingale et si x - ^((X^)), on pose 

y(B) • Sup. [x(C)~]+ et z(B) - Sup. (x(C)] "~ pour toute 

C £ ( & ' , C C B ~ C € « ^ ' , C C B 

partie B de fi x T. Pour tout élément t de T et tout élément A de u t 9 on 

pose y f c(A) = y (A x ^ t » °°)) et on vérifie que ceci définit une fonction 

^-additive sur dominée par P. On peut donc poser Y f c = - ~ y f c ; on vérifie 

que (Yfc) est un potentiel. On construit (Z f c) de façon analogue et on vérifie 

que (X t + Y f c - Z^) est une martingale. Enfin, on décompose (Yfc) et (Z f c) en 

utilisant l-D-3 et 2-B-2. 

Cette méthode ne donne pas la proposition D-3, mais permet d'ob

tenir exactement la décomposition obtenue par RAO en [22]-2-3 p. 89. Notons 

que, dans cette décomposition, seul B(t) est unique contrairement à ce qui 

semble être énoncé par RAO. 

Notons également que les résultats indiqués par RAO supposent 

implicitement que toutes les martingales locales considérées sont integrables 

(au sens, Vt, E [ | M |] < + °°). 

E_ =_4 : PROPOSITION. 

Soit (A.) un processus croissant integrable. Soit a = $((A,)). 

Alors j si (Yj_) est un processus prévisible uniformément borné 3 pour tout 

couple (s¿ t) d'éléments de T avec s < t on a : 

EU Y . dA 

% . H u u 

Y . da 

Пе. ti U 

Preuve : 

L'égalité indiquée est vérifiée pour Y = 1 -j -i par défini-
ti X [ S , t [ 

tion de a ; elle est donc satisfaite pour tout processus prévisible unifor

mément borné puisque les deux membres de cette égalité sont linéaires en Y 

et que, dans ces deux membres, on peut appliquer le théorème de convergence 

dominée. 
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E_ =_5 : COROLLAIRE. 

Les éléments de (cf. C-3 ci-dessus) sont les processus 

"croissants naturels intégrables" au sens de METER jjpj. 

Preuve : 

Ceci résulte immédiatement de Q 9 ] chapitre VII, D-18 et T-16 
d'une part, et C-3 et E-4 ci-dessus d'autre part. 

Notons que la preuve de T-16 de [j9] utilise divers résultats 
intermédiaires. Il est donc intéressant d'en donner une preuve directe : 

E_ z_6 : PROPOSITION. 

Soit (M_i_) une martingale uniformément bornée continue à droite 

et (A_i_) un processus croissant intégrable adapté continu à droite. On a, 

pour tout élément t de 

E i i M • àA = E\M . (A - A T\ 
Jjtf, t] S t t ° 

Preuve : 

Soit T* - (T O j o , t)) . 
jig 

Soit (T ) - une suite croissante de parties finies de T tel que n n>0 w 
\J T soit dense dans T et t € T. et OS. T.. Si n est fixé, soit ~ n 1 1 * n>0 
(t(k))_ . la famille ordonnée des éléments de T et soit M n le processus "l^k^q n v 

défini par 
q-1 

Mll=S M t ( k + 1 ) • ^ t C k ) , t ( k + l 2 

La suite de processus (M^) n >Q converge vers le processus (M^) 
(parce que (M f c) est continue à droite) ; si Sup |Mt(o))| = K < + °°, les 

n . 
processus (M) et (M ) sont dominés par le processus constamment égal à K : 
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d'après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, il suffit donc de 

prouver la formule annoncée pour les processus ( M n ) . Or : 

^ M* . d A j - ErMt(k+1 ) . ( A t ( k + 1 ) - A T ( K ) 3 

= j , E [ M t « ( A t ( k + 0 - A t ( k ) ^ 

" E[M t . (A t - A Q)] 

E_-_7 : REMARQUE. 

On a indiqué en A-2 que les tribus ( S* ) n'étaient pas supposées 

continues à droite. Il faut toutefois préciser que la décomposition, obtenue 

en D-8, d'une quasi-martingale (X f c) sous la forme = A - + est la 

même si on remplace les tribus ( ff* ) par les tribus ( SP + ) • En effet, soit 

A' t - B' t + M' t la décomposition obtenue quand on considère les tribus 

( fn ) , Puisque A' et B'- sont "naturels", on vérifie immédiatement que 
v t t J J 

A' t et B' t sont [f* t_-mesurables si yJ

 t « d t+ donc> à fortiori, A' f c et 

B' t sont f/^-mesurables. Le processus continu à droite (M t) , martingale 

locale par rapport aux tribus ( $ ) , est encore une martingale locale par 

rapport aux tribus ( ç7^ t +) donc (Mfc) = (M' t> à l'indistinguabilité près 

(théorème d'unicité C-5). 

F - C O N T R E - E X E M P L E ( E N L I A I S O N A V E C L E T 

P R E M I E R C H A P I T R E ) 

F_I_i : INTRODUCTION. 

Dans le premier chapitre, on a défini la notion de "mesure 

stochastique" x associée à un processus. Si (X f c) est un processus admet-
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tant x comme "mesure stochastique" on a, par définition, $((X t)) = < 1^ , x > 

en désignant < 1^ , • > l'application de 1*^(9, £f*, P) dans jR définie par 

< 1^ , f > = E [f]• Si x est une mesure stochastique, $((X t)) est donc 

a-additive (et on peut appliquer le théorème B-3). Le but du contre-exemple 

qui suit est de montrer que la réciproque n'est pas exacte, c'est-à-dire 

que l'on peut avoir $((X t)) a-additive sans que x soit une mesure stochas

tique. Pour cela, on construit une martingale (^((X^)) = 0 est évidemment 

a-additive) qui n'est pas associée à une mesure stochastique. Plus précisém-

ment : 

On va donner un exemple de martingale (fnK à valeurs dans , 

et uniformément intégrable, telle que \\ E ( f 0 , 1 " f o ) \ \ 1

= + œ 

n>0 ^ n 2 

F_ =_2 : CONSTRUCTION_DU_CONT^ =EXEMPLE. 

Soit (9, $ , m) un espace probabilisé: Soit a un réel strictement 

supérieur à 1. Soit ^A

n^n>jj une suite d'éléments de $ avec A^ = 9 et 

telle que, pour tout n, m(A^) = a n et A^+^CL A^. Soit ^ n la tribu engen

drée par les ensembles ^ ^ O s k s n ' 

Soit (by)n>Q une série convergente à termes réels positifs telle 

que, si on pose s = £ by, on a £ s0 -•/-<». (On peut prendre, par 

2

n

2 kïn K n>0 * n 

exemple, b = (—))• 
c n n 

On pose f = E b^ . an . 1^ ; cette fonction appartient à 

\û J n>0 n n 

cB o> ml- si on Pose fn " E(f \ dy?» la martingale (f ) répond à 

la question. 

Preuve : 

On pose B = A A A . On a 
r n n - 1 x n 

2n-l 

f_ = E b, . a* . 1. + aZn . s. . L 
2n . , k A, 2n A n 

k=1 k 2n 

2n-l 

f9 . = Z b , . a k . l A + a2n_1 . s 0 .(1. + 1 ) 

211-1 k=l k A k 2n A 2 n B 2 n 
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Donc : 

. _ 2n-1 z i\ » 2n~1 
f. - f„ . = a . s 0 (a - 1).1 A - a . s 0 . 1_ 
2n 2n-l 2n A 0 2n B 0 

2n 2n 

D'où, si on pose g = £ (^n ~ ^2r-l^' °n a : 
n£l n Ï4" 

g = I a2n_1 . s . (a - 1) . Z 1 - l s . a 2 j _ 1 . 1 

n*l 2 n k^2n+l *k j*l 2 J B2j 

8 - E E ' s2n * ( a " 0 ' V " . E S2j * a2JH . 1 

k » K<IK<ili i*> J B2j 

Soit, en décomposant en deux sommes suivant que k est pair ou 

impair : 

g = 2 1„ ( S (a - 1) . a2n_1 . s . ) - a . s . 1 

j>l B2j + 1 n-1 2 n 2 B 2 

+ S 1 [ o ' (a - 1) • a211"1 . s ) - s . a 2 ^ 1 

j*2 B2j L n-1 2 n 2 j 

On a donc : 

H*l 11 » . = , m ( B 2 j + 1> • ( • - » • s2j . a 2 ^ 1 

» E a" 2 . (a - l ) 2 . s,. 

= + 0 0 c. q. f. d. 

G - N A T U R E L E Q U I V A U T A P R E V I S I B L E 

G_ =_2 : LEMME. 

Soit (B^t^rp un processus croissant integrable et continu à droite. 

Pour tout n > o, soit (B*!) . m le processus défini par : 

t = TS(B I № ) si k . 2~n<t < (k+l).2~n 

t (k+V.2 n * t + 

II - 59 



I N T E G R A L E S T O C H A S T I Q I J E 

Soit z > o ; pour tout n 3 soit a(n) le temps d'arrêt défini 

par o(n) = inf. {t : B^(t) - Bit) > e}. 

Soit af - Sup. o(n). Pour tout e f > o3 il existe alors un p(er) 

n>0 

tel que> pour n > p(z'), E[P0r ~ Ba(n)l > e • ^{pM < + °°] - e ' 

Preuve : 

Ce lemme est prouvé (modulo une modification évidente) au haut 

de la page 75 de [~2f]. Notons que RAO énonce un résultat légèrement plus fort 

qu'il ne semble pas démontrer : il y a en effet une ambiguité dans sa démons

tration où n est à la fois fixe et variable. 

G_ =_2 : LEMME_ET_DEFINITION. 

Si o est un temps d'arrêt j les deux propriétés suivantes sont 

équivalentes : 

(i) pour tout temps d'arrêt prévisible o'j P\o = o'] - 0 

(ii) pour toute suite (°r^n^n>Q de temps d'arrêt croissant vers o'3 

P{\a = a1} r\( C\ \h'(n) < o ' I ) = 0 
n>0 

Si ces conditions sont satisfaites^ on dit que a est totalement 

inaccessible. 

Preuve : 

On a évidemment (ii) =̂  (i). Réciproquement, supposons (i) satis

fait et soit (at(n))n>0 une sui-te de temps d'arrêt croissant vers a'. 

Pour tout n, soit a"(n) le temps d'arrêt défini par a"(n) = a f(n) 

si o'(n) < o' et a"(n) = 0 0 si a'(n) = a 1 ; la suite (a"(n))n>g croît vers 

un temps d'arrêt prévisible a" tel que 

{[a = a'] H ( O Ca'(n) < a'J)} C [a = a , r| d'où (ii). 
n>0 
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5-1-2 : P R O P O S I T I O N . 

Si (A.) appartient à &\ pour tout temps d'arrêt totalement 

inaccessible o on a A = A„ P-p.s. 

Preuve : 

1°) Soient a un temps d'arrêt totalement inaccessible et (A f c) un 

élément de ^ . Soit a - $ ( ( A

t ) t £ T > • 

Pour tout n et pour tout nombre dyadique k . 2 n (avec k entier 

> 0 ) , posons : D(n ,k) = [k < a < k + Q . 

Soit a(n) = E (k+1) . 2 " n . 1 et 

k*0 D ( n > k ) 

u(n) = E k . 2~~n . 1 . 

k*0 D ( n ' k ) 

Soit (B t) le processus défini par = 1 j-̂  ^ et, pour tout n, 

B n le processus défini par : 

B* - E(B n | ^ , M ) si k . 2 " n

 s< t < (k+1) . 2 ~ n 

C (k+1) . 2 n K Z ) 

On a u(n) < o 4 a(n) P-p.s. et u(n) + a, a(n) ^ a donc 

E(A a - A a _ ) = lim. E A [ T ( n ) -

= lim. { S ( E p . (A - A )!)} 

n-*» k>0 < K + 0 - 2 k . 2 n 

soit, d'après la définition de , 

• 1Ìm- Z U E ( I D ( n k)l Í V • 

— k * ° Ы . 2 " n , ( k + 1 ) . 2- nj ( ' } 

= lim. (B n(t-) - Ь , . .) . da n-x» J J a ( n ) , oo) 

D'une part, quand n + «°, l - i / x N + H T . 
Ja(n), oo) J a , «J 

D'autre part, si ( a î ( n ) ) n > o
 e s t u n e suite de temps d'arrêt qui 

croît vers a', on a : 
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lim. E[B , - B ] = P < £ = a'] P I C O (a' n < a')J) 

n* 0 0 n>0 

donc cette quantité est nulle (cf. G-2). D'après G-l, ceci implique que (B^) 

converge P-p.s. uniformément par trajectoires vers (B t) donc B^_ converge 

de même vers = H N . 

t- J a , °°) 

On en déduit que (B^_ - lja(n) converge simplement vers 0 

donc E ( A A - A A _ ) = 0 , c. q. f. d. 

G_-_4 : LEMME. 

Soient a un temps d'arrêt prévisible et (A.), „ un élément de 
I/O ~C J. 
\Q ; soit a = *((A.).^ J . On a alors a([ol)= E(A -A ). 

V vç. 1 1 — o* o*— 

Preuve : 

Pour tout temps d'arrêt a', on a a(]o, a'}) - E ( A ^ T ) (ceci se 

vérifie immédiatement pour les temps d'arrêt étages, d'où l'on déduit le 

même résultat pour les temps d'arrêt quelconques puisque ceux-ci sont limites 

de suites décroissantes de temps d'arrêt étages). Si a est prévisible, il 

existe une suite (a(n))n>Q ^e temps d'arrêt qui annonce o ; on a : 

a [ q > lim a (] a (n) , a] ) - lim. E [ A - A J = E ( A - A ) 

n-*» n-x» 

G_ =_5 : PROPOSITION. 

Soit y, un processus appartenant à to* et soit a = ^((A^_)^.^tj)• 

Alors (A,),m est P-p.s. à trajectoires continues si et seulement si* pour 

tout temps d'arrêt prévisible o\, a[ô}= 0. 

Preuve : 

La condition a([a])= 0 est nécessaire d'après G-4. Réciproquement, 

supposons cette condition satisfaite. Soit e > 0. Soit a' le temps d'arrêt 

défini par a' = inf. {t : (A F C - ^tJ) > (il est facile de vérifier que a' 
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est un temps d'arrêt : cf., par exemple, [j 9} p. 98). Il suffit de prouver 

que P [ O ' < + °°] = 0 . Pour cela, notons d'abord que, si a est un temps d'ar

rêt prévisible, p[ô = a'3 - 0 (d'après G-4 et la définition de a') donc a 1 

est totalement inaccessible ; or ceci implique A^ t - A^ t_ (cf. G-3) donc 

p(a' < + ») » 0. 

G_ =_6 : PROPOSITION. 

Soit a une mesure positive définie sur la tribu des prévisibles. 

Alors il existe une suite (an^n>Q de mesures positives définies sur la tribu 

des prévisibles telle que : 

1°) Pour tout il existe un temps d'arrêt prévisible o(n) avec 

a W ) = a (oV(nT\) 
n n -> 

2°) (a - E a(n)) = a' est une mesure positive telle quey pour 

n>0 

tout temps d'arrêt prévisible a, <*'([?]) - 0. 

Preuve : 

Soit c la borne supérieure des nombres b tels que il existe une 

suite (a(n))n>Q ^e temPs d'arrêt prévisibles et une suite 0>n)n>Q de mesures 

positives définies sur la tribu des prévisibles avec b = E b^(^') , 

E b (•) < a et, pour tout n, b (fi') = b ([a(n)l). n > 0 

n n n 

On vérifie immédiatement que cette borne supérieure est atteinte 

pour une suite (an)n>Q de mesures qui satisfait aux conditions de la pro

position. 

G_ =_7 : LEMME. 

Soit a un temps d'arrêt prévisible et H un élément de $a_. 

L'ensemble (H x T) f\]a, <*>) est alors prévisible. 
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Preuve : 

Soit (a(n))n>Q une suite de temps d'arrêt qui annonce a. 

Soit N ; on vérifie facilement que c^engendre 

n>0 

d a_ (cf., par exemple, [2l] lemme 2-1 p. 73) : il suffit donc de prouver 

le lemme pour H élément de $f . Supposons donc H élément de a ( n )
 : pour 

tout k ^ a(n), soit a'(k) le temps d'arrêt défini par a'(k) = a(k) si 

o) G H et a' (k) - » si co * H. On a (H x T) C)\o , ») - f\ J a ' ( k ) , «>) , c'est 

donc un ensemble prévisible. 

G_-_8 : LEMME. 

Soit (A^t^rp un élément de & et a = (A^Jt€*T^" ^ a a^ors* 

pour tout temps d'arrêt o et tout élément H de • 

1°) E\jw . Al= f EU \ & ) . da 

2°) (A ) est une variable aléatoire ¡7* -mesurable. 
a a— 

Preuve : 

1°) L'égalité indiquée se vérifie immédiatement pour tout temps 

d'arrêt étage (par définition de ^(D ) et donc reste valable pour un temps 

d'arrêt quelconque. 

2°) Il suffit de prouver que, si H 6, ^ , 

E ( 1 H . A,) - E[(1H I 0 V . A j 

D'après le 1°), il suffit donc de prouver que (B ) T et (C ) „ , p 

t t & L t to X 

sont deux processus indistinguables si 

(B t> = E ( 1 H | <tuJ • l j Q f a ] et ( C t ) t Ê T = E [E(. H| i * T U J • l3o> o2 

Puisque (B t) et (C t) sont continus à gauche, il suffit de prouver 

que, vt, B t = C t P-p.s.. Or, 
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B t = ' Г о * ti E ( . H i 9 v > 

C t • 1 Га * t] • ф н | ( f a- И <ЛЛ 

d'où l'égalité P-p.s. puisque, en restriction à [p > t] , ¿ T t - est contenue 

dans $ 

G_-_9 : LEMME. 

Soit o un temps d'arrêt prévisible. Soit (A,),^^ un élément de 

b . Soit a = §((A^)^^rp)' On suppose que a(\_oj) = a(iï'). On a alors 

(A,),s-m - A . lr , donc (A.) m est prévisible, 
t t£T » «v t tCT c 

Preuve : 

Si a' est un temps d'arrêt tel que Pfa 1 < a] = 1, on a 

0 = a(lo, a'"l) - EÍA ,1 (cf. début de la preuve de G-4) . Soit (a(n)) . une 
-J -J o n>u 

suite de temps d'arrêt qui annonce o : on a E(A ) • lim E [A > J] = 0 donc 
a- n-*» L a(n) J 

A = 0 P-p.s. Par ailleurs, E(A ) = a(fi') = a([al) » K(A ) donc A = A 
a- 0 0 1— 1 a a 0 0 

P-p.s. 

Pour prouver que A . 1r N - A . 1 r \ est un processus 

prévisible, il suffit de le prouver si est une variable aléatoire CT_~ 

étagée (par passage à la limite et d'après G-8) ce qui se déduit immédiate

ment de G-7. 

G_-_J0 : LEMME. 

Soient (A^tG.T e^ ^Bt^t€.T ^eux Processus croissants prévisibles 

integrables continus à droite et tels que *((A,). _ - $((B,),^. m ) et 

AQ = BQ = 0. Les processus ^ç.T e^ ^Bt^t£.T Son* indistinguables. 

Preuve : 

Pour tout n, soit a(n) = inf {t : (A^ + B^) ^ n}. Les processus 

(A^ / x) et (B^ t N ) satisfont à toutes les conditions de l'énoncé du 
t/\aCn; tAavn; 

lemme. Il suffit donc de prouver ce lemme pour des processus uniformément 

bornés. Or (Afc - B t ) - M t est une martingale donc 
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E & t * ( A t " " E ^ } ] o t]Mu • dAu] Ccf. E-6) 

M • da (cf. E-4) 

de même, E[ït . (B„ - B j l = M . db donc E [M 2] = E [M . (A^ - B )~) = 0 
u t t O- 1 J-|Q t j u u t J L-t t t-1 

donc M t = 0 P-p.s. ce qui montre que A t et B t sont indistinguables (puisque 

continus à droite). 

G_=__H : THEOREME. 

Soit (A.) rn un processus croissant intégrable continu à droite 

tel que A^ = 0. Alors tCT aVPar^en^ à (f si et seulement si (A^tgrp 

est prévisible. 

Preuve : 

1°) Soit ( A t ) t £ T un élément de . Soit a = ^^W^T^ ' S O I T 

a = a' + E a la décomposition de a comme indiquée en G-6 ; soit (A 1 ) 

n>0 n t 

(resp. (A£)) le processus appartenant à v? associé à a 1 (resp. à a n ) . 

D'une part (A'^) est prévisible (puisque à trajectoires continues). 

D'autre part, pour tout n, (A^) est prévisible (G-9). Or 
n k 

A' + E A converge simplement vers (A ) ^ donc (A ) T est prévisible. 

k=l 

2°) Réciproquement, supposons (A ) prévisible. Soit 

a = $((A ) - T ) et (B ) _ le processus appartenant à o et associé à a : 

d'après le 1°), ^t^t^^ est prévisible donc (A f c) et (B t) sont indistingua

bles (G-10). 
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3 P O U R Q U ' U N P R O C E S S U S S O I T 

J D E R E P A R T I T I O N 

A - I N T R O D U C T I O N 

Dans ce chapitre, on se propose de donner des conditions suffi

santes pour qu'un processus (X t) soit un processus de répartition, puis 

d'étendre les résultats obtenus à un cadre formel plus général. 

Au paragraphe B, on rappelle quelques résultats sur les mesures 

vectorielles : les démonstrations proposées semblent originales et montrent 

que l'outil fondamental est le théorème d'Orlicz-Banach. 

Au paragraphe C, on montre qu'une condition nécessaire et suffi

sante pour qu'un processus continu à droite soit un processus de répar

tition est que l'ensemble des valeurs de la fonction x associée à X t soit 

équi-intégrable. On en déduit qu'une martingale à valeurs dans , p > 1, 

est un processus de répartition. 

Au paragraphe D, on introduit un formalisme plus général et on 

étudie des conditions nécessaires et suffisantes pour que l'ensemble des 

valeurs de x soit borné. 

Au paragraphe E, on étend les résultats du paragraphe C dans le 

cas du formalisme introduit au paragraphe D : pour ce paragraphe, on s'est 

contenté d'énoncer les résultats sans démonstration. 

Monsieur le Professeur Tortrat a bien voulu me signaler quelques 

inexactitudes relatives à la rédaction de ce chapitre de ma thèse : qu'il 

trouve ici l'assurance de mes meilleurs remerciements. 
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B - S U R L E S M E S U R E S V E C T O R I E L L E S 

B_-_J_ : LEMME (TOPOLOGIQUE) . 

Soit V un espace vectoriel topologique localement convexe ; soit 

Vf son dual. Soit (u ) ^ une suite d'éléments de V. On pose : 
n n>0 r 

A - ix : x = Z uv y I partie finie de N} 

On suppose que A est contenu dans une partie H telle que toute 

suite de Cauchy dans H pour la topologie a(V, Vr) soit convergente dans H 

pour cette même topologie o(V, Vr). Alors, les trois conditions suivantes 

sont équivalentes : 

a) A est une partie bornée de V. 

b) Toute sous-série de la série de terme général u^ est faible

ment bornée, 

c) Toute sous-série de la série de terme général u^ est de 

Cauchy pour la topologie initiale sur V. 

Preuve : 

1°) Notons, d'abord, que dans le a) il est inutile de préciser 

pour quelle topologie A est borné puisque les parties bornées sont les 

même pour la topologie initiale et la topologie a(V, V') (cf. [3]). 

On va montrer les deux implications suivantes : 

2°) b = * > a ) ; 3°) b) = - > c) 

Ceci démontrera le lemme puisqu'on a évidemment c) = ^ > b) et 

a) = $ > b ) . 

2°) Non a) >> non b) . 

Supposons A non faiblement borné. Cela signifie qu'il existe 

x' élément de V tel que < x' , A > ne soit pas borné. On va construire, par 
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récurrence, une suite (I ) ^ de parties finies de <N satisfaisant aux 
n n>u 

deux conditions suivantes : 

(i) vn, k £ I n et j e i n + 1 = £ > k < j 

(ii) vn, | < x' , Z IL > | > 1 

n 
(l'existence d'une telle suite I donnera le résultat cherché puisque la 
x n 
sous-série < x 1 , IL > pour k€. \J I n'est pas de Cauchy et donc admet une 

* n>0 n 

sous-série non bornée). 

Supposons I construit. Soit h = Sup k et 
n k € I 

n 

a - Sup | < x' , E u > | cette borne supérieure étant prise pour toutes 

k € I k 

les parties I de {l, ... h}. D'après non a ) , il existe I partie finie de N 

telle que 
| < x ' , E u > | > a + 1 mais ceci implique 

| < x ' , £ u

v

> | > l s i l - - l \ { l , ...h} ce qui achève la cons-

kfcl , k n 

n+1 

truction par récurrence. 

3°) b) — > c) . 

Soit (v ) une sous-série de la série (u ) . D'après b ) , toute 
n n 

sous-série de la série (V q) est faiblement de Cauchy donc faiblement conver

gente vers un élément de V (puisque H est une partie faiblement séquentiel

lement complète). Mais ceci signifie que la série (v ) est fortement de 

Cauchy d'après le théorème d'Orlicz-Banach : dans [26], ce théorème a été 

prouvé si V est un espace de Banach mais il reste exact si V est un espace 

topologique localement convexe puisque, dans ce cas, la topologie de V peut 

être définie par une famille de semi-normes (cf. [28] ) 

B_-_2 : REMARQUE 

Le lemme qui précède sera essentiellement utilisé au paragraphe E. 

Notons toutefois qu'il permet de prouver directement le résultat suivant 

(cf, par exemple, [l4] p.292) : 

Soit V un espace vectoriel topologique localement convexe, soit Vr son dual* 

Soit H une partie bornée de V complète pour la topologie initiale sur 
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V et telle que toute suite de Cauehy dans E pour la topologie c(V, Vr) 

soit convergente dans E pour cette même topologie o(V3 Vr). Soit une 

algèbre de parties d'un ensemble fi ' et $ la tribu engendrée par 

Soit x une fonction à valeurs dans E définie et simplement additive sur 

Alors x se prolonge en une fonction (unique) définie sur ^ à valeurs 

dans E et o-additive pour la topologie initiale si et seulement si x est 

o-additive sur pour la topologie a (7, V). 

Preuve : 

La topologie initiale sur V sera appelée topologie forte. 

a) Soit (A ) ^ une suite d féléments deux à deux disjoints 
(t/ n n>0 J 

de c/V . Soit u = x(A ) . 
n n 

D'après le lemme B-l, cette série est fortement de 

Cauchy ce qui implique, à fortiori, que la suite de terme général conver

ge fortement vers 0. 

b) Soit (B ) ^ une suite d'éléments de tfeftelle que B + 0 . 
n n>0 n n 

Si on pose A = (B \ B .) et u = x(A), le raisonnement effectué au a) 
n n n+1 n 

qui précède montre que la suite de terme général x ( B

n )
 e s t fortement de 

Cauchy, donc elle converge fortement vers 0 (puisqu'elle converge faible

ment vers 0 ) . 

c) Compte-tenu des a) et b ) , la proposition se déduit alors 

immédiatement de \j2\ ou [27~]. 

C - U N E M A R T I N G A L E D A N S L p ( p > D E S T U N 

P R O C E S S U S D E R E P A R T I T I O N 

Pour tout ce paragraphe, on adopte les hypothèses et les nota

tions du chapitre 1 (cf. l-A-2). 
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C - l : LEMME (LEMME l-D-2 DANS LE CAS D'UNE FONCTION REELLE). 

. Soit m une fonction réelle bornée définie et simplement additive 

sur (A/ et satisfaisant aux deux conditions suivantes : 

(i) pour tout élément t de T et tout élément A de ^f1 , 

lim. m(A x 2 ̂ » £ P = O 

(ii) pour toute suite ^ n ^ n > ^ d'éléments de J décroissant vers 0S 

lim m(A x los il) = O si 

m(B) = Sup. \m(H)\ 

H€ àfy H C B 

Alors m est o-additive sur $f . 

Preuve : 

Soit r la variation totale de m sur on se propose de prouver 

que r satisfait aux conditions (i) et (ii) du lemme l-D-2. La condition 

l-D-2-(i) se déduit immédiatement du lemme 2-D-2 et de la condition (i) de 

l'énoncé (r • y + z si y et z sont définis comme en 2-D-3-1 0)). La condition 

l-C-2-(ii) se déduit immédiatement de la condition (ii) de l'énoncé et de ce 

que r < 2m. 

Ç_-_2 : PROPOSITION 

Soit- (X^) un processus continu à droite à valeurs dans 

L (iïj&P) avec p>l (resp. p=l). Soit x - $(X.). Alors x se prolonge 
p v 

(de façon unique) en une mesure vectorielle forte définie sur la tribu 

des prévisibles si et seulement si x (&f est une partie bornée de L 3 (resp. 

bornée et équi-intégrable de L^) 

Preuve : 

La condition " x ( ^ partie bornée de L p " est évidemment néces

saire. De plus, la condition "x(t^) partie équi-intégrable de L j " est 

nécessaire d'après le théorème 2-9 de [2J . 
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Prouvons la réciproque. D'après la proposition B-2, si 

x( uV ) est une partie équi-intégrable de L , pour prouver que x admet un 

prolongement fortement a-additif il suffit de prouver que x est faiblement 

a-additive sur %AJ , puisque l'adhérence faible de x( est faiblement 

séquentiellement complète. 

Soit x' un élément du dual L de L ; il suffit de prouver que 
q ]L 

la fonction réelle <x' , x (.)> définie sur satisfait aux conditions (i) 

et (ii) du lemme C-l. La condition (i) se déduit immédiatement de la conti

nuité à droite de (X ) et de ce que la famille (X^ - X V - m est bornée 

t n t o t € T 
(resp. bornée et équi-intégrable). Prouvons la condition (ii) : soit donc 

( A n ) n > Q une suite d'éléments de décroissant vers 0 ; supposons d'abord 

p >lï si f est la fonction associée à x', soit x' l'élément du dual L de 
v 9 n q 

L associé à f.l. . Soit 
P A n 

a = S U R | | X ( A ) | | < + » 

A € c T p 

on a lim I |x' M = 0 donc lim < x' , x(A) > = 0 uniformément en n 
1 1 n 1 1 q n 

n->°° n-*» 

ce qui implique la condition c-l-(ii) (car H C A ^ x ] 0,1 1 implique 

< x', x(H) > = < x' 9 x(H) > ) ; le cas p = 1 se vérifie immédiatement 

à partir de la définition de 1'équi-intégrabilité. 

C_-_3 : THEOREME. 

Soit (X^) une martingale continue à droite à valeurs dans 

L fft, P) avec 1 < p < + m*Soit x = ^((X^)). Alors x se prolonge (de 

façon unique) en une mesure vectorielle forte définie sur la tribu des 

prévisibles. 

Preuve : 

D'après la proposition C-2, il suffit de prouver que x( est 

une partie bornée de L^ . Soit M^ la constante indiquée dans [4] théorème 9. 

Pour tout élément A de u\j , on a E ( | x ( A ) | P ) < M „ E ( K , , J P ) : 

en effet, si A appartient à W , il existe une suite finie croissante de 

temps d'arrêt prévisibles étages ( a ( k ) ) ^ ^ 2 n telle que a ^ = °> 
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D " E X T E N S I O N D U C A D R E G E N E R A L E T 
E T U D E D E L ' H Y P O T H E S E " *( B O R N E " 

D-I-l : NOTATION. 

Soit fi un ensemble et T un ensemble totalement ordonné. Etant 
donnés a et a 1 deux applications de fi dans T, on désignera par J a , o\] 

l'ensemble des couples (co, t) tels que a(co) < t < a'(a)) (c'est donc une 
partie de fi x T ) . 

D_ =_2 : LEMME_ENSEMBLISTE 

Soit fi un ensemble et T un ensemble totalement ordonne. 

Soit E une famille de fonctions définies sur Q et à valeurs dans T telle 

que, si o et o' appartiennent à E, ava f et ava' appartiennent aussi à E. 
Soit (v(n))n>Q u n e suite d'éléments de E. Alors il existe un ensemble 

(or (n^n^Q d'élément de E totalement ordonné (c'est-à-dire que, quels que 

soient i et on a o'(i)$ o'(j) ou o'(i) ^ or(j)) et tel que, pour tout n, 

il existe ... ,7^ avec 

]а(п)л o(n+l)] -
k-1 
U ] a (U]a), " (j i+1à) 

Si la famille o(n) est finie, on peut choisir la famille 

a 1(n) finie. 

Preuve : 

On construit la famille (a'(n)) . par récurrence. On suppose 

n>u 

donc que l'on a construit (a 1(n))j < n <^i famille totalement ordonnée et sa

tisfaisant à la condition indiquée relativement à la famille (a(n)) j ^ ^ ^ ' 

Soit (a"(n)) 1 < n^ ki la famille (a'(n))2^ n < kt mise dans l'ordre croissant. 

Soit i(n) défini pour 1 < n ^ k' + l par 

T(n) « [a"(n) A a(k+l)] v a"(n-l) si 2 s< n s< k' + l 

T(1) » a(k+l) A a"(l) et i(k'+l) - a(k+l) v a"(k') 

On vérifie facilement que la famille 

((a'(n))j^ n < k?} U { ( x ( n ) ) 1 < n < k i + j } est totalement ordonnée et satisfait 

à la condition de l'énoncé relativement à la famille (o(n)). . , ce qui 
Un«k+1 M 

achève la construction par récurrence. 
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n 

a(2n) = 1 et A = U Ja(2k - 1), a(2k)] ; soit (f.) la martingale définie 

k=l n R 

par f^ = x a ( k ) î on a X(A) - £ ^ 2 k ~ ^ 2 k - P ' c * o n c X ( A ) e s t u n e 

"transformée" de f(k) au sens de Burkholder : l'inégalité annoncée est 

alors un cas particulier de celle indiquée dans la preuve du théorème 9 

de [4] (dernière ligne de la page 1502). 

Ç _ = _ 4 : REMARQUES. 

a) La démonstration précédente se simplifie considérablement 

quand p = 2. (Cf. l-D-6). 

b) Le théorème C-3, ne vaut plus pour p = 1 comme le montre le 

contre-exemple indiqué en 2-F. 

c) Le théorème C-3 montre notamment que si Y est un processus 

prévisible uniformément borné et si X est une martingale de puissance p-ième 

intégrable, alors JYàX est défini et le processus ( z

t ) t 6 T > défini par 

^t ~ Jfix ]o t] ^ , Q ,X» est une martingale de puissance p-ième intégrable. 

d) La proposition C-2 montre notamment que, si (X.) , _ est un 
t t 6 i 

processus de répartition en moyenne d'ordre p, № t ) t g T est également un 

processus de répartition en moyenne d'ordre q pour 1 £ q $ p. 

C_-_5 : CONTRE-EXEMPLE. 

Le but du contre-exemple qui suit est de montrer que la méthode utilisée 

quand on a une martingale de carré intégrable (cf. l-D-6 et l-D-9 par exemple) 

ne "marche plus" pour une martingale de puissance p-ième intégrable avec 1<p<2 ; 

en effet, si ( x

t ) t £ i ; est une martingale de puissance p-ième intégrable, la 

fonction $[( IX̂ _ I ^ ) t ^] ne majore pas de façon simple la fonction 

E[|*((X t)t€T)|
P] 

Plus précisément> on va donner un exemple de martingale ^ ^ ) ^ ^ Q 2] 

de puissance p-ième intégrable telle que Z E(\ X 1 ~ X 1 = + 00 * 

n = 1 1 ~ ïï*ï 1 ~ n 
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Soit p tel que l<p<2 . Soit (en^n>0 une suite de réels positifs 

00 00 
2 V 

telle que l e < + °° et E en = + 00 (on peut prendre, par exemple, 

n=l n n-1 

e - (—) ) . Soient 9 = ÎO.l\ , JT = la tribu des boréliens de 9 et P la n n L •> L •» 

mesure de Lebesgue. Pour n>0 et 0$k<2n , soit A

n

 = P^2 U y (k+1). 2 n[ ; 

soit Ç£n la tribu de parties de 9 engendrée par les ^ ; soient 

£n-l 2n-l 

CM = k% \2k-2 et DM = £ \2k-l • 

Soit (Y ) n la suite de variables aléatoires définie par récurrence 
n n^O J 

?ar Xo = 29 et 

n+1 n L n C(n) n D(n)J 

Soit (xj.)j. ^ £0 ^[ ^e Processus défini par 

X,=Y si t € [i - - , 1 - -—rf et X = lim Y 
t n L n 9 n+11 1 _ n 

Alors ce processus répond à la question. 

Preuve : 

On a E( |Y _ - Y | P ) = e P . E( |Y | P ) et 
1 n+1 n 1 n 1 n 1 

E ( 1 ^ , 1 ' > - * < l * J p > • C { ( i * « n )
p 4 < > - - n > P 3 

„ E ( | T j P , . [ I + £ ^ l l i . £ n 2 ] 

00 00 

Puisque £ -e ^ < + 0 0 , le produit ÏÏ [l + P ^ P ^ . £ n^] converge vers 

n=l n=1 

une valeur strictement positive. On en déduit que la suite (Y ) n converge 
m> n n 

dans L (9, ^9 P) (propriété des martingales) et que 
P 

E E( |Y - Y | P ) - ( E e n

P).c - + » 

n-1 n + 1 n n-1 n 
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D_ =_3 : LEMME 

Soit y, un processus mesurable à valeurs dans un groupe 

topologique abêlien (E, ). Soit une famille dféléments de ^( , ¿PjT) 

telle que, si o et o' appartiennent à Z, 0A0' et a va' appartiennent aussi 

à E. On désigne par $f l'anneau de parties de fi x T engendré par 

a"P ~ v Pour tout élément a de E, on désigne par X l'élément de 

LQ(Ü, , P, E) dont un représentant dans oZ^ffi., y*, P, E) est défini 

par X0(u) = Xçfu)^) et on Pose m(<-, q]) = X^ : alors m se prolonge en 

une fonction (unique) définie et simplement additive sur et à valeurs 

dans LQ(Ü, 

Preuve : 

En utilisant le lemme D-2, on vérifie facilement que fyf est la 

famille des parties A de fi x T telles que il existe une famille finie 

croissante (a.), • « d'éléments de E avec 
i l^i42n 

n-1 

A = Aj U { U ( J a 2 i , a 2 i + i l ^ où Aj = 0 ou («-, aj] . On pose alors 

i= 1 

n-1 

m 1(A) = X + E ( X - X ).Le fait que m 1 ne dépend que de A et 

°1 i-l °2i+l °2i 

soit simplement additive si on la considère comme fonction à valeurs dans 

>of? Q s e vérifie en considérant chaque valeur OJ de fi (on est dans la situa

tion classique de la construction d'une mesure sur çJc) ro) • Enfin, on pose 

m (A) = m' (A)\ 

D_-_4 : LEMME. 

Soit S un ensemble dénombrable muni d'une relation d'ordre 

total (que l'on notera 4). Soit f une fonction définie sur S et à valeurs 

dans un espace de Banach E. Pour tout intervalle I de S non vide, on pose 

n-1 

v(I) = Sup E \f^s^ " ^s\+^ I Qe^te borne supérieure étant prise pour 

k—1 

toutes les familles finies ordonnées 2<k<n d'éléments de X. 

Io) Pour tout intervalle I de S et pour toute suite monotone 

(s ) „ d'éléments de S telle que I = U I avec I = [s , s , J on a 
n n>0 H

 n n n L n ' n+lA 

v(I) 4 E v(I ). n U 

n>0 
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2°) les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) v(I) < + 00 

(ii) pour toute suite (s ) ~ strictement monotone d'éléments de J, 
c n n > u 

n>0 f(sn+l} -f(sn>\ < + "-

Z°) Si E = les conditions (i) et (ii) sont équivalentes 

à la condition suivante : 

(iii) pour toute suite (s

n^n>Q strictement monotone d'éléments de J, il 

existe a > 0 tel quey 

к 

n-2 \f(s2n-l} - f(e2nU I -í «• 

Preuve : 

La preuve du 1°) est immédiate. De plus, on a évidemment (i) 

implique (ii). Prouvons que "non (i) et (ii)" est absurde. Soit donc I 

intervalle de S tel que v(I) = + °°. 

Puisque S est dénombrable, on peut construire une suite crois

sante (s 1 ) ^ et une suite décroissante (s ) ~ d'éléments de I telles que 

n n>0 n n>0 ^ 

I = U [s^ , s'J» Supposons d'abord que, Vn, 

n>0 n 

V Pn+1 ' S J + V^S'n ' ^ n + J < + °°" Le et non ^ impliquent 

E v C s

n + j > s

n ] = + 0 0 ou E v C s t

n > s? +j3 ~ + 00 î supposons qu'on soit 
n>0 n n>0 n n 

dans le premier cas ; pour tout n, soit T - {t, }, , . , N une famille 

n k l<k«h(n) 

finie croissante d'éléments de [s n +j > s^] telle que 

h(n)-l j n 

E |f(t k) - f ( t k + 1 ) | > 2 V ^ n + 1 ' S J 5 la Suite croissante ( u

n> n>o 
k= 1 

telle que { u n > n > ( ) = U ^ n est telle que E - f ( u k + ] ) | = + œ C e 

qui contredit (ii). On a donc un couple (s, t) d'éléments de I tels que 

v[s, t] = + 00. Soit : 

U - {u : u € [ s , t ] , vQs, u] < + 00} et U' = [s, t ] \ u . Les ensembles U et U' 

ne sont pas vides. Puisque S est dénombrable il existe une suite croissante 

(s ) n d'éléments de U et une décroissante (s' ) ^ d'éléments de U' telles 
n n>u n n>0 

q u e ] s n , s ' n [ > 0. 
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On a soit v(U) = + °°, soit v(U') = + 0 0. Dans le 1er cas, 

d'après le 1°), Z v [ s n , s^+^] = + » et, vn, v [ s n , s n + j ] < + «> ; 

n>0 

on montre alors,comme plus haut,que ceci contredit la condition (ii). 

Dans le deuxième cas, on construit par récurrence sur n, une 

suite décroissante (t.). , ̂  , N d'éléments de U' telle que 
g(n)-l k k<fc«S<n> 

Z |f(t ) - f ( t t ) | > 1 en utilisant le fait que, Vn, il existe 

k-g(n-l) k + 1 * 

S'h(n) * tg(n) et que V^U? s l h ( n ) - ^ = + 00 î or ceci contredit (ii). 

Enfin, on a évidemment (ii) implique (iii). On vérifie facile

ment que non (ii) implique non (iii) en construisant une sous-suite (s'^) 

de la suite (s^) telle que, vk, les termes f ^ s ^ k - P ~ ^ s 2 k ^ s°ient 

tous de même signe. 

D_ z_5 : PROPOSITION. 

„ Soit (Q, $ , P) un espace probabilisé et T un intervalle de (R. 

Soit C£?TQ(9* C?^J l'ensemble des variables aléatoires définies sur 

et à valeurs dans T. Soit Z une famille d'éléments de ito, T , P) 

telle que, si o et o' appartiennent à Z, OAO' et ava' appartiennent aussi 

à Z. Soit p 1 et soity(Xj_) un processus tel que, pour tout élément a de Z, 

X appartient à L (9, if4, P). Soit l'algèbre de parties de (Q x T) 

engendrée par les "intervalles"'Jo\, a H pour o et o' éléments de Z et x 

la fonction simplement additive définie sur $f par xf\o, o[\) - , - X^, 

1°) Si x' est un élément du dual de , la fonction < x(.), x' > 

est bornée sur $f si et seulement si, pour toute suite (°n^n>Q strictement 

monotone d'éléments de Z, | < Z (X - X ), x' > | < + °°. 

n>0 °2n+l °2n . 

2°) La fonction x est fortement bornée sur tAJ si et seulement 

si la condition du 1°) ci-dessus est satisfaite pour tout élément x' du 

dual de L • 
P 
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Preuve : 

1°) Il suffit évidemment de prouver que < x', x(.) > est bornée 

quand on se restreint à une famille dénombrable d'éléments de u'après 

le lemme D-2, il suffit donc de prouver cette condition quand E ne comprend 

qu'une famille dénombrable totalement ordonnée d'éléments. Le résultat se 

déduit alors immédiatement du lemme D-4. 

2°) Résulte immédiatement de ce que, dans un espace de Banach, 

les parties faiblement bornées et fortement bornées sont les mêmes. 

- G E N E R A L I S A T I O N S D I V E R S E S 

E_-_2 : INTRODUCTION. 

Pour l'essentiel, les démonstrations précédentes n'utilisent 

qu'un petit nombre de propriétés : le but du présent paragraphe est de 

mettre en évidence ces propriétés en énonçant divers résultats qui géné

ralisent ceux donnés précédemment. Les démonstrations, fastidieuses, s'ef

fectuent de façon tout à fait analogue à celles du paragraphe précédent : 

elles ont donc été omises. 

E_ =_2 : THEOREME. 

Soit V un espace vectoriel réel localement convexe. Soit V 

le dual de V. Soit K une partie de V complète pour la topologie initiale 

et séquentiellement complète pour la topologie o(V, V). Soit S un ensem

ble dénombrable muni d'une relation d'ordre total (que l'on notera < J . Soit 

H l'ensemble des couples (s3 s') d'éléments de S avec s ? s'. Soit f une 

application de S dans K. Alors9 les conditions suivantes sont équivalentes : 
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(i) pour tout élément x' de V, il existe a > 0 tel que, pour toute famille 

n-1 

finie croissante (sj^ ^k<n d1 éléments de S, E |< f(s^) - f^8-^^» x* >l ^ a 

(ii) pour toute suite monotonne (sn^n>Q d'éléments de S, et pour tout 

élément x' de V, il existe b > 0 tel que, vk, 

l < .1. ÏÏ(s2j-l} - f ( s 2 A *'>\<b 

De plus, soit T l'ensemble des bornes supérieures de parties de 

S : on munit T de la topologie induite par celle de S et on considère S 

comme plongé dans T. On suppose que les conditions indiquées ci-dessus sont 

satis fiâtes. Alors, pour toute suite (s

n^n>Q d'éléments de S croissant vers 

t élément de T, f(sy) converge, pour la topologie initiale sur V, vers un 

élément de X qui ne dépend que de t et que l'on désignera par f(t-). 

Enfin, on suppose que, pour toute famille finie croissante 

n 

^Sk')l<k<2n d*éléments de S, [ E f(s£k^ ~ f^s2k-l^ appartient à K. 

Alors, si $f désigne l'algèbre des parties de T engendrée par 

les intervalles (+, t[et si on pose m(+, t[ - f(t-), m se prolonge en 

une fonction définie sur la tribu engendrée par cfef, à valeurs dans K et 

o-additive pour la topologie initiale sur V. 

On aurait évidemment des résultats analogues si on considérait 

des suites décroissantes au lieu de suites croissantes. 

E_-_3 : THEOREME. 

Soit (X,),^m un processus à valeurs dans un espace de Banach E. 

Soit q >. 1 tel que, pour tout élément t de T, X,£L (Q, , P, E) = V 

. ^ 

(le processus est donc considéré à une modification près). On désignera 

par V le dual de V. On désigne par l'ensemble des variables aléatoires 

f telles qu'il existe une suite finie ordonnée (t1)1^.e) d'éléments de T 
^ K 14.K&îjn 

avec f = E (X, - X ). On suppose que <!> est contenue dans une partie 

k=l V2k V2k-1 2 
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К de V complète pour la topologie forte et séquentiellement complète pour 

la topologie o(V, V) (condition qui est nécessairement satisfaite si p > 1). 

On suppose, de plus, que pour toute suite monotone ^n^n>^ d'éléments de 

T et pour tout élément x' de Vr, il existe a > 0 tel que, quel que soit k, 

к 
| < E (X. - X, ), x1 >| < a. Alors, pour tout élément t de T, il 

j=l г2к+1 t2k 
existe X, élément de V tel que lim X, , = X. cette limite étant 

t t'U, t'<t г г 

au sens de la topologie forte sur V. Si on pose, pour tout élément t de T, 

Ф((+, t[) = X^__ , la fonction Ф se prolonge en une fonction définie sur la 

tribu (T) des boréliens de T, à valeurs dans К et o-additive pour la 

topologie forte sur V. Si un élément A de $c) (T) est contenu dans (*-, t], 

Ф(А) appartient à L (Q,, ffî , P, E). On aurait évidemment un résultat 
q v 

analogue en considérant des limites à droite au lieu de limites à gauche 

et en remplaçant partout t- par t+. 

E_ =_4 : LEMME. 

Soit (Q, Ф, P) un espace probabilisé. Soit oZC/ft» P) l'en

semble des variables aléatoires réelles définies sur (&,§*). Soit E une 
famille d'éléments de P) telle que, si о et or appartiennent à 

Ej ада' et ava' appartiennent à E. Soit E l'ensemble des éléments de 

Q(9, ф, P) tels qu'il existe une suite (°п^п>0 d'éléments de E crois

sant strictement vers о (c'est-à-dire que, pour tout élément oo de Q, o" n(W 
croît strictement vers о(M)). Soit 'algèbre de parties de (9 x T) engen

drée par les "intervalles" ((+, o\j^ Soit f une fonction positive finie, 

définie et croissante sur E (c'est-à-dire que о > о' implique f(o) ^ f(a')). 

1°) On suppose que f satisfait à la condition suivante : 

(i) pour tout e > 0 et pour toute suite (A

n^n>Q d'éléments de décroissant 

vers 0, il existe n(z) tel que, si о et o' sont deux éléments de E tels que 

0 ' 2С1\А < °' ' 2Çl\A J alors ?(а) * f(°f) + e' 
4 n(e) 4 n(z) 

III - 81 



I N T E G R A L E S T O C H A S T I Q U E 

Alors, pour toute suite (°(n^n>Q d'éléments de Z croissant 

strictement vers o (élément de Z) , la suite (f(°M^n>Q converge vers 

un réel qui ne dépend que de o et que l'on notera f(o-). 

2°) On suppose que f satisfait à la condition suivante : 

(ii) pour toute suite (A

n^n>Q d'éléments de tf*telle que A^ \ 0 et pour 

tout e > 0, il existe n(e) tel que si j<k<2n eS^ une ^OXÏÏ^^e f^n^e 

ordonnée d'éléments de Z \J Z, avec, pour tout k, °2k-l élément de Z et 

°2k élément de Z, si C est le "cylindre" dans fi x B de base Q.\A^(z) dans 

fij si 
n 

(C(^£°1 > ° 2 n P C ¡¿t &2k=l ' °2k^ al0rS' 

f^n-l - ^ < 6 + J 2 f(°2k) ~ f(a2k-l} 

Si on pose, pour tout élément o de Z, m((<-, o\) = f(o-), et 

si m est simplement additive, m se prolonge en une mesure positive (unique) 

définie sur la tribu engendrée par (fó . 

On aurait, évidemment, des résultats analogues en considérant 

des suites décroissantes au lieu de suites croissantes. 

E_ =_5 : THEOREME. 

Soit E un espace de Banach et q un réel supérieur ou égal à 1. 

Soit (X )^^^ u n processus mesurable. Soit une famille Z de temps d'arrêt 

o telle que, si o et oJ appartiennent à Z, OAO' et av/a' appartiennent à Z. 

On dira qu'un temps d'arrêt a est Z-prévisible -et on notera Z l'ensemble 

de ces temps d'arrêt- s'il existe une suite (o ) n d'éléments de z'crois-
c n n>0 J< 

sont strictement vers (j"*On suppose que, quel que soit a élément de Z, 

appartient à L (ü, $, P, E) = V ; on notera V le dual fort de V. 

q nP 
Pour toute partie Z^ de Z, on désignera par o\j (Z^) l'ensemble 

n 

des éléments x de V tels que x - Z ^a^k) " Xo(2k=l) °™ l<k<2n eS^ 
k— 1 

une famille finie ordonnée d'éléments de Z . 
J J 0 
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1°) Soit x' un élément fixé de V1. On considère les conditions 

suivantes : 

(i) pour toute suite Z„ = (o ) n monotone d'éléments de Z, il existe 
r u n n>u jfO 

a > 0 tel que, quel que soit x élément de f\y (%Q)* \< x', x >\ <$ a. 

(ii) (resp. (iii)) quel que soit e > 0, il existe e' > 0 tel que P(A) < e' 

implique, pour tout élément o de Z, \< xf . 1^ , X^ > | <. e (resp., pour 

tout élément x de (Z), \< xr . 1A , x >\ 4 e ). 

Soit (°(n^n>Q une suite d'éléments de Z U Z croissant stricte

ment vers a (élément de Z). Si on suppose que les conditions (i) et (H) 

sont satisfaites, < x', X0(nj
 > converge vers un réel qui ne dépend que de 

a et que l'on notera X*^_ . Si on suppose les conditions (i) et (iii) satis

faites, et si on pose, pour tout élément o de Z, m((*~, o[) - X^_ , la 

fonction m se prolonge en une mesure réelle définie sur la tribu des par

ties de (Q x T) engendrée par les intervalles ((+-, a\j . 

o€.Z 

2°) On considère les conditions suivantes : 

(i) ' pour tout élément x' de V et pour toute suite Z^ = (°n^n>Q monotone 

d'éléments de Z, il existe a > 0 tel que, quel que soit x élément de 

(ZQ), |< x', x >| < a. 

(ii) ' (resp. (iii) ') la famille (vesp. rl> (Z)) est équi-intégrable. 

Soit ( v ( n ) ) n > o une suite d'éléments de Z U Z croissant stric

tement vers o (élément de Z). Si on suppose que les conditions (i) ' et (ii) ' 

sont satisfaites, %0(n) converge, pour la topologie forte sur V, vers un 

élément de V qui ne dépend que de o et que l'on notera X^_. Si on suppose 

que les conditions (i) ' et (iii) ' sont satisfaites, et si on pose, pour 

tout élément o de Z, m((+, o[) = X^_ , la fonction m se prolonge en une 

fonction définie sur la tribu des parties de (Si x T) engendrée par les 

intervalles ((+-, o\j « , fonction à valeurs dans V et o-additive pour 
o&Z 

la topologie forte sur V. Si Z contient l'ensemble des temps d'arrêt étages, 

si (X'^)^ T est une modification du processus t€~T ei si m' est la 

mesure associée à X' et construite comme ci-dessus, on a m = m'. 
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Si 1 est lfensemble des temps d'orvet étages et si E est de dimension 

finie y pour tout élément a de ï,3 X^ = si les trajectoires du processus X^ 

sont continues à gauche. 

F - C O N T R E - E X E M P L E f| 

F_-_j : BUT_DU_CONTRE~EXEMPLE. 

Le but du contre-exemple qui suit est de montrer qu'un processus 

$ * Pj ( +) + * m peut induire une mesure vectorielle forte 

y définie sur (fay, par y(\a,b\) = Y^ - Y^ (mesure à valeurs dans 

L (Çly S" j P) par exemple) sans* pour autant3 être un processus de répartition 

en moyenne d'ordre 2. 

F_=_2 : CONSTRUÇTION_DU^CONT^-EXE№LE. 

On pose : = *]()>ï] , T = ï] , tribu des boréliens de "\0,î\ 

pour tout t £]o,l] j = 3^ * P = mesure de Lebesgue sur ]03ïj 

pour tout n * 0 et k avec 0 < k < 2n , A v = ]k.2~n , (k+1) .2"n\ 
n%K 

X = fonction définie sur fi par X (u) -
«• вг iK «CA 

-1 si }k, ы 6 Л + 1 

(fonctions de Rademacher). 

Notons que X = 1~ n o u 
n 1 1 1 

Yt = processus défini par Y

t

 = 1 \\ Pour 1 ~ ̂ +~J $ t < 1 " ^ 
avec n >A o 

00 
et i = г Ix. аг e L m, (F, p;; 

Pour tout intervalle la^b] contenu dans T, soit 

y(]a,b]) = Yb - Ya (élément de (ti, 3 PL 
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la fonction y admet un prolongement (unique) défini et o-additif sur s ^ S j p 

pour la topologie forte de (Çl, ( F \ P). 

Par contre, soit A = U ( \ 2 K * U " ^ 1 ~ ^ } ^ 

n>'° n 
o$2k<2n 

(y^.)^.^rp n'est pas un processus de répartition en moyenne d'ordre 2 car, si 

z était la mesure stochastique associée, on aurait \ \z(A)\\^ = + 00 . 

Preuve : 

On notera L 2 = L 2 (fi, P) 

1°) Il faut d'abord prouver que y admet un prolongement a-additif 

pour la topologie de L^. Puisque L^ est réflexif et que t -+ Y est continue 

à droite, il suffit de prouver que y( est une partie bornée de si 

est l'algèbre engendrée par les intervalles [a,b[ . D'une part, Yj £ "L 

f 00 r 

( 2 f 2 
puisque Yj d P = E X ^ d P (les fonctions de Rademacher étant deux 

J k=o ' 
00 

à deux orthogonales) = E —y < + 0 0 . D'autre part, soit (f> une application 

k=o k 

f n 2 
strictement croissante de IN dans (N ; pour tout n, on a | ï X . N | d P $ 

J V. k = Q *MJ 

n 1 
$ E j ; en effet, ceci se déduit comme précédemment, de l'orthogona-

k=o (<J>(k)) 

lité deux à deux des fonctions de Rademacher. On en déduit que, pour tout élément 

A de c£ , ||y(A)|| * /l, E — 
Z k=o k 

2°) Il faut, ensuite, prouver que (Y ) n'est pas un processus de ré

partition en moyenne d'ordre 2. Soit z = «KY^) 

Soit B n = U ( A j ,2k X t ' ~ j+T ' 1 " 3 Î 2 O 

o*2k<2 J 
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2 n 1 
Il suffit de vérifier, par récurrence, que (||z(B ) | | ) > T. — 

n 1 k=l k 

or, ( | | Z ( B n + 1 ) M 2 )
2 = \C* *]f***\ G x t ) 2 d P + 2 Í ( j x t ) . X ; + 1 d P 

J j=o J J 2=0 J j=o J 

2 2 
^ (||z(B )||.) + — - d'où le résultat escompté 

1 n z n+1 

par récurrence. 

F_-_3 : REMARQUE. 

Pour tout n£o , soit 5^ la tribu engendrée par les (A . ) , _n 
n ° n,k o£k<2 

Pour tout t £ J0,l] , soit la tribu définie par ^ t = $ n si 

1 - ̂ jy $ t < 1 - ; le processus (fi, @f, P, ^ , Y

t ) t £ T

 e s t alors une 

martingale de carré intégrable continue à droite. Il définit donc un processus 

de répartition en moyenne d'ordre 2. 

Ceci montre qu'on peut avoir un processus de répartition en moyenne 

d'ordre 2 qui n'induit pas une mesure vectorielle forte sur la tribu des biens 

mesurables, ni, à fortiori, sur la tribu 
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J D A N S U N E S P A C E D E B A N A C H 

A - G E N E R A L I T E S 

A_=_2
 : INTRODUCTION. 

Pour alléger la présentation, on a considéré, dans les chapitres 

précédents, des processus réels. Tous les résultats obtenus restent valables 

si on considère des processus à valeurs dans un espace vectoriel de dimen

sion finie sous réserve d'effectuer les modifications convenables évidentes. 

Le but du présent chapitre est d'amorcer l'étude d'une généralisation des 

résultats antérieurs quand on considère des processus à valeurs dans un 

espace de Banach F : en fait, on sera souvent amené à supposer que F est 

réflexif ou que F est un dual separable V d'espace de Banach V. 

Le formalisme adopté dans tout le chapitre est indiqué au para

graphe A. 

Au paragraphe B, on définit les notations de mesure stochastique 

et de processus de répartition et on étudie le cas des processus "à varia

tion bornée". 

Au paragraphe C, on étudie l'existence de processus de réparti

tion cadlag associés à une mesure stochastique. 

Le paragraphe D généralise le chapitre 2. En effet, on prouve 

l'existence d'une décomposition de Doob-Meyer d'une "quasi-martingale forte". 

Ceci permet notamment de donner des conditions suffisantes d'existence d'une 

modification cadlag (théorème D-7) ce qui complète le paragraphe C. 
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Au paragraphe E, on définit une notion d'intégrale stochastique 

Y dX dans le cas où Y et X sont à valeurs dans un espace de Banach. Mal

heureusement, dans le cas général, cette intégrale ne satisfait pas au 

"théorème de convergence dominée de Lebesgue". 

Le paragraphe F généralise le début du chapitre 3 ; plus préci

sément, on y donne des conditions nécessaires et suffisantes simples pour 

avoir une mesure stochastique. 

Enfin, il faut indiquer que, dans [l8] , M. METIVIER étudie 

la construction de l fintégrale stochastique, la décomposition d'une martin

gale de carré intégrable et la formule de Ito au cas où l'on considère un 

processus à valeurs dans un espace de Hilbert H (divers résultats sont 

valables en supposant seulement H espace de Banach réflexif). Les méthodes 

utilisées généralisent celles des chapitres précédents. 

A_ =_2 : DONNEES_GENERALES. 

De même qu'aux chapitres 1 et 2, on utilise un formalisme adapté 

à l'étude de processus continus à droite. Toutefois, une grande partie des 

résultats du chapitre restent valables, sous réserve d'effectuer les modi

fications convenables, pour des processus continus à gauche. 

Pour tout ce chapitre IV, on garde donc les données et notations 

indiquées en 2-A-2, 

De plus, on suppose la famille ( ̂ j)t&T cont^nue à droite et 

on se donne un espace de Banach F : on désigne par F* son dual fort et par 

\\u\\ la norme de u dans F. 

A_ z_3 : LEMME. 

Soit un processus défini à une modification près et 

F rr^ 
tel que, pour tout élément t de T, appartient à L^(Q, y* ^ * P)• Soit 
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e > 0 et soit a un temps d'orvet. On pose : 

o'(u) = inf. {t : t > o(u), tê.Q', \\xt - Xa((Ji)\ \ > e> 

Alovs o' défini P-p.s. un temps d'arrêt. De plus, si (X^^^T 

est continu à droite en moyenne, pour tout t, 

I K " V • > 3 I I « eP~p-s-

Enfin, si, pour une suite décroissante (°(k))k>Q de temps 

d'arrêt à valeurs dans Q' décvoissant vevs un temps d'avvêt o(0) 40', 

la suite XçCfr) convevge en moyenne vevs %a(Q) J alovs on a \\x

afQ) " x

0\I ^ e 

P-p.s. 

Preuve : 

1°) Notons d'abord que 0' est bien défini P-p.s. (c'est-à-dire 

ne dépend pas de la modification de (X t) considérée). 

Soit a £ T . 

Soit A - U ({a « a} H { | | X - X | | > è) 
* u € Q' 1 a Au a 

u < a + 1/k 

Soit A * ^ A . On vérifie facilement que A ={0' « a} et que 

J k>0 k 

a £ <f* a + (cf. 1-E-l), ce qui montre que a' est un temps d'arrêt. 

2°) Supposons (xt)t£T continu à droite en moyenne. Soit t £ T 

et ( t^))^>Q une sui-te d'éléments de Q' décroissant vers t ; puisque ( x

t^^) 

converge vers X^ en moyenne, et quitte à considérer une sous-suite, on peut 

supposer que x

t ( k ) converge P-p.s. Soit donc B tel que P(B) = 0 et tel que 

03 € Q\B > X f c ^ M converge vers Xt(o)) ; si a'(u)) > t, pour k assez 

grand, on a t(k) < a'(u)) ce qui implique ll x

t(k) ~ X

Q I I <
 e e t donc, à la 

limite, | |X t - x j | = lim | | x t ( k ) - x j | < e. 

3°) La fin du lemme se prouve de façon absolument analogue 

au 2°). 
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B - P R O C E S S U S A V A R I A T I O N B O R N E E E N 

M O Y E N N E E T M E S U R E S T O C H A S T I Q U E 

2-1-1 : DEFINITION. 

Soit (A,),m un processus tel que, pour tout élément t de T, 

Aj_ appartient à L^(Çl, P). On dira que (A^j-^? es^ à variation forte 

bornée en moyenne s Hl existe une constante K telle que, pour toute famille 

finie croissante (t^)^£<n d'éléments de T, 

E | E |\A. - A,\\ \ 4 K 

t k=l %+l *k J 

B_ z_2 : PROPOSITION. 

Soit (A^_) un processus à valeurs dans F et à variation forte 

bornée en moyenne. Soit Qr l1 ensemble des rationnels de T. Soit ^^-^^Qt 

le processus défini par Z = A pour t élément de Qf. Alors, à Z''indistin
ct u 

guabilité près*(Zj.)t€*Q' eS^ Un Processus laglad. Si (A^_) est continu à 

droite (resp. à gauche) en moyenne, le processus défini par B^ = Z^_+ (resp. 

Z ) est une modification cadlag (resp. caglad) de A . Enfin si (B ) et (C.) 

sont deux modifications laglad de (A^) , (B^_+) et (C^+) d'une part, (B_^_) 

et (C^_) d'autre part sont indistinguables. 

Preuve : 

Soit K = Sup. E } E ||A - A II > (borne supérieure pour 

( k>0 \ + \ t k ) 

toutes les familles finies croissantes d'éléments de T ) . On a aussi 

E / E A , . , \ ~ A / t X > « s K pour toute famille finie croissante 
\ k > Q

 1 1 a(k+l) a ( k ) 1 1 i 

( a ( k ) ) ^ > Q de temps d'arrêt étages. 
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Soit ( t

n ) n > Q une suite qui épuise Q
1 . Soit = ^ f c ^ n ' 

Fixons n et j. Soit ^ O O ^ Q ^ a suite (finie) de temps d'arrêt étages définis 

par 

a(l) - 0 et a(k+l) - inf {t, t 6 T n ,t > o(k\\\*o(k) " \ I I > l/j} 

(avec la convention a(k+l) - 1 si l'ensemble ci-dessus est vide). Soit 

B^'^ = {a(k+1) < 1 } = domaine où il y a au moins k "variations" d'ampli

tude supérieure à l/j. 

On a : 

K > E | J 0 N A a ( i + 1 ) - A a ( i ) | | j f p ( B j ^ ) 

soit c = U { n ( U B £ , j ) } - 0n a p<c> 55 °-

j>0 k>0 n>0 

Or, si o)Gfi\C, le processus ( z

t ) t Ê Q t n'admet pas de discon

tinuités oscillatoires sur la trajectoire u) donc ( z

t ) t £ Q » est laglad. 

On peut donc poser B t - Z (vt) e t c . La fin de la proposition 

est immédiate. 

2-1-2 : DEFINITIONS. 

On définit les notions de mesure stochastique à valeurs dans 
F 

et de processus de répartition à valeurs dans F de façon formellement 

identique à celle indiquée en 1-B-l et l-B-2. 

B_ =_4 : PROPOSITION. 

Boit (Aj.) un processus, à valeurs dans F, continu à droite et 

à variation forte bornée en moyenne : alors, (A.) est un processus de 
u 

répartition. 

Preuve : 

Soit ( B

t ) t £ T

 l e processus positif défini par : 

n-1 

B = Sup £ ||A - A | | 

k=l Ck+1 C k 
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cette borne supérieure étant prise dans Lj(fi, P) pour toutes les 

familles finies croissantes (t. ) . . d'éléments de [Ô, t ["• 

On vérifie immédiatement que le processus ( B

t ) t ^ T est crois

sant et continu à droite en moyenne. Soit b la fonction positive simple

ment additive définie par : b(H x [s, t f) = E [7 . (B - B )1 si H appar-

. CE H Z S 

tient a eT . 

On vérifie facilement que b est a-additive. (On peut, par 

exemple, utiliser l-D-2 en prenant t - J^pour tout t ) . Or, pour tout 

élément H de ||a(H x [s, t [) | | < b(H x [s, t [) . On en déduit la 

proposition (cf. 1-C-l). 

Notons qu'on a prouvé un peu plus que la proposition puisqu'on 

a prouvé que (Afc) est un processus de répartition pour V*t - quel que 

soit t. 

C - E X I S T E N C E D E M O D I F I C A T I O N S C A D L A G jj 

Ç-I-i : P R O P O S I T I O N . 

Soit (X^_) une martingale forte à valeurs dans un espace de 

Banach F et continue à droite en moyenne. Alors, (X^_) admet une modifi

cation cadlag (fortement par trajectoires) P-p.s. 

Preuve : 

Soit ^ la classe des éléments f de L^(fi,^, P) tels que 

la martingale E(f] f ^ t + ) - M

t (définie à une modification près) admette 

une modification cadlag. Si f est une fonction étagée, f appartient à 

(d'après le résultat classique dans le cas d'une martingale qui 

s'étend au cas d'une martingale à valeurs dans un espace vectoriel de 

dimension finie). Dans le cas général, il existe une suite ( f n ) n > Q
 d e 
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fonctions étagées appartenant à L^(fi, c/* > P) telle que, 

Vn, EÍI If - fI I} < 2 n . Si on pose M** = modification continue à droite 

de la martingale E(f n| V
t

t + ) > ° n prouve comme en 2-B-l (||Mfc|| est une 

sous-martingale) que la suite (M^) Q , converge P-p.s. uniformément 
n 

par trajectoire vers le processus ( M

T ) T 6 Q » donc ( M

t>
l

t <c T conver8e
 p~P«s. 

uniformément par trajectoire vers le processus ( M

t ) t ^ Q » donc ^ t ^ t ^ T 

converge P-p.s. uniformément par trajectoire vers un processus ( M

t ) t < £ T 

P-p.s. fortement cadlag. On en déduit immédiatement que (M ) T est une 

modification de E(f| fp^ - M' f c : en effet, si t appartient à T, il existe 
une suite (t(n)) _ d'éléments de Q 1 décroissant vers T et telle que 

n>0 

M ' t ^ n ^ - M

t ( n ) converge P-p.s. vers M' t (puisque M' t continue à droite 

en moyenne) ce qui prouve que M 1 = M f c P-p.s. 

Ç_-_2 : THEOREME. 

Soient F et G deux espaces de Banach en dualité. 

Soit (Xj.)t£.T une auas^^rnar'i;^nga^e faible pour la dualité 

considérée à valeurs dans F (c'est-à-dire que pour tout élément y' de G, 

(< X^ , yf > est une quasi^martingale réelle), P-p.s. bornée par trajec

toires et faiblement continue à droite en moyenne. 

Io) On suppose que G est separable et est le dual de F. Alors 

il existe une modification (Y^) de (X^_) P-p.s. bornée par trajectoires et 

telle que, pour tout élément t de T, X converge P-p.s. vers X, quand s 
s u 

décroît vers t pour la topologie a(F, G). 

2°) On suppose que F est le dual de G et que F ou G sont sepa

rables. Alors il existe une modification (Z^) de (X^), unique à l'indis

tinguabilité près, et telle que, pour tout élément y' de G, le processus 

réel < Z^ , y' > soit cadlag. 

Preuve : 

a) Soit ( w

n ) n > 0 une suite d'éléments de la boule unité de G 

telle que, pour tout élément y de F, on ait ||y|| = Sup. |< w , y >|. 

n>0 n 
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b) en reprenant la démonstration du théorème l-B-3, on prouve 

qu'il existe une partie A de fi telle que P(A) = 0 et telle que, si oo^A, 

n, < w , X (co) > n'admet pas de discontinuité oscillatoires pour t £ Q ' . 
n t 

c) Par ailleurs, soit t un élément fixé de T et soit ( t ( k ) ) ^ > 0 

une suite d'éléments de Q' décroissant strictement vers t. Pour tout n, il 

existe B r tel que P (
B

n ) ~ 0 et une sous-suite extraite de t(k) telle que 

< X v , w > converge vers < X (u)) , w > si w £ B (d'après la conti-
t\Kj n t • n i n 

nuité faible en moyenne et le théorème classique sur les suites de varia

bles aléatoires réelles). En utilisant le procédé diagonal, on peut cons

truire une sous-suite (s(k))^ extraite de (t(k))^ Q et une partie B f c de 

fi telles que P(B f c) = 0 et telles que, n, si u>^B t , < X g ^ ) ^ ) » w

n

 > 

converge vers < X^C'w) , >. 

d) Plaçons-nous dans le cas du 1°). 

Les b) et c) impliquent que, si (» ̂  ( A U B T ) , Vn, 

lim < X (a) , w n > » < Xt(to) , w n > 

s +t 

S Ê Q ' 

Mais la construction des (w ) ~ et le fait que (X ) soit uniformément 
n n>0 n t 

borné impliquent que 

lim X (u)) = X (OJ) faiblement 
, . s t 

s+t 

s € Q ' 

ce qui montre que, si on pose, Vt, et oo, 

lim faible X (co) si cette limite existe dans F 

8 + t S 

Y t(u) = s e Q ' 

0 si cette limite n'existe pas 

alors le processus (^t)t£-j> est une modification de (X f c) qui satisfait 

au 1°) de l'énoncé. 

e) Par ailleurs, si F est le dual de G, et si u> £ A , d'après 

le b) , quand s décroît vers t, s £ Q ' , Xg(u)) admet une valeur d'adhérence 

et donc converge vers une valeur X t +(o)) pour la topologie a(F, G ) . En 
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effet, cette valeur d'adhérence est unique, car, s'il en existait deux, à 

savoir a et b, on aurait tel que |< , a-b >| > 0, ce qui contredirait 

le b ) . 

D'après le c ) , ( x

t + ) t £ i ;
 e s t u n e modification de (X t> qui satis

fait au 2°) de l'énoncé. 

C_-_3 : LEMME. 

Soit V un espace de Banach. Soit $ s P) un espace proba-

bilisê et ^ une tribu contenue dans . Soit f un élément de iXtQ, \ P) 

° V Y? 
et g un élément de L^fft, U , P). On a : 

\\g\\< \\g-*(f\ + E(\\f\\\ fy) p-p.s. 

Preuve : 

Il faut prouver que, si A appartient à ^ > , on a : 

||g|| . d P * [ ||g - E(f| . dP + f ||f|| . dP 

Supposons g étagée, soit g = Z a. . I-,.., et soit A(i) = A A B ( i ) . (On 

i £ I 1 B U ) 

suppose que (A(i))^ei est une partition de A) . On a : 

f ||g|| . dP - E ||a M . P(A(i)) - r ||[ g . dP|| Q 

^A i £ I i e i JA(i) 

Or, si C appartient à , on a : 

||f g . dP|| * ||f [g - E(f| ^ ) ] . dP 11 + 11 f f . dP|| 

4 \ | | |g - E(f | IS ) | | | . dP + | |f | | . dP 
J c a Je 

Si on reporte cette inégalité dans Q) il vient : 

l|g||-dP.< Z f II [g - E(f| { ? ) ] | | . dP + f | | f | | . d P 
J A i £ l JA(i) / JA(1) 

« } a ||g - E(f| ^ ) | | . dP + ||f|| . dP 
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Cette inégalité étant vraie pour toutes les fonctions étagées 

reste vraie pour les fonctions g fortement integrables, c. q. f. d. 

C_-_4 : LEMME_ET_DEFINITION. 

Soit (X.) un processus à valeurs dans F et tel que, pour tout 

F <u 

élément t de T, X^ appartient à L^tiï, $p^ , P). 

Soit x = §((X,)). On a alors : 

variation totale de x = Sup. E E( \ 1 ^ . ^ " E^Xt(k+l) \ * t(k)^^ 
k— 1 

cette borne supérieure étant prise pour l'ensemble des familles finies 

(t(k))~ 7 croissantes d'éléments de T. 

Si cette quantité est finie, on dira que (X.) est une quasi-

martingale forte. 

Preuve : 

Analogue à celle indiquée en 2-D-l. 

C_-_5 : PROPOSITION, 

Soit V un espace de Banach et (X^)^^^ une quasi-martingale forte 

à valeurs dans V. Soit u un élément de V. On pose - | \ X^_ - u \ |. 

Alors (Y.L^m est une quasi-martingale forte. 

Preuve : 

Soit y la fonction définie par y = $ ( Y

f c )
 e t soit 

. - Sup. E j V | | X t ( k ) - E ( X t ( k + 1 ) | ^ t ( k ) ) | | } 

cette borne supérieure étant prise pour toutes les suites croissantes 

(t(k)) f^.^ d'éléments de T. 
I<Kj£n 
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Soit ( A ^ ) £ C > I une partition finie de fi' constituée d'éléments 

dejb) . D'après le lemme C-3, on a : 

E ( | | X t ( k + 1 ) - u | | £ t ( k ) ) - | | X t ( k ) - u | | < l | E ( X t ( k + 1 ) ^ t ( k ) ) - X t ( k ) | | 

On en déduit : 

E &(A.)j 4 a 
i€ I 

Mais : 

2 & < А . ) ] % |у(П')| + I 1>(A.)]"< |у(0')| + а 
Ì A I ifel 

Soit, finalement : 

. S &(A.)] « |y(n')| + 2a = 2a + |EC| l T

t<i> "
 u l I" I l Y

t ( 0 ) "
 ttH>l 

x & X 

C_ =_6 : THEOREME. 

Sott (X,), „ un processus qui soit à la fois une quasi-martin-

gale forte à valeurs dans V et un processus de répartition à valeurs dans 

L (Çl, c/*, P). Alors (X.) admet une modification (Z,),^m telle que, pour 

tout temps d'arrêt o, on a, sauf sur un ensemble de mesure nulle (qui 

dépend de o) Z (M) = lim Z (u). Il en résulte que, si my est la 

s&Q', e+o(u) S X 

mesure stohcastique associée à X, pour tout temps d'arrêt o, 

mx(]t(0),a2) = Z - Z t ( 0 ) 

Preuve : 

a) Soit (Y^t-^Qi * e processus indexé par Q 1 défini par Y f c = X f c 

si t eQ'. Pour tout élément t de Q f , Y f c est une variable aléatoire forte

ment integrable donc le processus ( Y

t ^ t £ Q i Prend ses valeurs dans un 

espace de Banach Vj sous-espace separable de V, Soit ( u

k)j c>Q une suite 

dense dans Vj. 

b) D'après la proposition C-4, quel que soit k, le processus 

( Y ^ t e Q 1 défini P a r Y t ~ I l Yt " uiJ I est une <Iuasi~niartingale. Il existe 

IV - 97 



I N T E G R A L E S T O C H A S T I Q U E 

donc un ensemble de mesure nulle tel que, en dehors de , (Y

t\^qi 

admet en tout point de T une limite à droite et une limite à gauche sui

vant Q 1 . Soit A = U A^-

k>0 k 

c) Pour tout élément (u), t) de (fi x T) on pose : 

lim. ^ g ^ ) s*- cette limite existe fortement dans Vj 

Z (<o) = S + t ' S 6 Q ' 
0 si cette limite n'existe pas dans Vj. 

d) Soit a un temps d'arrêt. Soit ( a( n)) n>Q une suite de temps 

d'arrêt étages à valeurs dans Q' telle que, pour tout co, a (n) (a)) décroisse 

strictement vers a(ca) . Puisque ( X ) ^ est un processus de répartition, 
t tfe i 

la suite ( X Q ^ Ï J ^ Q converge dans L^(fi, \y , P) . Quitte a considérer une 

sous-suite, on peut donc supposer qu'il existe un ensemble de mesure nulle 

B tel que, si o)^B , Y

a ( n ) = ^ a ( n j (
u ) converge fortement vers une va

riable aléatoire H(OJ) . 

e) Soit u> ^ A U B et soit e > 0. Soit k tel que | |H((D) - UjJ | ̂  e. 

D'après I e , pour n assez grand, on a | l Y

a ( n ) ~ "jj I ̂  2e* Or, d'après 

le b) , la famille (||Y G((A)) -
 u ^ M ) s + a ( w ) est convergente donc, il existe 

n > 0 tel que a(u)) < s < a(co) + n implique | |Y (CO) - u | | 3e soit 

I | Y (a)) - H(u)) I I < 4 e. Autrement dit, si ( D C A U B , ( Y (co)) . , N converge 
s ' s s+avco; 

fortement vers H ( w ) . 

f) On en déduit que Z (a)) = H(u)) P-p.s. En particulier, si cr = t 

(temps d'arrêt constant), H(u)) = Xt(a)) P-p.s. donc Z^oo) = -̂ .(u)) P-p.s. 

c'est-à-dire que (Z ) est bien une modification de ( X ) T . La suite 
ttCrl t t & l 

du théorème se vérifie alors immédiatement compte-tenu de ce qui précède. 

D - D E C O M P O S I T I O N D E D O O B - M E Y E R 

D ' U N E Q U A S I - M A R T I N G A L E 

D_ =_l : THEOREME. 

On suppose que F est un dual separable W d'espace de Banach W 

ou un espace rêflexif. 
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Soit a une fonction définie sur la tribu des prévisibles, à 

valeurs dans F, fortement a-additive, admettant une variation totale finie 

notée \a\ et qui ne charge pas les processus indistinguables de 0. Alors, 

il existe un processus (A^), à valeurs dans F, unique à l'indistinguabilité 

près, continu à droite, à variation forte bornée en moyenne et tel que, pour 

tout élément t de T et tout élément H de cf^ ̂  * on ait : 

(i) E[l . A^ = f E(l \ $ ) . da 

^0, t] H u 

cette dernière intégrale étant une intégrale forte d'une modification 

continue à gauche (et donc prévisible) de la "martingale" ^ u -

(martingale par rapport aux tribus 

Preuve : (cf. 2-B-2 et 2-B-3). 

1°) L'unicité de A t se vérifie immédiatement comme en 2-B-2. 

2°) Pour tout élément t de T et tout élément H de çfi 9 soit 

v t(H) = f E ^ H ^ w- ' da' La fonction vt(») est définie et a-additive 

sur IV (théorème de convergence dominée et lemme B-l). De plus, la varia

tion totale de v est bornée par celle de a (puisque 

|v t(H)| ^ I E ( 1 R | V* u _ ) . d|a|. On peut donc poser V - j ~ (théorème 

de Radon-Nikodym vectoriel -théorème 9 dejjsj si F est un dual separable 

W' d'espace de Banach W ou théorème 11 de Q5J si F est réflexif). 

. Le processus V est continu à droite pour la topologie de 

Lj(ft, IT, P ) • De plus, il est à variation forte bornée puisque 

* l|V - V H « Sup. Z ||v - v (H.) H = a 

k>0 k+1 L k k,j ck+l k 3 

cette borné supérieure étant prise pour toutes les partitions finies ( H . ) , r 

lP -mesurables de fi , mais 

cts< J L E(l I ffi ) . d|a| |a| (T' x fi) 

j J j 
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D'après la proposition B-3, (V t) admet une modification continue 

à droite ( A t ) . 

3°) On prouve comme en 2-B-2 que 

- si Y appartient à L (fi, 
, P ) , L E( YI e F , > da = f Y • v(du) 

{Jo, t] u " -Ifi * 

- (A t) est adapté et satisfait à la condition (i) de l'énoncé, 

D_ =_2 : NOTATION. 

On désignera par ^^O ^ l'ensemble des processus (A^_) à valeurs 

dans F, continus à droite et satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) AQ = 0 et (A^) est à variation forte bornée en moyenne. 

(ii) Si a = $ ( A , ) 9 pour tout élément t de et tout élément H de , 

E[lü . A¿ = j E(1H\ # u J . da 

D_ =_3 : REMARQUES. 

a) On a prouvé en B-5 que le lemme 2-C-2 restait exact si on 

considère un processus (A f c) à valeurs dans F. 

b) Si (A f c) appartient à é ^ F , pour tout élément x* de F', le 

processus réel < A f c , x 1 > est la différence de deux éléments de ^ 

(cf. 2-C-3). 

c) Le théorème d'unicité 2-C-5 reste exact si on remplace 

par V9 

d) est un espace vectoriel. 

e) Le lemme 2-C-6 reste exact si on remplace par : il 

suffit de reprendre la démonstration indiquée en 2-C-6 en notant que si (k^) 

appartient à 6 * F et si ( a( n)) n>Q est une sulte de temps d'arrêt étages 

décroissant vers a , ^tA0çny converge en moyenne vers A ^ ^ (vérification 

facile). 
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D_-_4 : PROPOSITION. 

Soit (Xj_) une quasi-martingale à valeurs dans F, continue à 

droite en probabilité et telle que, pour tout élément t de T, la famille 

(XQ) est équi-intégrable quand o parcourt Vensemble des temps d'arrêt 

étages plus petits que t. 

Soit x = $( (Xj, ^ m ) . Alors x est o-additive. 
t 11 -L 

Preuye : 

La même que celle indiquée en 2-D-3. 

D_-_5 : THEOREME. 

Soit (X^) une quasi-martingale continue à droite ou conti

nue à droite en moyenne, à valeurs dans un espace de Banach rêflexif ou un 

dual séparable d'espace de Banach. Alors il existe un élément (A.) de&F, 

unique à l 'indistinguabilité près, et une martingale locale (M.) tels que 

4 = At + Mf 

Preuve : 

1°) Supposons (X t> continue à droite. 

A des modifications de détail près, la preuve s'effectue comme 

en 2-D-8 compte-tenu de ce que les lemraes 2-D-6 et 2-D-7 restent exacts 

quand (X t) est une quasi-martingale forte à valeurs dans F. 

2°) Supposons (X f c) continue à droite en moyenne. On pose alors : 

a(n) = n A inf. { te Q f : I |X I I > n}. 

D'après le lemme A-4, a(n) est un temps d'arrêt (vn) . On peut 

alors reprendre la démonstration effectuée en 2-D-8 comme ci-dessus. 
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D_-_6 : THEOREME. 

On suppose que F est un espace de Banach rêflexif ou dual 

sêpavable d'un espace de Banach G. Soit (x

t^ t ^ T une quasi-martingale forte 

à valeurs dans F continue à droite en moyenne. Alors (X ), admet une 

modification fortement cadlag. 

Preuve : 

Ce théorème se déduit immédiatement de D-5 et C-l. 

D_-_7 : REMARQUE. 

Excepté G-10 (et donc G—11), tous les résultats du paragraphe 

2-G restent valables dans le cas vectoriel sous réserves d'effectuer les 

modifications convenables, par exemple de remplacer I ? par Ifë ̂  , a mesure 

positive finie par a mesure qui admet une variation totale finie (G-6), 

a(|V|) = a(fi') (dans G-9) par a (fi\ [ô] ) = 0 si a est la variation totale 

de a, etc... 

D_-_8 : PROPOSITION. 

On suppose F rêflexif ou dual sêparable d'espace de Banach. Soit 

(A.) . m un processus à valeurs dans F, à variation forte bornée, continu 

à droite et tel que A^ = 0. Les conditions suivantes sont alors équivalentes : 

1°) (A^tç^T est fortement prévisible. 

2°) (A ) , „ est faiblement prévisible, c'est-à-dire que, pour 

tout élément u de F', (< A^_ , u> est prévisible. 

3°) (A^tGT aPPartient à F. 

Preuve : 

On a 1°) > 2°). De plus, soit (A ) T faiblement prévisible, 
¿0 p t t e 1 

a = <K(A t)) et (
B

t ) t £ T l'élément de b associé à a : Vu £. F 1 , 
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< A ~ B f c , u > est nul à l'indistinguabilité près (d'après 2-G-ll) donc 

(Afc) et (B t) sont indistinguables, ce qui montre que 2°) > 3 ° ) . Enfin 

3 ° ) = = > 1 ° ) se prouve comme en 2-G compte-tenu de la remarque qui précède. 

C O N S T R U C T I O N D E [ 

L ' I N T E G R A L E S T O C H A S T I Q U E 

E_-_J_ : DONNEES. 

Pour tout oe paragraphe on se donne trois espaces de Banach 

F, G et une application bilinêaire continue de E x F dans G qui à (y, x) 

C E x F associe (y . x) G. 

On sait alors qu'il existe une constante K telle que, 

V(y, x) e (E x F ) , | | y . x| | ̂  K . | | y | | . | |x| | 

On se propose de donner un sens à l'expression j Y . dX ou Y 

(resp. X) est un processus à valeurs dans E (resp. F ) . 

E_-_2 : LEMME. 

L'application de (E x L^fa, $\ P)) dans LpQ, y P) qui à 

y ç.E et f Ê / ^ P) associe g = (y , fléLpn, $ 9 P) est une appli

cation bilinêaire continue. 

Preuve : 

Notons d'abord que la fonction g (définie par g(a)) = y . f(co), 

v(uO appartient bien à LG(fi, ^ , P) : en effet, il existe une suite (f ) . 
P n n>0 

de fonctions étagées telles que ||f - f | | P dP > 0 ce qui implique 

f Ils — g n M
P dP > 0. 
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F 
De plus, ceci montre que, V y ê E et V f £ L (fi., , P) , 

I|y • fI L < K • I|y|I • llfll c. q. f. d. 
P P 

E_-_3 : DEFINITION_DE_L^INTEG^LE_STOC^ 

F 

Soit (X,),CTp un prooessus de répartition dans L * c'est-à-dire 

un processus à valeurs dans F qui induit une mesure stochastique m^ à 

valeurs dans L̂ Cfi., P) * (resp. une mesure stochastique m^ à valeurs 

dans Lpfaj y P)). 

Soit (ï.).^m un processus prévisible à valeurs dans E. On dira 

que Y est L -stochastiquement intégrable par rapport à X (resp. m^) si le 
p A 

processus Y, considéré comme fonction définie sur et à valeurs dans E3 

est intégrable au sens de BartleA cf. [î\* par rapport à la mesure m^. Si 

A est un ensemble prévisible3 on notera donc Y . dX (resp. Y . dmJ 

la valeur sur A de cette intégrale. 

E_ z_4 : PROCESSUS_ASSOCIE. 

Sous les hypothèses de la définition précédente, la fonction 

v(A) définie sur c/* ' par v(A) = Y . dX (resp. Y . d n O est une 

mesure stochastique (vérification immédiate) à valeurs dans L^(fi, , P) 

donc il sera parfois possible de lui associer un processus de répartition 

(cf. paragraphe C et théorème D-6), Notons que, même si ce processus 

n'existe pas, l'intégrale définie en E-3 ci-dessus peut être intéressante. 

E_ =_5 : REMARQUES. 

La différence essentielle avec le cas E = R (ou E de dimension 

finie) est que l'on n'est pas nécessairement dans le cas * de Bartle Q ] 

et que la semi-variation (au sens de Bartle) n'est pas nécessairement finie. 
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L'extension de l'intégrale stochastique indiquée en l-D-5 reste 

évidemment valable ici : on a alors une mesure définie sur un ô-anneau et non 

sur une tribu. 

E_ =_6 : ÇAS_PARTICULIERS. 

Dans [l8] M. METIVIER a étudié la construction de l'intégrale sto

chastique par rapport à une martingale de carré intégrable à valeurs hilber-

tiennes. Une des idées directrices de [l8] étant d'arriver à la formule de 

I to, METIVIER y définit l'intégrale stochastique Y dX quand X et Y sont 

à valeurs dans un même espace de Hilbert. Ce qui suit montre que, pour la 

construction de l'intégrale stochastique, il importe seulement que l'espace 

"d'arrivée" soit un espace de Hilbert. 

En plus des données indiquées en E-l9 on suppose qu'il existe une 

constante K telle que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite : 

Q 

(i) si f appartient à 3 si a appartient à Es si b appartient à F, si A 

appartient à $ et si f.dP=Oi alors : 

f (\\a.lQ + f\\)
2.dP * K.(\\a\\)2.(\\b\\)2.P(A) + f (\\f\\)2.dP 

M w JA 

F 

(ii) si f appartient à 3 si a appartient à G, si b appartient à E3 si A 

appartient à $ et si f.dP = 0 3 alors : 

f (\\a.la + b.f\\)
2.dP s K. \\b\\2 . f (\\f\\)2.dP + (\\a\\)2.P(A) 

(conditions qui sont satisfaites si G est un espace de Hilbert). 

Soit (XJ.fj, une martingale continue à droite telle que, pour tout 

élément t de T s appartient à (fo (f * P). Soit a = $((\ \xt\ \) T )• 

2 

So%t (y^)^^j, un processus tel que la fonction * considérée comme 

fonction définie sur çi' > appartienne à L2(çi'> Qr ', a) . Alors : 
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a ) (Y^t^rji est stochastiquement intégrable en moyenne d'ordre deux par rapport 

au prooessus (X ) « 

b) Soit (Z,), „ le prooessus défini par Z = Y.dX 
t u £ -L u 

Qx] Os t] 

Soit m = §(Zj)tç.T ' ^ a a^ors* Pour tout ensemble prévisible A : 

(\\mz (A)\\)2 <: K (\\Y\\)2.da 

o) L'intégrale stochastique Y.dX satisfait à la condition * de Bartle 

(cf. [i] ) et donc au théorème de convergence dominée. 

Preuve : 

Analogue à celle indiquée en l-D-9. Si on dispose de la condition (i), 

on raisonne par récurrence de la "gauche vers la droite" ; si on dispose de la 

condition (ii) , on raisonne par récurrence de la "droite vers la gauche". 

F - C O N D I T I O N S P O U R A V O I R U N E M E S U R E 

S T O C H A S T I Q U E 

1_ZA • THEOREME (généralise 3-C-2) . 

1 1 . 
Soit p 1 . Soit q tel que — + — = 1 s% p > 1 ou q = °° s% p = 1 

On suppose que F' est separable ou que F est rêflexif. Soit (XjJt&T un 

F » 
processus tel que3 pour tout élément t de T3 X appartient à L (Çl, ï , Pi ; 

v p 

on suppose également que (X^ttT est faiblement continu à droite ou que3 pour 

tout élément f de oB^ (Q, , P), le processus (X^ f ^ t t T est continu à droite 

en moyenne. Soit x = $((X ). J . Alors x se prolonge (de façon unique) en une 

mesure stochastique (mesure vectorielle forte) à valeurs dans L^(Q.^ & 3 P) et 

définie sur le ^-anneau engendré par si et seulement si x(&) est une partie 

relativement faiblement compacte de L^ (n, & 9 P). 
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Preuve : 

La condition nécessaire x partie relativement faiblement 

compacte " est classique (cf. [2] ) . Prouvons la réciproque. 

On sait que le dual de L^ (fi, P) peut être identifié à L^ P) 

(cf. £ô] si F 1 est separable ou [lu] si F est réflexif). Compte tenu de [14J 

page 292, il suffit de prouver que, pour tout élément f de L F (Œ,9% P ) , la 

fonction réelle E(<x(.),f>) est a-additive sur cfc'. Pour cela, il suffit de 

prouver qu'elle satisfait aux conditions 3-C-l - (i) et (ii). Or, la famille 

<x(<3?),f> est une partie relativement faiblement compacte de L^fi,^, P) 

puisque x(5?) est une partie relativement faiblement compacte de LF(fi,3F\ P ) . 

La condition 3-C-l - (ii) se déduit alors de 1'équi-intégrabilité de 

la famille <x(ct?),f> et la condition 3-C-l - (i) se déduit de 1'équi-intégra-

bilité de la famille (X - X~) m et de sa continuité à droite ou de sa 
t 0 t £ T 

continuité à droite en moyenne. 

Y_-_2 : REMARQUE. 

Si p > 1 et si F est réflexif, L F (fi,^, P) est réflexif (CF. [lu]) ; 

dans ce cas, la condition " x ( # ) partie faiblement relativement compacte" est 

équivalente à la condition "x(c$) partie (faiblement) bornée". 
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A - G E N E R A L I T E S 

A_-__l : INTRODUCTION. 

Le but de ce chapitre est de définir et d'étudier une notion 

de processus plus générale que la notion usuelle. Cette notion de pseudo

processus est définie au paragraphe A : en simplifiant, elle consiste à 

se donner la fonctionnelle définie sur les ensembles cylindriques par les 

valeurs moyennes du processus. 

Au paragraphe B, on donne, pour de tels processus, des notations 

analogues aux notations fondamentales des chapitres 1 et 2. 

Au paragraphe C, on montre qu'on peut définir l'intégrale 

stochastique d'un processus prévisible par rapport à un pseudo-processus. 

Au paragraphe D, on montre l'existence d'une décomposition de 

Doob pour les pseudo-processus. 

Dans tout le chapitre, pour faciliter la présentation, on ne 

considère que des processus réels. De plus, on utilise un formalisme 

adapté à l'étude de processus "continus à droite" (en un certain sens). 

Bien entendu, on pourrait, tout aussi bien, considérer un for

malisme adapté à l'étude de processus continus à gauche et à valeurs dans 

un espace vectoriel de dimension finie, ou même, avec les modifications 

convenables, dans un espace de Banach. 
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A_ =_2 : DONNEES_GENERALES. 

Pour tout oe chapitre (sauf mention expresse du contraire)y on 

se donne : 

- un ensemble fi. 

- un intervalle T de SR : pour alléger la présentation^ on supposera T = [b, f] 

(T représente le temps). On notera $ la famille des parties finies de T. 

- pour toute partie finie I de T9 une tribu tfr j <te parties de fi., la famille 

( cfij)I€e <fj étant telle que I QI' implique Q ( ^ j représente 

la famille des événements observables aux instants associés à I). Pour 

tout élément t de Ts on posera $f, = 0 %HT et CH = tribu 

i, t i C [0, t\ 1 & ° tJy ctf 

engendrée par W^. Pour alléger l'écriture on posera £ v = UJj - y I 

et = tribu engendrée par . ^ ^ 

- une fonction P définie et positive (simplement additive) sur $(f dont la 

restriction à chaque tribu v j est une probabilité. 

A_ z_3 : NOTATIONS (î. (fl, ^ t » p ) e t E ( . ) . 

Soit t un élément de T et p % 1. On désignera par 2^ (fi., » P) 

l'ensemble des fonctions X définies (simplement additives) sur dffet telles 

que* pour toute partie finie J, la restriction X1 de X à çfrj est une 

mesure réelle dominée par P dont la dérivée de Radon-Nikodym par rapport 

à P est cH^-mesurable et de puissance p-ième intégrable. Notons qu'une 

telle fonction X est caractérisée par sa restriction à et que> s% s 

est inférieur à t3 dt/a J P) est contenu dans 2 (fi., , P). Enfin3 

p o i~» p ^L. 
si X est un élément de L (çi3 ffl , P) et A un élément de on posera 

p v 
E(1A . X) = X(A) (de façon à retrouver la notation usuelle). 

A - 4 : LEMME ET NOTATION : E(x| étf )• i s 

Soient p > 1 et (s> t) un couple d'éléments de T avec s < t. Soit 

X un élément de 2^ (fi., é$ t » P) - Soit A un élément de Soit I une partie 
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finie de T telle que A appartienne à o^j» Soit Y la restriction de X à 

) et ^jjp la dérivée de Radon-Nikodym de Y par rapport à P. Alors 

on peut poser Z(A) - j ^ . dP c'est-à-dire que Z(A) ne dépend que de A 

(et non de I). De plus, la fonction Z(.) ainsi définie est un élément de 

ï (Çii y P) qui sera noté E(X I Enfin, pour toute partie finie I 

de T, si U est la restriction de E(X à ^ on a ^ = E(^r \ $ Q ) • 

Preuve : 

1°) Z(A) ne dépend que de A : en effet, soient I et J parties 

finies de T telles que A appartienne à et j ; soit Y(resp. Y ? , Y") 

la restriction de X à H $ (resp. ^ H ^ , Çji C\ $ ) ; 
J. S J S \J J s 

on a : 

« dP - BfSï-

J A D P • D P " J A ( < * 

К Ф х O c j í » . dp = 

A 

dY" 

dP 
dP = 

'A 

dY 1 

dP * 
dP 

2°) La dernière propriété indiquée dans le lemme se vérifie 

alors immédiatement d'où on déduit l'avant-dernière. 

A_ z_5 : PSEUDO =PROCESSUS. 

On appellera pseudo-processus adapté à la base de processus 

(Q., ( vj)i&0 » T* ^ e^ d-e puissance p-ième integrable, une application 

de T dans ÎWft, $f , P) telle que, pour tout élément t de T, l'image de t 

par cette application soit un élément de t (Q, ' , P). 

p t 

Dans la suite, quand on parlera de processus, sauf mention 

expresse du contraire, il s'agira toujours d'un processus adapté à la 

basé de processus (fi, ^ 9 T> P^ * Notons <lue ia définition précé

dente généralise la notion de "processus défini à une modification près". 

Notons également le caractère naturel de cette définition : se donner un 

pseudo-processus (réel), c'est faire correspondre à tout instant t et à tout 

à tout élément de $¡f^ (c'est-à-dire à tout événement observable avant t) 

un réel m(A) qui, dans le cas traditionnel, n'est autre que E Q . X^] quan

tité qui ne dépend que de P(A) et de l'espérance de X f c sachant que l'évé

nement A s'est produit. 
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A_ =_6 : REMARQUES. 

a) Compte-tenu de A-4, on définit les notions de pseudo-martin

gales, pseudo-surmartingales et pseudo-sousmartingales comme pour les pro

cessus classiques. Par exemple (xt)t£<j se^a une pseudo-martingale si, pour 

tout couple (s, t) d'éléments de T avec s < t et pour tout élément A de 

àf H gi , X (À) - X (A). 

b) Soit (X ) un pseudo-processus de puissance p-ième 

"I t . I 

integrable ; pour toute partie finie I de T, si on pose X t = (où X f c 

est la restriction de X à V^T) , ceci définit un processus (fi, , P, 
( £p O Í T ) - m > ( XÍ)«-¿=T) (processus au sens traditionnel défini à une 

I t t e î T t t €« I 
modification près et de puissance p-ième integrable). De plus cette famille 

((X*) ) T a CÍ caractérise le processus (X ) T . Enfin, le processus 
t t € T l ' y ttc-L 

( x

t ' t 6 T est une pseudo-martingale si et seulement si, pour toute partie I 

finie de T, le processus (fi, ̂  , P, ( ̂  ^d^t\^T , < x * ) t e T ) est une 

martingale (au sens usuel). 

B - D E F I N I T I O N S D E M • 4> E-T * 

5-1-2 : NOTATIONS (cf. l-A-2). 

On pose : 

- T' = T\{0} et fi' - fi x Tf 

- cfh r = famille des "rectangles" de la forme # xjs* f] où s et t sont deux 

éléments de T avec s < t et H est un élément de 

- c№ ' = algèbre de parties de fi 1 engendrée par t)c) 

- ffi' ' = tribu de parties de fi ' engendrée par Êf \ 
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Notons que est la tribu des prévisibles associée à la 

base de processus (fi, ( ̂ t \ € f ^ ^cf* 1_A~5)* 

2-1-2 : LEMME. 

Si A appartient à £f 1, il existe une famille finie (A^)^ 

d'éléments de ' qui constitue une partition de A. 

La preuve s'effectue comme en l-A-3. 

B - 3 : NOTATIONS (M) ) (cf. l-A-6) . p 

Soit p z> 1. On désignera par (jf^^) l'ensemble des fonctions m 

à valeurs dans L^fti, & \ P) , définies et simplement additives sur $ 1 et 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) pour tout élément (H xj^s, t\) de c/ç) ' et tout élément A de ^ 9 

\m(H x 3 s , t\U(A) = \m(ü xje-, t\j](AC\H) 

(ii) pour tout élément t de T, m(iï x^O, t}) appartient à ï (fi, cA/,., P). 
p t 

Notons que la condition (i) équivaut à la condition suivante : 

(i) f pour tout élément (H x J s , t] ) de cfc) tout élément B de ^ 1 et 

tout élément A de 

( m [ ( H x ] s , t])nB])(A) = (mQn x j s , tJ)nB])(AflH) 

(en effet, par linéarité, il suffit de vérifier ceci pour tout élément B 

de c/c) 1

9 ce qui est immédiat). 

B_ =_4 : DEFINITIONS_ET_LEMME. 

On dira que o est un temps dfarrêt -étage si o est une 

n 

application de Q dans T telle que o - E • °ù j<k<n es^ 
k— 1 

une famille finie d'éléments de T et (A(k)) 1 v est une partition finie 
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de constituée d'éléments de <£f telle que, pour tout k, A(k) appartient 

à &t(kV 

Bans ce cas, si (X,),^^ est un pseudo-processus de puissance 

p-ième intégrable, on posera, pour tout élément A de \%f, 

X (A) = £ X,,v] (AÍ)A(k)) et ceci définit un élément de ï (ti, $f, P). 
o* k=l ^ 

On vérifie immédiatement que ne dépend que de o (et non de 

l'écriture de a) et que X Q appartient à L^(iï9 tfy, P ) . 

De plus, on prouve, comme en l-A-4, que l'algèbre ofa ' est 

identique à l'algèbre engendrée par les intervalles stochastiques Q o , ô\ 

où a parcourt l'ensemble des temps d'arrêt c^-étagés. 

B_ =_5 : LEM№_ET_NOTATIONS. 

Soit p ^ 1 et (XjJt&T un Pseu^°^Prooessus (réel) de puissance 

p-ième integrable (cf. A-5). On peut alors définir la fonction <$> (resp. $) 

de façon formellement rigoureusement identique à celle indiquée en l-A-8 

(resp. l-A-9). L'application cf> est encore une bijection de l'ensemble des 

pseudo-processus de puissance p-ième integrable tels que X^ = 0 dans Jtb' . 

Le plus, pour tout couple (o, o') de temps d'arrêt étages (cf. B-4) avec 

a < o' on a ¡}((Xt)tBTJ] (]o, o1]) = Xor - XQ. 

Enfin, $((X^_)t^rp) est nulle (resp. positive, négative) si et 

seulement si CX^) es^ une Pseu^°^aTtin9a^e (^esp. une pseudo-surmar

tingale, une pseudo-sousmartingale). 

Preuve : 

La vérification directe de ce lemme est facile quoique fasti

dieuse : elle peut être simplifiée en notant que, si I est une partie 

finie de T, on peut appliquer l-A-8 au processus ( Y J ) t ^ T défini par 

I d X ï 
= ^ — (cf. A-6-b). 
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B_ =_6 : REMARQUE. 

Soit ( x

t ) t 6 T un pseudo-processus. Soit I une partie finie de T. 

Soient A un élément de et B = (H x ] s , t\) un élément de tel que 

H appartienne à cfiT> Si x = <(>((X ) , si (X*). est le processus 

défini comme en A-6-b) et si x' a <K(X*) . - T » on a : 
t t o i 

E [x(B) . = E [x 1 (B) . 1 ^ . 

Par contre, cette égalité ne subsiste plus pour un élément quel

conque B de 1. 

C - M E S U R E E T I N T E G R A L E S T O C H A S T I Q U E S [" 

C Y L I N D R I Q U E S 

C _ = _ 2 : D E F I N I T I O N . 

Soit p > 1. Soit X un élément de ï (fi, ̂ f, P). Pour tout élément 

d I dX^ ^ 

I de J j on pose \ \x\ lp ~ I l"2p~l lp (°^ ^ désigne, comme toujours, la res

triction de X à y^j) i ceci définit une semi-norme. On appellera topologie 

cylindrique d'ordre p la topologie définie sur t (fi, P) par cette famille 

(| |. | | ) j£ CJ àe semi-normes. 

Cette topologie est localement convexe et séparée (cf. [$])• 

On vérifie immédiatement que L^(fi, \AJ> P) est complet pour cette topologie 

et que, pour tout élément t de T, L (fi, , P) est fermé pour cette topo

logie . 

Ç_-_2 : DEFINITION. 

Soit p > 1. On dira que m est une mesure stochastique cylindrique 

en moyenne d'ordre p si m est un élément de oui se prolonge (de façon 
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unique)en une mesure définie sur ^fi ', à valeurs dans ^(fi^J^, P) et 

a-additive pour la topologie cylindrique d'ordre p (par abus de notation, 

oe prolongement sera noté comme la fonction initiale). 

Ç_-_3 : REMARQUE. 

Soit p >, 1 et soit m un élément de Mo . 
P 

Pour toute partie finie I de T, soit m 1 la fonction à valeurs 

dans L (fi, , P) et définie sur CrJ ' par (VA €.£[/').' 

m 1 (A) • ^ ̂ d p A ^ °^ Qn(A)211 désigne la restriction à de 

m(A). On vérifie facilement que m est une mesure stochastique cylindrique 

en moyenne d'ordre p si et seulement si, pour toute partie finie I de T, m 1 

se prolonge en une fonction définie sur à valeurs dans L^(fi, , P) 

et a-additive pour la topologie forte de L^. 

Ç_ =_4 : DEFINITION. 

On peut alors définir la notion de pseudo-processus de réparti

tion en moyenne d'ordre p de façon absolument analogue à celle indiquée 

en l-B-2. 

C_-_5 : LEMME_ET_DEFINITIONS. 

Soit (X^) ̂  g ^ un pseudo-processus de répartition en moyenne 

d'ordre p. Soit (Z^tëT ^ Prooessus prévisible (au sens usuel). On dira 

que (Yj.)j.£rp es~t stochastiquement cylindriquement intégrable en moyenne 

d'ordre p par rapport à (x^teT

 s ^ P°ur toute partie finie I de T, le 

processus (Y^t&T' QOnsi^érê comme fonction réelle définie sur fi''s fi x T' 

est intégrable (pour la topologie forte de L^(Q, , P) par rapport à la 

mesure xI(.) à valeurs dans ZWfi, £7^- » P) et définie sur $' par (si A 

V - 115 



I N T E G R A L E S T O C H A S T I Q U E 

appartient à j/'J x1 (A) = [xCAJj1 où \xCAf]1 désigne la restriction à 

y* 2 de x(A) = \$( (Xj.) ̂  T)^(A) • Dans ce cas, si A appartient à et si 

B appartient à $', on peut poser : 

\*(B)2(A) = E£lA . f Y • dxT(u)2 
* B 

(c'est-à-dire que cette quantité ne dépend que de A et non de De 

plus, la fonction z(.) ainsi définie est une mesure stochastique cylindri

que en moyenne d'ordre p. Enfin, si t appartient à T et si A appartient 

à , on peut poser 

Z (A) = E[l . f * • dxT(u)2 

t A J j ^ £j U 

et on a j>('(Zj.)t£T^ ~ z ^ona ^Zt^t6.T es^ un Pseud°~Vrooessus de répar

tition en moyenne d'ordre p. Ce processus sera appelé intégrale stochas

tique (cylindrique en moyenne d'ordre p) de (Y^teT Par raPPor^ à f ^ i ^ ^ 

Preuve : 

Notons d'abord que, en général, x*(.) n'est pas une mesure sto

chastique (cf. B-6). 

1°) soit x = < K O c t ) t & T ) -

Soit A G. ( ÇJ4 H ^j-t)« 0n veut prouver que : 

© E D A • Y • D X I ] " E D A • Y • àxV2 ^ L A _ u J L A « u ~* 

Si B et C sont deux éléments de c/v ', on a : 

E [ I A . X ^ B O C ) ] = [x(Bflc)](A) = E [ I a . x ^ f B A c ) ] 

Donc la formule est vérifiée pour Y = 1̂ ,. Par linéarité, 

cette formule reste vérifiée si Y est un processus Jd '-étage. Mais 

engendre la tribu des prévisibles donc la formule © reste vérifiée pour 

X 1 1 

tout processus (Y ) prévisible intégrable par rapport à X et X et pour 

tout ensemble prévisible B par passage à la limite. 
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2°) On a donc z ^ B ) = j Y^ . dx*(u) ce qui montre que z*( #) 

est une mesure définie sur ^ ' et à valeurs dans L^fà, ffi^ , P ) . Pour 

prouver que z est une mesure stochastique cylindrique, il suffit donc de 

prouver (cf. C-3) que la restriction de z à cv ' appartient à (cf. B-3). 

D'une part, si D C j o , t) , x I(D) est un élément de L № , £ 7 ^ 0 f/̂  ,P) 

(puisque x appartient à t/f(>^ et que L^(fi, ^ 0 f^. , P) est fermé pour la 

topologie forte) ; on en déduit, par linéarité et passage à la limite, que 

Y . dx I(u) appartient à L (fi, T ^ ^ > P) donc la condition 

J]o, q » 

B-3-(ii) est satisfaite. 

Il reste à prouver, d'autre part, la condition B-3-Ci) : soit 

I une partie finie de T, telle que H et A appartiennenent à ^. On a : 

© = (z(H ^Js, t])](A) = E[l A . z ^ H x j s , t]) = 

E p A . Y . dx^u)"] 
j H x j s , tj 

Or cette dernière quantité est égale à 

Е 0 А П н • ß x j s , t] 
. che (и)] 

pour Y = 1,, avec B €. UJ1 (puisque x.€-J¥0 1 cf • B-3-(i) T) donc aussi pour 

<k P 

Y c/v '-étage et donc pour Y prévisible par passage à la limite. On a alors : 

© = E [ 1

A O H - Z I ( F I X ^ S > = C z ( f i X J S » CI) ( A 0 H ) ce qui prouve B-3-(i) . 

3°) La fin est alors immédiate. 

Ç_ =_6 : REMARQUE. 

D'après la définition précédente, l'intégrale stochastique cylin

drique en moyenne d'ordre p satisfait au théorème de convergence dominée 

de Lebesguë. Il en résulte notamment que tout processus prévisible ( Y ^ ^ g ^ 

uniformément borné est stochastiquement cylindriquement integrable en moyenne 

d'ordre p par rapport à toute mesure cylindrique stochastique en moyenne 

d'ordre p. 
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D - D E C O M P O S I T I O N D E D O O B 

D__=_2 : PROPOSITION. 

Exceptionnellement 3 pour cette proposition et la suivante¿ on 

reprend les hypothèses et notations du chapitre 2. De plusy soit ÇJ* une 

sous-tribu de V* . Pour tout élément t de T soit = $ H {J^. Soit 

^ r(resp. $ ) la tribu des prévisibles (resp. la famille des processus 

C. croissants naturels tels que 0^=0 comme défini en 2-C-3) relativement 

à la base de processus (Si> tf* 3 P, ( t&T^ ' ^At^t6.T un ^^men^ 

de € et a = ®¡JA-fJtGT^' ^ ^a restriction de a à <¡j4 Soit (A-¡) t&T 

l'élément de \£ associé à a comme indiqué enr 2-B-2 (relativement à la base 

de processus (iï, P, ( Q*t>t€iT))* On a alors : 

Io) pour tout élément t de T> ¿ = E(At\ §^ ) 

2°) (A^t^T appartient à ^ . 

Preuve : 

I o) Puisque A t est ffi-mesurable, il suffit de prouver que, pour 

tout élément H de SR , E(l„ . A ) = E(l . A } . Or : 
v n t H t 

E ( 1 H . A t )
 = - j 0 j E ( 1

H I ^ u - } • dâ (cf* C_3-(ii)) 

• L - E ( 1 H | C ^ u J . da (puisque E ( 1 R | C ^ U J est 
A, {JO, tj 

-mesurable) 

- ^ Q j E 0 H I # V > • d a (Pasque H d í ) 

= E ( 1 R . A t ) (cf. C-3-(ii)). 

2°) Puisque (A f c) est croissant et continu à droite, il suffit A 

de noter que (A f c) est prévisible c'est-à-dire ^ - m e s u r a b l e (puisque ÇJ* -

mesurable). 

V - 118 



PSEUDO - PROCESSUS 

D_-_2 : PROPOSITION. 

Rappelons qu'on reprend les hypothèses et notations du chapitre 2. 

Soit (n, P, ( ^fi^tëT > ^Xt^tGT^ une ouasi-inartingale de la 

classe D(cf. [l9\) et continue à droite en moyenne. Soit X^_ = + sa 

décomposition de Doob-Meyer où (V^) est la différence de deux processus 

croissants naturels et (M^_) une martingale. Soit une sous-tribu de 

pour tout élément t de T, soient 9 ^ - CJ^fi ^ y X f ; = E(Xt\ Çji), 

= E(Vj_\ Cj* ) et Mj_ = E(M^\ ÇJ* ). On a alors, à une modification près : 

1°) (X.) est une quasi-martingale de la classe D. 

2°) (Vj_) est la différence de deux processus croissants naturels 

(par rapport à (Q, P, ( ^ t B T ^ à P, ( 

3°) (M^_) est une martingale. Autrement dit X^ = + est, 

à une modification près, la décomposition de Doob-Meyer de la quasi-martin

gale (X^_). 

Preuve : 

On a évidemment X f c • V f c + M f c ; de plus, on vérifie immédiatement 

le début du 3°) ; le 2°) se déduit de D-l d'où on déduit le 1°). 

D_-_3 : THEOREME. 

On reprend les hypothèses et notations indiquées en A-2 et B-l. 

Soit (X^tcT un pseudo-processus (cf. A-5). On suppose que, pour toute 

partie finie I de T, (Q, cfij. , P, ( 3^T Ci t^T} (oû H est 

défini comme en A-6-b)) est une quasi^martingale continue à droite de la 

classe D (cf. Jj9J et \2d\ ) ; soit X* = + №j_ la décomposition de Doob 

de cette quasi-martingale où est une martingale ; on peut alors poser, 

pour tout élément A de ffij. , Vt(A) = E(1A . V^) et M (A) = E(1A . M?) 
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(c'est-à-dire que ces quantités ne dépendent que de A et non de tf*T) ; de 

plus (Mj^t^rji est une pseudo-martingale et (Vf) t€,T Un "vseudo-^processus 

naturel à variation bornée" (c*est-à-dire que, pour toute partie I finie 

de T, est la différence de deux processus croissants naturels) ; enfin; 

cette décomposition est unique. 

Preuve : 

La seule difficulté est de montrer que, si A £ ( £7^ T ̂  J/C) » 

E ( 1 A . V f c) = E ( 1 A . V ) ; on peut supposer I C I ; cette égalité résulte 

alors facilement de D-2 (on prend $ = {j*1 et ^ » J ^ 1 ) . 
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A B S T R A C T 

The purpose of thó> рарек is to show that the s to chaotic 
integral of a prevtbible procteS V, with valute In I/, with respect to a 
process X can be defined as the. integrai of V, considered ал a function 
with valute in \J, with rtepect to a vector measure [stochastic measure) 
related to X and defined on the o-algebra of previsible Atto. 

That construction underlines a few fundamental properties 
of the, stochastic integral ; bteidte, it enables us to apply to the sto
chastic integral the classical rteults on the vector integration. 

In eh. I, we define such a stochastic integral and we prove 
the fundamental results rotated to iX ; in order, to simplify the presen
tation, we shall consider real procteSte only. 

In eh. II, we give a simptify proof of the existence of the 
Voob-Меуел's decomposition for a real quasi-martingale : tku> proof tb 
essentially based on the use of a real measure defined on tke o-algebra 
of previsible seZs [cf. \f[) ; that measure is none other than the ex
pectation of the stochastic measure considered in eh. I . 

In ch. Ill, we give a necessary and sufficient condition to 
obtain a stochastic measure. It enables us to prove that a martingale 
^t^t£T c o n ; ^ m O L U ) o n right Such that M^6-L ', V) with p > 7 

induces a stochastic measure. Besides, we show that the results obtained 
remain valid in a more general case. 

In ch. II/, we show that the methods used in eh. I and 11 seem 
quite adequate for the study of processes with values in Banach spacte. 

In ch. \I, we define a more general notion of a proctes than 
the usual one ; in this definition, the finite systems of joint probabi
lities play a fundamental part. We than show that the above-mentioned 
results [construction of the stochastic integral and Voob's decomposi
tion) remain valid in this case. 
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