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JACOBIENS ET CONDITIONS DE WHITNEY

ECLATEMENTS JACOBIENS ET CONDITIONS

DE WHITNEY

Jean-Paul SPEDER

INTRODUCTION ¢ Ce papier fait suite & 1’article "Un critére d'éclatement

THEOREME

pour les conditions de Whitney” ([1]) dont nous rappelons les prin-
cipaux résultats,

Nous étudions ici ia situation "relative” suivante :

Soient X un espace @~analytique réduit de dimension pure et Y un
sous-espace lisse fermé de X de dimension pure strictement inférieure

a la dimension de X. Nous supposons qu'il existe une "bonne” rétraction
p : X—Y et nous notons X le lieu singulier relatif (3 la

sing,p
rétraction p), X = X=X

lisse,p sing,p *
Nous donnons un critére qui permet de vérifier les conditions de
lisse,p *Y) 1o long de ¥ ([6] page 540) et
qul est stable par changement de base (sur Y).

Whitney pour le couple (X

Plus précisément, soient w : X -—4 X 1'éclatement de X le long du
produit de l'idéal I de Y par 1 idéal jacobien relatif (& la rétrac-
tion p ) Jp » Ho et Yp les espaces réduits de support respectif

w 1(X ) et m-l (Y). Nous montrons, d'aprés une idée d'H.Hironaks
p sing,p o

([2] page 9, Définition 2), le :

: Si en tout point de Yp, la fibre correspondante du morphisme
oowp H Hp———é Y est de dimension : dim Hp = dim Y, le couple

(4 ,Y) vérifie les conditions de Whitney le long de Y,
lisse,p

Les démonstrations s'inspirent souvent de celles de ([1]]. nous
nous contentons alors de les donner briévement en renvoyant le

lecteur a celles-la.

- 47 -



D(f

D(

SPEDER

Ayant identifié ¢' au produit cartésien ¢° x CP
(ol M= s+p, s > 1, p>0) & 1'aide du systéme canonique de coordonnées
(zl,....zM] , considérons un sous-ensemble C-analytique réduit X d'un
ouvert D x Y de m” de codimension r en tout point (s > r > 0) et défini
par des fonctions holomorphes fl.....fq (1.e fl""'fq engendrent 1'idéal

des fonctions qui s'annulent sur X).

Nous notons p: X——Y la rétraction de X sur Y induite par la

projection canonique cs x GP___gmp et nous supposons que :

x p est un morphisme plat de X sur Y
x pour tout point S € Y, la fibre Xs = p—l({S}) est réduite

x Y est inclus dans le lieu singulier relatif (& la rétraction p) :
Xsing,p*
Dans ces conditions, si I est 1'idéal de Y dans X et J 1'idéal

jacobien de X , I est 1'idéal engendré par zl""'zs et J est 1'idéal

engendré par les déterminants :

of of
33 3y
Sttt B2
.11 Iir
J...”fj 3Zg seenn2y ) = ! ! ol jl”"'jr €{l,....,q}
1 r 1 r o af
i, i feennt, €ll0nm
T TEL
i1 ir
De méme,1 'idéal jacobien relatif (& la rétraction p) Jp
(qui définit X ) est engendré par les déterminants
sing,p
f

Jl..... 3, 3 zil....,zir) ol Jl.....Jre{l....,q} et il....lre(l....S}
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JACOBIENS ET CONDITIONS DE WHITNEY

Notons w : X— X (resp @ : X— X) 1'6clatement (resp.

1'éclatement normalisé) de X le long de IJ, Y (resp. V) 1'espace

réduit de support m-l(Y] (resp. 2)"1m) bt Xp_.-)X (resp 39 :

')?p-———>x ) 1'éclatement (resp. 1'éclatement normalisé) de X le long

de IJp . Qp (resp ?(p) 1'espace réduit de support w;1[Y) (resp. a;;llY)).

HO (resp p‘p) 1'espace réduit de support w-l(

o Xsing.p 1.

v -1
) (resp.wp (Xsing,p

Enfin, pour Jl""'Jr € {1,...,q} 8t il,...,i €{l,.ees M} , Notons

r

oef

jlgncnnfj 3 zilatuﬁazi ]

r r

(resp. ﬁp (f 3oz ,...,zi )) la fonction D(Ff, ,..,f 3

sesesf
Jl Jr 1 r J1 jr

N N
Z; sees2; ) Ow (resp. D(F £ z z, Jow )
i i EERY) 3 2esey .
1 r 3 Ir 4 e

PROPOSITION 7. ( [1) PROPOSITION 1),

Si en tout point d'un ouvert analytique dense de ¥ la fibre
correspondante du morphisme 3 H Q’—-—)Y est de dimension :
dim ¥ - dim Y , alors les conditions suivantes sont satis-
faites :
NN
Condition X) : Pour tout point Q €X, tout indice k€ {1,...,p} , tout
(r-1)-uple [12....,1!_) de fl,..., M} et tout r-uple (Jl""Jr)

de {1,...,9} , nous avons :

~
D(fjlaooofjr H zs*k » zizroooazirla € IJO/%’B'
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Condition 3) 3
N,
Pour tout point (3’(-)?’, i1 existe un entier o(Q) > 0 tel que,
pour tout (r-1)-uple (12,...1r) de {1,..., M} et tout r-uple
(Jl...-.Jr) de {l,...,q9}, nous ayons :

S

o ()
o---:f 3 Z.y Z, 500052
i=1 J i i

( ))
r 2 ir EI

~n
Z, 0w B'(fjl

(M+1 o)
e’ 1%
X9

REMARQUE 'f : Si X est une hypersurface définie par une fonction f , les
conditions X) et B) deviennent :

Condition R] :
Pour tout point § € X et tout indice k€ {1,...,p}

nous avons @

~n
e £
o W IJ ’)‘('.B

d

Condition 3] s

N
Pour tout point BE X, 11 existe un entier 0(3) > 0 tel que

nous ayons @

O(B]

] N 3f n n n
E Z, oW o= oW o(Q)+1.0(Q),
= i azi Ej €I J 6’)‘(’,?3’
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JACOBIENS ET CONDITIONS DE WHITNEY

PROPOSITION 1 :

Si en tout point d'un ouvert analytique dense de Y, la fibre
correspondante du morphisme w: Y—3Y est de dimension :
dim Y - dim Y , alors les conditions ?() et B] sont satisfaites.

Preuve :

Comme la normalisation est un morphisme a fibres finies,
1'hypothése de la PROPOSITION 1 entralne immédiatement
1'hypothése de la PROPOSITION 1.

PROPOSITION Yp :

Si en tout point de ?p ,» la fibre correspondante du morphisme

Po Zp : p‘p_)Y est de dimension : dim p‘p - dim Y, alors

les conditions suivantes sont satisfaites :

Condition Kp )
Pour tout point Se Vp , tout indice k€{1,...p} ,
tout (r=1)-uple (12,....ir] de {1l,...,M} et tout r-uple

(Jl""“jr] de {1,...,09} nous avons :

5

suees 3z s Zy 0002, ) ELJ &
CHE Y Jp 7 ekt T, 1% °

X .3
o]

Condition Bp ) s

Pour tout point § € ?p , 11 existe un entier c(g) >0
tel que pour tout (r-1)-uple (1,,0001) de {1,...,M}

et tout r-uple (Jl,...Jr) de {1,...q}, nous ayons :

a(¥)
s B
[} ['F ..--.f » svee
j%; z, wp 0 31 3 N 212 zi)

r r

eIo@m 5 (%Jd
P X.,3

[
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Preuve :
Elle s'inspire de celle de la PROPOSITION 1 de ([1]).
Soit %e'\‘(’p . I1 existe un voisinage ouvert CJ de g dans ')‘('p tel qu'en

tout point de Wf\ﬁp , la fibre correspondante du morphisme :
o ot N
pow H _—Y
[ [
soit de dimension : dim ﬁp - dimyY .

Nous montrons la PROPOSITION ’ip (qui est trivialement
vérifiée en tout point de W - p‘p ) en tout point d’un ouvert analytique
dense de Wr\ ﬁp puis, comme W est un espace normal et les idéaux Idw
et dew sont inversibles, nous en déduisons alors la proposition en

tout point de W (c.f [i] PROPOSITION 1),

Plus précisément, soit

N ~
- n{ge ay . : N
u ')\(p lisse s p{o lisse Weoo “s i-\{p lisse Y

est une submersion en 35}.
C'est un ouvert analytique dense de Wn p{o' 1'espace W - 'U
est donc de codimension > 2 dans 'W .

Nous avons, d'autre part, de fagon évidente, le :

LEMME Y
—_—

Soient Yﬂ 1'idéal ¢ définissant Vp et ¥
o

= U
plisse a v;:u.ct

la décomposition de ?

en composantes connexes
plisse P ¢

Pour tout indice a, il existe un et un seul entier oa >0

tel que, pour tout point BE')\(DHSSB“ Vp.u , nous ayons :
o
g = ¥ %
™ 0.0
o
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JACOBIENS ET CONDITIONS DE WHITNEY

Prenons alors un point aE'l\J' et quitte & transporter 1'origine
des coordonnées dans c” au point Zp(&h , Supposons que xp-('d) =0,
I1 existe un voisinage ouvert V de 'ﬁ dans ')\(plisse et des fonctions

Y vl....,vs_l__1 holomorphes dans V tels que :

plisse

1) ?In?fp = UnH

2) Vn ﬁp = {peV :y(p) = 0}

~N N
3) {V, (y, VisesesVo 11 0 Zg4 .,mp,....zIVI . “’p” soit une
carte de ')\(pl:lsse au voisinage de '(3 adaptée a la submersion
N
Po wp: p{plisse—“ﬂ *

n,
De plus, si § € ¥ . 1l existe un indice a tel que ge '\'r’p RS
»

N
résulte alors du LEMME 1p que, pour tout i, 1 <i<s, [zi ° xp]m
Q

a yala gia; ol gia est un germe de

0& 3 qui est inversible si (z, o w ), engendre I 3 .

°Y X

peut se mettre sous la forme (zi ° w

Démonstration de la condition 'Kp) en 'f:]/ :

Nous avons (c.f [1] PROPOSITION 1) :

s alz .,w )

i" p B
n —f—_ X [-F ,..,-F 3Z,02, 002y )
DD(fJI""er 4 zs*k'ziz""zir)af =1 s»k" Jp i L i!‘ d

d'ol la condition Rp ) si 6;‘?{) (par induction sur le nombre des indices

12,...,ir qui sont > s+1) .

Si a’ € Vp o’ la condition .R’p) résulte alors de 1'égalité :
»
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N
a(zi ° wb) 9, agi
—_— -y —_—
a(zs+k ° wol o 3[2s+k ° wp]

Démonstration de la condition gp] en a s

Nous pouvons maintenant supposer que 12,...,ir€{1....,s} (sinon o(a)=1
convient d'aprés la condition xp)] . La condition Bp) est alors évidente si
N

g f‘?p 0@ =1 .s19 ¢ Vp 4+ la condition Hp ) résulte alors de 1'égalité

(c.f [1] PROPOSITION 1) :

1

g+
a
o, 4

i Ziom B[f .-o-"FJ lzi:zi ""'zi] --_l.y
p r 2 r B a

g, N
i O (f .o--;'F 3 Z » Z 10002 )
X E = ° 3 Je i i, i.

d

REMARQUE }: Si X est une hypersurface définie par une fonction f , les conditions
—_—

Kp) et gp] deviennent :

Condition Xo) H

n
Pour tout point de Yp et tout indice k €{1,...,p} , nous avons :

[” ,3‘)] EIJpUy x
2ok g o’

Condition Bp) :

Pour tout point ¥ € vp , i1 existe un entier c[gl > 0 tel que nous

ayons @
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",
[t - Yoae L d ]oéleloem 2
<] 3;- P ~n [
X%

o

PROPOSITION 1p :

Si en tout point de Yp ,» la fibre correspondante du morphisme

Po mp: H6—+ Y est de dimension : dim Hp - dim Y , alors les conditions Kp]

et ap] sont satisfaites .

Preuve :
Analogue & celle de la PROPOSITION 1.

PROPOSITION 2 ([1] PROPOSITION 2) :
Soit S un point de Y .

Les conditions a) et b) de Whitney pour le couple (X -Y, Y)enS

lisse
le long de Y sont équivalentes aux :

Condition A) :
Pour tout point gex-I(S], tout indice k€{1,...,p} , tout (r-1)-uple
(12""ir) de {1,...,M} et tout r-uple (jl,...,Jr] de {1,...,q} :

B[fjl,....fjr T .-;12,...,zir]g

n'engendre pas JC .

X3

Condition B) :

Pour tout point %e 3-1

(S) tout(r-1)-uple (12""1r] de {1,...,M}
et tout r-uple (Jl,...Jrl de {1,...,q} :

v
[Zfi: Ziow B(fjl.....fj

3 0Z, 4 2, 4eeeZ, )
=1 15

r r

5

n'engendre pas 1J O.

%, 8

- 55 -



SPEDER

REMARQUE 2 : si X est une hypersurface définie par une fonction f , les
conditions A) et B) deviennent :

Condition A) :
Pour tout point SG’(:)'-IIS] et tout indice k€ {1,...,p} :

9f °
9z
s

w n'engendre pas J U

+k ¥ LY

Condition B) :

Pour tout point 363'1(3) H

i Z; 0 & of ° w n'engendre pas 1J O
1-1 Bzi 'k‘,g

~
S

PROPOSITION 2

Soit Sun point de Y . Les conditions a) et b) de Whitney pour

le couple (X 5 Y) en S le long de Y sont équivalentes aux :

lisse,p
Condition A ) :
—p ~ =1
Pour tout point%éwp (S), tout indice k €{1,...,p} , tout
indice 2€{1,...,r} , tout r-uple [11,...,ir)
de {1,...,s} et tout r-uple (Jl.....Jr] de {1,...,q9} tel que

~
D (f P 3 25 seeesZy ) engendre J g , nNous avons :
P Jl' jr il ir e ')‘( .%’
3 o
g of f, 32 z ; z, JO J O
p J IR N] J s¢k » i TR R RN ] i RN NN i ; p
1 r 1 L r ;(p' g yp.g

Condition Bo ) ¢
=1
Pour tout point § € W 7(S) , tout indice 2€{1,...,r} , tout
r-uple (11""’11-) de {1,...,8} et tout r-uple (Jl,...,jr)
de {1,...,q9} tel que

B (F, seuesf, 3 2, sesesz
3 1,

engendre J O ’
P J]. r (4

1y ¥,
[]
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n N -
t O (f, yeeesf » seee XY
[ T R A SN zir]]g
i=1

n'engendre pas IJp o,

X, %

o

Preuve @

Elle s'inspire de celle de la PROPOSITION 2 de ([1]).

Les conditions I\) ) st Bp ) entrainent les conditions a) et b) :

Soit § € X;ltsl .

Nous pouvons supposer que 11 = Jl = l....,ir = jr =r,

Dans ces conditions, pour tout ké€{1l,...,p}et tout 2€{1,...,r} , nous avons,

d'aprés la condition Ap ) e

N -
G A N NTTITE T )

r
lim = 0
R— & B (Freeesf 3 Z1peeaz )(R)
n p 1 r 1 r
ReX - H
<] (o]

et, d'aprés la condition Bo )

n .
2y 0 RVB (it 20 20z ) )

. 1im " i=1 o
—s 3. > =
N
NeY - N \/E | Zy 0 wp[ﬁ)l Bp(fl""fr 3 zl....zr](ﬁ)
P P 1<ic<cs

Les conditions a) et b) en S se montrent alors comme dans la PROPOSITION 2
de ([1]).

Leg conditions a) et b) entralnent les conditions Ap] et Bp] :

Soit ¥ € 8{;1(3) .

Nous pouvons encore supposer que 1.1 = Jl = 1""11' =j =r,

Pour toute suite : (R ) de points de X -H telle que 1lim K =8 R
m’m P P s M
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nous avons, d'aprés la condition a) en S, pour tout k€ {1,...,p} et tout
2€6{ 1,..,T} ¢

’ﬂp(fl’."fr 3 ZS‘K’ zlpnun.zzgnntozr](am]

1im = 0 (c.f [1]
PROPOSITION 2
me o B ety 1 20eennz )R )
d'od
» Bp”l""'fr 3 zs*k’ zl""'z!,""'zr][?é)

m =0
R— % B (F et s 2z )00

n
?ée?(p - H) R
Nous en déduisons que Bp (fl,...fr } Zgape zl""'zz""’zr]g
appartient 2 Jpny x ([4] page 114 Remark) meis ne 1'engendre pas.

pl

De m8me, d'apr2s la condition b) en S, nous avons, pour tout 2€{1,...,r}

s .
Z zi o xp(a] Bp (fl‘-."fr H Zi'zl’ esesZ
i=1

1im = 0 (c.f[]]
~ X PROPOSITION

B—¥ \[1 Z< - 5| zy o mo('ﬁl | Bp(fl,....fr ) zl.....zrn’r!)

2)
ReX - N
LIS

d'od la condition Bp) .

greerzy) *

REMARQUE 2p H Si X est une hypersurface définie par une fonction f, les
conditions Ap] st Bp] deviennent :

Condition Ap) :

n
Pour tout point S 6321(51 et tout indice k€ {1,...,p}
nous avons :

N © c 3O
3z A [ P

ok 8 %
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Condition Bj ) :
Pour tout point e 3;1(8) :

s
zi ° 3 -a—z-f— ° ::' n'engendre pas 1J & o
11 ! °l * iy,
S o’
PROPOSITION 3
Si le couple (Xlisse =Y, Y) vérifie la condition a) de
Whitney 1l long de Y , nous avons :
i) de = 30 et JO. = JpU.
” Xry X/ X7y
ii) X et coincident au voisinage de Y .

sing Xsing,p

iii) Il existe un isomorphisme canonique Y : Y —— Yp rendant commutatif
le diagramme :

iv) Si Y= (cas ol les fibres xs sont lisses en dshors de Y) , il

X
sing,p A
existe un isomorphisme canonique y : y——) Xp rendant commutatif

le diagramme :

Preuve :
i) C'est une conséquence immédiate de la PROPOSITION 2 .

ii) Supposons le contraire : il existe un point S € Y et une suite (Rm)m

de points de X N X

sing,p telle que 1lim R = S , Pour tout m,

lisse ——
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il existe un et un seul point 'ﬁme?( tel que x(afm) = Rm et comme

3 est propre, nous pouvons supposer qu'il existe S € 2".1(8) tel que
up ¥ - 3.

Or, puisque nous avons la condition a) en S , pour tout indice
k€{1l,...,p} , tout (r-I~uple (12.....ir] de {1,...,M} et tout

r-uple (Jl,...jr) de {1,....q}.'[’5(1’:)1,..,#‘Jr bz ziz.....zi )

Ty

’
n'sngendre pas Jo")\(‘g

I1 existe donc un r—-uple (10.1""'10,1'] de {1l,...,8} et un

r~uple (Jo,l""’Jo.r) de {1,...,q9} tel que D[fjo.l...,fjmr 3
z beoesZ J(R.) = 0 entraine D(f, ,...,f 3 Z, seees2;, J(R) =10
10.1 io,r m J1 jr 11 ir m

pour tout r-uple (11....,ir] de {1,...,M} , tout r-uple (Jl.....;]r) de
’
{l,...,9} et tout m suffisamment grand. D'ol Rme xsing pour m

suffisamment grand : contradiction.

iii) D'aprés ii) nous pouvons supposer que X . Intéressons-

sing = xsing. p

nous au cas ol X est une hypersurface définie par une fonction f et
prenons comme modéle d’'éclatement de X le long de IJ et IJp les
projections canoniques respectives sur X des fermetures dans

X x PC3 x PIIJFI et X xPC® x IPgs respectivement, des graphes de :

s M
—
X lisse PC” x PC

O [(2(@, 0002 @) L(QF @)ees 32 (@)))]
azl az"

et de — pc® xpc®

xlisae

— seees ’ seney
0 [ENTIRANERCIIP (G @, 32 @)
S
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L'isomorphisme canonique Y x IPC® x l“’l.‘.M s vY xlc® x et , ol
Pll:n désigne la sous-veriété de Ptt" 2omée des é1éments dont les p

de':'niéres composantes sont nulles, induit, d’aprds la PROPOSITION 2, un
isomorphisme ;I__);p commutant avec les projections sur Y , Cet isomor—
phisme est obtenu par "passage & la limite” de 1’isomorphisme canonique
w_ltxlissa]‘_') m;1()(1:1.%9]'

Le cas général (r quelconque) se traite de la méme fagon,

iv) D'apréds 1) nous avons I.Jd)‘( = IJDG;( .

I1 existe donc, d'aprés la propriété universelle de 1'éclatement, un
morphisme (unique) : ¢ : X— Xp rendant commutatif le diagramme :

x 9
X

Le morphisme ¢ induit les isomorphismes canoniques X - Y_.)Xp - Y
et Y____sY (cf iii)) , 11 est donc bijectif, Nous en déduisons que
le rnorphisme canonique ?(——axp ainsi défini est surjectif, a fibres
finies et qu '11 induit un isomorphisme : X V-——) X - Yp 3 comme
')\( - ¥ et X - Y sont denses dans X et X raspactivement. il s'en-

p

suit que X-———) X est une normalisation de X d'old 1iv),

Nous allons maintenant donner des théord@mes "globaux” correspondants

aux propositions "locales” que nous venons de démontrser,

Soient X un espace C-analytique réduit de dimension pure et Y un sous-
espace lisse fermé de X de dimension pure strictement inférisure & la dimension
de X.

Soient w : X——-)X (resp E: X’—) X) 1'éclatement (resp 1l'éclatement
normalisé) de X le long du produit de 1'idéal de Y par 1'idéal jacobien de X,
et ¥ (resp ¥) 1'espace réduit de support w (Y) (resp MEICOI P

THEOREME I ¢
Si en tout point d’un ouvert enalytique dense de Y , la fibre correspon-
dante du morphisme w ¢ Y—Y est de dimension : dim Y - dim Y, le couplse

[xlissa - Y,Y) vérifie les conditions de Whitney le long de Y,
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Preuve :

Ce théoréme étant de nature locale, nous sommes ramenés & la situation
décrite au début de 1'’article (sans tenir compte toutefois des hypothéses
relatives & la rétraction p),

Il suffit de remarquer que les conditions 2(] et 3] de la PROPOSITION 1
entralnent de fagon évidente les conditions A) et B) de la PROPOSITION 2,

Nous obtenons en fait directement les conditions de Whitney strictes
au sens d'Hironeka ([3] p.135 Définition 5,1),

THEOREME ¥ ([1])
Si en tout point d'un ouvert analytique dense de '\\?. la fibre correspon-
dante du morphisme 2)' : V-_)Y est de dimension : dim ¥ - dim Y, le couple

[xlisse - Y, Y) vérifie les conditions de Whitney le long de Y,

Preuve :

Elle résulte des PROPOSITIONS Y et 2, I1 est & noter que ce résultat
peut aussi se déduire de 1'équivalence de la PROPOSITION 2 3 l'aide de
([4] p.132 Proposition 4) et de ([6] Lemma18,3),

Considérons maintenant la situation "relative” suivante :

Soient Z un espace C-analytique lisse, X un sous-espace réduit fermé
de Z de dimension pure et Y un sous-espace lisse fermé de X de dimension pure

strictement inférieure a la dimension de X,

Soit p ¢+ Z——> Y une rétraction holomorphe de Z sur Y telle que,
si 1'on note encore p ¢+ X—— Y la rétraction induite de X sur v, :

x p soit un morphisme plat de X sur Y
x pour tout point SE Y, la fibre X = p  ({S}) soit réduite
x Y soit inclus dans le lieu singulier relatif (& la rétraction p)

(on pose X = X =X ).

Xsing,p lisse,p sing,p

Soient w, : ;(__) X (resp m : X ._)X] 1'éclatement (resp 1’éclatement
normalisé) de X le long du produit de 1'idéal I ds Y par 1'idéal jacobien
relatif (& la rétraction p) Jp N Hp[res,: ﬁp ) et Y (resp '\\’ ) les espaces
réduits de support respectif wpltx ) et w [Y] (resp xp 1[X )

_ sing, p sing,p
st ?.Splm ).
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THEOREME Ip s
Si en tout point de Yp ,la fibre correspondante du morphisme
powp :Hp____,Y est de dimension : dim Hp - dim Y, le couple (X Y)

vérifie les conditions de Whitney le long des Y .,

lisss,p,

Preuve :
Ce théorame étant de nature locale, nous sommes encore ramenés
a4 la situation décrite au début de 1'article,

Il suffit alors de remarquer que les conditions 'Kp] et ﬁp)
de la PROPOSITION lp entrainent de fagon évidente les conditions Ap) et Bp)
de la PROPOSITION Zp . ’

Nous obtenons encore en fait dirsctement les conditions de

Whitney strictes au sens d'Hironaka.

THEOREME Yp :
Si en tout point de Vp ,» la fibre correspondante du morphisme
N
pou ?ﬂr“* Y est de dimension : dim ﬁp dim v, le couple (X, .. ¥)
vérifie les conditions de Whitney le long de Y .

Preuve @

Elle résulte des PROPOSITIONS Tp et Qp . I1 est & noter que
ce résultat peut aussi se déduire de 1'équivalence de la PROPOSITION 2 et du
fait que ')\(p est normal a 1’'aide de([4] p.132, Proposition 4) et de ([%] Lemma
19,3).

Nous montrons, pour terminer, que le THEOREME Ip donne un

critdre pour les conditions de Whitney de (X ,Y) le long de Y qui est

lisse,p
stable par changement de base. (sur Y).

Plus précisément solent g : Y'—3Y un morphisme d'espaces

lisses de dimensions pures et Z' = Z x Y' , X' = X xY' , p't Z'— Y' les
Y Y
éléments déduits de Z,X,p par le changement de base g.

Si 1'on note encore p': X'—— Y' la rétraction induite de
X' sur Y' :
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x p'est un morphisme plat de X' sur Y' [[5] Exposé 13, Proposition 2,4),
x pour tout point S’ € Y', la fibre X's, = p'-ll{S'}] est réduite

x X' est un sous-espace fermé de Z' de dimension pure et réduit ([EE] Exposé
21-B)

x Y' est le sous-espace lisse fermé de X' défini par 1'idéal I' = Iq(,

st est de dimension pure strictement inférieure & la dimension de X',

x Y' est inclus dans le lieu singulier relatif (& la rétraction ¢) X;ing,p'
qui est défini par 1'idéal J'p , = Jp 3)(, .

Soient alorsw'p , = X'p,—-——)X' 1'éclatement de X' le long de I'J'p e

H'D , et Y'o_ les espaces réduits de support respectif w'p-}(xéing,o] et w';}[Y')

THEOREME II :

?i en tout point de ;p la fibre ::orraspondente du morphisme R
panp H Hp——)Y est de dimension : dim Hp - dim.Y, alors, en tout point de Yp',
la -F‘:l..bre correspondante du morphisme p'cmc:, : Hp',_____;Y' est de dimension :
dim Hp'. - dim Y' et le couple (X' 0 ,»Y') vérifie les conditions de
Whitney le long de Y' ,

lisss,

Preuve @
Comme nous éclatons X' le long de IJpO’X,, nous avons un diagramme

cartésien :

Xy X
w'o' l “
X —4m40m ¥ 3 X
qui induit le diagramme cartésien :
Hp',———————) Hp
[P w‘;. P o wp
Y —m 0 Y
4

d'ol la premiére assertion puisque, d'apras la platitude de pet p', nous avons
dim X - dim Y = dim X' - dim Y' ,
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La seconds assertion résulte alors du Théoradme Ip,,

1) - La PROPOSITION 3, qui est de nature "locals", est encore valable sous

2) -

les hypoth&ses "globales" précédentes,

En résumé, sous 1’'hypothase X

sing = xsing.p‘ nous avons les implications

suivantes :

1)

)

iv)

En tout point de Yp, la fibre correspondante du morphisme

P o wp- Hd———ﬁw est de dimension : dim Hp -dimyY ,

En tout point d’un ouvert analytique dense de Yp, la fibre

correspondante du morphisme wps Y6———+Y est de dimension :

dim ;; - dim Y et le couple (X » Y) vérifie la condition a)

lisse
de Whitney le long de Y ,

En tout point d'un ouvert analytique dense de Y , la fibre
correspondante du morphisme w : Y——Y est de dimension :

dimY - dimY .

Le couple (X » Y) vérifie les conditions de Whitney le long

lisse
de Y .,

L'implication i) =—=)11) résulte du THEOREME Ip » l'équivalence

i1)¢=—=) 1ii) est une conséquence de la PROPOSITION 3 et du THEOREME I ,
1'implication 1ii) ——) iv) résulte du THEOREME I ; nous ne savons pas si
les implications ii)——= 1) et iv) ——=)iii) sont vraies,
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