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PLATIFICATEUR LOCAL...

PLATIFICATEUR LOCAL EN GEOMETRIE ANALYTIQUE

ET APLATISSEMENT LOCAL

Heisuke HIRONAKA - Monigue LEJEUNE-JALABERT - Bernard TEISSIER

INTRODUCTION . — Soient f : X - W un morphisme d'espaces analytiques réels ou
complexes, ot W est réduit, w € W et L un compact de F_1(w) . Nous montrons
ici qu'il existe un voisinage ouvert U de w dans W , une famille finie de
morphismes mot Wi - W compléte au-dessus de U en un sens convenable, chague
™ étant le composé d'une suite finie d'éclatements locaux, et telle que le
transformé strict Fi : Xi - Wi de f par s soit plat en tout point de Xi
dont 1'image dans X est dans L . De plus, la construction des m est faite
d'une manitre essentiellement canonigue (voir § 3) ce qui est trés utile dans

les applications.

Une application de ce résultat est 1' "épanouissement" de certains "coins"
analytigues réels ou complexes par des éclatements de 1'espace ambiant, jusqu'a
ce qu'ils deviennent semi-analytiques. (Un sous—-ensemble F d'un espace ana-
lytique réel (resp. complexe) W est appelé "coin" (analytique) réel (resp.
complexe) s'il existe un morphisme analytique réel (resp. complexe) f : X = W

o o
et un ouvert relativement compact K de X tel que F = F(K)).

Voici un exemple typigue :

Soient Fi € B{x, y} m fonctions analytiquement indépendantes (m = 3)

i.e. telles que 1'homomorphisme C{t1,..., tm} ﬁ C{x, y} défini par w(ti) = Fi
(1 €1 <£m) soit injectif. On suppose, de plus, f, (o, 0)=0 (M<si<sm).
Soit I)2 un polydisque de ]RgL_centré a 1'Drigin; et assez petit pour que f,
converge dans un voisinage de D2 (1<is<sm). Soit f: D2 -B" l’appl;—
cation définie par les Fi . F= F(IJZ) est un coin analytique réel de IRm ,
gui posséde la propriété suivante : Pour tout voisinage ouvert connexe U de 0O
dans IRm, si une fonction analytique réelle G sur U s'annule en tout point de
UNF , G est identiquement nulle sur U . Mais prenons, par exemple,

(f17---, f)=(y, y.e5, v.e€, .....) il est facile de vérifier par regroupement

m
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des termes d'une identité analytique que les fi sont analytiquement indépen-—
dantes, parce que (1, ex, ge” .+.) sont algébriquement indépendantes dans
I%{x} . Nous pouvons observer, par contre, que les fonctions

(F1/fi s F2/Fi y oy Fi,..., Fm/Fi) ne sont pas analytiquement indépendantes

(pour tout 1 <4 <sm).

Mais ces nouveaux systémes nous décrivent la transformée de f par éclatement
de 1'origine dans RB™ : 1le nouveau coin obtenu aprés éclatement de l'origine
dans B accepte donc d'8tre contenu localement dans une hypersurface.

En général, on peut chercher des équations pour l'image de f : X = W au voisi-

nage de f(x) (x € X) en analysant la ~torsion de G, , et c'est
) X, %

’

GW,F(X

comme ceci qu'intervient le théoréme d'aplatissement.

Nous utilisons, d'une part, la théorie des installations et de leur polygbne de
Newton ([4]) pour construire explicitement un sous-germe de (W, w) qui est un
platificateur universel pour (f, L) , et en montrer certaines propriétés (ces
méthodes sont essentiellement différentes de celles utilisées en géométrie
algébrique ([5], [6]) ou dans le cas complexe en supposant f propre ([2], [3]) ,
et utilisons d'autre part, de fagon essentielle, la propreté de la volte étoilée

au-dessus de W ([1]).
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§ 1 . Existence du platificateur

On rappelle (cf‘. [4]) gu'une bonne installation est la donnée de deux sous-espaces
analytiques complexes X et W d'un espace analytique complexe Z , et d'une

rétraction lisse r : Z » W . On utilisera ici les notations de [4] .

1,1, THEOREME 1 . - Soient A= (X, Z, W3 r) une bonne installation, et
x €EWNX, Il existe un germe de sous-espace analytique (]P, x) c (W, x) ayant
la propriété suivante :
Pour tout morphisme h : W' = W , et tout point x' € h_1(x) si
. (xh, zh, wh; rh) = (X XxW', ZXW, WXW; rxidW') désigne 1'installation
w w w

hj h h h . .

obtenue par changement de base, r Ix + X - W est plat au point x x x' si

a

et seulement si le germe de h en x' se factorise & travers (P, x) .

Démonstration .

1.2, LEMME . Soit l:i,| le plus petit tropisme critique non nul de A en x

(cf. [4], § 2). Notons J 1'idéal de G définissant X dans Z en x , et
N i Z,x
N=(® gr_ W. (cf. [4], § 4).
. X
iz 1

I1 existe un systeéme (F,l,..., f Ggreees gn) d'éléments de J tel que :

m
1) Pour 0<8<d, les in(Fi, 6),in(gj, 8) (1€ism , 1<j<n)

sont indépendants de & (ot 1'on a noté in(f, &) pour inx(f; A, 8) € gr, Ao
voir [4] , définition 1.6.)

De plus v_ (in(fi, 8)) = 0 1€i<m
N

v (in(g.;, 6)) >0 1<i<€n .,
N J

2) Pour 0<6 < d, » le systeme des (in(f‘i, 8), in(gj, 8)) est un systeme

minimal de générateurs par an(A, 4, 8).

3) Notant A, = in(f,, 0) € or, (r™1(x)) ~CZgeee, 2,0, T 1tidéal de

C[Z’I""’ Zt] engendré par les )‘i , et E =exp I 1l'ensemble des exposants

privilégiés de I par rapport & (C ; Zyrenes Zt) (fa], 5.9.)
A a

A
. _ N .8 t
si g i 95, A 2 dans oZ,x sz’x{z,l,..., zt] (ot 2" = zpt ez )
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ona, pour 1<j<n =0 si AEE .

93,A
Démonstration « D'aprés 1.12 de [4] , i1 existe un systeme (fi, gj)

vérifiant 1) et 2) . (La discrimination entre les Fi et les gj étant faite
par la seule condition de 1) ). Nous allons modifier les g‘j pour obtenir 3) .
D'apres 5.16 de [4] appliqué & (F1,..., Fm) et gj , il existe hq,..., hm
dans Ow,x{z1""‘ zt} tels que pour 0 < § < d1

1) v(hi, §) = v(gj, 8) - v(Fi, 8) 1=ism
. ~ A
2) si gj = gj - ? hi fi = gj,A z

~

ona g, = 0 si AEE .
(on note v(g, &) pour vx(gg &, 8)).

Le systéme (f1,..., fm P Ggreens gn) satisfait maintenant 3) .

I1 faut vérifier gu'il satisfait encore 1) et 2)
Si nous notons Hi(é) la classe de hi modulo 1'idéal I+(6;v(gj,6) - v(fi,é)L

ol pour u € I%+ CoIT(850) d?si%ne 1'idéal de Oy x{z1,..., zt} engendré par
v_(f !
XA

les FAZA tels que Ial + 5 > 4, nous avons pour 0 £ & < d1

in(gg, 8) = in(gj, 8) - TH,(8) . in(F,, ©)

puisque la condition 2) entraine que le second membre ne peut 8tre nul.

Ceci montre gue 2) est encore vérifide. Pour vérifier 1) remarquons que si

61 est la "pente" du premier c8t€ du polygfne de Newton d'un g. , on doit avoir

51 > d1 ; en effet, d'aprés 1'égalité précédente, v(gj, 8) = v(gj, 8) et
inx(gj, 8) est bihomogéne de bi-degré (a, b) .

Le polygbBne de Newton de g‘j a la forme suivante :

- - - -

et cette égalité a lieu

ol T

de plus, vx(g., 8) = a +

L[}
<
X
—
Q
.
—
n
o
+
ol
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~ ~

our 0<&6sd . D'ol a=a, b=b etle polygbne de Newton de g, doit
P 1 i
8tre "au-dessus'" de celui de gj , au voisinage de P , i.e. 61 > d1 , ce gui

montre que 1) est encore vérifiée.

1.3. Remargquons gue dans les conditions du lemme, le systéme (F’I""Fm.’g’l""gn)
engendre I , et gue les {in(Fi | r_ll (x))}‘lsism forment un systéme minimal de
générateurs de In(X N r-1(x), r—1(x)). Le premier point est classigue, et pour
voir le second, prenons f € J , et posons F=rf [ r—1(><) . Pour £ >0 assez
petit, on a in(F, e) = in(f, 0) = in(?) . D'aprés le point 2) du lemme, on

peut écrire in F = in(f, ) =% Ri )\i + Z SJ. in(gj, e) et donc
i J
in f =2 (Ri mod N) . )\i , ce qul montre gue les in ﬁ,..., in ﬁ engendrent

i
In (x N r-1 (x), r_1(x)) . La minimalité se déduit de 2) .

Passons maintenant & la démonstration du théoréme 1 :

On choisit pour A un systéme (Fi, gj) comme en 1.,2.. Ecrivant g\j =g, z

dans GZ,x = Ow'X{z,I,..., zt} nous allons montrer gue le sous-germe

(P, x) de (W, x) défini par 1'idéal K engendré par les gJ. A (1<3<n,
’

A€ ]Nt) est le platificateur universel chercheé.

1.4, On peut, bien sCr, tout localiser au voisinage de x , et remplacer W
(resp. IP) par un représentant assez petit du germe (W, x) (resp.(]P, x)), et
ainsi supposer que 1P est un sous-espace analytique fermé de W . Nous allons
montrer gue si AJP = (X]P’ Z]P’ P r‘IP) est 1l'installation obtenue par le
changement de base P C W , r’.IF’ | X]P : K.IP - TP est plat en x . Ceci montrera

"

la partie "si" du théoréme, puisque la platitude se conserve par changement de

base .

Soit f, 1l'image de f, dans O et soit F, 1'image de f,
i i P4 i i

=Y7,%x/
P ,x K'OZ,x

dans C -1
r (x),x

D'=preés ([4], 4.8.2.) il suffit de montrer que pour 0 < § < dy inx(AIP, A]P’é)
est engendré par (in(f,l, 8))ven, in(Fm, 8)) (1la condition de 4.8.2. est satis-
faite : cf. 1}.3.).

Soit h € J + K.O

b , et soit h € J un élément relevant h ,

’X/K.GZ y

D'aprés 1la condition 2) et 1.2., on a
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in(h, &) = TR, . in(fi, 8) + ) sj in(gj, 8)
i Nj
i - r
avec certains R, Sj dans ger[Z] = gerLZ,',..., Zt'\ .
Notons m: gr W[Z] = grP[Z] = gr W 2]
x X X /irl(]P W)
le morphisme canonique, et posons Vv o= \)(h, 6) , V= \)(h, 6) . (i.e. respective-

ment  v(hg b, 8) et wv(lhy 6));ona [V>-SRVINN

Lp
a) i v=v, nlin(h, 8)) = in(h, 8) . Puisque n(in(fi, 8)) = in(Fi, §) et
n(in(gj, 8)) = 0 (par construction des (Fi, gj) et de P ), on obtient :

in(h, 8) = ¢ W(Ri) ir\(fi, 8) c'est & dire que in(h, 8) est contenu dans 1'idéal
i ~
engendré par les in(f‘i, 8) (0<s8< d,') .

~ ~

b) Si v > v, nous allons changer le relévement h de h . Or, dire que v > v
c'est dire que w(in(h, 8)) =0 i.e. in(h, 8) € in(P, W) . gr, wlz] .

Soit u, = v(g,, 6), 1 €3J <n . 0On peut écrire dans gr W[Z]: S, = T S, i
J J X J a4 5A
deg Sj A
< LA _ .
o IAl + ; ) uj ; relevons Sj,A en Sj,A € Ow,x tel que
in(s. =3, et posons
inleg,a) =850 2t P A
s, = E s z
J | J,A
Al = - W,
|- b
Soit
n

hy = h-:sj.gj

=1

(SN

h€J,et hy =h mdKO, estégal &d h et v(h,l, 8) = v(h, 8) = v .
)

Qu bien \)(h,l, §) > v, ou bien v(h,l, = v , Dans ce dernier cas,

5)
in(h,l, 8) = in(h, 8) - T Sj.in(gj, 8) =% Ry Ai(Z) (xi(z) = in(fi, 8)) .
J i

puisaue par construction de K , in(gj, 8) € in(]]'—’, W) ger[Z] , on voit que :
in(h,l, 8) EMNN

ot M= (heew, A ) ar WEZD, N =in(P, W) gr wlz] .

QFXW[Z] gr W
Or, MN N/M.N = Tor, (ngW[Z]/M s ger[Z]/N) = Tor,‘ (ger[Z]/M,ger/in(mw))

gui est nul puisqgue ger[Z]/M est plat sur ger . (Géométriquement, ceci

correspond & la projection C -1 x Cw,x - Cw,x ).
XNr~ (x),x
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On peut donc écrire :

inx(h1, 8) = z:: Qi,z in(hz).ki(Z) avec Qi,l € ger[Z] ,
i, 2

hz € K . Relevant Q, en

) comme plus haut, on trouve gue
)

9 4
vy = 32 9y 0, fy ,8) >
i, 4
h,

~

on voit que h2 €4J, h2 =h,=h ,

et posant h, = h, - - 9.4 Ny 1

i, 2
Ainsi, dans tous les cas, on a su modifier le reléevement h de h de fagon que
v(h, 8) > v . Au bout d'un nombre fini de tels pas, on sera ramené au cas a) .

Ceci achéve la démonstration de la partie "si" du théoréme 1 .,

1.5. I1 nous faut maintenant montrer gue si rh : Xh - Wh (= w') est plat en

x X x', (h, x') se factorise par (P, x) c (W, x) .

1.5.1. Considérons d'abord le cas ol h : W' - W est une immersion. Le probléme

. -1 . . .
gtant local en x' € h~ (x) , nous supposons gque h est une immersion fermée :

(W', x') c (W, x) . Soit (F1,.., Fm’ Gqreer 9 ) comme en 1.2.. Notons
Fh (resp. gh) 1l'image de f; (resp. g.) dans © ( =2 X W') et F.
i J i J h i
Z ,x w
1'image de Fi dans O 1 . D'aprés 1.3. (in ?;,.., in F;) est un systéeme
r(x),x

=1 —1 h h h

minimal de generateurs de In (X Nr (x) (x)) . Nous supposons r : X - W

(ou Xh =XNr (W') Wh = W') plat en x , et voulons montrer gue

(w h, x] c (P, x). D'aprés (fa], 4.8.2) , il existe &> 0 tel que

(in (F 6),..., in (F , 6)) soit un systeéme minimal de générateurs de

in (A A , 8) pour tout & € [0, €] . On peut choisir, par exemple, €& plus
petlt gue d,I , plus petit tropisme critique non nul de A en x . Dans ces
conditions in (Fi, 8) = xi(z) = in F 1€i<m ,

Soit J € (1,444, n) . Si g # 0 , on peut d'aprés ce qui précéde écrire :

J
in (gh 8) =T @, A, (zZ) o G €gr W'[Z]=gr W (2]
J’ ; 101 i x x [fin (W', W) :
Ecrivant g, =X g z avec g, €0 , g = Z | w')z A =z gh zA
J o A AT W TS 93,A A diA
. h A < ' . .
et in (gi, 6) = i Gj,A Z , ol Gj,A € gr, W' est homogene de degré
G(v(gg, 8) - |A|) . Ceci nous permet d'identifier les composantes bihomogénes dans
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. e . h .
1'égalité : in (g., 8) = £ Q..A.(Z) = =G, ZA . On en déduit 1l'existence d'un
J g 171 A J,A

exposant A € E = Exp()\,I(Z),..., xm(z)) (cf. [47, § 5) tel que GJ. A £0.
’
Mais ceci entraine gj A # 0, ce qui contredit la condition 3) de 1.2..
’
On doit ddnc avoir gh =0 (1< = h) , c'est & dire que 1'idéal définissant

(W', x) dans (W, x) contient K , ce qu'il fallait démontrer.

1.5.2. Dans le cas général, en se localisant au voisinage de x' , on peut
plonger (W', x') LN (Ck, 0) , et écrire h comme composée :

h' = h x i PTy

Kk
(W, x') e—=—==> (WxC, xx0) > (W, x)
ol h' est une immersion.
Le systéme (F1,..., fm; Gprenns gn) (64 vérifie toutes les conditions

WXCk,x X0
de 1.2.. Par conséquent, d'aprés 1.5.1., si rh : Xh - W' est plat en x x x' ,
(h', x') se factorise & travers (P x Ek, x x 0) , et donc (h, x) par
(P, x) < (w, x) .

1.6. Remargue, - Dans les conditions du théoréme 1 , posant
A]P = (X]P, Z]P’ W]P: r]P) (W]F =), le premier tropisme critique de AJP
en x est supérieur ou égal & d, , plus petit tropisme critique non nul de A

1
en x . Nous avons, en effet, montré en chemin que 06 est indépendant de

s € [0, d1[ . P

Nous obtenons comme corollaire du théoréme 1

THEOREME 1' . — Soient f : X = W un morphisme d'espaces analytiques complexes,
w €W et L un sous-ensemble compact de F_1(w) . I1 existe un germe de sous-
espace analytique (}DF,L’ w) C (W, w) possédant la propriété suivante :

Pour tout morphisme h : W' - W , et tout point w' € h_q(w) , considérons le

changement de base de f par h :

X' —> X
X f

\ \"

oo W

f' est plat en tout point de w' x L si et seulement si (h, w') se factorise

a travers (}JF,L' w) .
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Démonstration. — Au voisinage de tout point x € L on peut installer f , c'est
&4 dire fabriquer une installation & = (X, Z, W: r) cf. [4], 1.4. telle que

r | X =f , Le théoréme 1 nous donne 1l'existence d'un platificateur local pour

f en x, ij,x défini par un idéal Kf,x de OW,W .
Le sous—germe de (W, w) défini par Z:: KF % est celui gue nous cherchons,
)
x€L
(i.e. c'est n mw =P, ).
% €L f,x f,L
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§ 2 . Eclatement du platificateur

2.1. Transformé strict d'un morphisme par un éclatement de la base.

Soit f : X =W un morphisme d'espaces analytiques complexes, et soit (U, E, )
un éclatement local de W , c'est & dire la donnée d'un ouvert U de W, d'un
sous—espace analytique fermé E de W | U , et du morphisme 1 : W1 - W composé
de 1'éclatement de centre E dans W | U et de 1'inclusion W | UC W ., On en
déduit un éclatement local (F_1(U), F_1(E), ¢) de X , et par la propriété

universelle de 1'éclatement, un unigue morphisme f rendant commutatif :

1
P

X1 >

|f1 |F

v - v

W1 > W
F1 est appelé transformé strict de f par (U, E, m) . (ou plus simplement par
m) .
2.2. Remargue . - Le morphisme canonique X1 - Xw =X X W1 est une immersion

1 W
fermée. En fait, c'est un isomorphisme de X,l sur le sous—-espace analytique

fermé de xw défini par 1'Idéal cohérent (gréce au théoréme de Cartan)
1

U Ann (Iv .G, ) ou 11 est 1'Idéal inversible de Ow définissant

vz20 Xw W1 1

le diviseur exceptionnel de (U, E, ) . (Ann désigne le faisceau (cohérent)

des annihilateurs).

2.3. En particulier, pour tout w € U, et tout W, € n_1(w) on a une immersion

fermée :

lw,) > (W)

puisque F—1(w) est aussi la fibre de X, au dessus de w
1

2.3. THEOREME 2 . - Soient A= (X, Z, W r) une bonne installation, x € W N X ,

et soit (P, x) € (W, x) 1le germe de platificateur universel donné par le

7

théoréme 1 . Soit U un voisinage ouvert de x dans W dans lequel (P, x)
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est représenté par un sous—espace analytique fermé TP de W l U, et soit

(U, P, ™) 1'éclatement local correspondant. Notons Aw1= (qu, Zw1 v Wos r1)

1'installation obtenue par changement de base par 1 : W1 - W,
o

)
1Zw _ 7
/ 1 /
Jo

o o x
1 r

™o

— T s W

Soit F1 le transformé strict de f = r| X par m . Pour tout Wy € ﬂ—1(x) ,

notant Xq = X x w1

X > Xy

N V-

Y

-1 s _-1

‘F,' (W1) =+ f (x)
i.e. 1l'inclusion de 2.3. est stricte .
Démonstration . - Notons Xy pour X X w

w
5 Ggrenes gn) un systéme de générateurs de J comme

1 € Xw , et reprenons les notations
1

du § 1 . Soit (f1,..., f

m
L - 0 1 — o 1 .
en 1.2.. Notons Fl = fl ow , g J = QJ o W (F Q100 F'm ) 9'1,"', g'l"l)
est un systéme de générateurs pour l'idéal J' définissant Xw dans Zw en
1 1
Xq Ecrivant Z = W X Ct au voisinage de x comme toujours,
A A .
Fi = f Fi,A . Z ; gj = Z gj,A . 2 , et posant encore Fi,A = Fi,A o T
] = X 'a . . . .
gj,A QJ,A o ™ nous avons dans l'installation AW1 , au voisinage de Xq
A A
fr., =32 f°', z ; '. =L ', z 5
iy i,A i g J A g J,A

Puisgue m est l'éclatement local dont le centre est défini par 1'idéal engendré

par les g, (1si<n, AE Bﬂt) il existe g € G, (générateur local
J,A W1,w1

pour 1l'idéal du diviseur exceptionnel) tel que
t

(*) g'sp = Bjac0O 1€5€n ; AENWN

et pour au moins un couple Cj ,A), B. est inversible dans O
e o Jo’Ao w1’ 1
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(*) nous permet d'écrire :

A

L I
Qj—(gﬂr1)-§BJ,Az

Nous allons montrer que :
A

a) La restriction de T B, z a Xw (au voisinage de x,) appartient &
A dgrh 1 !
1'idéal définissant X1 dans Xw en Xy, c'est & dire (cf. 2.2.) 1'idéal
1
des éléments de OX annulés par une puissance de g . (via le morphisme
W,,x
1771
¢ - 0 ).
W,,w X
17771 W,',x1
b) Posons pour simplifier Xw = X1 , et notons F1 : X1 - W,I la projection.
1
Alors, la forme initiale en X, de la restriction de £ Bj A zA EY r1_1(w1)
A “o’
. . . =1 -1
Al
n'appartient pas a 1r1x’I (F1 (w1) y Ty (w1)) .
Ceci montrera que [ 1 & C ( 5 C )
- -1
F1 (w1), Xy (%), x

~ =1

- (wgdixy

et donc a fortiori le théoreme.

En fait, a) et b) sont démontrés simultanément comme suit :

zA . Pour montrer que la classe module J' de g"‘j

" =
Posons g jg = i ﬁjD,A ]
définit un élément de g-torsion, il suffit de montrer que g"‘j £ J' , puisque
g . g"j = g'j €Jr ., °©
o o
Or, si g". €J', on doit avoir, en notant par une barre la restriction a

J
-1 O Myt -, = =
r, (w1) (=r '(x) ®C" 1localement) g jo € (f1,..., Fm) C{z1,..., zt}
(idéal définissant f1_1(w1) dans r1_1(w1)) et E“j £ 0 puisqu'il existe
o

AO tel que Bj A soit inversible en Xy e D'aprés ce que nous avons vu au
)
o’ o

§ 1, ceci entralne :
inx1 g"jo € (l1,.., Xm) 0[21,.., Zt]

(- inx1<?1‘1(w1) ;g ()
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Or, in g", =Tk, ZA , ol les exposants A sont certains des exposants
X J JooA
1 o A ‘o
gui apparaissent dans le développement gj =Xz gj A zA . Ceci contredit la
o A ‘o
condition 3) de 1.2, , donc in_ g", £in_ (f —1(w ), r _1(w )) ce qui
Xy JD X4 1 1 1 1

montre & la fois a) et b) et donc le théoréme.

2.4, THEOREME 2', — Soient f : X = W un morphisme d'espaces analytiques,

w €W et L un compact de F_1(w) . Soit U un voisinage ouvert de w dans W
dans lequel le germe de platificateur universel (]DF,L’W) est représenté par un
sous—espace analytigue fermé IJF,L de WIlu , et soit (U, I:F,L’ ﬂ)

1'éclatement local correspondant. Ecrivons le diagramme du transformé strict

X, > X
v v
T
W1 > W

Pour tout Wy € n_1(w) , i1 existe au moins un point x € L tel que 1l'inclusion

de germes (cf. 2.3.)
(777 (F 0000 %) © (£ (w), %)

soit stricte. (ol Xg = x X w1)

Démonstration . - Souvenons-nous que 1'idéal Kf L définissant (IDF L’ w) dans
’ )
(w, w) est 3 g . KF,x . Mais KF,L . Ow1,w1 est un idéal inversible, et donc

il existe certainement x € L tel que

K . G =K . G .
f,L W,I,w1 fyx W,‘,w1

I1 suffit donc d'installer f au voisinage de x ([4], 1.4.) et d'appliquer

le théoréme 2 .

2.5. Remarque . - Il résulte de la propriété universelle de I’f L Que la
,

formation de ]Df | commute au changement de base, c'est & dire que si 1'on a :
’
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Xy > X

O f
v v
e s ow

ol XW‘ =X XW' et wé€W, L comme dans 1le théoréme 2 , pour tout w' € h_1(w)
w

(Pe )= (0@ ) w)

De plus, la platitude se transporte par autoconjugaison : si f : X - W est
complexifié d'un morphisme analytique réel f]H :X]B - W]R, (X et W sont

munis d'autoconjugaisons compatibles Oy et Sw ) et si- crx(L) =L, crw(w) =w,

]Pf_, L est le complexifié d'un sous-—espace analytigque réel ]P]? L de
’ ]H ’
W]R , platificateur universel de (f , L) , puisqu'il résulte immédiatement

de la définition du complexifié d'un morphisme d'espaces analytiques réels que

le complexifié est plat si et seulement si le morphisme réel 1l'est.
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§ 3 . Aplatissement local

3.1. Soit f : X =W un morphisme d'espaces analytiques complexes, ou W est
réduit. Soient w €W et L un compact de f—1(w) .

Nous notons &(W) 1la catégorie dont les objéts sont les morphismes m : W' =W ,
compositions de suites finies d'éclatements locaux au-dessus de W , et dont les
morphismes sont les W-morphismes. (cf. [1]).

Soit Cw la voOte étoilée au-dessus de W , et soit Py ¢ aw - W 1'application
canonique (cf. [1]). Rappelons—nous que, par définition, une étoile e € Cw est
une sous-catégorie de &(W) maximale parmi celles qui ont la propriété suivante :
Si o W:.L - W appartiennent & e (i =1, 2), il existe Tyt Wa - W

appartenant & e , et un diagramme commutatif

1
3

tels que W‘3 soit non vide et que 1'image qi(wa) soit relativement compacte

dans W, (i =1, 2).
Soit e € 8w une étoile guelconque telle gue pw(a) =W,

W
99 My
™
W, > W
%w T2

2

Considérons une suite infinie d'éclatements locaux

5= {(Uy Ep 7))y
by = . 2 15
(ot WD =W, et Ty ¢ wa4-1 - Wa est le composé de 1l'éclatement de centre Ea
dans W_| U et de 1'inclusion W lu cw )
o o o o o

ayant les propriétés suivantes :
3.1. La composée des ﬂa 0fa<i appartient & e pour tout entier i> 0 .

3.2, Soit f, : X, =W, le transformé strict de f par {(Ua’Eo{’"a)}O co<i
(cfo§2) (x,=x, f =7)
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def

> [ piad ] 1

141 %3 > Xiq XMW =X
1:i+‘| 1:i

A\ . \Y

L, — s W,

i+1 i

Posons L, =L,
i

. . o - , s
1o X pwi(e) CX;_qg X W, ol py & W, désigne 1'application

w w i i

canoniqgue de la vo(ite étoilée au-dessus de W:.L , et 6w est canoniguement
i

identifiée avec un ouvert de & (ef. [171).
On a vérifié (cf. Théoreéme 1') gu'il existe un sous—espace analytigue complexe
IF'i = IPF.,Li fermé dans un voisinage de w, = pwi(e) dans Wi , qui est
platificateur universel pour (Fi, Li) .
La seconde condition imposée & S est gque pour tout i , ]Pi soit un sous-
espace analytique fermé de Wi | Ui , et que Ei = IIF’i n Wi*, ol Wi* désigne
1'adhérence (sous—espace analytigue complexe réduit) de Wi I Ui - ]Pi dans

Wi I Ui . (cette condition implique que Ei est rare dans Wi l Ui ) .

3.3. PBemargue . - Etant donné (f, L, e) , si 8' = {(U'cx’ E'oz’ Tr'oz)}D <o
avec m'_ : W' - W' et W' =W est une autre suite ayant les m@mes

o a+1 o o
propriétés 3.1. et 3.2., alors il existe une suite de voisinages ouverts Voz

. s '
de Pw (e) dans Ua et une suite de plongements ouverts Ja : Wd | Va - W o

0 o< e tels que

lc
a) Trol(va/+’l Jev, pour tout o
b 1 s = . .
) ™ o ° Ja+1 Ja ° ™, | ch+'! pour tout o , et JO est

1'inclusion canonique.

-1
. ] s ] _
c) Ja(va) cur, et g, (e a) =E, | V, pour tout a.

Autrement dit, la suite des "germes" des éclatements (Ua’ Eoz' nd) aux points

Pw (e) est unique pour chaque (F, L, e) . C'est une conséguence immédiate de
o

1'unicité du germe de ]Pf L du Théoréme 1' au point w €W,
’
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THEOREME 3 . — L'hypothése étant comme ci-dessus sur f : X =W, LCX, e € Ew
et S, il existe un entier o 2 0 tel que pour tout o 2 o le transformé

. . . . . -1
strict f_: X —W de 3.2, soit plat en tout point de Xaﬂ(Lz Wd) nf, (pwa(e))
i.e, en tout point de Xd dont 1l'image par le morphisme canonique Xa - X

est dans L , et dont 1'image par f = est p, (e) .
o

Démonstration . - Pour chaque o =2 1 , soit X'O( le produit fibré de Xa_ et

1
W au-dessus de W par rapport a f et m . Soit f' : X' - W 1la
o o-1 o1 o1 o o o
. . . . - c X! = Y
projection canonique. Posons La Lan—1 X pa(e) X o (LC| L) ot
= . 3 i [ '
pa = pwa : 6wa - WO[ . On a un plongement fermé& canonique Xd > X o de sorte

que F'O[ induise Fa (cf. § 2) . I1 est évident que 1'autre projection
. . -1 -1
' . . . ' ~
X o - X()[_,l induit un isomorphisme des fibres f o (pa(e)) > Fa—- (pa_,l(e)) .
Ceci induit un plongement fermé :

-1 -1
Gy ¢ Fp (o)) e—> F

a1(Pgeq(e))

Nous nous proposons de démontrer gue si fa n'est pas plat en tout point de

Loz n xo[ v P n'est pas un isomorphisme. Reprenons les notations de 3.2..

s 2is 11 . .
La propriété d'aplatissement de ]Pa—1 est locale au point pwa‘_q(e) € wo:—’l y
donc on peut supposer gue ]Pa-‘l est contenu dans Ua—1 . Alors, Ww_1 etant
réduit, on a W u =
o-1 o-1
w est 1'union disjointe des trensformés stricts de W¥* et TP par
o o1 o1

w*cv—'l U ]Por-‘l . Puisque le centre Eot—‘l = W""m_1 n Por—’l y

1'éclatement m . 81 p (e) est contenu dans le transformé strict de TP ,
o1 o o1

alors il existe un voisinage V_ de p (e) dans W_ tel que induise un
o o o -1

1 (cfe The 1',§1)

implique que F'a soit plat en tout point de La , d'ol Xa > X'a est un

morphisme de W V_ dans TP . Alors la propriété de TP
o o4 a1 o=

isomorphisme dans un voisinage de Lot n Xa , et Fa est plat en tout point de

L NX_ . Ceci contredit 1'hypothése sur (f_ , L NX ) .Donc p (e) est dans

o o o o o o

le transformé strict de W¥ par T , qui sera noté W¥* , Evidemment,

1 o1 o1 o -1

(W *%) - w#% | induit par f_, est le transformé strict de f_ ,(W* ,)- w¥

oo o o 1 o-1""a-~1 o1

induit par Fah‘l (ceci résulte du fait que f'a (Wa**) est ouvert dans Xd ) .

En plus, Ea_,l( = W;_,] n Pa—1) a la pr'?lpriété d'étre "universellement aplatissant"
0 . - * 2 - 1 s

pour ce dernier morphisme en Loz—‘l n fa_1(wa_1) . Grce au Théoreéme 2' , § 2, il

existe au moins un point z, 1 € LQ_,' tel que le germe de (Poz-’l au point

z, = Zcx—’l X pa(e) ne soit pas un isomorphisme. Ceci vérifie ce que nous avions

propose.
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Or, si f‘a n'est pas plat en tout po:l.n';: de La n x o pour tout o = 1, alors on
obtient une suite infinie de fibres (p (e)) strlctement décroissante aux
points z = par rapport aux plongements canonigues Fa+1(pa+1(e)) > F (p (e)) ,
o =20 . C'est impossible d'aprés le théoréme de Cartan déj& utilisé en 2 2..

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 3 .

3.4. BRemarque . - Supposons que f : X - W soit donné comme complexifié d'un
morphisme d'espaces analytiques réels F]H : X:IH - W]R . Alors, par définition,
on a des autoconjugaisons complexes T de X = X et CA de W=W_telles
R o [a} o

que X (resp. W]R) soit le sous-espace invariant de X (resp. W) par T
(resp. 00) et FDTD = GDFD , ol 1’0 =f, »

Soient w = W, €X et LD un compact de f (w) tel que TD(LDJ = Lo .« Etant
donné une suite S = {(Ua’ E, n)}

o a''0sa
nous voulons construire une nouvelle suite §' = {(U'a, E‘a, ' )}O <o ayant

ayant les propriétés 3.1. et 3.2.,

les mémes propriétés et de plus la propriété suivante :

3.4.1. I1 existe une autoconjugaison complexe % de W'a (oa n'a : w&-(-'l W'
= > ' = U ' - E!
=0 ), pour chague o =0 telle que oa(U ot) u a’ oa(E cv) E o et

] _ ] N . .
Ty %41 =% Mg pour tout o = 0. (Ici 9, est donnée) . Par récurrence,
supposons que, B étant un entier =0 , tous les (ch’ Ecx’ Tra) = '(U'a, E'a, "'cx]
avec o < B satisfassent 3.4.1.. Puisque nB_,I : WB i WB—" (dans 1e cas B >0 )
est 1'éclatement de centre EB—" au-dessus de UB—" , cette hypothése entraine

qu'il existe une autoconjugaison complexe (unique) O‘B de WB telle que
nB-’I O'B = 05—1 WB—‘I . (03 = o, est donnée si B = O) . En outre, par definition
de la transformée stricte, le morphisme canonique r :X - X est 1'écla-

o1
tement local de centre F;'l (EQ) au-dessus de f’ (U ) . Donc on a des auto-

conjugaisons complexes T de X telles que r T =T r pour tous
o o o-1 o -1 " -1

les o < B . Evidemment, FozTcy = Gozfct pour tout o £ B (’ro est clor\née). Etant

donné (U B, il ) comme ci-dessus, ona ]PB c WB | UB , et WB* , qui ont la

pr‘opriete 3.2.4 Pulsque P a la propriété universelle d'aplatissement pour
(fB, LB n XB) , O'B(]P B) a la méme propriété pour (fB, 'I'B(LB n XB)) .

Soit w, = py (e) . Si w, = o.(w,) , la propriété universelle implique que TP
B WB B B-"B B

et oB(ZIPB) donnent le m@me germe analytique complexe au point we - Si wB;!os(wB)

il existe un voisinage ouvert V de w, dans W, tel que V N O‘B(V) =@ .

B B

En tout cas, on trouve un voisinage ouvert U'B de w en méme

B (et de GB(WB)
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temps) dans UB n GB(UB) tel que :

Py | UgNugN GB(UB) = oB(]P B) | Urg Nug N cB(UB)

et We* | Ug NUg N GB(UB) GB(wﬁ*) | UgNug N GB(UB)

Soit alors TP.' 1le sous—espace analytique complexe fermé de WB | U'B tel que
') = ' t B' | U _NU, =T uU'_ NU, , soit W#' le sous—espace

p(R') =F') et B | Vg NUg =Py | B B

analytique complexe fermé de WB | U'B tel que oB(Wg') = wg' et

W |u'snuB=w§ | U'g NUg s et soit E'g = Fy' NWE . Soit enfin

B B B
(U’Y, E'Y, n'Y) la restriction de (UY' EY’ nY) au-dessus de 1'image réciproque
de U'B dans WY pour tout Y > B . Alors {(U'a’ E'a’ n'a)} a les propriétés

3.1., 3.2., et de plus 3.4.1., pour tout o $ B . On montre ainsi par récurrence

1'existence de la suite §' cherchée.

3.5. PRemargue . - Dans l'hypothése de 3.4. si la suite S satisfait 3.4.1.
pour tout o =2 0 , alors on a une autoconjugaison complexe Td de Xa (une et

une seule pour chaque o ) de sorte gue le diagramme canonique commutatif :

X > X = X
o [s]
f f
o
\" \
w —_— W = WD
¥ 1 nj
o>jz0

commute, en outre, avec les autoconjugaisons complexes Oy TD, o et T .

o o
. . . . . R R R
Donc il existe un morphisme analytique réel f : X - W dont f est un

complexifié, Ici, il est possible que W]R soit vide (et donc XIq l'est au551)
En général, si W est un complexifié d’un espace analytique réel WI%, alors pour
toute étoile e € Cw , 11 existe sa conjuguée complexe c“(e € 8w définie comme
suit : Soit m : W' = W un morphisme quelcongque appartenant & e . Soit *W'
1l'espace analtyique complexe conjugué de W' (ou simplement : le conjugué de W' ).
(*W' est identique & W' en tant qu'espace annelé, et sa structure complexe

est obtenue par la conjugaison complexe usuellle p : €C = C . Autrement dit,

*W' est obtenu de W' par 1l'extension de base p : C = C). Alors on a le

morphisme de conjugaison canonigue Pyr ¢ W' - *y (qui, par définition, est
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1l'identité de W' en tant gu'espace annelé et induit p du corps des fonctions
constantes de W' dans celui de *W' ). Ensuite, il existe un morphisme analytique

complexe *mx : *W' - W (unique) gui rend commutatif le diagramme :

W' T > w

o

Py
\ A

*W m > W

ot o (= cb) désigne 1'autoconjugaison donnée de W . (En fait, il existe un

diagramme canonique

we T > W
pwl pw
v - \%
*W! > ww

ol np est identique & ™ en tant que morphisme d'espaces annelés, Alors o

est donnée comme étant ne Dy ol # est un isomorphisme analytique complexe

w:*W-oW, 0na *n:n.np.)

Si nous regardons une étoile e comme une classe de morphismes f{m}; m : W' - W,
alors {*r}, avec les *mr définis comme ci-dessus,est encore une étoile au-dessus
de W, gue 1l'on désigne par cw(e) . Ainsi on obtient un automorphisme (topolo-

gique) o_ de &, et un diagramme commutatif :

© w
p
W
6w > W
L O o
\%
p
W
e
W > W

Les e € ew telles que cn(e) = e s'appellent les étoiles réelles au-dessus de
W,S5i ec€ 8w est réelle, les espaces %f associés & la suite donnée S comme

ci-dessus ne sont pas vides.

Soit W un espace analytique complexe, et soit {ni H W:,L - W} une famille de

morphismes dont chacun est obtenu par composition d'une suite finie d'éclatements
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locaux au-dessus de W ,

3.6. Soit U un ouvert de W , On dit que {ni} est compléte au-dessus de U
si
-1
Pw (U) < p &n.
i i
ol eh désigne 1l'ouvert de 8w formé de toutes les étoiles e € 8w contenant
i
m. . (C'est & dire que eh est 1'image du plongement canonigque Bw - &w induit
i : i
par m, . Cf. [1], Prop. 2.7.). Pour une famille {ni} finie, 8&tre compléte
i
équivaut & dire que pour tout sous-ensemble compact K de U il existe un
systéme de sous—-ensembles compacts Ki C Wi (un pour chague i ) tels que K

Kcu ni(Ki) (cf. [1], Th. 3.5.).

THEOREME 4 . - (Aplatissement local). Soit f : X = W un morphisme quelconque
d'espaces analytiques complexes, ou W est réduit. Soient w € W et L un sous-—
ensemble compact de F_1(w) . Alors il existe un voisinage ouvert U de w dans
W et une famille finie de morphismes {nj H W‘j - W}1s‘ern obtenus par compo-

sition de suites finies d'éclatements locaux, ayant les propriétés suivantes :

1) {ﬂj}1 sj<m est complete au-dessus de U

2) Si les diagrammes canoniques des transformés stricts sont notés par :

q.
X, Jd_ > x
3
., f
3
v v
.
W, d > W
3

alors Fj est plat en tout point de ng(L) pour tout J 1€j<m.

En outre, si f est donné comme complexifié d'un morphisme analytique réel f]q ,
alors on peut choisir les m, de telle fagon qu'il existe un morphisme analytigue
réel m FR dont nj est un complexifié. Par conséquent, fj est un complexifié

d'un morphisme analytique réel F;m (on suppose bien sOr L c X]H ).

Démonstration « — Gréce au Théoréme 3 , pour chague e € 8w tel que pw(e) =w,
il existe m_ : we W (= HDSi<a m, pour une suite S = {(Ui, Ei’ ﬂi)}USi
ayant les propriétés 3.1., 3.2. par rapport a (F, L)) tel que si Fe : Xe - We
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est le transformé strict de f par m, (ou bien, par {(Ui’Ei’ni)}OSi<a ),

f, soit plat en tout point de X, n F:(pw (e)) dont 1'image par le morphisme
e

canonique A : Xe - X est dans L . Par l'ouverture de la platitude et la

compacité de L , (donc de q: wyn F;1(pw (e)) il existe un voisinage ouvert
e

N, de q;1 L)y n F: (pwe(e)) dans X, tel que f_ soit plat en tout point de

N .
e

Puisque fe induit un morphisme propre q: (L) - We (souvenons—nous de

1'existence d'un plongement fermé Xe > X X We ), nous trouvons un voisinage

w
-1 -1
ouvert Ve de w, = pwe(e) dans We tel que Fe (Ve) n A L) c Ne . ewe
étant considéré de fagon naturelle comme un ouvert de Ew , p;l (Ve) est un

voisinage ouvert de e dans €, , et 1'on a p;l(w) c u p;'(ve) , ol e

e
parcourt p&'l(w) . Or gréce au théoréme 3.4. de [1], Py * Ew - W est propre,
et donc p;l(w) est compact. Donc il existe un nombre fini de ej € p;l(w)
(13 <m) tel que m
=1 -1
o (e) © U gV, )
j=1 Bj J

et encore par la propreté de pw , 11 existe un voisinage ouvert U de w dans
W tel que

-1

py (U) <=

I3

Py (V) .

1 s j
J 3 J

(ici 1es We sont les WE considérés au début de cette démonstration, avec
J
e=e, .
)
Soit W,
J

w ' \Y) , et soit m, : W, - W 1le morphisme induit par m .
e. e, J J e,

J J J
(1 <3 =sm.

Alors, il est évident que la famille a les propriétés 1) et 2)

{nj } 1€j<€m
du théoreme,

Dans le cas ot f est complexifié d'un morphisme analytigue réel F]R on peut
d'aprés les remarques 3.4., 3.5. pour chaque e € p;] (w) choisir la suite

8= {(u;, By my)lgey

morphismes analytiques réels, De plus, on peut choisir Ne c )(e puis Ve C WE

de telle fagon que tous les m soient complexifiés de

de sorte que ceux—ci soient invariants par les auto-conjugaisons complexes
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respectives. Dans ce cas, les morphismes 1, définis ci-dessus sont complexifiés
de morphismes analytiques réels qu - #“ ol wF' est la structure analytigue

réelle donnée.

3.7. BRemargue . - La seconde partie du théoréme 4 ci-dessus implique le théoréme

analogue d'aplatissement pour un morphisme analytique réel.
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