Asterisque

LEDUNG TRANG

Une application du calcul de R. Fox : le contre-
exemple d’A’Campo

Astérisque, tome 7-8 (1973), p. 277-283
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1973__7-8__277_0>

© Société mathématique de France, 1973, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http:/smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1973__7-8__277_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

UNE APPLICATION DU CALCUL DE R, FOX :
LE CONTRE-EXEMPLE D' A' CAMPO

~ ~ /
LE DUNG TRANG

E. Brieskorn avait conjecturé que la monodromie locale d'une hyper-
surface & singularité isolée était finie. Le théoréme de monodromie montre
que la monodromie locale est quasi-unipotente, i.e. les valeurs propres de
la monodromie locale sont des racines de 1'unité (cf. [8], [4], [2]). Pour
démontrer la conjecture de E, Brieskorn il suffisait donc de montrer que la
monodromie locale est semi-simple, i.e. son polyn8me minimal n'a que des ra-
cines simples. Dans L9], Lé Dﬁhg Tréng a montré que c'est bien le cas pour la
monodromie locale d'une singularité d'une courbe plane analytiquement irré-
ductible. Pour cela, on utilise la présentation du groupe fondamental local
du complémentaire de la singularité calculé par O. Zariski en fonction des
paires de Puiseux (cf, [14]X Depuis, N. A'Campo a donné de ce théoréme une dé-
monstration géométrique plus élégante (cf. L1]). Dans le cas des singulari-
tés isolées de polyn8mes quasi-homogénes (cf. [11]) la conjecture de Brieskorn
est également vraie. En fait dans Ll], N. A'Campo donne un contre-exemple a
la conjecture de Brieskorn. En utilisant un résultat de M. Sébastiani et
R. Thom L13] sur la monodromie, ce résultat donne qu 'en toute dimension la
conjecture de Brieskorn est fausse. Le probléme reste a savoir dans quels cas

la conjecture de Brieskorn est vraie.

1.- LE CONTRE EXEMPLE D' A'Campo

On considére la courbe complexe plane C d'équation

3

2
(1(2 - x3)(1(3 - xz) = 0. On appelle C, la composante Y = X~ = O de C et C

1 2
l'autre composante. On sait que si eo >0 est assez petit, les sphéres Se

centrées en O de rayon ¢, 0 <¢ < 8,1 sont transverses a la partie lisse de
C (cf. [10]).De plus J. Milnor a montré que Se - C a le type d'homotopie de

B, - C (cf. [10]). Le groupe du complémentaire de l'entrelacement S, NC dans

€
Se est alors égal au groupe fondamental local du complémentaire de C en O

(d'aprés [12]),Nous allons calculer ce groupe.

On peut trouver un polydisque D, x D, dans @2 tel que :

1 2
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1) 2, xD,) = C = ((d, xD,) -C,)V ((D, xd,) -C,) ;
2) ((dp, xD,) - Cc )N (D, x ¥,) - C,) = W, X W, ;

3) d (D, x Dz) -C est homéomorphe a 8¢ = C pour 0 <6 S;eo.

1

Nous laissons au lecteur le soin de montrer l'existence de D1x Dz.

On peut alors calculer le groupe fondamental de b(D1 X Dz) - C en

utilisant le théoréme de Van Kampen.

Pour fixer les idées, soit 3i le rayon de Di (i = 1,2). Choisissons
comme point de base le point (31, 32) € bD1 X sz. On note Pi le lacet obtenu

en paramétrant bDi (i = 1,2) en partant de (6§ 32) dans le sens positif dé-

1’
terminé par l'orientation naturelle des axes des abscisses et des ordonnées.

On calcule tout d'abord le groupe fondamental de bD1 X D2 - C1.

Pour cela on remarque que la projection de ODl X D2 - C, sur bDl est une fi-

1
bration localement triviale dont les fibres sont des disques moins 2 trous.

Comme dans [3] (théor.(1.2) choisissons 9, et 9, deux générateurs du groupe
fondamental de {31} X D2 - C tels que gzg1 = Pé ou Pé est classe d'homotopie
de P2. Soit ® 1l'automorphisme du groupe fondamental de 131} X D2 - C, défini
par un homéomorphisme caractéristique de la fibration de (bD1 X Dz) - 01 sur

¥

1 on a alors une présentation du groupe fondamental de bDl X D2 - C

- on a les générateurs P!, P!, 9,1 959 ol P! est classe d'homotopie de

1 2 1
P1 dans (bD1 X Dz) - C1'
- i N [ -
et les relations : P2 92 91
-1 -1
[} P! = P! pt
Pl 9 2 92 "2
-1 2 -2
(- ]
P 92 P Pz 91 P

De m&me en appelant Pg la classe d'homotopie de Pi dans D1x sz- (o}
on obtient une présentation du groupe fondamental de D1 X sz - C. Le théo=-

réme de Van Kampen nous donne alors le groupe fondamental de b(Dix Dz) -C :

Py, Py

- on a les générateurs P!, P} 57 941 950 hyy b

2’ 1’ 2’

- et les relations :
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LE CONTRE-EXEMPLE D' A'CAMPO

P! = P

Py = P}

Py =959

Py = hyh,

P"191 P! = Pl g, Pé-l
Pl Py = Py%e, Py
pg'l hy Py = Pl h P;—l
Pg'i h, Py = P;z hy P;'z

Choisissons des entiers x et y tels que 3 x= 2y + 1 (par exem-

ple x =y = 1),

En écrivant P! = P" = P, (i = 1,2) et
1 1 1
x Yy 3 =3y =2y
= P
Q = (P} Py 9" Py 1
_ x 5y 3 =3y -2y
Qz = (P2 P1 h1) P1 P1

un calcul élémentaire donne que le groupe en question est engendré par P P

Q

1’ "2

Q, avec les relations :

1’ "2
& 5} 72
P, P, le P;l =1

Remarque : Dans [7] on donne un calcul général dans le cas ou la
courbe a l'équation (X" - M) (xP - Y%, ce calcul explique les élucubrations

calculatoires précédentes.
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2.~ LE CALCUL DE R. FOX

On fait comme dans [5] et dans [6].

D'une part, on sait que 1l'on a une fibration ¢ : §g = C = 81, la
fibration de Milnor (cf. [10]),quand e >0 est assez petit. On a donc une
courte suite exacte d'homotopie :

1om (Fyx) »m (S =C, 3 2m (3, y(x) 1

1
ou x € S, -~ C et F est la fibre w-l(w(x)). Notons G = m (54 = C, x). On a

donc un morphisme de G sur Z .

Soit L un groupe libre de type fini dont G est le quotient et tel

que le noyau de L 2 G soit engendré par rl,..., r . On note Q[L] l'algébre

k
du groupe L.-a coefficient dans Q.

On appelle dérivation de QLL] un endomorphisme Q-linéaire D de

Q[L] tel que
D(x y) = D (x) K(y) + x D(y)
ou K( ¥ nc g) =L nc pour tout I no o € Q[L].

o€F o€F

Si Xyreeey X sont des générateurs de L, on trouve qu'il y a une

dérivation de QLL] et une seule notée telle que :

o]
dx

i

= x, = Sij (symbole de Kronecker).

Soit ¢ QLL] - QLz] ~ Q[t,t-l], le morphisme donné par
L 2?2 G ~-Z, On peut toujours supposer k 2 r. On a alors une matrice
(aij) = (o (35% rj)) a coefficients dans QLt,t-1] appelée matrice d'Alexander-
Fox de G » & ‘relativement & la présentation (xi,rj). On note 5i 1'idéal
engendré dans Q[t,t-1] par les mineurs (k-i) X (k - i) de cette matrice

(i = 044044y k=1)., On convient que éi = QLt,t-1] si i > k.
On note Ai le générateur de 51.

Le polyn8me Ai est déterminé a4 une puissance entiére de t preés,

Dans [6], R. Fox démontre que la suite des idéaux EOC.”. [ Ek 1 C oo est
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LE CONTRE-EXEMPLE D' A'CAMPO

indépendante de la présentation de G choisie.

En appliquant ce qui précéde a4 la présentation de G donnée par la
courte suite exacte d'homotopie ci-dessus, on trouve que les Ai (i=1, eee,
k-1) sont, & une puissance de t prés, les diviseurs élémentaires de la mono-
dromie locale de C en 0, (cf. [9])et que Ao = 0. Ainsi, 4 une puissance ge

t prés, A1 est le polyn8me caractéristique de la monodromie locale et T

est le polynSme minimal de la monodromie locale. 2

Calculons alors la matrice d'Alexander-Fox de G = Z pour la pré-

sentation de G calculée dans le § 1.

On remarque que Q1 et Q2 s'envoient sur t5, P1 et P2 s'envoient

sur tz, car gl, 92’ h1 et h2 s'envoient sur t. On obtient la matrice :
10
t5'1 o ) o}
t7- 1
10
) t5'1 ) 0
t7- 1
4 10
1 - ¢t --t't2 1 -2 0
1 - t2 1 -t
t4 - tlo 1 - t4 2
- ———-——E— - —-—-—5 t -1 (o]
1 -t 1 -t

Additionnons la quatriéme ligne a la troisiéme. Cette opération ne

change pas le calcul des idéaux & i On obtient
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t5 = o o o
t -1
10
) ts = o 0
t -1
10 10
t - 1 t - ; o o
1 -t 1=t
L 10 4
_t - t2 _1-t 2 -1 o
1 -t 1 -1
On trouve alors :
A =0
o
2
10
Ay = (=) (£ - 1) =(¢7 + 1P (¢ - 1)
1
t -1
A = t5 + 1
27 1+t
A1 ts + 1 2
et le polynSme minimal de la monodromie locale est " Ti1 (t+1)“(t-1),
2
et a une racine double. La monodromie n'est donc pas finie.
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