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PROBLEMES DE CAUCHY RELATIFS A UNE SURFACE INITIALE
CARACTERISTIQUE = APPLICATIONS
par
M.S. BAQUENDI et C, GOULAOUIC

Purdue University
Université d'Orsay
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On démontre une extension des théorémes de CAUCHY-KOVALEWSKY et HOLMGREN au
cas de surfaces initiales caractéristiques ; on en déduit des résultats de régulari-
té analytique pour des opérateurs changeant de type,

Soit un opérateur différentiel P & coefficients analytiques dans un ouvert
de IRn+1 et une hypersurface S analytique et caractéristique pour £P ; on
donne des hypothéses suffisantes et une méthode pour obtenir des théorémes d'exis-
tence et d'unicité pour le probléme de CAUCHY pour gD relativement & la surface
initiale S ; on donne ici seulement, les résultats essentiels sans discuter les
hypothéses minimales et sans détailler les démonstrations ; des résultats plus

complets sont donnés dans [2] ,

I.,- Notations et principaux résultats,.-

On se place tout de suite dans la situation ou © est un voisinage de 0
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PROBLEMES DE CAUCHY CARACTERISTIQUES

dans an+1 ; on désigne par (t,x) € R x K- le point courant de an+1 et la
surface initiale S est {(t,x) €& ; t=01} .
Soit un opérateur différentiel d'ordre m €N ,
® - $(t,x,D,,D. ) (p =0 et D% - --9-If-|--- pour a = (a,,..e )
" t = ot X T T 00 5ot 1700 %

3 coefficients analytiques (*) dans O , et on suppose que le coefficient de Dm

n'est pas identiquement nul (**) et que 1l'on peut écrire

k m k-1 _m-1 m-k
(1) Plo,x,0,,0) = 0% +a_ 7D 4 wa (0 4
+ T tmax(o’k‘”p”'m)nﬁa ﬁ(,t,x)nf;
p<a Dy
p+[B|¢n
avec k et m entiers et Ogkg¢m et les coefficients aj et ap 8
’

On dira qu'un tel opérateur est du type de FUCHS pour t=0

partie principale fuchsienne de P 1ltopérateur

m-k

km
(2) FDL 4+ eeees 8 Dy .

L'équation caractéristique associde & (2) est :

t

analytiques,

3 on appellera

(3 A=) (mu1) + am_1x(x-1)...(x-m+2)... + am_kx...(x-m»,kn) =0

Les racines de (3) (appelées racines caractéristiques) sont notées

)\.1y...,7\k 9 Ak+1 =0y..., Km = k=1

Nous avons alors essentiellement les résultats suivants 3

(*) Il est possible de supposer seulement 1l'anelyticité en x et la continuitd

en t

(**) I1 serait possible de lever aussi cette restriction et de traiter les

"problémes de GOURSAT" correspondants,
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BAOUENDI ET GOULAOUIC

THEOREME 1,-
Supposons que :

xj(o) £ W (ensemble des entiers naturels)

pour 1gigk -

Soient uo,....,u des fonctions analytiques au voisinage de 0

k=1
dans m? et f une fonction anlytique au voisinage de 0 dans m?*’
I1 existe une fonction analytique u unique telle que 1l'on ait dans un

voisinage de 0 :

R =t

D'?cu(o,.) =, pour 0 mkt .

THEOREME 2,-

Soit h un entier positif tel que Re (h (0)) <n pour j=t,...,m.
Soit u une fonction de classe Ch dans un voisinage de 0 , nulle
pour t<0 et vérifiant ~fu = 0 dans un voisinage de O ,

Alors u est nulle dans un voisinage de 0 ,

Le Ter théoréme est une généralisation du théoréme de CAUCHY-KOVALEWSKY
(qui correspond & k=0) et contient aussi des résultats de HASEGAWA [ 4] (qui
correspondent a k=1), Remarquons que le cas d'une surface initiale non caractéris-
tique avec des points caractéristiques, comme dans [ 6] par exemple, n'entre pas
dans cette étude,

Le 2éme théoréme est une généralisation du théoréme de HOLMGREN ; on pourrait
le prouver pour une fonction u qui serait de classe Ch seulement en t et &
valeurs distridutions en x ; mais il est toujours nécessaire de faire une
hypothése de régularité & priori sur u (par exemple la fonction A'HEAVISIDE Y
sur |R vérifie (tDE + Dt) Y =0)!.

Rappelons que les méthodes usuelles utilisées pour prouver le théoréme

classique de HOLMGREN (relatif & une surface non caractéristique) utilisent une
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PROBLEMES DE CAUCHY CARACTERISTIQUES

"convexification" : on se ramdne au cas ol la fonction wu est déja nulle dans un
ouvert O - G’+ ol ®—+ est strictement convexe, puis on utilise une intégration
par parties et le théoréme de CAUCHY-KOVALEWSKY ou bien l'unicité d'une solution con-
tinue en t & valeurs dans les fonctionnelles analytiques pour le probléme de
CAUCHY relatif 2 t=0 , comme dans TREVES [9] .

I1 semble impossible d'utiliser ici cette méthode qui perturbe profondément
la nature du probldme de CAUCHY et fait apparaitre des difficultés inextricables,
Nous allons en fait utiliser une adaptation de la méthode de TREVES [9 ] qui

évite la "convexification",

II.~ Méthode abstraite pour le probléme de CAUCHY,-

II.1- Cette méthode a été dégagée par YAMANAKA [10] , OVAJANNIKOV [8] et
TREVES [9 ] ; rappelons bridvement 1l'essentiel :
Soit une famille (Xs)s>o d'espaces de BANACH sur R ou € ayant la
propriété
Xs G Xr pour r >8 >0 (avec injection de norme 1)

(une telle famille est appelée une chaine croissante (*) d'espaces de BANACH) H

soient T>0 et (A(t)) une famille d'opérateurs linéaires qui, pour tous

t € [o0,T]

r >s >0 sont continus de XS dans Xr , vérifient une hypothése de continuité

en t et sont de type p (réel > 0) , c'est & dire :

Mgy 5y < TLSP :

ou M est indépendant de t,r,s |,

(*)

On peut aussi considérer des chafnes décroissantes,
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BAOUENDI ET GOULAOUIC

Le résultat suivant est bien connu (cf [8 ][9 J[10})

Soient s >0 et (A(t))t ¢ [0,1] une famille d'opérateurs de type 1,

Pour tout s > S, il existe € > 0 tel que

Pour tout f € C°([O,T],Xs ) et pour tout u € X, il existe

u unique dans C°([O,€],XS) verifiant °

_%‘_;_ +A(t)u = £ dans  c°([0,e],X,)
[ u(o) = u; .

Avant 4'étendre ce résultat abstrait, nous allons préciser les chaines (X )S>O
s

que nous utiliserons,

Soient @ un ensemble borné de R 3 pour s > 0 , on note

Q = aL€J Q B(a,s) ou

Bla,s) = {z € ¢ ; sup |zi— aii <s}.
1<
On désigne par ES(Q) l'espace des fonctions continues de 'c'zs dans @

et homolorphes dans Qs s on munit cet espace de la norme

Il (g)

= sup |£(2)]
z €Q
qui en fait un espace de BANACH,

Pour simplifier les probldmes ultérieurs de densité, on considére plutdt

. , (g

lt'espace FS(Q) qui est l'adhérence dans ES(Q) de 1l'espace (G ) des fonctions

. n
analytiques dans R

On a évidemment, pour r >s >0 ,

r.(@) oF (a) ,

1'injection étant de norme 1 et d'image dense,

L'introduction de ces espaces est justifiée par le résultat suivant s
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PROBLEMES DE CAUCHY CARACTERISTIQUES

LEMME 1,
Soient r >s >0 et f € F () ; pour tout w € F (@) , ona:

du 1
e I § —— [Ifll lfull
Sz, Fy(Q) T -8 r (@)™ 'r (0)

La démonstration de ce lemme est une simple application de la formule

intégrale de CAUCHY associée & des polydisques de rayon r—-s dans Cn .
Les espaces (Xs) que nous considérerons par la suite seront de la forme

(F;(Q)) ou du dual (Fé(Q)) .

II.3 ~Théoréme de CAUCHY abstrait pour des équations de FUCHS,-

On considere 1'équation (avec ogkgm )

m-k -1 as - J
(4) (+5 D +eeeee ¥a D Ju=f 43 £ID B, 5%
J=0
avec aj = Max (O,j+k-m+1)
et ou am_1’ cecee 9 am-k

sont des fonctions qui opérent continuement par multiplication dansune chafne (Xs)s>o

croissante d'espaces de BANACH et les opérateurs (Bj)j o sont de type J

=lseeees

dans la chaine (XB)S>O .

Les racines de l'équation caractéristique associée

A=) Oem#)+ Lol 4 a )»(h-1).....(x—m+k+1)

sont @ M,“n.,&,1m1=0,%ﬂ=1,.nu,hm=wb1.

On a alors le résultat suivant ¢

THEOREME 3

On suppose gue (xj)a—ﬂ,...k
soit h € I et tel que Re ()‘1') <h pour =1, ..... ,m, ;
soient so>0 et T> .,

Pour tout s>so , il existe g>0 tel que :

Pour tout f € Ch([—T 7],X, ) et tout (d Y eeees
So

ne prennent pas de valeur dans N ;

) e ()

il existe une fonction u de classe Ch([-g,e] Xg) unique Verlflgnt
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(4) et telle que
Diu(o) = dj pour 0 & J § mk=1 ,

De plus, si f est analytique (en t), la solution u est aussi analytique,

La démonstration de ce théoréme est un raffinement de la méthode des
approximations successives et utilise des résultats sur les équations différentiel-
les de FUCHS ; signalons qu'un cas particulier est prouvé dans [3] par une méthode
qu'il ne semble pas facile de généraliser,

I1 est facile de voir que le théordme 3 implique le théoréme 1 en prenant

p
aj’BD'

une chafne (%) aéfinie par X, _g = Es({o}) et les Bm-j =3
j+|g|<m

S O<S<S1 s

ILa démonstration du théoréme 2 est plus difficile,

III., - Théoréme d'unicité locale,-

précisions d'abord que pour tout @ borné, l'espace g'(*) s'injecte
!
dans Fé(g) pour tout s>0 par (pour T € g') :
Q
veo c®B(™) , <10 = <T,e| >
Etant donnédes les hypothéses du théoreme 2, (oW on suppose de plus que
xj ne prend pas de valeurs dans [N , pour clarifier ici la démonstration et se
ramener au théordme 3) ., on choisit une boule ouverte Q dans Rn de centre
0 et T >0 tels que :
[—'T,T] XZZ c 6

La fonction wu est de classe Ch et vérifie u = 0 dans un voisinage

de [-7,7) x@ , et est nulle dans [-T,0] x @

N

(*) L'espace §g' ddsigne l'espace des dictributions sur un voisinage de Q2 3
Q

suppert ccmiact dans Q
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PROBLEMES DE CAUCHY CARACTERISTIQUES

L'hypotheése Re (xj(x)) <h est vérifide pour x dans un voisinage
de R .
Soit maintenant une fonction ¢ € 9 (@) , valant 1 sur un voisinage de
l'origine ; on pose
v(t,x) = cp(x) u (t,x)
et on a

h - 5 -
r veco ([-r,7lx2), Div(o,x) =0 sur Q pour 1gjgm-k-i
Py = [P,9lv = ¢ avec

£ ¢ X[~1,1] , g )
Q

B—

SuppfC w X [—T,T] ol w est une couronne contenue

L dans Q@ et telleque 0 £ we
Pour prouver le théoréme 2, il suffit de démontrer le lemme suivant :
LEWE 2 :

Pour tout a € - , il existe e(a) > 0 tel que v(t,a) = 0 pour

0gt ela) .
S

Pour démontrer ce lemme, on procéde en 4 étapes :
. On considdre f € Ch([—T,T],F; (0) ) pour s > 0 convenable ;
o
le théordme 1 impiique que pour s > s, » il existe e=a(s,so)> 0
et une fonction unique w € Ch([-e,e], F;(w) ) telle que :

j (‘GKDIt[l teeens ta

-k m-1 .
Dy w =f + £t%¥ 0B w

X .
3=0 t Tm=j

l Diw(o) =0 pour 0 & j § mk~1e

.o On peut aussi considérer f € Ch([-T,T],F; (@) ) et alcrs 1a
o
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LEMME 3 3

que
Si
W e

La démons

formément vers

alors nécessairement V(a) = 0

BAOUENDI ET GOULAOUIC

solution unique du probléme de CAUCHY correspondant donnée par le
théoréme 3 est la fonction v € Ch([—e,s] , F;(Q) )e

Les identifications effectudes (Fé(w) G.F;(Q) pour tout s>0 )
impliquent que pour tout t € [—e, e] s la restriction de w(t)
a FS(Q) est v(t).

I1 suffit maintenant, pour conclure, d'utiliser le lemme suivant s

’

Soient @ un ouvert borné de RS et a € {JT» s il existe s8>0 tel

V est une fonction continue & support compact dans R et
F;(w) tels que

vo ch(c") , w,e> = an(x)ﬁ(x)dx ,

tration de ce lemme se fait en utilisant une suite G—k d*exponen~

tielles qui tendent vers la mesure de DIRAC au point a et qui tendent aussi uni=

0 sur un voisinage complexe T"s de w (avec s > 0).

IV,~ Régularité analytique pour des opérateurs "changeant de type",-

Nous montrons la méthode sur un exemple extrémement simple et renvoyons &

Soit ?

Pour un ouvert G de IR

[ 2] pour des résultats plus généraux,

(t,x,Dt,Dx) =Dt D, + 4 ;

t 7t ’

o , on note

T
3 P
O = {(t,x) € ©; toute caractéristique réelle de Fissue

de (t,x) touche I et que la portion de caracté-
ristique entre (t,x) et le point de contact avec
T soit entidrement contenue dans 6}
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PROBLEMES DE CAUCHY CARACTERISTIQUES

T est la partie hachurée de O dans la

figure ci-contre (pour n=t)

on a alors le résultat ¢

THEOREME

Soit u € c1(&) et telle que FPu soit analytique dans -,

alors u est analytique dans O-

Pour prouver ce résultat, on montre d'abord que u est analytique dans
{(t,x) €67; t » 0} en utilisant des résultats de [1 ] de régularité analytique
jusqu'au bord pour des opérateurs elliptiques dégénérés,

D'aprds le résultat d'unicité (Théoreme 2) ci-dessus, u est donc andy
tique dans un voisinage de I , Enfin, on conclut, en utilisant les résultats
connus sur la propagation de l'analycité (voir [7] pour le cas traité ici, ou

des résultats plus généraux et récents de ANDERSON et de KAWAT et KASHIWARA, ),

T S e e e T I e
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