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UNE CLASSE D'OPERATEURS A CARACTERISTIQUES
DE
MULTIPLICITE CONSTANTE

(Jacques CEAZARAIN)

Université de NICE.
INTRODUCTION

On étend & une classe d'opérateurs & caractéristiques multiples des résultats
déja connus pour les opératevrs reels de type principal.

Dans la premiére partie, on considére les opérateurs & multiplicité constante et
ayant une partie principale hyperbolique. Pour que le probléme de Cauchy soit bien
posé on est conduit & introduire une hypothése sur les termes d'ordre inférieur, alors
avec cette condition dite de Lévi,on démontre que les noyaux qui résolvent le pro-
bléme de Cauchy se construisent & partir d'opérateurs intégraux de Fourier.

Dans la deuxiéme partie, on considére plus généralement des opérateurs reels &
multiplicité constante et vérifiant la condition de Lévi. Dans ces conditions on
nontre que le spectre singulier des distributions wu solutions de Pu=o0 est
constitué de bandes bicaractéristiques, résultat déja démontré par Duistermaat et

Hurmander [6] pour les opérateurs & caractéristiques simples.

I. OPERATEURS HYPERBOLIQUES A MULTIPLICITE CONSTANTE.

a) Enoncé du théorénme 1.

Soit X' une variété €% comexe de dimension n-1 et X =R x X' 1la variété
produit, x:(xo , x' ) le point générique de X et B = (%0 ,§’) un vecteur
cotangent en x. On utilise sans les rappeler les notations de Hormander LB} pour
les opérateurs intégraux de Fourier.

On dit qu'un opérateur différentiel P(x,D) & coefficients C(X) et a
partie principale reelle p vérifie l'hypotheése (H) si on a
( » les hypersurfaces Xt ={x P X = to ; ne sont pas caractéristiques

H) o
* les racines en §_de 1'équation p(x, Eo ,5') = o sont reelles

et de multiplicité constante pour (%, EJ) & R x T*(X')\\O .

Notons Aoéx, g’) « =1, ...,52 les racines distinctes deux & deux et
T les multiplicitégj de sorte que Tt I‘sz =n =degréde p (on sup-
pose que le terme Dﬁ a pour coefficient 1 dans P).

On considére le probléme de Cauchy sous la forme suivante :
(%) étand données des fonctions f éCoo(X) ot gj & COO(X') J=0, ¢, m=1
|

trouwer u €C°(X) solution de Pu=f et Dgu1x_t = g .
- 135 - oo 7



CHAZARAIN

En général ce probléme n'admet pas une solution et une seule i moins que les
ternes d'ordre inférieur de P vérifient une condition ( Lévi £103, A. Lax [ 9]},
Yemaguti (167, Mizohata~Ohya [11] [12] , Flaschka-Strang (7] , Ohya(13] ) que
1l'on appelera condition de Lévi (L)). Notons que dans les fonctions analytiques et
pour des coefficients analytiques le probléme (=) est bien posé sans hypothéses
supplémentaires (cf. Bony-Shapira [1] ) , mais de méme que le théordme de Cau-
chy-Kowaleski est malheureusement faux dans les fonctions ¢® i1 en de mlme du
probléme (%). Introduisons maintensnt le condition de Lévi sous une forme voisine

de celle utilisée par Flaschka-Strang UT77) .

Définition 1. L'opérateur P satisfait 2 la condition de Lévi (L ) en
-1 . ,
(y,tl) e p (o) € T*(X)\NO si : étant donnée une phase ¢ (x) solution de
/3 xoﬁf - Ao((x, Dx'(f ) = o au voisinage de y avec d % (y) = R ona

(1) o it e P( aeit?) = o(t™Tet) t —> +00

ol a & Cgo et a son support dans unvoisinage de y ol (e est solution avee
d \p 0. L'opérateur P vérifie la condition de Lévi (L) si (Ly ) est satis-
’

. -1 R
faite en tout point de p (o).

On peut alors énoncer le principal résultat de cette partie

Théordmel. Soit P un opérateur de degré m qui vérifie les conditions (H) et (L)
alors il existe des opérateurs intégraux de Fourier
g, -1/4
E/,_é 1 (X, x ;¢) = 0peee,met
tels que

(2) PE, = 0 et Y BT Sj’/g iy 3= 0yennymed

pour une relation canonique convenable C et ou -1;/5 r-1 7“ avec r = mf‘x T
et Xj désigne l'opérateur de trace sur X' de la dérivée Dg (t0 est fixé

aussi on identifie Xt avec X').
o

b) Idée de la démonstration du théoréme 1.

L'indice /u. étant fixé on l'omet dans ce paragraphe, ainsi E, = E. Précisons
tout d'abord la relation canonique C . Pour to fixé et 4 =1,..., & on définit
la relation

o (6) = {x T,y ) (%) et (v, 5, ALty a)n)

sont sur une mfme bande bicaractéristique de gq =§o - >\ x(x,gi) }

et 1'on pose c = e ) .
P o
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On construit E sous la forme F1 + ceo+ F_ avec
-
B = 1/4

P& (x5 o lt)) Dy =T =1 =4 et 1'on

A . s k) . : . .
déternmine F _w F par un développeuent asymptotique avec des opérateurs
k3o m+ 1 T h -1
k - of T4 T T T

ng) tels que Z, P, F(o() e 1 ’ . En

kgh

conséquence le point essentiel réside dans 1'étude de produit de la forme P.¥ ¢
et en particulier dans le calcul du symbole principal du composé/ car cela donnera les
équations de transport. D'aprés la définition des opérateurs intégraux de Fourier
on se rameéne & 1'étude de la structure du développement asymptotique en t de (1).

Pour cela on écrit ce développement sous la forme suivante
(3) TP (PP ) v B T (B, )a 4.t 7 (2, fJa +....

oi 1'on vérifie que Tj(P’ (F) désigne un opérateur différentiel de degré j

qui dépend de P et (f) et dont la partie principale Tg est donnée par

o (= x
2,0 n) - 2= B e ag) T
\X]=J !
Cela étant remarqué, on démontre ensuite que la condition de Lévi est équivalente
4 la notion d'opérateur bien décomposable introduite et étudite par De Paris [ 5].
On en déduit que si <(> est une phase pour le symbole g o alors les opérateurs

TJ.(P, <,o) sont nuls pour i< Ty et l'opérateur Tro( (P, ?) ) est un opérateur

de dérivation (de degré exactement égal & r i ) dans la direction sur X du champ
bicaractéristique H ’ associé a gq o« » de fagon précise on a
*®
@ T fe P e T wa
=4 Jj=o =1 Kk 25 E)xk
avec {j e ¢® et €r°( # 0 . Ceci permet de démontrer que le composé de

P et d'un opérateur F € Id(X, X' 5 Cy (to) ) est un opérateur P.F &
m+d-r
‘ X

I dont le symbole principal est donné par 1'expression
Ty T 1
"
{ H + ..o+ C a
(5) ( c, (1 ‘{1‘3 + 01( q"‘l ry >
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A

oh a Jésigne le symbole principal de F et H - 1'opérateur de dérivation dans
o

la direction du champ hariltonien associé au symbole E;% (x, 8,5, )= qci(x, g)

sur Tg(X) X TK(X') , ce résultat est & repprocher du théoréme 5.3.1 de Duister-

naat & HOrmander [ 67 .

e

succession d'équations différentielles de degré r,, dont les données initiales sont

Finalement la construction des opérateurs se rameéne 4 la résolution d'une

déterninées sucagvement par les conditions de Cauchy sur Xt .
o

c) Corollaires .

Du théoréme 1 on déduit que :
1) le probléme de Cauchy (%) admet une solution unique

2) pouwr f &€ HS(X) et g. & Hs te-J -1(X') il y a une solution unique

u & HS to- r(X) (oh s est un entier )_1‘ et X' suppé%e compacte)
3) si u est une distribution solution d¢ Pu=o0 on a, en posant g =
¥ ;v < W W
B )y 5 ) C L) g (e ourte)
(Y u existe car X n'est pas caractéristique pour P, voir HSrman-

der [63] au sujet o du wave front = spectre singulicr = WF ).

Terminons par des remarques :

Remarquel. Le théoréme 1 reste valable quand P  est pseudo-différentiel en les
variables spatiales x' .

Remarque 2. Sous 1'hypothése (H) 1a nécessité de la condition de Livieemble trés
probable pour que le probléme de Cauchy soit bien posé. Cependant & notre connaissane,
celte nécessité n'a été démontré que dans divers cas particuliers :

en=2 (A. Lax [97)
e coeffioients constants { se déduit du travail de Svansson [ 157 )
o multiplicité au plus double (Mizohata-Ohya [127] )/ notons que dans ce cas la

condition de Lévi se formule bien au moyen du symbole sous—caractéristique

CP(X; g) = Pm_1(x’ g) - Z— bx -bg X’ g)

par 1'équivalence

(L) €;$>(0P =0 sur les variétés q:: (o) pour toute racine double Ac* )

e on trouvera égalecment des résultats dans Flaschka-Strang c7] et De Paris [5].
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II. SPECTRE SINGULIER DES SOLUTIONS DES EQUATIONS SATISFAISANT ii CONDITION DE LEVI.

a) Enoncé du théoréme 2.

Soit une variété c® , P& L?(X) un opérateur propre dont le symbole admet
un développement en composantes homogénes. Soit u  une distribution on pose
Pu=1f et 1'on sait que WF(u) C p~1(o) U 'w’F(f) , on s¢ proposc de préciser
la structure de 1'ensemble wF(u) \\ WF(f) .
On dit que l'opérateur P  est & multiplicité constante s'il vérifie la condition
r .

. 1 4 N
le symbole principal p se factorise sous la forme p=gq R qa ou
()

les q_ sont des symboles reels de type principal et les variétés q':( (o)
sont disjointes dans T (X)\ 0.

La définition de la condition de Lévi se généralisc de fagon évidente aux opé-

rateurs vérifient (M) en disant de fagon rapide que l'on a
. L n-r
(L) P pa ) = ox V) t = + o0

quand ¢ est une phase/relative au facteur q N "
On peut alors énoncer le

Théordme 2. Soit P & L?(X) un opérateur propre vérifiant les conditions (1)
et (L). Alors pour uéaﬁl(x) et Pu=f l'ensenble WFP(u) \ WF(f) est
inclus dans p—1(o) et est invariant par le flot bicaractéristique (étant entendu
que sur q?(o) on prend le flot associé au champ Hq. )

J

b)Idée de la démonstration.

Soit (xo, §°) <= WF(u) \ WF(f) , i1 suffit de montrer que sur la bicaractéristi-
que qui le contient il y a un voisinage de ce point inclus dens WF(u) \ WF(f). La
méthode consiste & se ramener au cas de 1'opdérateur Dn pour lequel le résultat
est simple & démontrer. Comme on ne change pas lc probléme cen composant P avec
un opérateur elliptique on peut supposer que p est de la forme q(x, g )r au
voisinage de (xo, g o) ou q est un symbole reel de type principal vérifiant
q(xo, 53 0) et de degré 1. D'aprés Duistermaat-Hormander [6] il existe une trans-
formation canonique T d'un voisinage conique de (xo, §0) sur un voisinage coni-
que de (2%, 3% & Tx(}Rn)\O telle que (zn oT)x,8 )= q(x,§) et

1'application de la proposition 6.1.4 de L 6J rzontre l'existence d'opérateurs
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intégraux de Fourier

Ae X, B*; ) et BeIOmS x; (7))
tels que
°, &%) ¢ wr(sB-1) et (2°, ¢°) ¢ WF(BA-I)

ol I' est une partie conique fermée du graphe de T.

Soit ; 1'opérateur transmué ; = BPA € LT (]f5 , son symbole principal
est par construction égal & C; , et 1'on vérifie que~la distribution v = Bu
est telle que (zo, Co) € WF(v) et (zo, Co) ¢ WF(PV). Précisons la structure
de 1l'opérateur ; ; pour cela, on montre qu'il vérifie la condition de Lévi au
voisinage de (zo,co). Cette démonstration se fait en utilisant la forme ci-apres
de la condition de Lévi. D'aprés le caractére local de la condition de Iévi, on

montre que l'opérateur P vérifie la condition (Lzo CO) si et seulement si
’

P.A€ I 7 (X, X ; K ) pour tout A€ 1°(%,X ; K,)
et tout o =1,..., o,
ou K, désigne une partie conique fermée incluse dans la relation bicaractéristique
associée & q, au voisinage de (ZO,CO).

La condition de Lévi implique que P peut s'écrire sous la forme :

r—1

z

P = D; +
j=0

B.(z,0)D° avec B, € 1°.
J n J
Pour se débarrasser de Dn dans les opérateurs Bj(z,D), on étend au
cadre C_ une forme du théordme de préparation de Weierstrass démontré par Sato-
Kawai-Kashiwara [ 14] pour les opérateurs pseudo-différentiels analytiques ; de

fagon précise, on montre que P peut s'écrire

~ r-1 .
P = q(x,D) (Di + z B!(Z,D')Di )
j=0 7
ol S est elliptique de degré zéro et Bs(z,D') € LO(RF_1) et dépend du parametre

X .
n

Reste enfin & se ramener & une équation du type Dnu =f ; pour cela, il
est commode, selon une suggestion de T. Kawai , de se ramener & un systéme du
premier ordre, ce qui permet ensuite d'adapter la technique de Sato-Kawai-

Kashiwara ([14] § 5.2), en posant :

r—1
U=(s Du, ..., D, u) F=(0, ..., £)
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{ o1 N \
! 1
A(Xy D')=' OO.'-1
_R! '_ 1
Bo,.., Br—1

il vient 1'équation
(Dn + alx, D)) U = F.

Coome  A(x, D') est de degré zéro on peut construire des opérateurs pseudo-dif-

férentiels de degré zéro #(x, D') et S(x, D') tels que

(D -4).R = R.D et S{(D - 4) =D.5 RS =R=T
n n n n
(%
Par conséquent 1'équation Pu=f se reanéne & la forme DnU =F ,ce qui

termine cettc esquisse de démonstration.

NOTA. Les résultats indiqués dans la partie I sont annoncés sous une forme primitive
dans [ 27 et démontrés en détail dans [ 3]. Les résultats de la partie II seront
publiés dans [ 47 oh 1'on étudiera également les questions de résolubilité pour ce

type d'opérateur & multiplicité constante.
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