Asterisque

ALAIN ESCASSUT

Prolongement analytique et algebres de
Banach ultramétriques

Astérisque, tome 10 (1973), p. 1-107
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1973__10__1_0>

© Société mathématique de France, 1973, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique 1’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1973__10__1_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

astérisque 1973
10

Prolongement analytique
et

Alain ESCASSUT et Philippe ROBBA






ALGEBRES DE BANACH ULTRAMETRIQUES ET ALGEBRES DE KRASNER-TATE
pPar A. ESCASSUT.ccececcoscssssscscsccsscscssssasses Do 1

FONCTIONS ANALYTIQUES SUR LES CORPS VALUES ULTRAMETRIQUES COMPLETS






ALGEBRES DE BANACH ULTRAMETRIQUES

ET

ALGEBRES DE KRASNER -TATE

par

Alain ESCASSUT






SOMMAIRE

INTRODUCTION

I. - PREAMBULE

§.1. - THEORIE CLASSIQUE DES FONCTIONS ANALYTIQUES «¢ev 0. p. 4
- ELEMENTS ANALYTIQUES AU SENS DE KRASNER ¢ececeesseess Po 5
- ENSEMBLES ANALYTIQUES ET QUASI-CONNEXES ***+*++*++++ P: 6
FONCTIONS ANALYTIQUES SUR LES QUASI-CONNEXES..¢ecees P. 8

W W wn W W W
N o U W
)

- FONCTION v(f,M)iseuruneusrnrarensensnnsasenssssssssensnceacensas Po 9
- DECOMPOSITION MITTAG-LOFFLERIENNE:.ceeveeeeeesaansneess P10
- SERIES DE TAYLOR ET FONCTIONS ANALYTIQUES...s-teessee P.12

II. - RAPPELS SUR LES ALGEBRES DE BANACH ULTRAMETRIQUES

§.1. - LES ALGEBRES DE KRASNER *+++cceetcsssccettscsecssssascsacss D14
§.2. - LES ALGEBRES DE TATE t1vveeveseereessssssssssasassssccsssass Pl
§.3. - SPECTRE ET SEMI-NORME SPECTRALE:cttcessscesscscssccscss P20

IIl - AUTRES PROPRIETES DES ALGEBRES DE TATE

§.1. - THEOREME DES ZEROS ET SPECTRE MAXIMAL +eceseeecseces P25

§.2. - PROJECTEURS RESTRICTIFS D'UNE EXTENSION
TOPOLOGIQUEMENT PURE ¢eccecescessssoscsscessscscssoscscsaces P27

§.3. - EXTENSION ENTIERE FINIE D'UNE EXTENSION
TOPOLOGIQUEMENT PURE ..uueveeenseessossssssasaassassessaass Pu3l

IV.- ENSEMBLES CALIBRES ET ULTRACIRCONFERENCIES

§.1. - DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES...tveseessesssecenss Po34

§.2. - PROPRIETES ANALYTIQUES DES ENSEMBLES
ULTRACIRCONFERENCIES LI R I I R R N N N N N ) p|39

§.3. - QUOTIENTS D'UNE ALGEBRE DE BANACH NOETHERIENNE H(D).p.44



V .- CARACTERISATION DES ALGEBRES DE KRASNER-TATE

§. 1. - CARACTERISATION PARMI LES ALGEBRES DE KRASNER,,, p, 47
§.2. - SPECTRE D'UNE ALGEBRE DE KRASNER-TATE....cccc00sss P 51
§.3. - CARACTERISATION PARMI LES ALGEBRES DE TATE:+e+css P. 53
VI. - PROPRIETES SPECTRALES ET ALGEBRES DE TYPE FINI
§.1. - ALGEBRES PRINCIPALES ET DE TYPE FINIL..,.......00.c.. p. 60
§.2. - SPECTRE ALGEBRIQUE «evececccscsscssccsccsscsscssssssssssss Do 63
§.3. - EXEMPLES DE SPECTRES ALGEBRIQUES NON TRIVIAUX... P. 67
§. 4. - IDEMPOTENTS ASSOCIES «oseesecccssscssasssscesassassscccses Po 72
§.5. - SPECTRE ET SOUS-ALGEBRES DE TYPE FINI ,,....c000ueee Pr 77
VII. - CARACTERISATION DES ALGEBRES DE TATE PARMI LES
ALGEBRES DE BANACH
§.1. - CARACTERISATION DES ALGEBRES DE KRASNER-TATE
PARMI LES ALGEBRES DE BANACH tetetececcccccsssscssssss Po 80
§.2. - EXEMPLES NON CLASSIQUES D'ALGEBRES DE BANACH
ULTRAMETRIQUES .vvveeennness Ctececcesanscctacaans teeessesess P. 85
§.3. - EXEMPLE D'ALGEBRE DE TATE QUI N'EST PAS UNE
ALGEBRE DE KRASNER |, iiitttietsssscntascccasnacescncees P 94
§.4. - CARACTERISATION DES ALGEBRES DE TATE PARMI
LES ALGEBRES DE BANAGCH ttsetecccccscsscescsasccccasascne p. 98
INDEX ¢oeseasiaasaasassssssssacsssssassassscsssssssssssscsascsscssssasssssss PalOd
BIBLIOGRAPHIE ¢ssectscesasccascccsossstsccssssassosssccssssssssssscsssssssces Pi106




INTRODUCTION

L'un des buts de cette étude est de préciser le rapport existant entre la
théorie des algebres de Tate [13] et [22] et la théorie des algebres de Krasner
[5], [7], [11] et [14]. La théorie de Tate utilise un corps valué non archimé-
dien complet. D'autre part, la théorie de Krasner utilise un corps valué non archi-
médien, complet, algébriquement clos. En considérant donc un tel corps K,
valué non archimédien, 2 la fois complet et algébriquement clos, nous verrons que
tout isomorphisme algébrique entre une algebre de Krasner et une algébre de Tate
est aussi un isomorphisme topologique ; alors nous nommerons algebre de
Krasner-Tate toute algebre isomorphe a la fois 2 une algébre de Krasner et a une
algebre de Tate et nous caractériserons ses propriétés en tant qu'algebre de
Krasner d'une part, et en tant qu'algébre de Tate d'autre part. Nous verrons,
entre autre, que les algeébres de Krasner-Tate intéegres sont des algébres d'élé-
ments analytiques au sens de Krasner sur un fermé borné D de K dont les trous
sont en nombre fini. Ce sont aussi les algebres de Tate de la forme :

K{T,X]}
(P(X) -TQ(X))K{T, X}

ou P et Q sont deux polyndmes en X possédant certaines propriétés. Nous
caractériserons enfin les algébres de Krasner-Tate parmi les algebres de Banach

a l'aide de leurs propriétés algébriques et topologiques.

A cette occasion nous étudierons certaines propriétés spectrales des al-
gébres de Banach ultramétriques et nous construirons différents exemples per -
mettant de comparer ces propriétés avec celles des L -algebres de Banach et de
voir quelles relations existent entre la norme d'une K-algébre de Banach ultra-

métrique et sa semi-norme spectrale.

Nous acheverons cette étude en caractérisant les algébres de Tate de

degré 1 parmi les algebres de Banach.

J'aimerais, pour conclure, remercier Jean FRESNEL pour les nombreux

conseils qu'il m'a donnés.
-3 =



ALAIN ESCASSUT

PREAMBULE SUR LES FONCTIONS ANALYTIQUES
DANS UN CORPS ALGEBRIQUEMENT CLOS VALUE
ULTRAMETRIQUE COMPLET

§.1. - THEORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES COMPLEXES

Rappelons brigvement le point de départ de la théorie des fonctions ana-
lytiques complexes. On considere une fonction définie et dérivable sur un ouvert
connexe D de € et a valeur dans € et 1l'on constate, griace a la formule de
Cauchy, qu'elle est indéfiniment dérivable et, en tout point de D , localement dé-
veloppable en série de Taylor. Alors on peut construire une théorie des fonctions

analytiques de o fagon suivante: on appelle élément analytique un couge (4, f) ou

O estun disque ouvert de € et o f estune série de Taylor convergente sur 4
et on dit qu'un élément (A2 , fz) prolonge analyti_quement un élément (Al , f1 ) si
A] n AZ £0 etsi fl(z) = fz(z) pour tout z¢€ Al n AZ . Comme le nombre des
zéros d'une fonction holomorphe dans un disque fermé est fini, on voit que si

(A2 , fz) et (AZ, gz) prolongent analytiquement (Al , fl) , alors f2 =g,
cette propriété est appelée l'unicité du prolongement analytique. Alors pour toute
fonction analytique f sur un ouvert connexe D il existe un recouvrement de D
par une famille de disques (Ai)iEI dénombrable et enchainée (c'est-a-dire telle

que pour tous i et j€I, il existe i , inE I tels que i = il , j= in s

1
Ai n Ai # @, 1sqsn-l) et il existe une famille d'éléments analytiques
q qt+l

(Ai' fi) (i€1) telle que fi(z) = fj(z) pour tout z€ Aiﬂ Aj .

Consgidérons maintenant un corps K valué non archimédien, complet,
algébriquement clos. On sait qu'il n'existe pas de connexe contenant plus d'un
point. Il en résulte que la famille des fonctions dérivables sur une partie D de K
ne satisfait aucune propriété d'unicité du prolongement. Par exemple la fonction f

-4 -
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définie sur l'ensemble U des x€K tels que ixl <1 , telle que f(x) =0 pour
tout x€ U tel que le Sé— , et telle que f(x) =1 pour tout x€ U tel que

;—< |x] €1 esttrivialement dérivable. A fortiori, une fonction dérivable dans un
disque n'est pas, en général, développable en série de Taylor dans ce disque.

On voit donc que 1'on ne peut pas adopter dans le cas ultramétrique une voie paral-

1¢le & celle du cas complexe pour construire une théorie des fonctions analytiques.
Rappelons cependant 1'énoncé du théoreme de Runge :

Soit f une fonction complexe définie sur un ouvert connexe borné D .

Alors f est holomorphe sur D si et seulement si elle est égale a la limite uni-

forme d'une suite de fractions rationnelles sans pole dans D , dans tout compact

inclus dans D .

On peut donc chercher a définir dans le cas ultramétrique une notion de
fonction analytique définie non plus par son holomorphie, mais comme limite d'une
suite de fractions rationnelles et cette notion permet effectivement de construire
une théorie des fonctions analytiques. Il faut d'abord définir les éléments analy-

tiques, qui serviront & construire cette théorie.

§.2. - ELEMENTS ANALYTIQUES AU SENS DE KRASNER

M. Krasner a défini de la fagon suivante les éléments analytiques dans un
corps K valué non archimédien complet algébriquement clos. Soit D une partie
infinie de K , soit K(D) le groupe topologique des fractions rationnelles sans
poles dans D muni de la topologie séparée de la convergence uniforme sur D
et soit H(D) le groupe topologique complété de K(D) pour cette topologie. Les

éléments de H(D), que l'on nomme éléments analytiques sur D, au sens de

Krasner sont des fonctions développables en séries de Taylor dans tout disque in-
clus dans D . Signalons pour la suite que si D est fini (d'ordre n ) on note

H(D) 1l'algébre des fonctions définis sur D etl'on a H(D) = K" .

Notons déja quelques propriétés élémentaires des éléments analytiques

sur les disques. Rappelons que 1'on nomme disque circonférencié de centre a,

de diametre r , l'ensemble des x€ K tels que |x-al<r . De méme, on appelle

disque non circonférencié de centre a , de diametre r , l'ensemble des x € K
- 5 -
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tels que |x-a| <r . On appelle cercle de centre a , de rayon r , l'ensemble que

l'on note C(a,r) des x€K tels que |x-a|=r eton appelle classe de C(a,r)
tout disque non circonférencié, de diametre r , inclus dans C(a,r). D'autre
part on notera U l'ensemble des x€ K tels que |xi<1 et M l'ensemble des
x€U tels que jx|<1. Soit D un disque (circonférencié ou non) de centre a ,
de diametre r , et soit f€& H(D) ; alors le nombre des zéros de f dans D est
fini et 1'on a

lim |f(x)| = sup |f(x)] .
x|?r x€D
x|#r,x€D

De plus, si D est circonférencié, alors l'inéquation [f(x)|< sup [f(x)| n'a de
xX€

solutions que dans un nombre fini de classes du cercle de centre a , de rayon r

On voit donc qu'un élément analytique sur un disque satisfait un principe du module

maximum.

§.3. - ENSEMBLES ANALYTIQUES ET QUASI-CONNEXES

Pour construire une théorie des fonctions analytiques, le probléeme qui
se pose est maintenant le choix d'une famille de parties de K satisfaisant le prin-
cipe du prolongement analytique. On dit qu'une partie D de K est analytique si
pour tout f€ H(D), pour tout a€ D et pour tout r>0, la relation f(x) = 0 pour
tout x€ D tel que |x-a|<r implique f(x) = 0 pour tout x€D . Par exemple,
dans € , tout ouvert connexe est analytique et comme tout ouvert connexe admet
un recouvrement par une famille enchainée de disques, il suffit de considérer des
éléments analytiques sur des disques ouverts de C . Cette technique n'est pas ap-
plicable dans K . Les disques de K sont en effet des ensembles analytiques car
les zéros d'un élément analytique sur un disque sont en nombre fini mais une
réunion enchainée de disques est un disque de sorte que la famille des disques ne
permettrait de construire que des fonctions analytiques sur des disques. Or, en
analyse ultramétrique tout comme en analyse complexes il est évident que l'on a

des fonctions intéressantes a étudier sur des ensembles qui ne sont pas des disques.

Prenons un exemple. Soicfznt a et bEK tels que 0<|a|<|b|<l . Soient

une suite telle que lim —2 =0, soit (Bn) une suite telle que

(@)
n'n21 n+e 4

n21
. n
lim — = 0 et soit ()\n)

une suite telle que 1lim A =0 . Alors le domaine
n- o bn

n20 n-+o n
-6 -
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de convergence de la série

© a o B @©
gy —B . % -Ln_+ ) )\nxn contient
n=1 (X-a)n n=1(x .b) n=0
l'ensemble D des x€ K tels que ]x|51 , |x-al2]al, [x—bIZlbl .

Pour obtenir une famille d'ensembles qui comprenne les domaines de con-
vergence d'éléments analytiques du méme genre que cet exemple, M. Krasner a
défini les quasi-connexes de la fagon suivante. Une partie D de K est dite
quasi-connexe si elle contient au moins deux points et si pour tout a et beD,
l'ensemble des cercles C de centre a, de rayon r€[0, Ia,bl] tels que
C QCD # @ est fini. Alors la famille des quasi-connexes est stable par enchafne-
ment et par intersection non vide ; de plus, tout quasi-connexe est un ensemble

analytique.

Exemple : Soit D un disque (circonférencié ou non) de diametre R ; soient

d ,dm des disques circonférenciés de diametre < R ; soient d'1 ) e ,d'n

1
des disques non circonférenciés de diametre <R . Alors :

m n
A=D-([(VU d)U (U (a))]lNnD)
i=1 1 =l ]
est quasi-connexe.

Voyons maintenant un exemple d'ensemble qui n'est pas quasi-connexe.
Soit a  une suite de K telle que lim Ianl =1 etsoit D l'ensemble des x€K
-+ ©
tels que lesl et lx-an] = lanl pour tout n. Alors D n'est pas quasi-connexe

(i1 suffit de considérer les points 0 et 1€D).

Remarque. En fait, la famille des quasi-connexes n'est pas la famille la plus
vaste que l'on puisse imaginer pour construire une théorie des fonctions analyti-
ques. Les ensembles analytiques ont été caractérisés, parmi les parties de K,
dans [5], [6] et [20] et Ph. Robba a défini dans [20] une famille 8 d'ensembles
analytiques stables par intersection et par réunion enchainée qui lui a permis de
construire une théorie des fonctions ® -analytiques qui généralise la théorie de

Krasner.
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§.4. - FONCTIONS ANALYTIQUES SUR LES QUASI-CONNEXES

Les éléments analytiques possedent des propriétés tres fortes mais ils
forment une famille trop restreinte de fonctions. Par exemple, on voit qu'une

@
série de Taylor 2 a x" telle que lim |a |— l et lim lanl +© n'est pas un
n=0 nt® nro
élément de H(U) ni de H(M). On va donc définir les fonctions analytiques au sens

de Krasner de la fagon suivante.

Soit D un quasi-connexe et soit f une fonction définie sur D, & valeur

dans K . On dit que f est une fonction analytique sur D s'il existe un recouvre-

ment de D par une famille enchainée de quasi-connexes (D ). i€l et une famille
d'éléments analytiques fiEH(Di) (i€1) tels que f(x) = fi(x) pour tout x€ Di , pour
tout i€l . Par exemple, la série de Taylor considérée ci-dessus est une fonc-
tion analytique sur M car c'est un élément analytique sur tout disque de diam2tre
< 1. Alors grace au fait que les quasi-connexes sont analytiques et que le recou-
vrement est enchainé, il est immédiat de voir que les fonctions analytiques satis -
font le principe du prolongement analytique, c'est-a dire que s'il existe a€D et

r >0 tel que f(x) = 0 pour tout x€D tel que |x-a|<r , alors f(x) =0 pour tout
x €D . D'autre part, grice au théordme de Robba (th. 8.3. de [20]), on sait que
si D, et D, sont deux quasi-connexes tels que DlnDZ 0 etsi f1 € H(Dl) et

1 2
fZEH(DZ) sont tels que fl'D np.~ fZlD np. "’ alors il existe f€ H(DIU DZ) tel
1 2 1 s
que fID £ et fIDZ fZ (on note le la restriction de f 2 D,, i=1,2).

Il en résulte que cette propriété d'enchafnement est vraie egalement pour les fonc-
tions analytiques : si f1 (resp. fz) est une fonction analytique sur D1 (resp.

D, ) et telle que f1 (x) = fz(x) pour tout x€D nDZ , alors il existe une fonction

analytique f sur DlU D2 telle que f(x) = fl(:lc) pour tout xEDl et f(x) = fz(x)
pour tout x¢€ D2 .
On peut donc construire une théorie des fonctions analytiques sur les
quasi-connexes analogue 2 la théorie des fonctions holomorphes sur les ouverts
connexes de T . De plus, les fonctions analytiques au sens de Krasner posséedent
en outre une propriété que les fonctions complexes holomorphes ne possedent pas :
le prolongement analytique y est uniforme. En effet, grace au théoréme de Robba,
si Dl"" , Dn sont des quasi-connexes tels que Diﬂ Di+1 £d (1 <isn-1) et
Dnﬂ Dl #0 etsi fl"" ’fn sont des fonctions analytiques sur Dl’ . ,Dn telles
(1£i€n-1) alorsona fn(x) = fl(x)

-8 -
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pour tout x€ D1 n Dn , ce qui permet de définir une fonction analytique uniforme

sur 6 D, .
i=1 1

§.5. - FONCTION v(f,K)

Les propriétés des fonctions holomorphes complexes se démontrent grace
a la formule de Cauchy, qui permet notamment d'effectuer certaines majorations
de la valeur absolue d'une fonction holomorphe. On ne dispose pas de cet instru-
ment dans le domaine ultramétrique, mais on a pu en construire un autre, égale-

ment assez efficace, que nous allons redéfinir.

Rappelons que 1l'on appelle valuation de K 1l'application

v: x * v(x) = -Log [x| . Soit un polynéme P(X)= & a, X' . On définit sur R
i=
la fonction M= v(P, ) = inf (v(aj)+j M). Alors cette fonction v(P, .) est conti-
<js<n
nue, affine par morceau et concave. De plus, on a la relation :

v(P,Md) = inf v(P(x)) = lim v(P(x)).
v(x) =u v(x)? 1
v(x)# M
Enfin 1'inéquation v(P(x)) # v(P, v(x)) n'a de solutions que dans les classes de
cercles qui contiennent au moins un zéro de P . D'autre part, pour tous P1 et

P2 € KLX], on a les relations :

(1) v(P1+P2,|.1)Zinf[v(P1,}.l), v(PZ,u)]

(2) v(PlPZ,u)=v(P1,H)+v(P,H).

2

On généralise la définition de la fonction v(P, M) aux fractions ration-
P
nelles de fagon naturelle par v(-é- , M) =v(P, M) -v(Q,H ) etl'ona encore les

relations (1) et (2) pour tous h, et hZEK(X). De plus la fonction K = v(h, K1)

1
est continue et affine par morceau.

2
Exemple. Soit h(x)=£(ﬂ)—(%)— ou |a|<|b] < |c|<]|d|. Alorsona
(x-a) (x-c)

v(h, 1) = 2+ v(d) - 3v(c) pour v(b) S HSv(c), v(h,H)= -4 +v(d) pour

v(c) Su<v(d), etc...

Considérons maintenant un élément analytique f sur un quasi-connexe

-9 -
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D et soit hn une suite de K(D) convergeant vers f dans H(D). Soit O¢D un
point pris pour origine ; on constate que la suite des fonctions définies sur

J-log R, +=[ eta valeur dans IR, par W - v(hn, M), converge simplement
vers une fonction v(f,.) définie sur ]-logR , += [ et a valeur dans J-=, += ],
Naturellement, la fonction v(f, ) ainsi définie pour les éléments de H(D) satis-

fait encore

v(f, +£,, 1) 2 inf [v(f), w), v(E,, W]

et v(f1 fz , M) = v(fl, M)+ v(fz, [V I

4 condition de prolonger sur ]-» , +=] 1l'addition de R de la fagon naturelle :
at+® =+ quel que soit ag J-», +=] . De plus, la fonction u + v(f, 4) définie
sur J]-logR , +®] est continue et affine par morceaux et l'on a

im, v(f(x)) = v (f,4) pour tout pe J-log R, +«] ; enfin pour tout R'<R , 1'iné-
;u};tion v(f(x)) # v(f, v(x)) ne peut avoir de solutions que dans un nombre fini de

classes d'un nombre fini de cercles de rayon <R' et de centre 0.

Précisons encore que la fonction v(f, M) peut étre définie de fagon plus
générale, pour un élément analytique sur un infraconnexe [5] ol elle garde ses
principales propriétés et dont nous allons rappeler briedvement la définition. Une
partie D de diamétre R de K est dite infraconnexe si pour tout agD 1'adhé-
rence dans IR de l'image de D par l'application x = |x-a| estun intervalle
(c'est-a-dire que toute couronne centrée dans D et incluse dans CD a un rayon

inférieur 2 R ). Trivialement, tout quasi-connexe est infraconnexe.

§. 6. - DECOMPOSITION MITTAG-LOFFLERIENNE

On sait que les fonctions complexes méromorphes dans T admettent une
décomposition sous la forme d'une somme d'une série entiere et d'une série con-
vergente de parties principales relatives a chaque pdle. Toutefois cette décompo-

sition n'est pas unique.

Nous allons rappeler la décomposition Mittag -Lofflerienne énoncée par
M. Krasner dans [14] pour un élément analytique sur un quasi-connexe et dé-
montrée plus généralement par Robba pour un élément analytique sur un infracon-

nexe [20] (th. 4. 7.). Mais on doit d'abord rappeler quelques définitions. Soit D une
- 10 -
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partie bornée de K de diametre R ; alors il existe un plus petit disque circon-
férencié contenant D que 1l'on appelle enveloppe de D et que l'on note D (si
a€D etsi R estle diametrede D, alors D estle disque circonférencié de
centre a , de diametre R ). Si D estune partie non bornée de K, on appellera
enveloppe 2 de D l'énsemble K. D'autre part, on notera D l'adhérence de D
dans K . Pour toute partie D de K, D -D admet une partition dont les éléments
sont des disques non circonférenciés disjoints et maximaux pour l'inclusion appelés
trous de D . (On trouve la méme définition dans [12] ; Ph. Robba a donné dans
[20] une définition du mot ''trou" qui est légérement différente et qui peut com -

prendre des disques circonférenciés et des points isolés).

THEOREME I.1. - Soit D un infraconnexe et soit f€ H(D) . Soit (Ti)ieﬂ’ la

famille des trous de D et soit (aj)jE la famille des points de D-D .

¢
Alors il existe fe€ H(D) ;

il existe une partie dénombrable I de J et quel que soit i€I, il existe

fiE H(CTi) tel que lim fi(x) =0 et tel que la série de terme général J‘.'i con -
4o

verge dans H(D) ;
il existe une partie finie J de F et quel que soit j€J, il existe

h,€K([{a,}) tel que ’ii’rj)whi(x) =0 ;

tels que l'on ait f=f + ¥ f. + & h, et tels que:
© jer ! jer?

sup |f(x)] = max [ sup Ifi(x)| , sup |h.(x)]].
x€D iz=o x€D xeD !
iel
jevd
Le théoreme Mittag-Lofflerien pour les éléments analytiques ultramé -

triques présente donc une conclusion beaucoup plus forte que le théoreme comple-

xe de Mittag-Loffler pour les fonctions méromorphes puisqu'il offre notamment

un renseignement précieux concernant les normes des termes de la somme, tandis
que la décomposition obtenue est unique. Il est plus difficile de comparer les hy-
potheses puisque la définition des fonctions complexes holomorphes et celle des
éléments analytiques ultramétriques ne sont pas semblables. Remarquons cepen-
dant que dans le cas complexe 1'hypothese nécessite une fonction méromorphe sur
C tout entier, tandis que dans le cas ultramétrique, on considére seulement un

élément analytique f sur un infraconnexe D quelconque et en particulier f peut
- 11 -
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admettre des singularités essentielles dans certains trous de D . Il faut préciser
3 ce sujet que la distinction entre singularités polaires et essentielles est moins
importante dans le domaine ultramétrique que dans le domaine complexe car les
singularités polaires ou essentielles relatives 2 des trous de D ont un comporte -
ment identique sur D ; quand aux singularités relatives aux points de D-D, elles
sont nécessairement polaires d'apres l'avant-derniére assertion du théoréme.

En fait cette différence entre les singularités des fonctions holomorphes complexes
et celles des éléments analytiques ultramétriques provient de ce que les fonctions
holomorphes sont des limites de fractions rationnelles pour la convergence uni-
forme dans tout compact, tandis que les éléments analytiques ultramétriques sont
des limites de fractions rationnelles pour la convergence uniforme sur le domaine
D considéré. Si on compare les fonctions continues sur un compact de € et holo-
morphes 2 l'intérieur, et les éléments analytiques sur un fermé borné de K, 1l'a-
nalogie est trés grande. Par contre si l'on prend un ouvert de € et un ouvert de
K, on trouve les différences de singularités relatives 3 D-D . Pour comparer
des fonctions dont les définitions seraient plus voisines, on pourrait prendre les

fonctions holomorphes sur un ouvert de L et les limites de fractions rationnelles

pour la convergence uniforme sur tout fermé borné inclus dans D . Toutefois cette

famille de fonctions analytiques offre peu d'intérét car elle n'est guére plus grande

que l'ensemble des éléments analytiques sur D.

§.7. - SERIES DE TAYLOR ET FONCTIONS ANALYTIQUES

Soit f(x) = ; anxn une série de Taylor et soit r son rayon de conver-
gence. Contrairemelrllzoh ce qui se passe dans le cas complexe, l'ensemble des
x €K tels que la série de terme général anxn soit convergente est un disque
(circonférencié ou non) de rayon r et ce disque est circonférencié si et seule-
ment si lim lanl r’=0. Sile disque de convergence D de f est circonférencié,
alors fEn-It{?D) car c'est la limite uniforme sur D de la suite de polyndmes

n -
N '20 a, x' . Par contre, si D est non circonférencié, alors on a vu que f n'est
1=
pas nécessairement un élément analytique sur D . Rappelons a ce sujet le théo-

réeme 15.10 de [20].

-12 -
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THEOREME 1. 2. - Soit £ a_x' une série de Taylor telle que lim |a_| = A# 0.
=—n=0 n nte ' on
Soit J (resp. I ) l'ensemble des n tels que |an| = A (resp. Ianl> A). Si J est

lacunaire ou si I n'est pas borné, alors f n'appartient pas & H(M).

(On dit que J est lacunaire si pour tout T€IN, il existe N€IN tel que
JN[IN, T+N] = ¢).
D'autre part, la proposition 10.2 de [20] établit une relation entre le

prolongement analytique et le fait que f€H(D).

PROPOSITION 1I. 3. - Si une série de Taylor f se prolonge en dehors de son dis-

que de convergence D, alors f estun élément analytique sur D.

Rappelons d'autre part qu'une fonction analytique (par exemple) sur un
disque (circonférencié ou non) n'est pas nécessairement développable en série de
Taylor comme le montre la proposition 10. 2. de [20] . Pour énoncer cette pro-

position, rappelons encore qu'un espace métrique est dit maximalement complet

si toute suite décroissante de disques circonférenciés a une intersection non vide.
Par exemple, tout espace métrique localement compact est maximalement complet
et en particulier Qp et € . Par contre le complété d'une cléture algébrique de
N  n'est pas maximalement complet. Mais il peut €tre plongé dans une extension

algébriquement close et maximalement complete.

PROPOSITION 1.4. - Si K n'est pas maximalement complet, il existe une fonc-

tion analytique dans K telle que lim f(x) = 0, non identiquement nulle et bornée.
I x'—b ©

(En effet, comme H(K)= K[x], et que f ¢ K[x], on voit que f¢ H(K)).

Par contre, si K est maximalement complet, alors toute fonction analy-

tique sur un disque circonférencié D est un élément de H(D) car elle ne peut

avoir de singularité cachée. On en déduit que, dans cette hypothese, toute fonc-

tion analytique sur un disque circonférencié ou non y est développable en série de

Taylor et que si une série de Taylor a un disque de convergence D circonférencié,

alors elle n'est pas prolongeable en une fonction analytique sur un quasi-connexe

qui contient strictement D .

- 13 -
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II

RAPPELS SUR LES ALGEBRES DE BANACH ULTRAMETRIQUES

§.1. - LES ALGEBRES DE KRASNER

Dans toute cette étude on désignera par K un corps valué non archi-

médien, complet, algébriquement clos. On notera U son anneau de valuation

c'est-a-dire l'ensemble des x€K tels que [|x[S1 et M 1'idéal de valuation,

c'est-a-dire l'ensemble des x€K tels que |x| <1 ; on notera 'Kl 1l'ensemble

des lx, , x€EK. Onnotera k le corps ré€siduel de K, c'est-a-dire le corps

quotient % . Soit D ung partie de K; alors le groupe topologique H(D) est
une sous-K-algébre de Banach de KD si et seulement si D est fermée bornée.
Les homomorphismes de K -algébre entre deux algébres H(D) et H(D') sont

définis de la fagon suivante :

PROPOSITION II. 1. - Soient D et D' deux fermés bornés de K ; soit X (D,D')

l'ensemble des homomorphismes de K -algebre de H(D) dans H(D') et soit

JF(D,D') l'ensemble des isomorphismes de H(D) sur H(D'). Soit &F(D,D') llen-

semble des Y€ H(D') tels que Y(D')SD et soit G(D,D") l'ensemble des bijec-

tions & de D' sur D telles que d€H(D'), 5—l€ H(D) . Alors il existe une bi-

jection § de ¥(D,D') sur &(D,D') satisfaisant, quel que soit ¥ €¥X(D,D"),

P(f) =foy(¥), quel que soit f€ H(D). Tout élément ¥ de ¥ (D,D') est continu

et satisfait | @ (f) “D'S HfHD . De plus l'application ¢ induit une bijection de
#(D,D') sur G(D,D').

Cette proy 'sition suggere la définition suivante : nous dirons que deux
fermés bornés D et D' sont isomorphes si H(D) et H(D') sont isomorphes.
Par ailleurs, la notion d'ensembles analytiques au sens de E. Motzkin [18] per-

met de définir une famille C de parties de K telles que si D, D2 €C etsi
-14 -
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D, CD2 , alors l'application @ de H(Dz) dans H(Dl) qui & tout é1ément

D,,D
de H(Dz) associe sa restrictionlé’ Dzl ,soiture injection. Rappelons que par dé-
finition les éléments de C sont les parties de K telles que, quel que soit a€D,
si la restriction d'un élément f€ H(D) 2 un disque de centre a est nulle, alors

f =0. L'étude des ensembles analytiques de K ainsi que 1'étude des algebres de
Krasner H(D) fait apparaftre l'importance des ensembles infraconnexes de K,
ainsi que des filtres sur un infraconnexe qui possédent certaines propriétés concer -
nant la répartition des trous de leurs éléments et que 1'on appelle T -filtre. Ces
deux notions sont définies dans [4], [5], [7] et comme les parties de K que
nous aurons a considérer ici seront relativement simples, nous n'auront pas 2
utiliser explicitement la définition d'un T - filtre. Rappelons cependant grace au
théoreme V.8. de [5] que les éléments de C sont les infraconnexes sans T -
filtre a plage non vide. (Ce résultat est exprimé de facon équivalente par le théo-

reme 1 de [6]).

Comme les algebres de Krasner qui nous intéressent ici sont des algébres
de Banach, nous considérerons la sous -famille Co de C des fermés bornés
analytiques de K. On a donc un foncteur contravariant H de la catégorie Oo
dont les fleches sont des éléments analytiques sur les éléments de Go , dans la
catégorie X des algébres H(D), DEOO , dont les fleches sont les homomorphis -
mes de K -algébres associés suivant le schéma ci-aprés, comme il résulte de la

proposition II. 1.

D<_—Y_D'

H H

H(D) _L_QH(D')

oi YEH(D') et Y(D''CT D etou ¥ estl'application f * f o ® quel que soit

f€ H(D) . Comme DE€ GO , @ est injectif si et seulement si Y n'est pas une cons-
tante de H(D'). Les morphismes d'algébres de Krasner ainsi définis généralisent
les applications de restrictions associés aux inclusions lorsque D'C D. Les
autres résultats qui nous seront utiles, concernant les algébres de Krasner, sont

extraits de l:4] , [51, [7] et peuvent €tre résumés de la fagon suivante.
Le théoréme V.3. de [5] nous donne :

- 15 -
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PROPOSITION II. 2. - Soit D un fermé borné de K . Alors l'algébre de Banach

H(D) est integre si et seulement si D est infraconnexe sans couple de T -filtres

complémentaires.

Les théordmes VII.3., VII. 8 et VII.9 de [5] (généraliés par le théo-

réme 4 de [7]) nous donnent :

PROPOSITION 1II. 3. - Soit D un fermé borné de K . Alors l'algébre de Banach

H(D) est noethérienne si et seulement si les parties infraconnexes maximales de

D , appelées composantes infraconnexes de D, sont en nombre fini et telles que

celles qui ne sont pas réduites & un point soient ouvertes et sans T -filtre.

Tout idempotent de H(D) est une fonction caractéristique d'une réunion

de composantes infraconnexes de D . Les idempotents de H(D) sont en nombre

fini si et seulement si les composantes infraconnexes de D sont en nombre fini.

De plus, si H(D) est noethérienne et si D

17 ’Dn sont les composantes

infraconnexes de D, H(D) est isométriquement isomorphe 2 1'algébre de Banach

produit H(Dl)x Y H(Dn) ; les fonctions caractéristiques de chaque composante

infraconnexe appartiennent & H(D) ; tout idéal de H(D) est principal et engendré

par un élément de la forme XP ou X estun idempotent et P un polynéme dont

les zéros appartiennent au support de X . Une algdbre ncethérienne H(D) est

intégre si et seulement si D est infraconnexe.

Par ailleurs on sait, gridce au théoreme 5 de [7], que dans toute al-
gebre H(D), les idéaux maximaux de codimension 1 sont de la forme I(a) ou
I(a) est l'ensemble des éléments f€ H(D) tels que f(a) = 0 tandis que les idéaux
maximaux de codimension infinie sont de la forme I(T) ou T estune T -famille
de D. (I(T) est dans ce cas l'ensemble des éléments f€H(D) qui tendent vers
zéro suivant 1'un quelconque des T -filtres de la T -famille T ). Pour ce qui

nous intéresse, on en déduit la proposition :

PROPOSITION II. 4. - Soit D un fermé borné tel que H(D) soit ncethérienne.

Alors tout idéal maximal de H(D) est de codimension 1 et le spectre maximal

de H(D) s'identifie 3 D par l'application a+I(a) (a€ D).
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Remarque. Dans ce cas, le spectre maximal de H(D) coincide avec le spectre

maximal de K(D).

Rappelons que si E estun corps muni d'une valeur absolue non archi-
médienne, un E - espace vectoriel normé F est dit ultramétrique si sa norme
II . |l satisfait ||x+y| < sup (|lx|l, || yll) pour tous x, y€F . De plus si S est
. . L F
un sous -espace vectoriel d'un espace vectoriel F ultramétrique, alors —7 ,

S

muni de la norme quotient, est encore ultramétrique.

Remarques

1) 11 est clair qu'un espace vectoriel normé sur un corps valué non ar -
chimédien E n'est pas forcément ultramétrique. Il suffit de considérer ExE

muni de la norme || (x,y) |l = |x] +|y]|.

2) Une algeébre de Banach H(D) est ultramétrique.

§.2. - LES ALGEBRES DE TATE

Soit I' un corps valué non archimédien complet dont 1'anneau de valuation
est noté V et le corps résiduel Y . Soit A une I -algetbre commutative nor-
mée ultramétrique dont la norme est notée II. I|. soit A[ Xl’ vees Xn] l'algebre

oo X

l'algeébre des séries formelles restreintes 2 n indéterminées, a coefficients dans

des polyndmes & n indéterminées, 2 coefficients dans A , et soit A{X

A (c'est-a-dire les séries dont les coefficients tendent vers zéro suivant le filtre
des complémentaires des parties finies de nN" ). L'algebre A{Xl, ,Xn} peut
étre munie d'une norme ultramétrique qui prolonge celle de A et que l'on appel-

lera norme canonique, définie de la facon suivante :

i i
- l n .
pour tout f = I a4 Xl Xn € A{Xl,...,Xn} ;
1 n
soit el =(i Sl‘lp)ean Hail’m 'in“
1, ceey ln

La norme canonique de Af{ Xl' N Xn} induit sur la sous-algebre
A[Xl, ,Xn] une norme que l'on nommera encore norme canonique de
A[Xl’ ,Xn] . Si A estune T -algébre de Banach ultramétrique, A{Xl,... ,Xn}
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est aussi une I - algébre de Banach ultramétrique pour sa norme canonique. Alors
1'algébre de Banach A{Xl, ,Xn] est appelée extension topologiquement pure de
17 ,Xn ((221).

A de degré n, d'indéterminées X

Enfin, si A estune [ -algébre de Banach ultramétrique, on appelle

algébre topologiquement de type fini sur A ou A -algébre topologiquement de ty-

pe fini, tout quotient par un de ses idéaux fermés d'une extension topologiquement
pure E de A, muni de la structure d'algebre de Banach quotient de celle de E .
I1 est clair que si A, B, C sont des algebres de Banach telles que B soit une
A -algebre topologiquement de type fini sur A et que C soit une B -algebre to-
pologiquement de type fini sur B, alors C estune A -algébre topologiquement
de type fini sur A . L'étude de Tate concerne la famille ¥ des algebres topolo-
giquement de type fini sur le corps I' considéré, encore appelées algebres de
Tate, et nous allons d'abord résumer les propriétés essentielles de ces algebres

ainsi que certains résultats préliminaires d'usage courant.

PROPOSITION II. 5. - Soit A une I'-algeébre de Banach ultramétrique et soit E

un A -module de Banach. Soit F un sous -A -module de E dont l'adhérence

F dans E est de type fini. Alors F =F . (donc F est de type fini et fermé)
(théoreme (3.2.) de [22]).

Une conséquence de la proposition II. 5. est que tout idéal d'une algebre
de Banach ultramétrique noethérienne est fermé. D'autre part, la proposition II. 5.
a pour conséquence la proposition II. 6. suivante qui est extraite du théoregme (3.3)

de [22].

PROPOSITION 1II. 6. - Soit A une I'-algébre de Banach ultramétrique et soit E

un A -module de type fini. Alors il existe sur E une norme ultramétrique pour

laquelle E estun A -module de Banach et cette norme est unique 3 une équi-

valence pres.

Par ailleurs, on déduit des théorémes 2 et 3 de [21 ] et des théoremes

(4.5) et (4.6) de [22] 1la proposition II. 7.
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PROPOSITION II. 7. - Toute algebre topologiquement de type fini sur I’ est noe-

thérienne. Toute extension topologiquement pure de I est factorielle. Tout idéal

maximal d'une algébre topologiquement de type fini est de codimension finie. Tout

homomorphisme de I -algébre d'une algeébre topologiquement de type fini A dans

une algébre topologiquement de type fini B est continu.

11 en résulte que tout idéal d'une extension topologiquement pure de T
est fermé et qu'une T -algebre est topologiquement de type fini si et seulement si

c'est un quotient d'une extension topologiquement pure par un de ses idéaux.

D'autre part, le théoretme (4.3) de [22] que nous allons écrire est un
théoreme de normalisation analogue au théoréme de Noether pour les algebres de
type fini et montre que les algébres topologiquement de type fini jouent le méme
rdle par rapport aux extensions topologiquement pures que les algeébres de type fini

par rapport aux anneaux de polyndomes.

PROPOSITION II. 8. - Une I'-algébre de Banach ultramétrique A estune T -al-

gebre topologiquement de type fini si et seulement si c'est une extension entiére

finie d'une extension topologiquement pure E de T.

On appelle degré de A sur ' le degréde E .

Signalons encore le lemme II. 9. qui sera utile au chapitre VII.

LEMME 1II. 9. - Soit A une T -algébre topologiquement de type fini quotient d'une

extension topologiquement pure E =T {Xl, ...,Xn} dont la norme quotient est
notée || . “q’ et soit @ la surjection canonique de E sur A . Soit || .| une nor-

me d'algeébre ultramétrique définie sur A telle que les suites m - HCP(XIn)H

soient bornées quel que soit i (iSi<n). Alors il existe une constante M telle

que |lyll= M”Y“q pour tout y€A .

Preuve. Soit x; = Cp(Xi) (1=is n). Alors par hypothdse, il existe N>0 tel que
m m
e, .. x
L e

la norme canonique de E . Soit yeA et soit f(Xl, ,Xn)e E telque ®(f)=y
et ||f] SL “y“q . Alors il est clair que [ly|l= [[£(X},....X )IS N I]filcs NLlly“q

n | N quels que soient m ,mnelN. Soit L>1 et soit | .| c

et le lemme est établi.
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§.3. - SPECTRE ET SEMI-NORME SPECTRALE

Nous allons rappeler les propriétés générales du spectre et de la semi-
norme spectrale d'une algébre de Banach sur un corps E muni d'une valeur abso-
lue. Rappelons que le spectre d'un élément f d'une algébre A sur un corps F
est l'ensemble des AEF tels que f-A ne soit pas inversible dans A ([3]).

Dans toute la suite, on notera spA(f) ce spectre.

LEMME II.10. - Soit F un corps et A une F -algebre. Soit I l'intersection

s 3z . . . : A . s es
des idéaux maximaux de codimension 1 et soit A' = T Soit ¢ la surjection

canonique de A sur A' et soit x€A . Alors le spectre de x dans A est égal

au spectre de ®(x) dans A'.

LEMME II.11. - Soit E un corps muni d'une valeur absolue (archimédienne ou

non), pour laquelle il est complet et soit A une E -algeébre de Banach, dont la

norme est notée ||.|. Soit a€A tel que |lall<1 . Alors 1-a est inversible

dans A .

DEFINITION. - Nous dirons qu'un élément f d'une E -algdbre A sur un corps

algébriquement clos E est de classe algébrique si pour tout A€ E , ou bien f-A

est inversible, ou bien f-A appartient & un idéal maximal de codimension 1 de

A .
Remarque. On voit que f estde classe algébrique si et seulement si le spectre
de f est égal a 1'ensemble des images de f par les homomorphismes de A sur

K.

PROPOSITION II. 12. - Soit E un corps muni d'une valeur absolue (archimédien-

ne ou non) pour laquelle il est complet et soit ) une cldture algébrique de E

munie de l'unique valeur absolue qui prolonge celle de E . Soit A une E -algébre

commutative unitaire. ‘On suppose non vide l'ensemble X des homomorphismes

de E -algeébrede A dans Q ; soit J l'intersection des noyaux des éléments de

X . Nous appellerons pseudo-norme spectrale de A 1'application définie sur A ,

3 valeur dans [0, +®] par HfHSP:suplx(f)|6[0,+°°].
X€EZX
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a) J est égal 3 l'ensemble des éléments fEA tels que ”f”sp =0 .

Si “f”sp< +e quel que soit f€ A, alors l'application |. || sp est une semi-norme

de A ; cette semi-norme est une norme si et seulement si J = {0} .

b) Soit B une E -algebre telle qu'il existe un homomorphisme ¢ de

B dans A . Alors B admet une pseudo-norme spectrale ||. “'sp qui _satisfait,

quel que soit feB , [|®(f)| SPS Il £ “;p . En particulier si ¢ estun isomorphis-

A
=|[f||' . De méme, si A'=-"T, et si tl jecti
me, on a HCP(f)Hsp I ”sp e méme, si T o etsi d estla surjection

N ]
canonique de A sur A', alors A' possdde une pseudo-norme spectrale ||. HSP

et || &)l 'sp = ansp quel que soit f€A .

c) Si E est algébriquement clos et si h est une fraction sans pdle dans

le spectre A de f€A , alors il existe ye€A tel que y = h(f) etl'ona
ap, (y) = h(1) .

d) Si E estalgébriquement clos et si A est compléte pour une norme

Il de E-algtbre, alorsona |[Ifll < sup(|A],resp,(f) < Tim V= il et

spA(f) est fermé borné pour tout f€A . De plus si ||. Hsp est une norme pour
laquelle A est complete, alors les normes ||. ||Sp et ||. || sont équivalentes.

Remarque. Si E estun corps algébriquement clos, muni d'une valeur absolue
pour laquelle il est complet, alors par construction une E -algébre A possede
une pseudo-norme spectrale si et seulement si 1'un au moins de ses idéaux maxi-

maux est de codimension 1.

Si E estle corps T, on sait que tout idéal maximal d'une C -algebre
de Banach est de codimension 1 . Par contre, si la valeur absolue de E est non
archimédienne, il existe des E -algebres de Banach ne possédant aucun idéal
maximal de codimension 1 . Trivialement, il suffit de considérer, une extension
transcendante F de E compléte pour une valeur absolue non archimédienne qui
prolonge celle de E , ou plus généralement une F - algebre de Banach. (Par exem-

ple on peut prendre E = ﬁp et choisir pour F son complété maximal).

Pour ce qui concerne les algébres topologiquement de type fini, on sait,
grace 2 la propositon (4.5) de [22], que tout idéal maximal d'une alg¢bre topolo-
giquement de type fini est de codimension finie et on déduit, grice au corollaire
du théoreme (5.3) de [22] que tout idéal premier est une intersection d'idéaux

maximaux (toute algébre topologiquement de type fini est un anneau de Jacobson).
- 21 -



ALAIN ESCASSUT

Les propriétés élémentaires de la semi-norme spectrale d'une K-algebre topo-

logiquement de type fini sont extraites des théoremes (5.2) et (5.3.) de [22].

DEFINITION. - On dit qu'un anneau A est réduit s'il n'admet pas d'élément nil-

potent non nul.

PROPOSITION 1II. 13. - Soit A une algébre topologiquement de type fini sur K.

Tout idéal maximal de A est de codimension 1. L'intersection des idéaux maxi-

maux est égale 3 1'idéal des éléments nilpotents de A . L'algébre A est munie

d'une semi-norme spectrale qui est une norme si et seulement si A est réduite.

D'autre part, si Il ”sp désigne cette semi-norme spectrale de A etsi | . H

est sa norme d'algébre topologiquement de type fini, la relation ”fHSPS 1 im-

plique que la suite “ fn[[ soit bornée.

11 faut rappeler maintenant les principales propriétés de la semi-norme
spectrale d'une algébre de Tate qui sont extraites de [8] et [10] . On retient des
corollaires 1 et 2 du théoréme 2 du chapitre III de [10] que si ' estun corps
valué non archimédien complet et A une algeébre topologiquement de type fini
sur T et réduite, alors la topologie définie sur A par sa norme spectrale | . “s
est équivalente & sa norme d'algebre topologiquement de type fini. De plus, si
fe A, il existe un homomorphisme de K-algébre X de A sur une extension
finie ® de I’ munie de l'unique valeur absolue qui prolonge celle de T, telle
que ”f“sp = |x(f)] (principe du maximum de Gerritzen ([8], §.2., th. 4 et [10],
ch. III, cor. 2 du th. 2). Plus généralement, il est évident grice a la proposition
II. 12., b) que si A estune algébre topologiquement de type fini sur I', sa semi-
norme spectrale vérifie également ce principe du maximum. Alors si ' =K,

on a la proposition II. 14.

PROPOSITION 1II. 14. - Soit A une K -algébre topologiquement de type fini dont

la norme est notée || . H et dont la semi-norme spectrale est notée ||. n

sp’
Alors pour tout f¢ A, il existe un homomorphisme d'algébre X de A sur K

tel que [x(f)]= “f“sp' De plus, si A est réduite, les normes | .| et |. “sp

sont équivalentes.

Remarque 1. On a donc “f”spe |K| quel que soit f€A .
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Remarque 2. L'équivalence des normes ||. || et ||| sp dans le cas o A est
réduite avait déja été établie dans [22] lorsque la caractéristique du corps consi-

déré est nulle.

Nous allons généraliser maintenant la notion de fronti¢re analytique dé-

finie dans [1] pour un quasi-connexe.

DEFINITION. - Soit D un infraconnexe et soit A CD . Nous dirons que 4 est
une frontidre analytique de D si l'adhérence de K[x] dans H(A) est égale a

1'adhérence de K[x] dans H(D).

11 résulte de la proposition 1 de [1] la proposition suivante :

PROPOSITION 1II. 15, - Soit A une partie d'un infraconnexe D non réduit 2 un

point., Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i) A est une frontie¢re analytique de D,

ii) A est une frontieére analytique de D,

iii) il existe une suite u de A telle que lhn; lup-uq! = diam (D),
4+
P#q

iv) HP“A= [P ”D quel que soit P(X)e€ K[X] .

PROPOSITION 1II. 16, - Soit une K-algébre de Banach ultramétrique A admettant

une semi-norme spectrale ||. || sp et dont la norme est notée ||. || . Soit f un

élément de classe algébrique de A et soit /\f le spectre de f dans A . Alors

l'adhérence E de K[t] dans A pour la topologie définie par la semi-norme

spectrale est une extension topologiquement pure de K , de degré 1, d'indéter -

minée f, dont la norme canonique est induite par |. || , si et seulement si
]

l\f est une frontiere analytique de U . De plus, si la suite |]fn|| est bornée et si

/\f est une fronti¢re analytique de U, alors les normes induites sur E par

sp et || .|l sont équivalentes et E est fermé dans A pour la norme | .| .

Preuve. Montrons la premitre assertion grace 2 la proposition II. 14. Soit %
l'ensemble des homomorphismes de K -algebre de A sur K. Comme K est

algébriquement clos et que f est de classe algébrique, il est clair que tout
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polynéme P(X)€ K[X] satisfait :

IBOll, = sup [X(P(O)] = sup | PN = sup |PE)]

A
d'ol la relation : xe% X€ % g€ f
(1) I P(f)Hsp = ”P(x)”/\f
obtenue en considérant l'application identique x de /\f et P(x)€ H(/\f) . Or il est
clair que 1'adhérence de K[f] dans A pour la topologie définie par ||. || sp est

une extension topologiquement pure d'indéterminée f dont la norme canonique est
induite par |. || sp si et seulement si l'on a ||P(f)]|sp= ]]P(x)lIU quel que soit
PcK[X]. Mais d'apres (1) et la proposition II. 14, cette condition est remplie si
et seulement si Af est une frontiere analytique de U puisque f est de classe
algébrique.

Montrons maintenant la seconde assertion. Puisque ||f||sp= 1, il existe
grice 2 la proposition II. 13. un nombre M=21 tel que I£%|s M quel que soit
n€IN. Comme E estune extension topologiquement pure dont la norme est in-
duite par H Hsp tout élément de E est une série formelle restreinte en f,

F = ':Zulo aif1 , et satisfait ”F”SP: isgxp 'ail , donc ||F|lsM (isup ]ai|) =M “F“sp'
Comme on a || F“sps || F|| d'apres la proposition II.12., d) du fait que A est
une algeébre de Banach pour la norme ||.|, les deux normes induites sur E par

. ”sp et ||. || sont donc équivalentes.
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III

AUTRES PROPRIETES DES ALGEBRES DE TATE

§.1. - THEOREME DES ZEROS ET SPECTRE MAXIMAL

Avant de pouvoir établir un théoréme des zéros de Hilbert pour une ex-
tension topologiquement pure de K , il faut d'abord rappeler un lemme classique

sur les parties multiplicatives d'un anneau.

LEMME III. 1. - Soit A un anneau et soit S un ensemble multiplicatif de A qui

ne contient pas zéro. Soit F la famille des idéaux I de A tels que INS = d.

Alors il existe au moins un élément maximal de F et tout élément maximal de F

est un idéal premier ([6], proposition 6 du chap. VI).

DEFINITIONS. - On appellera domaine d'annulation d'un idéal I d'une extension

topologiquement pure K{XI, ,Xn} l'ensemble des n -uplets (al, ooy an)e u®
tels que f(al, vee s an) = 0 quel que soit f€I. De méme, on appellera domaine
d'annulation d'un élément f¢€ K{X1 s Xn] l'ensemble des n -uplets

n
(Xl,...,)\n)E‘U tels que f(xl,...,xn)-o.
PROPOSITION III. 2. - Soit. A = K{Xl, cees Xn} une extension topologiquement pure

de degré n de K et soit ¥ unidéalde A . Soit A le domaine d'annulation de

¥ . Alors 1'idéal J des éléments g tels que g(al,... ,an) = 0 quel que soit

(a

17 ,an)e A estle radical de 9 .

Preuve. Soit f€ 7 et montrons qu'il existe n€IN tels que fneﬁl . Soit S 1l'en-
semble des puissances de f et soit F la famille des idéaux I de A tels que
INS = ¢ . Nous savons, d'apresle lemme III. 1., que F admet au moins un é1é-
ment maximal P qui est un idéal premier. Soit B 1l'algebre topologiquement de

tye fini % et soit § la surjection canonique de A sur B . Soit
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x, = e(Xi) (1si< n). Puisque B est intégre, son nil-radical est nul et d'apres le
théoredme II. 13. l'intersection de ses idéaux maximaux est nulle. Puisque f¢ P,
£ de B tel que 6(f) émf .
=K ; alors ®o.08(f) #0. Mais

ona B(f) #0 etil existe donc un idéal maximal T

Soit ® la surjection canonique de B sur m

6 et ® sont des homomorphismes d'algebre topologiquement de type fini sur K

et sont donc continus d'aprés la proposition II. 7. Soit :

i i
_ 1 n
f(,Xl,...,xn)-iz . a oy X, ... .X €K {xl,...,xn}.
1,..., n 1 n
Alors on a : .
11 ln
Pop(f)=®ep( X a, ;X X )=
il’ . 'in 11,...,ln n
il in
= I a [ @o8(X))) L (ReB(X ) =
i), ,dy e iy n
=f(cpoe(X1),...,cooe(Xn)).
Or il est clair que le n -uplet (Cpoe(Xl),...,CPoe(Xn)) de U" appartient a
car si ge¥, alors g€ P donc 6(g) =0 et
g(®o e(Xl),... , Po e(xn)) =®o e(g(Xl,..A ,Xn)) =0 .
Donc ¥, 6(f) = £f(¥, B(Xl),... , Po G(Xn)) = 0 etl'hypothese f ¢ J est contredite ;

le théoréme est donc établi. Nous en déduisons deux conséquences immeédiates :

COROLLAIRE III. 3. - Tout idéal I d'une extension topologiquement pure A ,

dont le domaine d'annulation est vide, est égal a A .

Preuve. En effet, si IZA, I estinclus dans un idéal maximal M dont le do-
maine d'annulation est vide. Donc A est le radical de M , ce qui est absurde

puisque M est un idéal maximal.

Ce corollaire admet pour conséquence la proposition suivante immédiate.

PROPOSITION III. 4. - Soit A = K{Xl,... ,Xn} une extension topologiquement

pure de K. Pour tout idéal maximal M de A, il existe (al,... ,an)eUn tel

n
que wz:i): (Xi—ai)A et 'homomorphisme de K -algébre de A sur K dont

M est le noyau, est l'application f - f(al, ,an) . Le spectre maximal Max(A)

. n
est ainsi mis en bijection avec U .
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Plus généralement, soit B = une algeébre topologiquement

de type fini sur K et soit § la surjection canonique de A sur B . Alors pour

. . . X n _
tout idéal maximal M de B il existe (al, cees an)e U tel que f(al, ,an) =0

n
quel que soit fel et tel que M= .)31 (o (Xi)_ai)B et Max(B) est ainsi mis en bi-
1:

s es ' _ n
jection de facon naturelle avec l'ensemble des n -uplets (al, ees an)e U tels que
f(al, ,an)=0 quel que soit feI. De plus, si geB, si 6(f)=g etsi P est

1'homomorphisme de K -algébre de B sur K dont M est le noyau, alors

Pg)=fla),....a_) .

Remarque. - Il résulte de la proposition III. 4. que la norme d'une extension topolo-

giquement pure est égale 4 sa norme spectrale.

On introduit la théorie de Tate en définissant de la fagon suivante la ca-
tégorie des espaces analytiques au sens de Tate. On prend pour objet les couples
(X,A) ou Ac ¥ etou X= Max(A) est identifié & une partie de U” comme on
vient de voir, et dont les morphismes sont définis de la fagon suivante : 2 chaque
homomorphisme ® de A dans B (A, Be%) on considere l'application u de
Max(B) dans Max(A) définie par u(l) = Cp—l(ﬂﬁ) , quel que soit Me Max(B).

Pour pouvoir comparer la théorie de Krasner avec celle de Tate, nous
devrons évidemment nous restreindre a la sous-catégorie U' des algtbres topo-
logiquement de type fini dont le spectre maximal s'identifie avec une partie de K

donc de U .

§. 2. - PROJECTEURS RESTRICTIFS D'UNE EXTENSION TOPOLOGIQUEMENT
PURE

Nous devons préciser certaines notions et certaines propriétés concernant
les projecteurs d'une algéi:re commutative pour pouvoir ensuite appliquer a 1'étu-
de des extensions topologiquement pures. Rappelons que 1l'on appelle projecteur
d'un espace vectoriel E tout opérateur linéaire de E idempotent. Les projec-

teurs d'un espace vectoriel possédent la propriété immédiate suivante :

LEMME III. 5. - Soient E un espace vectoriel et Pl , PZ deux projecteurs de

E tels que P1 P2 = PZPI . Alors P1 P2 est un projecteur de E et
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Ker(P1 Pz) = Ker(Pl) + Ker(Pz) .

DEFINITION. - Soit A une algébre commutative sur un corps F et soit P un
projecteur de A considéré comme espace vectoriel sur F . On dira que P est

un projecteur restrictif si Ker(P) estun idéal de A .
On a le lemme III. 6. immédiat grace au lemme III. 5.

LEMME III. 6. - Soit A une algébre commutative sur un corps F et soit P un

projecteur restrictif de A. Ona P(xy) = P(P(x) P(y)) quels que soient x et
y €A . D'autre part, si Pl et P2 sont deux projecteurs restrictifs de A tels

que P1 P2 soit un projecteur, alors P1 P2 est un projecteur restrictif.

Le théoreme III. 8. ci-dessous a déja été signalé par Grauert et Remmert
(théoreme 1 du §. 2 de [9]). On commence pour cela par étudier les anneaux de

~ N 2
polynémes sur une algebre normée.

Notation. - Soit f un polynéme de n variables Xl' ,Xm a coefficients dans un

anneau commutatif unitaire. On notera degj(f) le degré de f comme polyndme en

X. .
J

THEOREME III. 7. - Soit T’ un corps valué non archimédien et soit A une I'-al-

gebre commutative unitaire normée. Soit m un entier positif ; considérons 1'al-

l""'Fm

des polyndmes satisfaisant les relations suivantes quel que soit i (1<isSm):

gebre A[XI, ,Xm] munie de sa norme canonique notée ||.| . Soient F

a) FiEA[Xi] ;
b) Fi est unitaire ;

o) lIFdl=1.

Soit nj = deg(Fj) (1= j<S m). Alors il existe un projecteur restrictif R

de A[Xl, ...,Xm] possédant les propriétés suivantes :

i) deij(f)< nj quel que soit j (1=j< m), quel que soit fCA[Xl,...,Xm] ;

m
ii) Ker R= & F,A[X.,...,X_ ] ;
j=1 1 1 m
iii) R(9f) = 6R(f) quel que soit B A et quel que soit feA[Xl,...,Xm];
iv) IR I £l quel que soit feA[Xl,...,Xm].
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Preuve. Procédons par récurrence en supposant la proposition vraie pour
m=q=0 et montrons qu'elle est vraie pour m=q+l . Considérons le polynéme
F défini ci-dessus et soit r l'application qui & tout élément f€ A[ Xl’ o, X ]

qtl qtl

associe le reste de b division euclidienne de f par le polyndme unitaire Fq+l

dans l'ordre des puissances décroissantes de X . Il est clair que r estun

qtl
. . L. N _
projecteur restrictif de 1'algeébre A[Xl’ 'Xq+l ] et que Ker(r)—Fq+lA[Xl,...,X
ol s oma =10 = 4(x(0)

quel que soit Y€ A[Xl,... ,X ] et quel que soit fGA[Xl,... ’Xq+1 J. D'autre

Plus précisément, on voit que, comme Fq+1 cA[X

part, on vérifie que ” r(f) “S Hf” quel que soit f¢ A[Xl, ey Xq+1 J. Nous pro-

cédons par récurrence sur le degré p de f comme polyndme en X

q+l g+l ”’
Si pq+l< nq+l , la relation est triviale puisque r(f)=f. Supposons la donc éta-
L. < _ e
blie si pq+1 u et montrons la pour pq+1 ut+l . Soit:
u+l
<is
fl}_zoalxq ] (aie A[Xl,... ,xq], I1Sisu+l).
Soit
u+t+l-n
=f- +1
g=1 a4l X q Fq+1 ,
il est clair que degq+l(g) =< u puisque Fq+l est unitaire On a donc || r(g)ll= ||g|l
D'autre part, comme HFq+l“ =1, |gll= lI£1l, d'ou Hr(g) = “f“ . Enfin, com-

me f-g€ Ker(r), r(f) = r(g) , donc [ r(f) [l [I£]l.

D'autre part, si l'on suppose la proposition V. 2. vraie au rang q, il

existe un projecteur restrictif Rq de l'algebre A[ Xl’ cees Xq] satisfaisant les
relations i) et ii). Ce projecteur Rq se prolonge en un projecteur restrictif
ﬁq de 1 algébre A[X 'Xq+l ] de la fagon suivante : pour tout
f= . , it :
1z_oalx leA[X ,quj (aieA[Xl,. xq]) soit
L .
RO=Z R () X

10q1q+l

Il est évident que ®_ estun projecteur restrictif dont le noyau est

Z?OF Al X Xq+1 ] et que l'on a encore I‘Wq(f)”S ll£ll. Par définition, il est
i=
clair que Rq(CP. f) = . Rq(f) quel que soit ®¢ A[Xq“] , quel que soit

f EA[XI, s X 1. 11 en résulte que les projecteurs restrictifs ﬁq et r com-

q+l
mutent. En effet, soit :

i
f —i=§(i) ainH (aieA[Xl, ,Xq] )

on a ¢
reR (1) -k re® (a, x!

10 q +1)
- 29 -
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(car ro ﬁq est un endomorphlsme linéaire de A[X ’Xq+l])' Mais d'apres
@Xx )= r(R (a,) X
q ( )

® ) et comme
R (a)=R ,
q(ai) q(ai)e A[Xl Xq] on a flnalement

ce qui a été vu, ona r
a4 ° q+l

r(ﬁq(ai) Xi

SRELECAEC SR ELECIEC SRR REICH SOP

q+l
d'ou :
To ﬁ (f =R o r(f) .
q ) q ()
Alors R or estun projecteur restrictif d'apres le lemme III. 6. Soit Rq+l:ﬁq° r.

On sait, grace au lemme III. 5., que

Ker( )‘Ker(R)+Ker r)—qz FA[X ...,Xq+1].
i=1
D'autre part, il est év1dent que 1'on a, par construction, degq+l(r(f))<nq+l , donc
% o< - .
deg g+l Ol( r(f))<n g+l et degj c1(r(f)) <nj quel que soit j<q. Les relations i)

et 11) sont donc satisfaites. D'autre part, la relation iii) est satisfaite car ona
r(6f) =or(f) et R (8f) = eﬁq(f) quel que soit € A, quel que soit feA[Xl, ...,Xm] .
Enfin, || ﬁq(r () H <| r(f)HS |l£]l , donc la relation iv) est satisfaite et le théoréme

est démontré.

THEOREME III 8. - Soit I’ un corps valué non archimédien complet. Soit A une

extension topologiquement pure de T et soit A {Xl, s Xm} une extension topo-
logiquement pure de A dont la norme canonique est notée H . “ . Soient
Fl’ cees Fm des polynomes satisfaisant quel que soit i (1=iS< m)

a) F.eAlX,];
b) Fi est unitaire ;

IF, =

Soit n, = degi(Fi) (1=i< m) ; alors il existe un projecteur restrictif R de

A satisfaisant quel que soit §€ A , quel que soit he¢ A[XI’ ,Xm] , quel que

soit f€ A {Xl,... ,Xm} ; les relations :
(1) b*i(f)eA[X P X1 et degjw(f)<nj (1Sj<m),
(2) h-R(h)e % F, AKX T
i=1
o m
(3) Ker( )-i:)::1 FA{X,...,X 1.

(4) w(ef) = 8R(f),

(5) () = liell. - 30 -
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Preuve. C'est une conséquence immédiate du théoreme III. 7. En effet, nous
savons, grice au théoréme III. 7., qu'il existe un projecteur restrictif Ro de
A[Xl, ,Xm] satisfaisant les relations i), ii), iii), iv) du théoreme III. 7. Il
est clair que Ro se prolonge en un projecteur restrictif ® de 1'algebre

A{Xl, ,Xm} satisfaisant (1), (4), (5), grice aux relations i), iii), iv). On en
déduit, grice aux relations i) et ii) que R satisfait (2) puisque c'est une propri-
été qui ne concerne que sa restriction RO a A[Xl,...,Xm ]J. Par ailleurs, puis-
que A estune extension topologiquement pure de K, A{Xl, ,Xm] est encore
une extension topologiquement pure de K . Donc c'est une algébre noethérienne et
1'idéal i§=:n1 FiA{Xl, ,xm} est fermé dans A { b SR xm} . On en déduit que
f-R(f) € ilénl FiA{Xl’ ,Xm} grice 2 ii) et (5) et par conséquent

Ker(R)c ir-fl FiA{Xl, ,Xm}. Réciproquement, par continuité il est évident,

m
grice 2 (2), que ~21FiA{Xl’ Xm}C Ker(R) et la relation (3) est donc vérifiée.
i=

§.3. - EXTENSION ENTIERE FINIE D'UNE EXTENSION TOPOLOGIQUEMENT

PURE

Le théoreéme III. 8. permet tout d'abord d'améliorer la proposition II. 8

de la fagon suivante :

THEOREME III. 9. - Toute extension entidre finie B d'une algébre A topologi-

quement de type fini sur un corps I' valué non archimédien complet peut €tre

munie d'une norme de T -algdbre de Banach qui en fait une I -algébre topologi-

quement de type fini.

Preuve. Remarquons d'abord qu'il suffit de faire la démonstration si A est une
extension topologiquement pure de I' car on sait, griace a la proposition II. 8 ,
que A est elle-méme une extension entiére finie d'une extension topologiquement
pure de T . Par hypothtse, B est donc de la forme E [xl, ...,xm] ou E est
une extension topologiquement pure de I' et ou Xps..oaX o sont entiers sur E .
Soit E{Xl, cees Xm} une extension topologiquement pure de E ; il est clair qu'il
existe, quel que soit i (1S i< m), un élément li € K tel que v; = )‘ixi satisfas-
se || Yi“ <1 et soit racine d'un polyndme unitaire Fi(Xi)e E[ Xi] tel que ”F1“= 1
pour la norme canonique de E{ Xl’ e Xm} . Considérons le projecteur restrictif
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R associé aux polyndmes F Fm d'apres le théoreme III. 8. et soit & l'ap-

17
plication de E{Xl, ,Xm} dans B définie par &(f) = R(f) (Xl’ ,xm) quel que
soit fe¢ E {Xl, .,.,Xm }. 11 est clair que & est surjectif car pour tout ye B , il

existe fe A[Xl,...,Xm] tel que y = f(x .,xm) et comme

o
m
f-R(f)e iz‘:l FiA[Xl’ e Xm] d'apres le théoreme III. 8., on a la relation

(@) (f)\xl,...,xm) f(xl, X ),
donc d(f)=vy.
Par ailleurs, grice a la relation (4) du théorgme III.8., & est un homomorphis-

me de A -module. Montrons enfin que ¢ est un homomorphisme de A -algebre,

donc de T -algebre. Grice a la proposition III. 6., on a

R(£E) Gxps o %) = RO R Gephrx) s

mais grice a la relation (@), ona:

R (R(E) R (2)) (e x )

R () ®(g) (xh.nx ) =
[R(f)(xl, ...,xm)] [R(g)(xl, ...,xm)] ;

donc ®(fg) = (f)P(g) et le théoreéme III. 9. est établi.

Nous allons maintenant appliquer le théoreme III. 8. a 1'étude des algebres
topologiquement de type fini intégres. Rappelons d'abord un résultat classique con-

cernant les éléments entiers sur un anneau intégre.

LEMME III. 10. - Soit B un anneau intégre contenant un sous -anneau A intégrale-

ment clos dans son corps de fractions E et soit x un élément entier sur A .

Alors le polyndme minimal F de x sur E appartient 3 A[X]. (On appellera F

le polyndme minimal de x sur A ).

PROPOSITION III. 11. - Soit T un corps valué non archimédien complet et soit A

une extension topologiquement pure de I'. Soit B = A[X] une extension entitre

finie et intégre de A . Soit | . ll la norme dg B et supposons que le polyndme
minimal F de x sur A satisfasse HFHC=1 pour la norme canonique || . “c

de AlX] et que “x“ = 1. Alors l'algéebre topologiquement de type fini B est
. N A{xX1
isomorphe 3 FX)A(X] (C12], §.3,3, lemma).
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Preuve. Considérons le projecteur restrictif ® associé au polynédme unitaire
FeA[X] et soit & l'application de A{X} dans B définie par &(f)=R(f) (x) quel
que soit feA{X} . Il est évident que & est surjectif, car si f(X)eA[X], ona
f(x) = R(f)(x) . Or, il résulte du théoreme IIL. 8. (propriété (3)) que

Ker RNA[X]= F(X) A[X] ce qui prouve que si I.désigne 1l'injection canonique de

A[X] dans A{X}, alors ®.I admet le méme noyau que la surjection canonique

® de A[X] sur F[X) , donc ®.I se factorise sous la forme {, ® ou
F(X)A[X]

st un isomorphisme d ALX) sur A[X]

estunis p € % F(X) ALX] FX)A{X] "
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ENSEMBLES CALIBRES ET ULTRACIRCONFERENCIES

§.1. - DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

Nous verrons plus loin que les spectres des algebres auxquelles nous nous
intéressons possddent certaines propriétés que nous allons maintenant étudier de

fagon intrinseque.

DEFINITIONS. 1. - Nous dirons qu'un infraconnexe fermé borné est calibré si son
diambetre appartient 3 | K| et si le diametre de chacun de ses trous appartient &
K| .

2. - Nous dirons qu'un fermé borné est calibré si c'est une réunion

finie d'infraconnexes calibrés.

Remarque. - Il est évident que les composantes infraconnexes d'un fermé borné

calibré sont calibrées.

PROPOSITION IV.1.- Si D est calibré et si fcH(D) alors f(D) est calibré.

Preuve. On se ramene immédiatement au cas ou D est infraconnexe car une
réunion finie d'infraconnexes calibrés est calibrée et l'image d'un infraconnexe
par un élément analytique est infraconnexe. Il est immédiat de voir que si D est
infraconnexe calibré, le diamdtre de f(D) appartient 2 |K|, en considérant par
exemple une fonction v(fa, M) o agD et fa(x)=f(x-a) . De méme on montre que

si T estun trou de f(D), alors le diamdtre de T appartient 2 |K| en consi-

dérant beT et r -lb
DEFINITION. - Nous dirons qu'un fermé borné infini et calibré de K est ultra-

circonférencié si chacune de ses composantes infraconnexes n'a qu'un nombre fini
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de trous.

Remarques. - Une partie ultracirconférenciée de K est infraconnexe si et seule -
ment si elle est quasiconnexe [14]. Tout infraconnexe ultracirconférencié est
ouvert.

D'autre part, il est clair, que toute réunion finie d'ultracirconférenciés

est ultracirconférenciée.

THEOREME 1IV. 2, - Soit A une K -algébre topologiquement de type fini et soit

x€A telque D= spA(x) soit infini. Alors D est ultracirconférencié.

Preuve. Le théoreéme est établi par le corolnire 1 de la proposition 4 de [11]

dans le cas ou A est réduite sans idempotent différentde 0 et 1.

La généralisation est immédiate dans le cas ou A est seulement réduite.
En effet ses idempotents sont en nombre fini du fait que A est ncethérienne ; en
considérant la relation d'ordre habituelle = définie sur les idempotents par usSv
si uv =u, soient Upseeu les idempotents mrilnimaux de A pour cette relation
et soit Ai=uiA (1=i<n). Alorsona uiuj=0 , iglui et x=2Z u x. Soit ¥ 1l'en-
semble des homomorphismes de A sur K et % l'ensemble des Xec ¥ tels que
x(ui)=l . Alorsn (xi)iSn est une partition de ¥ et l'ona spAi(uix)={x(x)|x€ xi ],
d'ou spA(x) =iL=Jl spAi (uix) . Or, Ai est topologiquement de type fini sur K et
n'admet pas d'idempotent différent de 0 et 1 puisque u, est minimal, donc

spA.(uix) est ultracirconférencié et spA(x) est ultracirconférencié.
i

Enfin si A n'est pas réduite, soit I son radical, A’ =% et ® la sur-
jection canonique de A sur A'. Alors spA(x)= spA'(CP(x)) et comme A' est

réduite, spA(x) est ultracirconférencié.

Nous devons rappeler d'autre part la notion de couronne vide pour un fer -

mé borné D définie dans [5]. Soit ag D ; supposons qu'il existe r, et r,€ ]R+
tels que l'ensemble I' des §¢ K satisfaisant rlS | §-a|$ T, soit inclus dans le
complémentaire de D et tels que
sup |§-a|=r1 , inf|§-3|=r2
€eD geD
lg-a’S r, |§-a|2r2

Alors ' est appelé couronne vide de D de centre a , de rayon inférieur T
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de rayon supérieur T, - On note J(I') l'ensemble des E¢D tels que [E-a|< T,
et &(T) l'ensemble des Ee D tels que |§-a|2r2 .
On retient de la proposition VII. 3. de [5] que l'ensemble des composantes

infraconnexes de D est fini si et seulement si 1'ensemble des couronnes vides de

D est fini.

PROPOSITION IV. 3. - Les ouverts ultracirconférenciés possedent les propriétés

suivantes :

a) Toute réunion finie et toute intersection finie d'ouverts ultracircon-

férenciés est un ouvert ultracirconférencié.

b) Tout infraconnexe ultracirconférencié est égal & une réunion finie en-

chainée d'ensembles de type Da ultracirfoncérenciés. (La définition des ensem-

b

bles Da est donnée dans [14]).

b

c) L'image d'un ouvert ultracirconférencié D par un élément non cons-

tant de H(D) est un ouvert ultracirconférencié.

d) L'image réciproque d'un disque circonférencié par une fraction ration-

nelle de K(X) de degré =1 est un ouvert ultracirconférencié. (On appelle degré

d'une fraction rationnelle -g%% € K(X) l'entier rationnel degP -degQ).

e) Soient Dl’ ...,Dn les composantes infraconnexes d'un ouvert ultra -

circonférencié D ; alors il existe Te K(D) tel que deg(T)=1, T(D)=U,
-1 .-
T(Di) =U (1SisSn), D=T (U) (o T 1(U) désigne l'ensemble des Ec K tels

que IT(E)'SI) . De plus si DCU et si Il “U désigne la norme de H(U), alors

t admet une forme irréductible £ ou P estunitaire, et satisfait deg(P)>deg(Q)

Q
et llaly=lply=1.

Preuve. Les assertions a) et b) sont immédiates. Alors pour établir c) on est

ramené, grice & a), 3 montrer que l'image d'un Da ultracirconférencié par

b

un élément f¢ H(Dab) estun D_ ultracirconférencié. Notons d'abord quelques

b
définitions.

On appelle famille de disques non circonférenciés contigus une famille de

disques non circonférenciés ayant tous méme enveloppe. Nous dirons qu'une telle

famille de disques non circonférenciés contigus (Di)iel dont les éléments ont

pour enveloppe commune A , est presque complete si A - LGJI Di est égal a une
i
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réunion finie de disques non circonférenciés contigus d'enveloppe A . Alors ona

les propriétés classiques suivantes :

i) L'image d'une famille de disques non circonférenciés contigus (Di) ier’
presque complete, par un élément analytique f¢€ H('UI Di ) est une famille de dis-
i¢

ques non circonférenciés contigus presque complete.

ii) L'image d'un D_, parun élément analytique non constant f¢ H(Dab)
est un Dab .

I1 en résulte immédiatement que 1l'image d'un Dab ultracirconférencié
par un élément analytique f¢ H(Dab) est un Dab ultracirconférencié et l'assertion

c) est établie.

La démonstration de l'assertion d) utilise quelques propriétés classiques
des fractions rationnelles. Rappelons que 1'on a défini dans [5] une fonction
v(h,.) : 4= v(h, 4) pour une fraction rationnelle h qui généralise la fonction
v(f,.) définie dans [17] pour un polynédme. En utilisant cette fonction v(h, W)
on voit par exemple que toute couronne vide de D admet pour centre un zéro de
h et que tout trou de D non inclus dans une couronne vide de D admet pour
centre un pdle de h , ce qui prouve que les composantes infraconnexes sont en
nombre fini d'apres le lemme VII. 3 de [5] et que les trous de chacunes d'elles
sont en nombre fini. Il reste donc 2 montrer que le diametre de chaque composante
infraconnexe de D appartient & |[K| ainsi que les diametres de ses trous. C'est
une conséquence du fait que la fonction v(h,.) possede la propriété suivante :
v(h,u) € v(K) siet seulement si pe v(K). On en déduit en effet que si T estun

trou de diametre p d'une composante infraconnexe D, de D quin'est pas in-

1
clus dans une couronne vide de D, alors ona v(h, -logp) =0 d'ou p€ IKI . On
voit de la méme fagon que les rayons inférieurs et supérieurs des couronnes vides

de D appartiennent & |K| et l'assertion d) est établie.

Pour montrer l'assertion e) nous allons construire une fraction te K(D)

de degré =1 telle que [t(E)] =1 si et seulement si E¢ D . Alors il est clair
-1
t (U)=D et t(D)=U car l'équation t(x) = a admet au moins une solution dans
K quel que soit a¢ K, puisque deg(t)=1 et en particulier ceci est vrai pour
acU.
' . 2o s . . P ..
D'autre part, il est évident que si DCU et-si —— est une forme irré-

ductible de t telle que P soitunitaire, on a IIQHS |lP||= 1 pour la norme
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canonique de K[X]. En effet, puisque DCU, le polyndme P ne doit pas s'an-
nuler pour |§|=1 et pour cela il faut que Pl soit égal a la valeur absolue du
coefficient de plus grand indice de P c'est-a-dire 1, puisque P est unitaire ;
donc ||P “ = 1. Enfin, on voit que ||Q||Sl car sinon on aurait d'aprés les résul-
tats classiques ([5],[14], [17]), v(P,0)-v(Q,0)> 0, donc il existerait €>0 tel
que

(—g&l)) =v(P, v(§)) - v(Q, v(E)) >0 pour tout € ¢ K

tel que
-e<v(€)< 0,

ce qui contredirait le fait que §¢ D .

Par ailleurs, la fraction t satisfait nécessairement les relations t(D.)=U

quel que soit i (1=<i<n), c'est-a-dire que le diametre de t(Di) est égala 1.

Soit 0€ D un point pris pour origine et soit r le diametre de D1 . Soit
g = t-t(0) ; on a donc [g(§)] =1 quel que soit geDl . Alors il existe r'>r tel
que l'ensemble T'' des §¢ K satisfaisant r < |[§|<r' vérifie TND = ¢ ; donc

v(g, M) < 0 quel que soit pe]-logr', -logr[. Comme D, estinfraconnexe et

1
comme |g(§)[<1 pour E¢ D1 , on a donc v(g, -log r) =0 et comme D, est
infraconnexe, ona lim [g(€)| =1, ce qui montre que le diametre de D1 est égal
3 g+~
a 1.

'§,< 1,8¢ Dl
Il reste donc seulement, pour établir l'assertion e), a montrer que pour
tout fermé borné ultracirconférencié D, il existe une fraction tc K(D), de degré
=1 telle que lt(@)[ =<1 si et seulement si §¢ D . En fait il revient au méme de
montrer l'existence d'une fraction h telle que deg(h)=< -1 et |h(E)|]<1l siet
seulement si §¢ D et de considérer ensuite t:% . Considérons d'abord le cas

ou D est infraconnexe. Alors il existe un disque circonférencié A°= D etun nom-

bre fini de disques non circonférenciés T.,..., Tq dont les diametres r, appar-

1
tiennent 3 [K| tels que si Ai =CTi (1=i<q) onait D :iQOAi . Puisque D est
ultracirconférencié, il existe un disque 0 non circonférencié inclus dans D,
dont le diametre r est égal 3 celui de D . Soit boe 6 ; soit a€ T, (1=i=q)
et soit bie D tel que ,ai-bi[ =1, et tel que le disque non circonférencié de
centre bi , de diametre T soit inclus dans D (1<i<q). (Par définition des en-

sembles ultracirconférenciés, l'existence des points bi est évidente). Alors soit

bo q x-a,

h = x-b ' | (x -b,

o i=1 i

il est clair que h possede les propriétés cherchées.
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Considérons maintenant le cas général. Soient D Dn les composan-

1

tes infraconnexes de D et soient hl, cees hn des fractions rationnelles satisfaisant,

quel que soit i (1<i<n), hie K([;Di) s deg(hi)S -1, Ihi(§)|< 1 si et seulement
n

si ¢ D, . Enfin, soit h=.21hi . Alors il est évident que he K([D) et que [h(§)k 1
1:

si et seulement si §¢D . De plus deg(h)< sup(deg(hi)) < -1 . La proposition IV. 3.

o . ISiSn
est ainsi établie.

§. 2. - PROPRIETES ANALYTIQUES DES ENSEMBLES ULTRACIRCONFERENCIES

Dans le cas ou D est fermé borné, le théoreme de la décomposition

Mittag-Léfflerienne 1. 1. peut s'exprimer en utilisant la norme | “D .

LEMME 1IV.4. - Soit D un infraconnexe fermé borné et soient (Ti)ie 1 les trous

de D . Pour chaque trou Ti , soit Hi l'espace vectoriel des éléments f¢ H(CTi)

tels que lim f(x) = 0 et soit Ho= H(D) . Alors, pour tout élément f¢ H(D), il
| x|+ += -
existe une partie dénombrable J de IU{0} unique telle que fie Hi ,f=2 fi s
ieJ

el = sup [If 15 -
D ieJ i"D

PROPOSITION IV.5. - Soit A une K -algébre de Banach ultramétrique qui admet

une semi-norme spectrale notée ||. Hsp , dont la norme est notée ||. ||, qui con-

tient une sous-K -algebre intégre de la forme K[t,x] ou x est de classe algé-

brique et ou te€ K(x) , dense dans A . Soit D le spectre de x ; alors si D est

infini et calibré, D est ultracirconférencié.

Preuve. Puisque D est infini et calibré, il suffit de montrer que chaque compo-
sante infraconnexe de D a seulement un nombre fini de trous. Pour cela nous al-

lons montrer que chaque trou T, d'une composante infraconnexe D, de D con-

1 1
tient au moins un pdle de t. Soit ac¢ T1 ; par hypothese il existe une suite

F

X,Y)e K[X, Y] telle que Fn(t,x) converge vers dans A pour la norme

A
II. |l , donc a fortiori pour la semi-norme spectrale || . “sp de A . Mais il est

clair que K(D) est isomorphe & une sous-algébre A' de A qui contient K[t,x]
et que si 1'on identifie A et A' ona “h”sp =||n Ib quel que soit he K(D), ce

qui prouve que la suite Fn(t, x) converge pour la norme |. || donc a fortiori

D ’

pour la norme Si t n'admet aucun pdle dans T1 , alors Fn(t,x) est

I,
une fraction de x sans pdle dans T1 . Considérons la décomposition
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Mittag -Lofflerienne de Fn(t,x) relativement a l'infraconnexe D1 . Soit Hl l'es-

pace vectoriel des éléments f¢ H(CTI) tels que [xllim f(x) = 0 . Comme la pro-
-+ +oo

jection sur H., de Fn(t,x) est nulle quel que soit n, il est clair, gFface 2 la

1
proposition IV. 4., que Fn(t, X) ne converge pas vers

pour la norme | . ||D

ce qui prouve donc que chaque trou de D, contient au moins un pdle de t et la

1
proposition IV. 5. est établie.

Nous allons voir, grice a un contre-exemple, qu'une algeébre de Banach
H(D) peut contenir une sous-algébre K[t,x] dense dans H(D) (te K(D)) sans
€tre noethérienne. Pour construire ce contre-exemple, il faut d'abord établir deux

lemmes qui seront fréquemment cités.

LEMME 1IV. 6. - Soit E un corps algébriquement clos et soit B une sous-E -al-

N

geébre du corps E(X) des fractions rationnelles & coefficients dans E , telle que

E[X]c B . Alors il existe une partie P de E telle que la partie multiplicative

1:»:[x] et B

S engendrée par la famille des binémes (X -a)aG P satisfasse B=S

est principale.

Remarque. - On voit en particulier que si t€ B et si a estun pGle de t alors

X -a est inversible dans B .

LEMME IV.7. - Soit D un fermé borné de K . Soit x l'application identique sur

D et soit A une sous-algébre fermée de H(D) . Soit te ANK(D) et soit aeD.

Si a estun pdle de t ousi [t(a)|> ||t||D alors x-a estinversible dans A[x].

Preuve. Si a estunpdle de t, x-a estinversible dans K[t,x] d'apres le
lemme IV. 6. donc a fortiori dans A[x]. Considérons donc un point a€ D tel que
[t@)| > || tHD . Alors on sait, gridce au lemme II. 11., que t(a)-t est inversible
dans A puisque A est une sous-algébre de Banach de H(D). D'autre part, on
sait que si une fraction hg K(D) est inversible dans H(D) alors h—le K(D) , donc
l'inverse {§ de t(a)-t dans A appartient 3 K(D) et comme a estun zéro de

la fraction t(a)-t(x) , a estun pdle de {(x). Donc x-a estinversible dans A

car x-a estinversible dans K[ §(x), x] d'apres le lemme IV. 6.

PROPOSITION IV. 8. - Soit a une suite de K telle que 0<|an|<|an+1| quel que

soit n et rlll-'n:o [anl =Re|K| . Soit d = |a | etsoit p une suite de K|
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.. . .
telle que 0< pn< dn quel que soit n . Soit Dn l'ensemble des ¢ K tels que

g —an|S P (neIN) et soit Dn l'ensemble des Ec K tels que |§ —anIS I (ne IN)
. -]
et soit D0 l'ensemble des £¢ K tels que [€] =R . Soit D = U Dn. Soit x l'ap-
n=o

1 N
plication identique sur D et soit B = K[; , x]. Alors H(D) est une algtbre de

Banach non ncethérienne telle que ||f “DE IK] quel que soit fe H(D) et B est

une sous-algébre dense de H(D) .

Preuve. Il est clair que H(D) n'est pas noethérienne puisque 1l'ensemble des
composantes infraconnexes de D est infini. D'autre part, il est facile de voir
que Hf i DE K| quel que soit fe H(D). En fait il suffit de montrer cette pro-
priété pour tout he K(D) car si fc¢ H(D) et f# 0, il existe he K(D) tel que
l£-hllg< £l d'on HfHD = [l . Enfait si heK(D) la propriété est immédia-
te. Nous savons d'apres les résultats classiques concernant la fonction v(h, )
d'une fraction rationnelle qu'il existe q€IN tel que la fonction v(h,.): u- v(h,u)
induise sur l'intervalle [-log R, -log dq] une fonction affine. Alors on a
v(h(x)) = v(h, v(x)) quel que soit x¢D U(UD ). Soit A =D U( U D ); on

. © n=q ™ d © n=q ™
voit que

-log |lhf|, = inf[v(h, -log R), v(h, -log dq))
q

d'ou ||h||A € |[K| car R et qu |K| . D'autre part, comme pne_ IKI quel_qlue
soit n , ilest clair que |h “DE |K| quel que soit n, d'ou en désignant 1D

n= n
par 0. Iy €lx| et Inlpe .

Nous allons montrer maintenant que B est dense dans H(D). Pour

cela, il suffit, comme on sait, de montrer que l'adhérence A de B dans H(D)

contient les fractions quel que soit a¢ D . Il résulte du lemme IV. 7. que
s'il existe une fraction te K(D)N A telle que [ta(a) | > “ta“D , alors x-a est
inversible dans A . Le cas ou |a|>R est trivial car il suffit de considérer
ta = x . Comme DOC D, il reste donc & considérer le cas ot [a|]<R . Soit q le
plus grand des entiers n tels que |a|= dn . Deux cas se présentent : ou bien
lan- a| = dn quel que soit n, ou bien |aq-a| < dq .
Supposons d'abord que [an-al > dn quel que soit neIN . Soit AcK tel
que [A] = qu et soit u = 7. Pour construire la fraction t cherchée, nous
commencerons par définir un nombre fini de fractions hn (1= n<q) satisfai-

sant les relations :
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48] lhn(§)| =1 quel que soit E€ K tel que |g-an|> d
et
a
(2) lu(€) | | hi(g)ISl quel que soit §¢ b .
i=n
9
. : . _ . . <
Alors il est clair que la fraction ta u ,,1_,1 hn satisfait “ta“D_l< Ita(a)| .

En effet, si §¢ Do , on a évidemment :

lu(g)] = —%L<-£—)‘—[— =1 et lhn(€)|= 1
qt+l

quel que soit n=1,...,q9 gridcea (1), donc:

e Enl <1

de méme si §eDm , m>q, ona:

lu(g)lﬂﬂd et [h (§)]=1 ;

m

si §eDm, m=<gq, alors ona griacea (1) :

|hn(§)| = 1 quel que soit n<q,
donc : 9
[t, (8] = (&) [ T n(8) =1
i=n

ce qui montre que || ta” D =1

A
1 3 < . = |= 2
D'autre part, puisque dq lal < dq+1 , ona : lu(§)| ,a ]>1 et grace

a (1), lhn(g)' = 1 quel que soit n=1,...,q ce qui montre que lta(a)[>l .
Pour construire les fractions hl' ""hq nous allons choisir des entiers
tl’ vees tq satisfaisant les relations :
t. t
-9 fd\1 P \T
(3) AL || = ) =<1 quel que soit n=1,...,q-1
d . d d
n i=n+l n
et t

P
Il ()t
' =
o B
q q
Comme on a pn< dn quel que soit n, il est clair que le choix des entiers t me

pose aucun probléme griace 2 une récurrence triviale permettant de définir t:n

lorsque tq ’ tq-l s oo s tn+1 sont connus. Soit

X -a n
W (5
n X
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il est évident que les fractions hl, s hq satisfont la relation (1) ; vérifions

qu'elles satisfont la relation (2).

t
d.\i
En effet, si §¢€ Dn , on a bien |hi(§)[ =(d—1) quel que soit i tel que

t n.
p \n
n<i=gq, ,hn(g) , 5(_(1_11_) et |u(§)| = JdLL , d'ou :
n n
M BL% & ()"
@ TT nE=g-TT - (Tf‘ <1,
i=n n i=n+l n n

et on voit donc que le probleme est résolu dans le cas ou |an-a | = dn quel que

soit n .

Considérons maintenant le cas ou laq-al < dq . Choisissons d'abord un

entier 4 satisfaisant la relation

L4
fq ) < fa
<
o [
qt q
Soit g€ K tel que
(5) le] = (dq+1)L , etsoit y = -ez . Nous allons définir une fraction
x

g satisfaisant la relation (1) et la relation

@M supllyglly 1D < lya) g (@)
q

ainsi que des fractions 81 gq—l satisfaisant quel que soit n=1,..., q-1 la
relation (1) ainsi que la relation

a_
(2" [y(8) |

1

[ gi(§)| <1 quel que soit §6Dn .
n

Alors il est clair que la fraction ta =y g, satisfait :

[t(2)] = [y(a) gq(a)l et |t _(8)] = Iy(8) gq(E)l

quel que soit § ¢ Dq griace a (1), donc

[t(a)] > sup( ”ta“D » 1) grace a (2") .
q

D'autre part, on a évidemment

q
'ta(g” =y(&) TT gi(é)l =1 quel que soit Ee¢D_ ,
i=1 n
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quel que soit n £ q, grace a (1), (2') et (5) et on a donc bien
>
e @] >Nt lly -

Pour construire les fractions -SRI gq nous allons choisir des entiers

s .y Sq satisfaisant les relations suivantes :

10

(3m) s =1 ;

q a.\i /0 \°n
e LleTT (h) (—“) <1
d‘l;:1 i=n+1 d dn

quel que soit n tel que 1= n< q-1.

X -a

n
Alors, quel que soit n=q, soit g, = ( n ) . Il est évident que - SRR gq

x
satisfont la relation (1) . Montrons donc que g1 By satisfont la relation (2')

et que gq satisfait la relation (2"). Soit n=< q-1. Alors quel que soit €D,

on a : d Si
,Y(g)l = '(Le_l)_{l H lgi(§)| =(ai) quel que soit i tel que
d
n

n<i< q ;
s

p n
e, (©)] = (;—')

On voit donc que la relation (2') est satisfaite grace 2 (3""). Enfinona :

la-a_| P
ly(2) g _(a)] = lo] . a el .= —>1 d'apres (4).

q L4 d L2 d

(d)) q (a) q

q q
p
D'autre part, —]i]— -4 > ly(8) g _(8)] quel que soit §¢D ,
@)Y ‘% 4 4
q

ce qui montre que gq satisfait (2'"") ; le résultat est donc établi lorsque

]aq- al < dq et la démonstration est achevée.

§.3. - QUOTIENTS D'UNE ALGEBRE DE BANACH NOETHERIENNE H(D)

Rappelons que l'on sait, griace a la proposition II. 3. que tout idéal d'une

algébre noethérienne H(D) est principal et admet un générateur de la forme XP
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précisée 2 la proposition II. 3. Ceci permet d'étudier maintenant les quotients
d'algebres de Banach noethériennes H(D) . Remarquons d'abord une propriété

qui découle de la proposition II. 12. d).

PROPOSITION IV.9. - Soit D un fermé borné de K et soit A une K -algebre

de Banach algebriquement isomorphe 3 H(D). Alors l'isomorphisme de A sur

H(D) est bicontinu.

Preuve. On sait que la norme de H(D) est sa norme spectrale ce qui

Il
prouve que A est compléte pour sa norme spectrale et que la norme d'algebre
de Banach donnée sur A est équivalente & sa norme spectrale, d'apres la pro-

position II. 12. d.

PROPOSITION IV. 10. - Soit une algébre de Banach noethérienne H(D) et soit I

un idéal de H(D) . Soit un générateur de I de la forme XP ou X estla fonction

caractéristique d'une réunion A de composantes infraconnexes de D etou P

est un polyndme dont tous les zéros apena appartiennent 3 A. Soit

D' = (D-A)U{al,.,.,am} et soit A =ﬁl(2)- . Alors A est isomorphe 2 une

algeébre de Krasner si et seulement si tous les zéros de P sont simples. Si cette

condition est remplie, alors A , munie de la structure d'algéhre de Banach quo-

tient, est isomorphe algébriquement et topologiquement & H(D') et la surjection

canonique de H(D) sur H(D') est l'application | qui associe 2 tout élément

fe H(D) sa restrictiona D'

Remarque. Les zéros de P sont simples si et seulement si A n'admet pas

d'élément nilpotent non nul.

Preuve. Il est évident que si P admet un zéro multiple, alors A possede des
éléments nilpotents non nuls et n'est pas isomorphe 2 une algebre de Krasner.
Supposons maintenant que tous les zéros de P soient simples et montrons que A
est isdmorphe algébriquement et topologiquement 2 H(D') . Puisque les zéros de
P sont tous simples, il résulte de la proposition II. 3. que I est 1'idéal des
éléments nuls sur D'. Donc I estle noyau de l'application § qui 3 tout élément
fe H(D) associe sa restrictiond D', y(f)e H(D'). Vérifions que {§ est surjective.
Soit A, =D-A et soit X, sa fonction caractéristique dans H(D) . Soit hg H(D")
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et soit )\i = h(ai) (1= i< m). Grice aux formules d'interpolation il est clair qu'il
existe Qe K[X] tel que Q(ai) = )‘i (1=i=m). Or A estune réunion finie d'in-
fraconnexes ouverts ou réduits 2 un point et il résulte du lemme VII. 7. de
[5] qu'il existe g€ H(D) tel que g(€) = h(§) quel que soit E¢ Al . Soit

f= X8+ XQ ¢ H(D). Il est clair que {(f) =h . Soit ® la surjection canonique de
H(D) sur A ; comme Ker(®) = Ker(y) =1, il existe un isomorphisme & de A

sur H(D) tel que y=®.%P et & est bicontinu d'apres la proposition IV. 9,

DEFINITION. - Nous dirons qu'une algeébre de Banach noethérienne H(D) est dé-

gradée si D possede des points isolés.
On a maintenant la proposition IV. 11.

PROPOSITION IV, 1l. - Soit D un fermé borné tel que H(D) soit une algebre de

Banach noethérienne dégradée. Alors il existe un ouvert fermé borné D' tel que

D'DS D, tel que toute composant e infraconnexe ouverte de D soit une composante

infraconnexe de D', tel que H(D) soit ncethérienne et que H(D) soit isomorphe

3 un quotient de H(D'). De plus si D estultracirconférencié, on peut choisir

D' ultracirconférencié.

Preuve. Soient al, vees am les points isolés de D ; soit r>0 tel que l'ensemble

e . 1< o - .
A des €€ K satisfaisant ISIinan|§ ai[ r , vérifie AND {al,...,am}. Soit

D'=AUD ; soit x la fonction caractéristique de A dans H(D') et soit
m

P=] | (x-ai) . Alors il est clair que
i=1

et topologiquement 2 H(D) d'apres la proposition IV. 9, Il est évident que chaque

H(D'
xP H(D"

est isomorphe algébriguement
composante infraconnexe de D' est ou bien une composante infraconnexe de D ,
ou bien un disque circonférencié de centre a, de diametre r. € K] (1=i=m).
Comme H(D) est ncethérienne, les composantes infraconnexes de D sont en
nombre fini et chacune est ouverte et sans T -filtre ou réduite 2 un point. Donc
celles de D' sont en nombre fini et chacune est ouverte et sans T -f{iltre ;
alors H(D') est aussi noethérienne. De plus il est évident que si D est ultra-

circonférencié, D' lest également.

Remarque : Si une algébre de Banach noethérienne H(D) est intégre, D est

infraconnexe et H(D) est non dégradée.
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CARACTERISATION DES ALGEBRES DE KRASNER-TATE

§.1. - CARACTERISATION PARMI LES ALGEBRES DE KRASNER

Nous allons étudier maintenant & quelle condition une algébre topologique-
ment de type fini est isomorphe a une algébre de Krasner H(D) et ce paragraphe

permet d'obtenir quelques résultats concernant notamment la forme de D .

DEFINITION. - Nous dirons qu'une K-algébre de Banach est une algebre de
Krasner-Tate si elle est isomorphe 2 la fois a une algébre de Krasner H(D) ou
D est un fermé borné infini et 2 une K-algebre topologiquement de type fini.

Grace a la proposition IV. 9. ces isomorphismes sont bicontinus.

Remarque. - Si D=U on sait que H(U) estisomorphe & K{X}. Si D ={a1,...,an}

est un ensemble fini d'ordre n inclus dans U, il est clair que H(D) est isomor-

phe 2 _I_ﬁ)i]__ c'est-3-dire 3 K" ; I'algebre H(D) est donc isomorphe

L1(x-2)) K{x}

a une algebre topologiquement de type fini mais ce cas est trivial.

PROPOSITION V. 1. - Soit une algébre de Krasner-Tate H(D). Alors D est

ultracirconférencié. L'algebre H(D) est non dégradée si et seulement si est

ouvert.

Preuve. La premigre assertion est une conséquence évidente de la proposition
IV.2 D'autre part, il est évident qu'un ultracirconférencié est ouvert si et seule -

ment s'il n'admet aucun point isolé.

PROPOSITION V. 2. - Soit D un ouvert ultracirconférencié de K et soit te K(D)

telle que t(D)=U, D = t_l(U) , deg(t)=1. Alors l'adhérence de K[t] dans
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H(D) est une extension topologiquement pure K{t} dont la norme est induite par

celle de H(D). Soit x l'application identique sur D ; alors x est entier sur

K(t] etl'ona H(D) = K{t}[x].

Preuve. La premigtre assertion découle simplement de la proposition II. 16. Soit
B l'algébre K{t}[x]. Comme B estune extension entidre finie de 1'extension
topologiquement pure K{t} , B admet une norme “ . “ qui en fait une algebre to-
pologiquement de type fini d'aprés la proposition III. 9. et B est muni d'une semi-
norme spectrale notée “ . “ sp 11 suffit d'établir que K(D) < B car la norme
spectrale de K(D) est induite par celle de H(D) etl'ona “fnspz “f“D pour

tout f€ K(D) gracé a la proposition II. 12. ¢). La semi-norme spectrale de B est

donc une norme équivalente 2 la norme II. ” d'apres la proposition II. 14. Or si
BOK(D), B estdense dans H(D) pour | . HD donc H(D) est le complété de
B pour |. ”sp ce qui prouve que H(D) =B .

€ B quel que soit a¢ D, on peut utiliser le lem-

——eK{t}x], d'on

Pour montrer que

1 X-a

(U), ona [td)|>]t ”D , donc

me IV.7. : puisque D =t~

K(D)C B et la proposition V. 2. est établie.

THEOREME V. 3. - Soit une algébre de Banach H(D). Alors les propositions

suivantes sont équivalentes :

i) H(D) est une algeébre de Krasner-Tate non dégradée.

ii) H(D) contient une fraction tgH(D) telle que deg(t)=1, t(D)=1U,
p =t }(U), H(D)=K{t} [x] .

iii) D est ouvert ultracirconférencié.

Preuve. Il est clair que i) entraine iii) d'apres la proposition V. 1. et que iii)
entrafne ii) d'apres la proposition V. 2. Enfin ii) entraine i) d'apres le théoreme
II1. 9. et la propositionIV.3. c et d.

Nous allons maintenant établir un théorgme analogue au théoreéme V. 4.

qui concerne toutes les algébres de Krasner-Tate.

THEOREME V. 4. - Soit une algébre de Banach H(D). Alors les propositions

suivantes sont équivalentes :

- 48 -



ALGEBRES DE BANACH ULTRAMETRIQUE ET ALGEBRES DE KRASNER-TATE

i) H(D) est une algébre de Krasner-Tate ;

ii) H(D) contient une fraction te K(D) telle que deg(t)=1, t(D) =U,
H(D) = K{t}[x];

iii) D est ultracirconférencié.

Preuve. On sait, grice aux propositions III.9. et V. 1. que ii) entraine i) et que
i) entraine iii). Montrons que iii) entraine ii).

Nous savons, grdce 2 la proposition IV. 10 qu'il existe un ouvert ultra-
circonférencié D'©2 D tel que les composantes infraconnexes non réduites 2 un
point de D soient des composantes infraconnexes de D' et tel que H(D) soitun
quotient de H(D') . Soient D'l, ,D'n les composantes infraconnexes de D'.

Puisque D' est ultracirconférencié ouvert, il existe d'apres la proposition IV. 3. e,

une fraction TgK(D') telle que D' = T_I(U) , T(Obh)=1U, T(D'i) = U quel que

soit i (1<i=n) et telle que si X est l'application identique sur D', on ait

H(D) = K{T}[X]. Comme H(D) est une algebre de Krasner-Tate, D est infini

et 1'ensemble des composantes infraconnexes est fini. Donc 1'une au moins des
composantes infraconnexes Dq de D n'est pas réduite a un point, donc Dq est
aussi une composante infraconnexe de D' et T(Dq)= U . Comme T(Dq) est infra-
connexe, il est clair que T(Dq) est une frontiére analytique de U . Soit ¥ la sur-
jection canonique de H(D') sur H(D) et soit t=®(T). Alors ®(K{T}) est une
extension topologiquement pure engendrée par t dans H(D), car ona
t(Dq)=T(Dq)C T(D )=U et t(D)<T(D)=U, d'ou t(D____g_) Ct_(_g) = U et comme
t(Dq) est infraconnexe, t(Dq) est une frontidre analytique de U . Soit x = ®(X) ;

alors on a :

H(D) = ®(H(D")) = @(K{T}) [¢(X)] = K {t}[x]
et le théoreme V. 4. est établi.

Nous pouvons également déduire de la proposition IV. 5. une forme de
caractérisation intéressante pour les algébres de Krasner-Tate parmi les algebres

de Krasner.

THEOREME V. 5. - Une alg¢bre de Banach H(D) dont l'application identique sur

D est notée x, estune algeébre de Krasner-Tate si et seulement si elle possade

les deux propriétés suivantes :
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i) D est calibré ;

ii) il existe une fraction te K(D) telle que K[t,x] soit dense dans H(D).

Preuve. Si H(D) est une algébre de Krasner-Tate, il existe d'apres le théoreme
V. 4. une fraction te K(D) telle que t(D) = U, H(D)=K{t}[x] ou la norme cano-

nique de K{t} est induite par || . Donc K[t,x] est dense dans H(D). Réci-

I
proquement, on sait, grace a la proposition IV. 5., que si D est calibré et si
K[t,x] est dense dans H(D), alors D est ultracirconférencié, donc H(D) est

une algeébre de Krasner-Tate.

Remarque 1. - L'hypothese i) n'est pas superflue. En effet, il existe des algébres
de Banach H(D) satisfaisant ii) et non i) . On peut tout d'abord considérer un
disque D de diametre p¢ |K| (si |[K|#IR). Alors il est clair que K[x] est dense
dans H(D) mais H(D) n'est évidemment pas une algeébre de Krasner-Tate.

D'autre part, le théorgme IV. 8. montre que méme si l'algébre H(D) satisfait
1'hypothese ii) du théoreéme V.5., elle n'est pas forcément noethérienne. C'est un
exemple de complété d'une algebre de type fini sur K qui n'est pas topologiquement

de type fini sur K.

Remarque 2. - Le théorgme V.4. montre que la forme K{t}[x] oh x satisfait
une relation P(x)-tQ(x) =0, P et Q étant deux polyndmes premiers entre eux
dans K[X] tels que deg(P)>deg(Q), caractérise les algebres de Krasner-Tate
parmi les algébres de Krasner. De fagon évidente, il n'en est pas de méme par -
mi les algebres de Tate. En effet, considérons par exemple deux disques circon-

férenciés D1 et D, de centres respectifs 0 et 1, de rayon r<1. Soit ¥

2

la fonction caractéristique de D. dans H(D1 UDZ) et soit :

1
H(D, U D,)

A = 2
(x x7) H(D, UD,)

I1 est clair que H(D1 U DZ) est une algébre de Krasner-Tate, donc A est topolo-
giquement de type fini sur K . Cependant on voit que A admet pour nilpotent
1'élément ®(x x) (ot @ désigne la surjection canonique de H(D1 U DZ) sur A)

et A n'est donc pas une algébre de Krasner. Comme H(D1 U Dz) est une algebre
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de Krasner -Tate, elle est de la forme K{t}|x] ou x satisfait une relation
P(x) - tQ(x) = 0 avec deg(P)> deg(Q). Posons T = ®¥(t) et % = @(x) ; comme
Ker(®) NK{t}= {0}, ona A =K{t}[%] ou X satisfait P(X)-TQ(%¥) =0 , bien

que A ne soit pas une algeébre de Krasner.

§.2. - SPECTRE D'UNE ALGEBRE DE KRASNER-TATE

On sait, grice 2 un théoréme de Grauert ([9], §.2, satz 2) que toute
partie affine ouverte de U est un polyedre analytique (définitions de [13]).
D'autre part, il est clair, d'apres la proposition IV. 3., que les ultracirconféren-
ciés ouverts inclus dans U sont les polyeédres analytiques de U . Comme les
algebres de Tate sont noethériennes, on en déduit que les parties affines du disque

unité sont les ensembles ultracirconférenciés inclus dans U .

Par ailleurs, on peut montrer que si H(D) est une algébre de Krasner -
Tate telle que DCU alors D estune partie affine de U . En effet, K{X]} étant
identifié a l'algebre H(U) , considérons 1'homomorphisme 6 qui 2 tout élément
f(X)e H(U) associe sa restriction f(x) & D . On définit l'application %9 de
l'ensemble Max(H(D)) des idéaux maximaux de H(D) , dans l'ensemble
Max(K{X}) des idéaux maximaux de K{X} par -g(m)= G-I(IR) quel que soit
Me Max(H(D)) . Alors si Max(K{X}) est identifié & U de fagon canonique (chaque
idéal Me Max(K{X}) étant associé au point o de U tel que f(a) = 0 quel que
soit f€M), on voit que 29 (Max(H(D)) = D . En effet, tout idéal maximal M de
H(D) est caractérisé par un point o de D tel que g(a) = 0 quel que soit ggM.
Comme x estla restriction de 1'application identique X sur U, (Xe¢ H(U) = K{X}),
on voit que 6-1(11!) est 1'idéal des éléments fe H(U) tels que f(a) =0 . Pour
établir que D est une partie affine de U nous devons, par définition, montrer
que pour toute algeébre topologiquement de type fini A sur K et pour tout homo-
morphisme @ de K{X} dans A tel que “9(Max(A))cD, @ se factorise de
fagon unique sous la forme ® =§.§ ou | estun homomorphisme d'algebre

de H(D) dans A .

Pour cela remarquons que § est injectif de fagon évidente car l'intérieur
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de D est non vide. Il existe un homomorphisme de K-algebre 11:0 défini sur
p(K{X}), & valeur dans A , tel que ® = woo 8 . Montrons que wo se prolonge de
fagon unique en un homomorphisme {§ de H(D) dans A . Pour cela, prolongeons
d'abord 11:0 en un homomorphisme “’1 défini sur l'algebre engendrée par

9(K{X}) et K(D),deh fagon suivante : si (x-a) est inversible dans K(D), alors
ad aG(Ma.x H(D)) , donc ag *®(Max(A)) et ®(X)-0 estinversible dans A , ce

qui prouve q;o(x-a) est inversible dans A , d'ou le prolongement de \1:0 en wl .

Pour prolonger “’1 en un homomorphisme { de H(D) dans A , rappe-
lons d'abord qu'il existe te K(D) telle que t(D) = U et H(D)=K{t}[x] ; notons
Il || 1a norme d'algebre topologiquement du type fini de A et . H sp 52 semi-
norme spectrale. Il suffit donc de montrer que la restriction de "1 3 K[t] est

continue pour les normes || de H(D) et ||.|| de A pour pouvoir ensuite

i
prolonger la définition de v, a K{t}, donca K{t}[x]. Orona

le(t)llsps HtHD = 1 ce qui prouve que la suite Il'bl(t)n“ est bornée, donc la res-
triction de ‘”1 2 K[t] est continue. Alors, “’1 est la restriction d'un homomor -

phisme § de H(D) dans A tel que ® = .0 .

Il est immédiat de voir que | est unique car §(X) = x etsi {§' était un
homomorphisme de H(D) dans A telque {'o8 =1y.,8, onaurait en particulier
V'(x) = ¢(x), d'ou §'(f(x)) = ¢(f(x)) pour tout fe H(D) du fait que § et §' coin-
cident sur K(D) et sont continus sur K[t] donc sur H(D). On voit ainsi que
pour toute partie affine D de U, l'algébre de Krasner-Tate H(D) et 1'homo-
représentable (définition

morphisme 0 : X -+ x définissent un foncteur F

de [13]).

D

THEOREME V. 6. - Soit une algébre de Krasner-Tate H(D) telle que DC U et

soit te K(D) telle que t(D)=U, H(D)=K{t}[x]. Soit K{T,X} une extension

topologiquement pure de K de degré 2 et soit & la surjection canonique de

K{T,X} sur H(D) définie par &(T)=t, &(X)=x (l'existence de ¢ est

évidente puisque HxHDS HtllD =1). Soit ACUx U le domaine d'annulation de

Ker(®) en bijection avec le spectre maximal de H(D) d'apres la proposition III. 4.

Alors 1'application 7 : (A,4) ® 14 est une bijectionde A sur D etona A =t(u)

quel que soit L€ D .
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Preuve. Notons A 1l'algébre considérée comme algebre topologiquement de type

fini -51—{{% ; soit M un idéal maximal de A et soit (A, u) le pointde A qui

lui correspond d'apres la proposition III. 4. Alors on sait que 1'homomorphisme
de K-algebre x de A sur K dont M est le noyau satisfait, pour tout élément
F(T,X)e {T,X}, x(F(t,x)) =F(\,u) eten particulier X(t) = A , x(x)=p . Or t
P(x)

Q(x) ’
et l'on a donc A= t(h) (car P(R)-A Q(W) =0). La projection T de A dans K

est par définition une fraction de x, ou P et Q sontpremiers entre eux,
est donc injective puisque A est une fonction de u . Elle est surjective car si
0€D, o définit dans H(D) 1'idéal maximal des éléments nuls en a et cet idéal
est le noyau de la surjection Xg, de H(D) sur K telle que Xa(x) =q et xa(t)= t(a).
Alors le point (t(a), @) de UxU appartienta A et admet a pour image par T ,
donc T(A) =D .

Remarque. - On pourrait dire que T projette le '"spectre au sens de Tate'' sur le

""spectre au sens de Krasner''.

§.3. - CARACTERISATION PARMI LES ALGEBRES DE TATE

Nous allons chercher maintenant 2 quelle condition une algébre topologi-

quement de type fini est une algébre de Krasner-Tate.

DEFINITION. - Nous dirons que deux éléments a et b d'un anneau commutatif

A sont fortement étrangers dans A si aA +bA =A.

Remarque. - Deux éléments F et G d'une extension topologiquement pure
K{T,X} sont fortement étrangers dans K{T,X} si et seulement si leurs domaines

d'annulation sont disjoints d'apres la proposition III. 3.

LEMME V. 7. - Soient P et Q deux polyndmes fortement étrangers dans K[X].

Alors 1'idéal engendré dans 1'extension topologiquement pure K{T, X} par

P(X)-TQ(X) est égal & son radical.
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Preuve. Il est clair que dans tout anneau factoriel, un idéal principal engendré
par g est égal a son radical si et seulement si g n'admet pas de facteurs mul-
tiples dans sa décomposition en facteurs premiers. Montrons que P(X) - TQ(X)

n'admet pas de facteur premier multiple dans K{T,X}. Remarquons pour cela

que dans toute extension topologiquement pure K{Yl, cees Yn} 1'application Di
© .
;s L4 - I
qui 2 tout élément f(Yl""’Yn) j:ZO ani (on ajeK{Yl,...,Yi_l , Yi+l""’Yn})
<) e 5
associe 1'él1ément =% ja,YeK{Y,,...,Y_}, est une dérivation de la K-
o) Y; 20 ji 1 n

algebre K{Yl’ ces Yn} . J—Il en résulte que si f est un facteur multiple de P -TQ
d

dans K{T,X}, alors f est encore un facteur de 3T (P-TQ)=-Q. Donc f

divise Q et comme f divise P-TQ , f divise P et Q donc f est inversible

dans K{T,X]} et le lemme est établi.

THEOREME V. 8. - Soit H(D) une algebre de Krasner-Tate non dégradée et soit

D' isomorphe 3 D tel que D'C U . Soient P et Q deux polyndmes fortement

étrangers de K[X] satisfaisant:

(1) la fraction t = —geK(D') et satisfait t(D')=U, D'=t (U);
(2) P est unitaire ;
(3) deg(P)> deg(Q) ;

(4) 1 = |P||= llQll pour la norme canonique de K{X} .

Alors H(D) est isomorphe 2 l'algebre topologiquement de type fini
K{T, X}
(P(X) - TQ(X)) K{T, X}

degré 2.

Réciproquement, soient P et Q deux polynémes fortement étrangers de

ou K{T,X} est une extension topologiquement pure de

P -1
K[X] satisfaisant (2), (3), (4). Soit t =-—¢€K(X) et soit D=t (U). Alors
K{T,X .
1'algeébre topologiquement de type fini ®X) - TQ{(},I;)) I}({T X] est isomorphe

3 H(D).

Remarque 1. - On peut encore résumer le théoréme V. 8. en disant qu'une al-
geébre de Tate est une algébre de Krasner non dégradée si et seulement si elle est

KT, X ohn P et Q satisfont (2), (3), (4).

de la forme P-TQ) K(T, X}
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Remarque 2. - Le fait qu'une algébre de Krasner-Tate non dégradée A puisse se
K{T, X}

(P(X)-TQ(X)) K{T, X}

soit la seule possible pour faire apparaitre A comme quotient d'une extension to-

mettre sous la forme n'implique pas que cette forme

pologiquement pure de degré 2 . Considérons notamment 1'exemple suivant. Soit
K{T, Y}

Y3+ 4Y2T+ 5Y T2+ 2T3+ Y+1

en effet, il suffit de faire la changement de variable X = Y+ T pour constater que
K{T, X}

[X°+X+1-T(-X%+ 1)IK{T, X}

A est une algebre de Krasner-Tate d'apres le théoréme V. 8.

A = Alors A est une algebre de Krasner-Tate ;

A = Sous cette dernidre forme, il est clair que

3

K{T, Y}

2
(Y"-TY)K{T, Y}
X =T-Y, onvoitque XY =0 ; alors B est un anneau non intégre qui ne contient

Considérons par contre l'algéebre B = Si on pose

pas d'idempotent autre que 0 et 1. Ce n'est donc pas une algeébre de Krasner
puisque toute algébre de Krasner ncethérienne non intégre H(D) a un spectre D
non infraconnexe et admet donc pour idempotents non triviaux les fonctions carac-

téristiques des composantes infraconnexes de D (proposition II. 3.).

Preuve. Montrons d'abord la proposition directe. Nous savons, grace a la pro-
position V. 3., que H(D') est une algebre de la forme K{t}[x] ou K{t} est
l'adhérence de K[t] dans H(D'), isomorphe 2 une extension topologiquement
pure de degré 1. Il en résulte que H(D') est isomorphe 2 un quotient de K{T, X}
tel que si ® désigne la surjection canonique de K{T,X} sur H(D'), on ait
P(T)=t, 9(X)=x%. Ona donc H(D') = %%‘L et P(X)-TQ(X)e Ker @.

De plus, on sait, griace a la proposition V. 6., que le domaine d'annulation de

Ker ® est égal au domaine d'annulation de 1'idéal U engendré par P(X) - T Q(X)
dans K{T,X}. Par conséquent, le radical R de Ker @ est égal au radical de
Y d'apres la proposition III. 2. Comme Y CKer ® et R = U d'apres le lemme

V.6., onadonc U =Ker @ etla proposition directe est établie.

La proposition réciproque est immédiate. Puisque deg(t)=1, il est
clair que l'ona t(D)=U et D= t-l(U) , d'ou H(D) = K{t}[x] d'apres le théo-

réme V. 2. et la proposition directe montre que H(D) est isomorphe 2
K{T, X}
(P(X) -TQ(X) K{T, X} °
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Nous avons vu au paragraphe précédent que la forme K({t}[x] ou x
satisfait une relation P(x)-tQ(x) =0, avec P et Q fortement étrangers dans
K[X] et deg(P)> deg(Q), n'est pas caractéristique des algtbres de Krasner-
Tate parmi les algébres de Tate. On peut maintenant apporter une précision sur

ce point.

THEOREME V.9, - Soit A une algébre topologiquement de type fini sur K.

Alors A est une algébre de Krasner-Tate si et seulement si A est une algébre

réduite, de la forme K{t}[x] ou x satisfait une relation P(x)-tQ(x) = 0 telle

que P et Q soient deux polyndmes fortement étrangers dans K[X] vérifiant

deg(P) > deg(Q) .

Preuve. Soit A une algebre réduite topologiquement de type fini sur K, de la
forme K{t}[x] ol x satisfait une relation P(x)-tQ(x) = 0 telle que P et Q
soient fortement étrangers dans K[X] et deg(P)>deg(Q). Il est immaédiat de

se ramener au cas ou P et Q satisfont les conditions (2), (3), (4) du théoreme
V. 8., par un changement de variable opportunément choisi. Soit

P(X) = aan+ eotag (an # 0) et soit Q(X) = bm XM+ b0 (m < n) . Quel que

soit A€ K, soit x'= A x. Alors on a trivialement

n-1 . a, . m . b, .
ez A" iz WL xt=0.
. a .
i=0 n i=0 n
n-1 .oa, . m . b. .
Soit P.(X)=X"+ 2 A" P —=2X' etsoit Q (X)= £ A" —2X'. Ilestclair
1 s 1 o a
i=0 n i=0 n

que l'on peut choisir A€K tel que O0<|A] <1 et tel que les polyndmes P1 et

Q. satisfassent (2), (3), (4) . On voit que P1 et Q1 sont encore fortement

1
étrangers dans K[X] ; d'autre part, ona :

A = K{t}[x] = K{t}[x']

et 1'on est donc ramené au cas ou P et Q satisfont (2), (3), (4).

Pour achever la démonstration, considérons la surjection canonique @
de l'extension topologiquement pure K{T,X} sur A telle que ®(T)=t, ®(X)=x.

Il est clair que P(X)-TQ(X)cKer @ et par conséquent A est isomorphe 2 un

K{T, X}
(P(X)-TQ(X)) K{T,X} °
- 56 -
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grace 2 la proposition V. 5., que, puisque A est réduite, A est encore une al-
gébre de Krasner -Tate. Réciproquement, on sait que toute algébre de Krasner-

Tate est de la forme annoncée et le théoreéme V. 9. est donc établi.

Nous allons maintenant généraliser le théoréme V. 8. par un théoréme
concernant toutes les algébres de Krasner-Tate, dégradées ou non. Ce théoreme
a d'autre part l'avantage de mettre en évidence le role des composantes infra-

connexes ; il utilisera un lemme classique qu'il faut rappeler.

des

LEMME V. 10. - Soit A un anneau commutatif unitaire et soient Il’ ,In

idéaux de A tels que (Il e Iq) + Iq+l = A quel que s0it q (1S qSn-1) .
Alors l'anneau quotient ‘I—A—I est isomorphe & l'anneau produit

A A 1o I

1 X oo X 1 .

1 n

THEOREME V. 11, - Soit H(D) une alge¢bre de Krasner-Tate. Soit D' isomorphe

a D tel que D'c U, soient Dl"" , Dn les composantes infraconnexes de D'
qui ne sont pas réduites 2 un point et soient ay,.aa les points isolés de D'.

Pour toute famille de couples (Pi , Qi) (1=isSn) de polyndmes fortement étrangers

de K[X], on notera (1), (2), (3), (4), (5), (6) les propriétés suivantes :
P

i
Q.

1

(1) la fraction t = eK(Di) et satisfait ti(Di) =U, D, = ti-l(U) ,

(I1=i<n) ;

(2) Pi est unitaire (1<isn) ;

3) deg(Pi)> deg(Qi) (1=i=n) ;

(4) 1= “PiHZ “Q1“ pour la norme canonique de K{X} , (1SisSn) ;

(5) P,-TQ, estirréductible dans K{T,X}, (1=<isn);

(6) P.-TQ, et PJ,—TQj sont fortement étrangers dans K{T,X},

quels que soient i #j.

Soit une famille de couples de polynémes fortement étrangers de KI[X]
(Pi’ Qi) (1=is n) satisfaisant (1), (2), (3) . Soient bl"
famille (Pi’ Qi) (1=i=n) satisfait (4), (5), (6) ; H(Di) est isomorphe 2

..,b_ €U . Alorsla
m L1018 la
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K{T, X} .
(P,(X) -TQ,(X)) K{T,X} ’

H(D) est isomorphe 2

K{T,X}

m

[(X-aj)K{T,X} +(T-bj)K{T,X}] .l (P,(X) - TQ,(X)) K{T, X}

[ l
j=1 1

Réciproquement, soit A une algébre topologiquement de type fini de la

forme ci-dessus ou (aj ,b.)eUxU (1SjSm) etod (Pi’ Qi) est un couple de

polynémes fortement étrangers de K[X] (1=i<n) satisfaisant(2), (3), (4), (5),

n
i-l(U) ; soit D = {al,...,am}U(iy1 Di)'

P.
. - 1 . . _
(6) . Soit t, = o€ K(X) ; soit Di =t

Alors A est isolmorphe 3 H(D).

Preuve. Montrons d'abord la proposition directe. On sait, grice a la proposi-
tion II. 3., que H(D') est isomorphe a l'algébre de Banach produit

H( {al Px ... x H( {am})x H(Dl)x coox H(Dn) et comme D est ultracirconférencié,
D' également ainsi que D, quel que soit i (1=i=n) . H(Di) est donc une al-

gébre de Krasner-Tate intégre et on peut lui appliquer le théoréme V. 8.; ona :

K{T, X}
H(D,
(D;) (P,(X) -TQ,(X)) K{T, X}
ou (Pi,Qi) est un couple de polyndmes fortement étrangers de K[X] satisfaisant
(1), (2), (3), (4) et ceci est vrai quel que soit i (1 =i <n). De plus, (Pi' Qi)
satisfait (5) car H(Di) est inteégre. Enfin la famille (Pi’Qi) (1<i=< n) satisfait
(6) d'apres la proposition III. 3. car les ensembles b, de couples (A, w)eUxU

tels que Pi(u) -)\iQi(Ll) = 0 sont deux 3 deux disjoints du faitque D.ND, = ¢ .
K{T,X} J
X-aj)K{T,X}+ (T-bj)K{T,X}
quel que soit j. Soient Ui = (Pi(X) -TQi(X))K{T,X] (1=i=n) et
= (X- - sj< idé
;Jj (x aj)K{T,X}+(T bJ.)K{T,X} (1=j<m). Les idéaux LIRS 91,..., gm
ayant des domaines d'annulation deux a deux disjoints, il résulte de la proposi-

D'autre part, H({aj}) est trivialement isomorphe & i

gition V. 10. que l'algébre produit

K{T,X} XK[T,X}xK{T,X}x xK{T,x}

Koews e
?1 gm 3'1 Jn
est isomorphe 2 K{T,X] et la proposition directe est établie.
RTINS Y
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Montrons la proposition réciproque. Puisque Pi-TQi et Pj-TQJ. sont
fortement étrangers dans K{T,X} les domaines d'annulation Ai et Aj des

idéaux qu'ils engendrent sont disjoints. Mais A, et A, sont les spectres des
K{T, X} K{T, X}
(P,-TQ)K{T, X} (P;-TQIK{T, X}

algebres et qui sont respectivement les

algébres de Krasner -Tate H(Di) et H(Dj) d'apres le théoréme V. 8. Comme
Di et D, sont les projections de A. et Aj d'apres la proposition V.5., ona

Diﬂ D, = f quel que soit i#j. D’autre part puisque P TQ1 est irréductible
] KT, X}

P.-TQ,) K{T, x} ?

et Di est donc infraconnexe (1<i<n). Il en resuite que D1 , Dn sont les

composantes infraconnexes de D . Puisque Di est ultracirconférencié, D aussi

dans K{T,X}, l'algtbre H(Di) (isomorphe 2 ( est intégre

et H(D) est une algébre de Krasner-Tate. Alors on peut appliquer &2 H(D) la
proposition directe déja établie puisque la famille (Pi , Qi) (1= i< n) satisfait
par définitim (1) et par hypothese (2), (3), (4), (5), (6). On a donc la condition

cherchée et le théoreme V. 11 est établi.

- 59 -



VI

PROPRIETES SPECTRALES ET ALGEBRES DE TYPE FINI

§.1. - ALGEBRES PRINCIPALES ET DE TYPE FINI

Pour pouvoir chercher une propriété caractéristique des algebres de
Krasner -Tate parmi les algebres de Banach, il faut d'abord rappeler certains
résultats classiques d'algebre et de géométrie algébrique. Dans ce paragraphe et

dans les paragraphes suivants on nommera algeébre de type fini sur un corps E

tout algeébre quotient d'une algébre de polyndmes E[ Xl’ ,Xn] par un de ses

idéaux.

PROPOSITION VI. 1. - Soit E un corps algébriquement clos et soit B une E-

algebre de type fini, intégre et intégralement close dans son corps de fractions F,

telle que F soit une extension transcendante pure de E , de degré 1 . Alors il

existe un élément x€ B et une fraction rationnelle teE(x), de degré >0, telle

que x soit entier sur E[t] et que B = E[t,x].

Preuve. Soit F = E(z) le corps de fractions de B et soit B = E[XI’ ,xm].
Grice au théoretme de normalisation de Noether ([14, ch. X, §. 4, th. 6), on
sait qu'il existe teB telque B = E[t, Yoo yn] ou B est entier sur E[t] .
Soit t =®(z) et montrons qu'il existe x€ B tel que x soit entier sur E[t] et
que t€ E(x). Soit ®(z) = %%E)L ot P estun polyndme unitaire de E[X] et Q
un polynéme de E[X] premier avec P . Soit p = deg(P) et g = deg(Q) . Si
p>q , alors il suffit de prendre x = z car 2z est entier sur E[t] puisque z
satisfait P(z) -tQ(z) = 0 et que P(X)-tQ(X) est un polyndme unitaire en X .
Supposons donc que pSq . Alors on se ramene au cas précédent par un change-
ment de variable opportunément choisi. Soit a un zéro de Q et soient
Pl , Ql ¢ E[X] tels que PI(X) = P(X+a) et QI(X) = Q(X+a) . Alors comme
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P et Q sont fortement étrangers dans E[X], il en est de méme de Pl et Ql

1
et comme 0 estun zéro de Ql , ona Pl(O) # 0. Soit x =z— ;alors ona :

)
-a

1 P q-p
= +...
t_Pl() _(aox +ap)x
L q-1
Ql(x) blx +...+bq

et comme q=p, on voit que t estune fractionen x de degré> 0, d'ou x est
entier sur E[t]. D'autre part, comme B est intégralement close, ona x¢B,
donc E[t,x]c B et il reste donc 2 montrer que BC E[t,x] . Pour cela, montrons
que y,€ E[t,x] Itép:lil que soit i (1Si<n). Il est clair que E(x) = F donc

v, € E(x) . Soit S_IGW une forme irréductible de A dans E(x); il suffit de
montrer que Si(x)1 est inversible dans E[t,x]. Soit Ui l'inverse de Si dans

E(x). Il est clair que Uie B d'apres le lemme IV. 6. puisque x¢€ B ; donc Ui

est entier sur E[t] et il existe un polyndme unitaire en X,
: j
F.(X)= £ ) .X'¢E[t][X]
i i=0 1,]
tel que Fi(Ui) =0 (1=i=n). Alors Si est inversible dans E[t,x] car :

s s.-1

i
Si Fi(Ui)'l +si()‘i,si-l+"’+)‘i,osi y=0.

PROPOSITION VI. 2. - Soit E un corps algébriquement clos, soit A une E-

algeébre de type fini et principale, et soit F son corps de fractions. Alors F

est une extension transcendante pure de E de degré 1.

Preuve. (¥) On empruntera les définitions habituelles de la géométrie algé-
brique. Considérons l'unique courbe X unicursale et compléte sur E qui admet-
te F pour corps des fonctions rationnelles. Alors A estl'anneau d'un ouvert de
Zariski affine U de X et X-U estun ensemble fini. On sait ([15], ch. II,

th. 8) que la jacobienne de X estune variété abélienne dont la dimension g

est égale au genre de F . Soit J le groupe des points de la jacobienne de X et

soit Pic(X) le groupe de Picard de X . On a donc une injection triviale de J

(*) Cette démonstration m'a été donnée par Michel Raynaud.
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dans Pic(X). Considérons l'homomorphisme de Pic(X) sur Z qui & toute clas-

se de Pic/X) associe le degré de ses éléments ; on a la suite exacte
0+ J # Pic(X) » Z » 0.

Supposons maintenant que F ne soit pas une extension transcendante
pure de E , c'est-a-dire que g=1. Comme E estalgébriquement clos, le
groupe de torsion de J n'est pas de type fini, donc J n'est pas de type fini et
a fortiori Pic(X) n'est pas de type fini. Soit D(X) le groupe des diviseurs de
X , soit D(U) le groupe des diviseurs de U et considérons l'application de res-
triction @ : D(X) -+ D(U). Il est clair que @ est surjective et que Ker(®)
est le sous -groupe des diviseurs de X dont le support est inclus dans X-U.
Donc Ker(®) est de type fini puisque X-U est fini et il en résulte que, de méme,
l'application de restriction Pic(X) + Pic(U) est une surjection dont le noyau est
de type fini, ce qui prouve que Pic(U) n'est pas de type fini et cela contredit le

fait que A soit principale. La proposition est donc établie.

PROPOSITION VI. 3. - Soit E un corps algébriquement clos et soit B une E-

algeébre de type fini. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) B est principale ;

ii) il existe x€E et te E(X) telle que deg(t)>0, tels que x soit
entier sur E[t] et que B = E[t,x] .

Preuve. Montrons d'abord que i) entraine ii). On sait, grace & la proposition
VI. 2., que le corps de fractions F de B est une extension transcendante pure
de degré 1 de E . Mais B est intégralement clos et l'assertion ii) découle de
la proposition V1. 1.. Montrons maintenant que ii) entraine i). Gréce a la propo-

1
E[X] ou S estla partie multiplicative en-

gition IV. 6., B est de la forme S
gendrée par une famille de bindmes (X-a)ae P ou P estune partie de E eton

a vu que tout idéal de B est engendré par un polyndme de E[X].

COROLLAIRE VI. 4. - Soit E un corps algébriquement clos et soit B une E-

algeébre de type fini principale. Soit I un idéal non nul de B et soit B!' = % .

Alors le degré de transcendance de B' sur E est nul et si B' est réduite, ll_
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. . n
existe un entier n tel que B'=E" .

Preuve. C'est une conséquence évidente de la proposition VI. 3.. Puisque
B = K[t,x] ou teK(x), on voit que I est engendré par un polyndme P(x) # 0 .
Soit @ la surjection canonique de B sur B', t'=®(t), x'=®(x).

' est entier sur

I1 est clair que B' = E[t', x'] et comme P(x')=0, x
E , donc t' aussi. Alors B' est réduite si et seulement si tous les zéros de P

. . N ‘e n
sont simples ; or si P posseéde n zéros deux 2 deux distincts, ona B'~E .

§.2. - SPECTRE ALGEBRIQUE

Nous introduirons maintenant la notion de spectre algébrique.

DEFINITION. - Soit f un élément d'une algébre A sur un corps algébriquement

clos E . Nous appellerons spectre algébrique de f, que l'on notera saA(f)

l'ensemble des A€ K tels que x-A appartienne a un idéal maximal de codimension

1 de A.

Remarque. - Un élément f¢ A est de classe algébrique si et seulement si
spA(f) = saA(f) .

Pour étudier les relations existant entre spA(f) et saA(f) nous devrons
considérer les propriétés d), p) et p') suivantes d'une algébre normée A qui

admet une semi-norme spectrale II. Hsp et dont la norme est notée H . H :

d) Pour tout fe¢ A tel que ”f”sps 1 , la suite ||fn|| est bornée.
— n/ n
p) Pour tout fe¢ A, |[f]| = Tm V£ .
sp n-o

p') Pour tout fe A tel que ”f“sp<l , ona lim [f*|=0.
n-+o

Dans toute la suite, on notera donc d), p) et p') ces trois propriétés

et on a d'abord le lemme VI. 5. évident.
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LEMME VI. 5. - Soit A une algébre de Banach admettant une semi-norme spec-

trale. Alors les propriétés p) et p') sont équivalentes. De plus, si A possede

la propriété d) , A possede la propriété p).

Nous verrons, grdce a la proposition VII. 8., qu'une K-algébre de Banach

ultramétrique peut posséder la propriété p) sans posséder la propriété d).

D'autre part, on sait que les propriétés p) et p') sont possédées par
toute C-algdbre de Banach ([3] chap. I, § 2, n°, cor. 5). Elles sont démontrées
grace a la propriété suivante : si une fonction h définie sur une couronne [ de
€ , a valeur dans un C-espace de Banach, est dérivable dans T, alors h admet
dans T un développement unique en série de Laurent. Cette propriété n'est plus

vraie dans un corps ultramétrique.

Dans ces conditions, un élément f d'une K-algebre de Banach ultra-

métrique A satisfait seulement la relation de la proposition II. 12.4d) :

(1)

£l = sup{ I\] . Ae sa, (01 supl[A] . he sp, (O} T [1€7]].
n—+«

Précisément, nous verrons grace a la proposition VI. 11., qu'il existe des K-al-

gebres de Banach ultramétriques A contenant des éléments y tels que :

“Y||Sp< sup {| A, Aesp,(y)} <nl_i._r2 JlyR

ce qui prouve que la propriété p) n'est pas triviale.

On retient cependant du lemme VI. 5. et de la relation (1) ci-dessus, le

lemme VI. 6., évident.

LEMME VI. 6. - Soit A une K-algebre de Banach ultramétrique unitaire admettant

une semi-norme spectrale | . “s et possédant la propriété p). Soit x€ A ;

alors pour tout )\ESPA(X) ,ona [A|S “XHsp et (spA(x)) = (saA(x)) .

Le lemme VI. 6. a pour conséquence le théoreéme VI.10. que nous établirons
apres avoir remarqué le lemme VI. 7., également immédiat qui est en quelque

sorte l'analogue de la proposition II. 12. c) pour le spectre d'un élément.
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LEMME VI.7. - Soit A une algdbre sur un corps algébriquement clos E . Soit

x€A et soit he E(X) une fraction rationnelle sans pSle dans spA(x) . Alors

saA(h(x)) = h(saA(x)) .

Preuve. Soit Ag saA(h(x)) et soilg)\‘m un idéal maximal de codimension 1 tel que
h(x)-AeM. On a donc h(X)-A= a5 ou P}\(X)E K[X], et P)\(x)eﬁﬁ. I1 existe
donc un zéro a de PX tel que x-a€M etl'ona h(a)=A, donc saAh(x))Q h(saA(x)).
Réciproquement, soit a€ saA(x) , soit M un idéal maximal de codimension 1 de

A tel que x-a€M. Il est clair que h(X) -\ est multiple de X-a, donc h(x)-A

est multiple de x-a et h(x)-AeIt , d'oh h(saA(x)) S saA(h(x)) .

Grace aux propriétés classiques des fractions rationnelles on a d'autre

part les lemmes suivants qui font intervernir les frontieres analytiques.

LEMME VI. 8. - Soit D un infraconnexe fermé borné. Soit ACD et soit fe H(D).

Alors A estune frontidre analytique de D si et seulement si f(A) estune fron-

tidre analytique de f(D) .

Remarque. - Trivialement, tout infraconnexe est une frontiere analytique de son

enveloppe.

LEMME VI.9. - Soient P et Q deux parties d'un infraconnexe D . Alors PUQ

est une frontiére analytique de D si et seulement si l'une au moins des deux

parties P et Q estune fronti¢re analytique de D .

Preuve. C'est une conséquence triviale de la propriété iii) du théoréme II. 15.
Nous allons en déduire un théoréme qui permet de comparer le spectre d'un é1é-

ment avec son spectre algébrique.

THEOREME VI. 10. - Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique unitaire,

admettant une semi-norme spectrale qui posséde la propriété p) . Soit x un

élément de A dont les composantes infraconnexes du spectre D sont en nombre

fini, On note Dl"" ,Dn ces composantes infraconnexes et A le spectre algé-

brique de x dans A ; soit Ai= DiﬂA (1=sisn). Alors Ai est une frontiere

analytique de D, (1<i<n).
1 - 65 -
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Preuve. Nous considérerons d'abord le cas ot n=1 (D infraconnexe). Suppo-
sons qué A ne soit pas une frontidre analytique de D ; alors il existe un poly-
néme P(X)eK[X] tel que || P“A< HPHD et il existe donc A€ D tel que
|P(V)|> HP“A Soit ® un homomorphisme de A sur une extension de K tel
que ®(x)=A. Ona ®(P(x)) = P(A), ce qui prouve que P(A) appartient au spectre
de P(x). Or HPHA = gtépA [P(@)] = “PHsp et la relation |P(\)> | P|| sp est faus -
se d'aprés le lemme VI. 6., ce qui montre que A est une frontitre analytique
de D.

Considérons maintenant le cas général et montrons que pour tout i,
Ai est une frontieére analytique de Di . Remarquons d'abord que 1'on peut trouver
une homographie heK(D) telle que diam(h (Di))>diam(h(Dj)) quel que soit
j#£1i. En effet, soit r le diametre de Di et soit 0g¢ Di un point pris pour ori-
gine ; il existe trivialement un nombre r'> r tel que la couronne I' de centre
0, de rayon inférieur r , de rayon supérieur r', satisfasse TN D =@ . Soit

2
a€l tel que [a| <4/Tr' etsoit h(X)=-=2 . Alors il est clair que si
a 2 X-a
D.¢ Di ,ona diam(h(Dj))S J—L'r, < r et comme diam(h(Di)) = r , on voit que

diam?F(Dj)) < diam(h(Di)) . D'autre part, si E.l Di , alors comme a¢ Di , ona
encore h(Dj) ;‘« h(Di) ce qui prouve que dia.m_(ﬂ(Dj)—)< diam(h(Di)) quel que soit
A

Alors d'apres le lemme VI. 8. comme h¢ K(Di) , Ai est une frontieére
analytique de Di si et seulement si h(Ai) est une frontiere analytique de h(Di)

et 1'on est donc ramené a résoudre le probléme lorsque diam(Di)> diam(Dj) quel

que soit j#i. Soit rj diam(DJ.) (1< j< n) et supposons donc rj<ri quel que

n
soit j #1i. Soit onje DJ, (1< j<n) etsoit QX)=T [ (X—cxj) . D'apres la proposi-
j=1
tionII. 12. on a spA(Q(x)) = Q(D) et griace au lemme VI.7. on a saA(Q(x)) =Q(a) .
Alors D' = Q(D) est infraconnexe comme réunion enchainée des infraconnexes
D'j =Q (DJ) (1I=j= n), ce qui montre que A' = Q(A) est une frontiere analytique
de D' et grace au lemme VI.9. il existe je[l,n] tel que A'J.= Q(A.) soit une
frontiere analytique de D' . Mais pour j #i, ona HQHA'S “Q”D =
; .
r. | | sup(r,, o, -a. )<z, [ | sup(r,, o, -a.]) = ||Qll quel que soit j # i
j Kk#j j k 7j Ipdi i"Tk i Di
puisque rj< T et on voit que A'j a un diametre inférieur a celui de D' ; ce
n'est donc pas une frontiere analytique de D', ce qui prouve que A'i est une

frontiere analytique de D' donc a fortiori de D'i puisque R’l =D'. Alors il
- 66 - - =
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résulte du lemme VI. 8. que Ai est une frontiere analytique de D et le théoreme

est établi.

COROLLAIRE VI. 11. - Soit A une K -algébre de Banach ultramétrique unitaire

possédant la propriété d) et soit t un élément de A dont le spectre est infra-

connexe infini et admet U pour enveloppe. Alors l'adhérence dans A de K[t]

est isomorphe algébriquement et topologiquement 2 une extension topologiquement

pure dont la norme canonique est induite par la semi-norme spectrale de A .

Preuve. Soit A le spectre algébrique de x . Alors A estune frontidre analy-
tique de D d'apres le théoreme VI. 10., donc aussi de U d'apres le lemme II. 15.
On voit donc que l'application ® de l'algtbre normée (K[X], ||. ”U) sur l'al-
geébre semi-normée (K[t], Il . “sp) est un isomorphisme qui satisfait

i@ (P sp = | P(X)HU et comme la norme de la convergence uniforme

Il
sur U est identique 2 la norme canonique I . || c de K[X], tandis que les normes
I . “sp et ||.]| de K[t] (ou || .| désigne la norme d'algtbre de Bamch de A )
sont équivalentes griace & la propriété d) , on voit que le complété K{X] de

K[X] pour la norme | . || c est isomorphe algébriquement et topologiquement a

l'adhérence de K[t] dans A pour la norme |.| .

§.3. - EXEMPLES DE SPECTRES ALGEBRIQUES NON TRIVIAUX

Le premier exemple que nous allons construire a pour but de montrer

que la propriété p) considérée au paragraphe 2 n'est pas triviale.

PROPOSITION VI. 12, - Soit R€ ]0,1[ et soit D 1l'ensemble des £ € K tels que

|€|< R . Pour tout he K(D), soit E(h) l'ensemble des pdles de h et soit A(h)

l'ensemble des & ¢ U tels que |§-a|=]al quel que soit ae E(h)N U . Alors

l'application h + [kl = thlA(h) définit sur K(D) une norme de K-algtbre et

l'algébre de Banach A complétée de K(D) pour cette norme admet une semi-

norme spectrale “ . “

sp’
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L'application x identique sur D, est un élément de classe algébrique

tel que 'Hxllsp: R <1 =nl_:r£ n,\/ %™l ; de plus, il existe un élément yeA possé-

dant les propriétés suivantes :

i) spA(y) n'est pas infraconnexe ;

ii) saA(y) est infraconnexe et inclus dans l'une des composantes infracon-

nexes de spA(y) ;

n
iii) iyl =R <sup{|r], Aesp,(y)I<lim /[ y"[=1
sp A n-+ o

Preuve. Remarquons d'abord que 1'on a, pour tout heK(D), -log|hl|l=inf {v(h,u)}.
u=0
I1 en résulte immédiatement que Il H est une norme de K-algébre sur K(D) qui

satisfait ||hn||= IIth , quel que soit he K(D), donc quel que soit he A. Tout
homomorphisme de K(D) sur K est associé & un point A€ D et de la forme Cpa

telle que CPQ(X) =a. Commeona HhHD < ||h]| pour tout he K(D), P, est continu

pour la norme . “ et se prolonge en un homomorphisme -@a de A sur K, ce
qui prouve que le spectre de x dans A est encore égala D . Soit | . “sp la
semi-norme spectrale de A . Alors on a trivialement ”X”sp =R <1 et ||xn“ =1

quel que soit n. Inversement, tout homomorphisme de A sur K induit un ho-
momorphisme de K(D) sur K, ce qui prouve que la semi-norme spectrale de A

induit la norme de K(D). On en déduit que “x”sp =R et comme Hxnl\ =1

Il
quel que soit n , 1l'assertion relative 2 x est établie.

Montrons maintenant 1'existence de 1'élément y annoncé. Pour cela,
considérons une suite croissante r_ telle que R<r et lim r =1 ; soit
n n n4o n
aneK tel que IanI =r et soit D' 1l'ensemble des € U tels que |§-ai| Zri
quel que soit i . Il est clair que DC D' et que D' admet un T-filtre croissant
de diametre égald 1 ([5]). Alors, on sait qu'il existe un élément T¢ H(D') tel
que [M(€)] =1 pour tout E€eD et lli,!:rx m(€) =0 (th. IV. 3 de [5]), car il existe
gl~1"
g]<1

un élément non nul y de H(D') tel que lim Y(§) =0 et comme Yy n'a qu'un nom-
g1

lgl<1

bre fini de zéros dans D, Y se factorise sous la forme P .7 ou P estun poly-

ndéme et ot T estun élément de H(D') tel que [T(€)[=1 pour tout §¢ D
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Remarquons d'autre part que l'algebre (H(D'), || HD') s'injecte iso-
métriquement dans (A, || .| ) par une injection T qui induit l'identité sur K(D).
Soit f = J(T). Soit h_ une suite de K(D) telle que lim ||h -f|=0 . Pour n

n n-+ o n
assez grand, ona lhn(é)l =1 pour tout §€D , ce qui prouve que saA(hn(x)) est
inclus dans l'ensemble C des £¢ U tels que |[E| =1, d'ou par continuité des

homomorphismes de A sur K, saA(f) cC.

Montrons maintenant que f n'est pas inversible dans A . Supposons
qu'il existe g€ A telque fg =1 et soit g, une suite de K(D) telle que
lim llg -g|ll=0 . Ona donc pour n assez grand Hh g - 1||<1 . Soit
SRS o} n°n

n
D" = D' ﬂA(gn) ; alors || hn gn-l Il = thgn- 1| et comme Mg H(D") , ona

D"

donc “Trgn- 1/l<1. Or cette relation est absurde car T n'est pas minoré sur

D', ni sur D", puisque lligrll:lﬁlﬁ(g) =0 et que g, est borné sur D' . On voit
El<1

donc que f n'est pas inversible dans A, donc O¢ spA(f) . Montrons maintenant

que spA(f) = saA(f)U {0}. Pour cela, remarquons d'abord que si A#0 , alors

T -\ est quasi-inversible et que si A¢ saA(f), alors les zéros de M-\ n'appar-

tiennent pas 2 D . En effet, si A#0, m-A n'est annulé par aucun T-filtre de D',

donc T-A est quasi-inversible. D'autre part, on remarque que saA(f) = m(D)

donc si X{saA(f) , les zéros de M-\ n'appartiennent pas 2 D . Alors, on voit

que si A¢ saA(f) , T-X se factorise sous le forme Qh olu Q estun polyndme

dont les zéros n'appartiennent pas 2 D et ol h estun élément inversible de

H(D'), d'ou Q et J(h) sont inversibles dans A ; on voit donc que A¢ spA(f) et
spA(f) = saA(f)U {0} .

Soit ag K tel que 0< |a|<1 et soit z = a—l? . Il est clair que saA(z)CC
N 1 ; r< |8 it v o= xsf
et que spA(z)-saA(z)U {a} . Soit feK tel que R< Ial<1 , et soit y =x+—"—.

Alors, on voit que saA(y) C D tandis que spA(y) = saA(y) = saA(y)U {%} et 1'on
a done |lyll = sup (A, e sa, ()} <SR<[L| = sup{]A], resp,(N}<1 .

Considérons pour conclure “Y” . Pour n assez grand, on aura
v(hn, 0)> v(a), d'ou v(hn-a, 0) = v(a) et V(a-?q , 0) =v(9) -v(a)>0, d'ou
n
v(x+ a?h , 0) =0 puisque v(x,0)=0. On a donc | x+ a-eh =1, dou
n n
5
“x + F“ =1 . Alors comme | Yn“= ”y”n , on a bien :
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lyl__=R<sup {|A], resp,(y)}< Lim W [ly?l=1.
sp A no+w

Le résultat du théoréme VI. 10. est a rapprocher de 1'étude des algebres
de Krasner H(D) [5]. Considérons par exemple une algébre de Banach intégre
H(D) . Nous savons que D estun infraconnexe fermé borné, sans couple de T -
filtres complémentaires, dont les idéaux maximaux de codimension 1 sont définis
par les points de D et dont les idéaux maximaux de codimension infinie sont dé-
finis par les T-familles de D d'apres le théoreme 5 de [7]. On voit donc que
si fe H(D) et sil'onnote A le spectre de f et A son spectre algébrique, tout
point X de A-L esttel que f-\A soit annulé par un T-filtre. Alors |f(x)-X |
est minoré sur D ce qui prouve qu'il existe une suite xne D telle que
}liTmf(xn) =\. Or, f(Xn)E 4, donc A est dense dans A . On pourrait donc se
demander si plus généralement la densité du spectre algébrique dans le spectre
n'est pas toujours vraie dans l'hypothese du théoréme VI. 10. L'exemple que nous

allons étudier montre qu'il n'en est rien.

PROPOSITION VI. 13. - Soit D l'ensemble des £€ K tels que |g]<1 et soit

x l'application identique sur D . Soit A = H(D){T} une extension topologique -

ment pure de H(D) de degré 1. Alors l'algebre A , dont la norme spectrale est

la norme canonique, posséde la propriété d) et le spectre de xT dans A est

égal 3 U tandis que son spectre algébrique est égalda D .

Preuve. Remarquons d'abord que la norme || . ”D de H(D) estune valeur abso-
lue. Alors la norme canonique | . Hc de A pour laquelle A est complete, dé-
finie par || :l: a; T H = sup HaiHD est également une valeur absolue. Montrons
que la semi-norme spectrale I sp de A est égale a sa norme canonique.

Pour cela, il suffit, grice a la proposition II. 12.d) de montrer que pour tout
f= 20 alT € A et pour tout &< “f“ , il existe un homomorphisme ® de A
i=
sur K tel que [ f)l =%, En partlculier, il suffit de montrer qu'il existe ae D

et Ae U tels que | 2 a, (@) A |> d. Or, ceci est immédiat. Soit q le plus
i=0

® .
grand des entiers i tels que “ a.ll “ Z a.T1|| . Soit p= s.up ||a. HD) et
soit ¢ Jp, “f“ 3 11 existe tr1v1a1ernlent ag D tel que Iaq 0.)' O etil
existe Ae U tel que [ E a, (G,))\ | =8, dou I 2 a a)k | = & puisque
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|ai(a)|< 8 pour tout i>q, etl'ona | £ op ” ”fHC . L'algébre A possede donc

trivialement la propriété d) .

Considérons maintenant le spectre de 1'élément xT . Puisque
“xT” sp = HXT“c le spectre algébrique A de xT estinclus dans U, donc son
spectre N également car d'apres le lemme VI.5., ona: __A__ = éc U . D'autre
part, il est évident que AC 1030 car pou: tout a¢€ D, 1'homomorphisme CPa’ 1 de
A sur K défini par @, ’ l(iE aiTl) =i§0 ai(a) satisfait CPa ' 1(x T)=a . On a donc
la relation (1) DcAcCAcCU. Nous allons montrer que D = A et A = U ; pour
cela, il suffit d'établir que A-AD U-D . Soit ag (U-D) et considérons 1'idéal I
de A engendré par a-xT . Il est clair que INH(D) = {0} de sorte que la sur-
jection canonique {§ de A sur IA induit sur H(D) une injection. Montrons que
A est le complété du corps de fractions L de H(D). Montrons d'abord que 1'al-

I

gebre T due nous noterons B contient un sous-corps isomorphe 2 L . Pour
cela, il suffit de montrer que pour tout f€ H(D), {(f) est inversible dans B .
Or, on sait que H(D) est principale et que f se factorise sous la forme P.h ou
P est un polyndme dont les zéros appartiennent 3 D, et o h est inversible

dans H(D) . Il suffit donc de montrer que {(x-a) est inversible pour tout a¢D .

Pour cela, remarquons d'abord que I estun idéal fermé car 1'application
F -+ (o -xT)F de l'espace vectoriel de Banach (A , “ . H c) sur l'espace vectoriel
normé (I, | . || c) est bicontinue. Il en résulte que B muni de la norme quotient
.| de celle de A estune K-algtbre de Banach. De plus, comme V(_E') est
l'inverse de x et que “%“c =1, on voit que || w(—:—)“s 1 , donc “w(—%})“= 1

et ||w(x)|| =1 car ”x“C =1 . Il en résulte que la série de terme général

n
a—n-i-T converge dans K pour tout a€D ce qui prouve que {(a-x) estinver-
(¥()) o ,n

gsible dans B et admet pour inverse % — ol
220 (y(x))

morphe 2 L que nous confondrons avec L en considérant LCB .,

, donc B contient un corps iso-

Remarquons d'autre part que la norme ||. || de K-algébre de Banach
induit sur L la valeur absolue de L qui prolonge la valeur absolue “ “D de
H(D) . Il suffit en effet, pour établir cette propriété, de montrer que

-1 1 .
H y(x-a) H == quel que soit a€ D . Or cette relation est évidente si a¢gD

Iy (x-a) |
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puisque x-a est inversible dans H(D) et que “ . est une valeur absolue.

I
Vérifions donc qu'elle est toujours vraie si agD . On a vu que
- ® i+1 -
(v(x-a)) 1 ¥ (_20 a, (?T) ), ce qui montre que ||(¥(x-a)) IHS 1, donc
-1 1= X
fe(x-a) || =1 et [ly(x-a)|l =1, puisque Héc-a)llc= 1. La norme |. Hc de L

est donc la valeur absolue qui prolonge la valeur absolue de H(D). Com-

iy,
me Y(H(D)[T])= L, il est clair que L est dense dans B ce qui montre que B
est le corps complété de L et par conséquent I est un idéal maximal de codi-
mension infinie. On voit donc que agl -A pour tout ae¢ U-D, d'ou A-A=TU-D

ce qui montre que A n'est pas 1l'adhérence de A.

Remarque : Le probléeme de savoir si l'algeébre H(D){T} est noethérienne reste

posé.

§. 4. - IDEMPOTENTS ASSOCIES

Rappelons la notion d'idempotent associé a un élément d'une algébre A

et 3 une partie de son spectre ([3], I, §.4, n°11, remarque 1).

DEFINITION. - Soit F un corps algébriquement clos et soit A une F -algebre
commutative dont 1'ensemble ¥ des homomorphismes de A sur F est supposé

non vide. Soit x¢A ; on appelle idempotent associé 3 x et a une partie E de

spA(x) un idempotent u de classe algébrique de A tel que X (u) =1 pour tout

X € ¥ satisfaisant X(x)€E et tel que X (u) = 0 pour tout X € ¥ satisfaisant
X € E .

Remarques :

1) Si l'intersection des idéaux maximaux de codimension 1 de A est

nulle et s'il existe un idempotent associé 2 x eta E , alors il est unique.

2) Supposons que A soit une algebre de fonctions sur une partie D de
K et que x soit l'application identique sur D . Alors si une partie E de D
admet dans A un idempotent associé 3 x eta E c'estla fonction caractéristi-

que de E .
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3) Si @ est l'affinité de K définie par G(E) =a€+b(§ ¢ K) et si u est
un idempotent associé a2 x et a une partie E du spectre D de x, alors u est

un idempotent associé & y et 2 la partie Q(E) du spectre G(D) de y=ax+b.

L'objet de ce paragraphe est d'établir un résultat analogue au résultat
connu pour le spectre d'un &ment d'une C-algébre de Banach A : toute partie

ouverte fermée E du spectre D d'un élément x€ A admet un idempotent associé

a2 x etd E ({3],1, §.4, n° 11, remarque 1). On voit en particulier que si les
composantes connexes de D sont en nombre fini, alors chacune admet un idem-

potent associé.

Nous montrerons ici que si une K-algebre de Banach ultramétrique A
posséde la propriété p) et si les composantes infraconnexes du spectre D de
x€ A sont en nombre fini, alors chacune d'elles admet un idempotent associé.
Remarquons une nouvelle fois 3 ce sujet que du point de vue de l'existence d'idem-
potents, la notion d'infraconnexité joue un rGle analogue dans le domaine ultra-
métrique 2 la notion de connexité dans le domaine complexe. On sait qu'il n'en est
pas de méme du point de vue analytique puisqu'un infraconnexe n'est pas néces-

sairement analytique au sens de Motzkin.

LEMME VI. 14, - Soit A une K -algeébre et u un idempotent de A . Alors la

pseudo-norme spectrale de l'algébre uA est induite par celle de A . De plus si

u est un idempotent associé 3 un élément de classe algébrique x€A et 3 une

partie E de spA(x) , ux estde la classe algébrique dans uA et l'ona

spuA(ux) =E .

Preuve. La premigre assertion est une conséquence évidente de la proposition
II. 12. b) puisqu'il existe une surjection de A sur uA et une injection de uA
dans A . Pour établir la seconde assertion, supposons que ux ne soit pas de
classe algébrique. Alors il existe un idéal maximal M de codimension infinie de
A et €K tel que ux-A€M, donc u(x-A)eM. Or ugM et x-A¢ M puisque
u et x sont de classe algébrique. Donc ux -\ n'appartient pas a3 M et ux
est de classe algébrique. Alors il est immédiat de voir que le spectre de ux est
égala E dans uA.
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THEOREME VI. 15, - Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique unitaire

admettant une semi-norme spectrale | . || sp qui possede la propriété p). Alors

tout idempotent de A est de clagse algébrique. De plus, si u et u' sont deux

idempotents tels que Hu-u’” sp =0 alors u=u'. Siune partie E du spectre D

d'un élément x€ A admet un idempotent associé 2 x eta E , alors il est unique.

Enfin, si deux parties E et F de D sont telles qu'il existe un idempotent u

associé 2 x eta E d'une part, 3 x et a F d'autre part, alorsona

EﬂsaA(x) =FnN saA(x) .

Preuve. Soit u un idempotent et supposons que saA(u) # spA(u) . Pour tout ho-
momorphisme ® de A dans une extension L de K, ona nécessairement
®u)=0 ou ®(u) =1 etil en résulte que spA(u) c {0,1} . Donc si saA(u);f spA(u) R
ona spA(u) ={0,1} et saA(u) ={0} ou {1}, ce qui contredit le théoreme VI. 6.
et la premigre assertion est établie.

Supposons Hu-u'“sp= 0 et soit r =u-u'. On a donc:

0=u'(l-u") = (u-r) (1 -utr) = r(l -2u+r)

Mais pour tout homomorphisme ® de A dans une extension L de K, ona
@(r) =0 d'apres l'assertion précédente et d'autre part, ou bien ®(u) = 0, ou bien
®(u) =1 , donc finalement ®(1-2u+r) =+ 1 ce qui prouve que 1-2u+r est inver-
sible, donc r =0 et u =u'. Alors cette propriété a pour conséquence évidente

l'unicité d'un idempotent associé 2 x et a une partie E de spA(x) . La derniere

assertion découle immédiatement de la définition des idempotents associés.

PROPOSITION VI. 16. - Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique unitaire

admettant une semi-norme spectrale H . “ sp’ dont la norme est notée ” . “

et possédant la propriété p). Soit x€A et soit D = spA(x) . Alors, pour toute

couronne vide I' de D, il existe un idempotent associé 3 x eta JI(I') ainsi

qu'un idempotent associé 2 x etd &(I').

De plus, si les composantes infraconnexes de D sont en nombre fini

(D.l,... ,Dn) alors, pour tout i (1<i<n) il existe un idempotent associé & x
n
etd D, etllona uu,=0 pour i#j et & u=1.
i ij — o1 i
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Preuve. Il est clair, grice & la remarque 3) que l'on peut se limiter pour faire
la démonstration, au cas ou D est inclus dans un disque D' de diametre r<1
tel que D'c U. Nous allons montrer que pour chaque couronne vide I' de D,

il existe un idempotent associé 3 x eta J(I') ainsiqu'a x etda &(T).

Soit T' une couronne vide de D ; soit 0¢ 3(I') un point pris pour origine ;
soient Ty et T, les rayons inférieur et supérieur de I' et soit R le diametre
de D . Soient Py et pze ]Kl tels que r1<p1< p2< T, - Soit Al 1'ensemble des
€€ K tels que |§ I = pl et soit AZ l'ensemble des £¢ K tels que Py = | g [ <1.
Soit A = AIU AZ ; alors DC A. D'autre part, H(A) est une algébre de Krasner-

Tate non dégradée. Soit agT tel que la[2 = PPy soit b€ Az tel que ’b|2= Py
2

- -1
soit T =ﬂ’—‘—bz)—. Il est clair que T(A)=U, 4=7 (V) et |7l ;< 1. Ona
(x-a) K{T, X}

donc, d'apres le théoreme V. 8., H(A)= =K{1}[§] on

(P(X) - TQXNK{T, X}
—QE est l'unique forme irréductible de T telle que P soit unitaire et o § dé-

signe l'application identique sur 4 .

Soit ® la surjection canonique de K{T,X} sur H(A) telle que &(T)=7.
Comme ADOD, on voit que Q(x) est inversible dans A . Soit t = %(% €A . On
sait que le spectre de t dans A est égald T(D) d'apres la proposition II. 12. ¢),
d'ou ”t“sp: ”'I.'“D< 1 et comme D est inclus dans un disque de centre 0, de

diametre r<1, on a trivialement “x“sp <1, ce qui montre grace a la propriété

p) que lim |[t" H = lim ”xnll = 0 . Alors l'homomorphisme § de l'algebre nor-
n-+ oo n-+ o

mée (K[T,X], ||~ ”c ) (algébre des polyndmes & 2 variables normées par la
norme canonique) dans 1'algtbre de Banach (A, ||. | ) défini par 6(f(T, X)) = £(t, x)
est continu et il se prolonge donc par un homomorphisme § de K{T,X} dans A .
Or, par définition, P(x)-tQ(x) =0, ce qui prouve que Ker(8) D Ker(®) et il
existe donc un homomorphisme § de H(A) dans A tel que € = §o P et par dé-
finition y(§) =x , y(7)=1t.

Soit uy la fonction caractéristique de Al dans H(A) et soit u, celle
de AZ ; soit v, = w(ul) et soit v, = ‘h(uz). Soit ¥ 1l'ensemble des homomorphis -
mes de K-algebre de A sur K. Soit Il l'ensemble des homomorphismes ®
de A sur K tels que 9(x)e3(T) et soit iz 1'ensemble des homomorphismes ¢
de A sur K tels que ®(x)¢ 4(I'). Il est clair que si 9 € 21 , ona Cpl(x)e Al
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donc Cpl(w(ul)) =1 et Cpl(vl) =1 ; comme v, estde classe algébrique d'apres

1

le théoreme VI. 15., on voit donc que v, est l'idempotent associéd x etda I(I).

1

PN

De méme, v, estl'idempotent associé 2 x etd &(TI'). Si les composantes infra-

2

connexes de D sont en nombre fini n=2 et notées Dl"" ’Dn , alors chacune

d'entre elles Di est une intersection finie de plages Pj (1=j= q) de couronnes

vides de D . Soit vj 1'idempotent associé 2 x et a Pj et soit w, =, vj ;
J:
alors il est clair que w, est l'idempotent associé a x et a Di , et grace au

théoreme VI. 15., ona uiuj = 0 pour tous i #j car uiuj est associéa x eta
n

la partie vide de D ; alors est un idempotent associé 2 x eta D, donc

u,
i=1 1
égala 1.

THEOREME VI. 17. - Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique commutative

unitaire admettant une semi-norme spectrale et possédant la propriété p) .

Alors si A est noethérienne, il existe un entier q¢€IN qui majore le nom-

bre des composantes infraconnexes du spectre de x , quel que soit xcA . Si A

n'admet pas d'autre idempotent que 0 et 1, le spectre de x est infraconnexe

quel que soit x€ A .

Preuve. Si A estnoethérienne, l'ensemble de ses idempotents est fini. Soit q
son cardinal. Nous allons en déduire que les couronnes vides du spectre D d'un
élément x€ A sont en nombre fini. Pour cela, il suffit d'établir que 1'application
qui 2 chaque couronne vide I' fait correspondre l'idempotent associé 2 x et a
J(T') est une injection. Or ceci résulte de la dernitre assertion du théoreme VI.15.
Par conséquent, l'ensemble des couronnes vides de D est fini et plus précisé-
ment le nombre des couronnes vides de D est trivialement < q. Alors pour
chaque composante infraconnexe Di de D il existe un idempotent associé a x

et a Di et par le méme raisonnement que précédemment, on voit que deux com-
posantes infraconnexes distinctes admettent des idempotents associés distincts,

ce qui prouve que leur nombre est =q .

Si A ne contient aucun idempotent différentde 0 et 1, D n'admet
pas de couronne vide puisque si I' était une couronne vide de D, il existerait
un idempotent u associé 3 x et a J(I') dont le spectre serait {0,1} , donc

uf0 et 1.
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Les théoremes VI. 10 et VI. 17 ont pour conséquence le corollaire VI. 18.

COROLLAIRE VI. 18. - Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique commu -

tative unitaire admettant une semi-norme spectrale et possédant la propriété p).

Soit x€ A ; soit D le spectre de x et soit A son spectre algébrique. Alors si

A est intégre, A est une frontiére analytique de l'infraconnexe D . Si A est

nceethérienne et si Dl’ e Dn sont les composantes infraconnexes de D, AN Di

est une frontiére analytique de Di quel que soit i =1,...,n.

§.5. - SPECTRES ET SOUS-ALGEBRES DE TYPE FINI

Nous commencerons par le lemme VI. 19.

LEMME VI. 19. - Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique contenant une

sous -K-algeébre de type fini B dense dans A , principale. Alors, tout élément

de B est de classe algébrique.

Preuve. On sait, griace au théoréme VI. 3., qu'il existe xe€ B et t(X)e K(X) tel
que B = K[t(x), x]. Alors, grace au lemme VI. 7., il est clair qu'il suffit de
montrer que x est de classe algébrique pour établir le lemme VI. 19. Pour cela
soit D = spA(x) , et montrons qu'il existe un homomorphisme X de A sur K
tel que X(x) = A . Nous pouvons toujours définir un homomorphisme Xo de
K[t,x] sur K par xo(h)= h(A) pour tout he K[t,x]. Montrons que X, est
continu pour la norme ” . || de A . Supposons qu'il existe heK[t,x] tel que
[xo(h)|> Ih]l ; alors h(A)-h estinversible dans A et comme h(\)-h est mul-
tiple de x-\, x-A est inversible , ce qui contredit le fait que A¢D . Donc
]xo(h)[ = ||n| et X, estcontinu et se prolonge en un homomorphisme x de A

sur K telque x(x) =X, ce qui prouve que x est de classe algébrique.

THEOREME VI. 20. - Soit A une K-algeébre de Banach ultramétrique commuta -

tive unitaire noethérienne admettant une semi-norme spectrale || H ap’ dont la

- 77 -



ALAIN ESCASSUT

norme est notée || .|, et possédant la propriété p). Soit x€A tel que P(x)#0

pour tout polyndme non nul P(X)e K[X]. Alors sa

A(x) est infini.

Preuve. Nous procéderons par é'absurde en supposant fini saA(x) que l'on note-

ra D={a_,...,a_}. Soit y =] l (x-a,) ; on voit que par construction |ly|| =0
1 n 1= i sp

car pour tout homomorphisme X de A sur K il existe un indice i=n tel que

x(x) = a; ., donc ¥(y) =0 . Soit I l'ensemble des éléments g A tels qu'il existe

un entier n€ IN tel que yn§ =0 ; il est clair que I estun idéal de A . Soit A’

l'algeébre noethérienne £ et soit ¥ la surjection canonique de A sur A'.

Soit y' = ¥(y) .

-

Remarquons d'abord que y' #0 car K[x]=K[X] donc y n'est pas nil-
potent et y¢I. Nous allons montrer maintenant que y' est régulier. Soit z'gA'
tel que y'z' =0 et soit z€ A telque z'= ®(z). D'autre part, yze€l , donc il
existe ng¢IN tel que yn (yz)=0, d'ou yn+lz =0 et z¢€I , donc z'=0, ce qui

montre que y' est régulier. Par ailleurs, I estfermé et A' estune algebre

de Banach pour sa norme quotient H . H' et on a trivialement Hy'”'S “Y“ ; or
comme Hy”sp =0, on voit que lim 4/ Hy'nll = 0, donc il existe une suite crois-
n-» o
qn+l

1
sante d'entiers a, tels que lim .“_Y__l.L =0

q sinon il existerait v>0 tel que
n-+ o o n
Iy 11

ly™ 'z vlly™l' pour tout n, dron Hm/[ly™l'= v.
n-» o
Comme y' est régulier dans A', l'application § : € + y'§ du K-espace
vectoriel de Banach (A', ||.]|) sur le K-espace vectoriel normé (y'A', || .|| ')

est donc un isomorphisme évidemment continu. Mais comme A' est noethérienne,
comme quotient d'une algébre noethérienne, y'A' estfermé dans A' pour la nor-
me || . “' donc le K-espace vectoriel normé (y'A', ” “‘) est complet et il

résulte du théoreme de Banach ([2], §.3, n°3) que | estbicontinu.

Nous allons montrer que cette derniere affirmation est absurde. Soit )‘n

qAn .t
une suite de K telle que 1= ||)\ny' n“ =< 2 quel que soit n ; il est clair, gréace
q ' q
: PR . ' _ : - '
a ce qui preced'e, que n1_1’r2 I )‘ny I'=0. O|n a donc une suite u )\ny
telle que Hu || =21 et telle que lim “vh(u )H =0 ce qui montre que { n'est
n n-+ o n

pas bicontinu et le théoreme VI. 20 est démontré.
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Remarque. On peut construire des algebres satisfaisant les hypotheses du théo-

reéme VI. 20. sauf 1'hypothése noethérienne et telle que spA(x) soit fini. Munis -

sons en effet K[X] de la norme ” ” définie par :
m i i
IE 2 = sup fayl (57
j=0 1 0<iS<m i’ ti+l
11 est évident que H . ” est une norme de K-espace vectoriel et il est facile d'éta-

blir qu'il s'agit d'une norme d'algébre. En effet, soient : f = g(; aiX1 et
1=

; +
g = E b.XJ, et soit fg =mEnC Xk Alors on a “fg“=|C I('l——) °, dou
&5 & Tk k 'Yk +1
j=0 k=0 o o
L, 1 Kot 1. 1 .j
lfgll= sup {la]. b, . [(3) —=7) ° |S sup |[a l(7) . b (7)) = Il llell
0<isk | i , ko-ll i+l k0-1+l 0<i<m i'ti+l jiHt
o 0<j<n - 1
Soit A 1'algtbre de Banach complétée de K[X] pour la norme .| et

montrons que le spectre de X dans A est réduit & {0}. Il suffit pour cela de
montrer que X-a est inversible dans A pour tout a# 0, et pour cela il suffit
de voir que lim “ (_:{_)n” = 0 pour tout a £0, ce qui est évident. Montrons enfin,
pour conclure,-';ue si ”f“sps 1, la suite || fn” est bornée. Il suffit naturellement

d'établir cette propriété lorsque fe K[X]. Remarquons d'abord que si

m . m § e
£=F a.x', o1 9" a . x), etsi 5= sup |a;|, ona |al<l| |4 rg)
i=0 i j=0 0<ifm i j o
Comme [a_|=]| £l _, on voit que || qu < sup (| qu J SJ I x? ) et comme la
o sp 0<j<qm °SP

suite s” H anl est bornée, il est clair que si ||f|l SPS 1, la suite H fn” est
bornée, ce qui prouve que A satisfait l'hypothese du théoreme VI. 20. (sauf 1'hy-

pothese noethérienne).
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VII

CARACTERISATION DES ALGEBRES DE TATE
PARMI LES ALGEBRES DE BANACH

§.1. - CARACTERISATION DES ALGEBRES DE KRASNER-TATE PARMI LES

ALGEBRES DE BANACH ULTRAMETRIQUES

Rappelons qu'une K-algebre de Banach admet une semi-norme spectrale

si et seulement si 1'un au moins de ses idéaux maximaux est de codimension 1 .

THEOREME VII. 1. - Soit A une K -algdébre de Banach ultramétrique admettant

une semi-norme spectrale H . “sp et dont la norme est notée H . || . Alors A

est une algebre de Krasner-Tate si et seulement si elle posséde les propriétés

suivantes :

a) A est ncethérienne ;

b) A est réduite ;

c) “f”spE |K| quel que soit fe A ;

d) pour tout élément f€ A tel que Hf“spSl , la suite ||an est bornée ;

e) A contient une sous K -algebre de type fini B dense dans A pour la

norme ||. |, principale.

Preuve. Il est clair que toute algébre de Krasner-Tate possede les propriétés
a), b), c), d), e) d'apres les propositions II. 7., II. 14., et d'apres le théoreéme
V.4.. Montrons que réciproquement, si A possede les propriétés a), b), c),

d), e), alors A estune algébre de Krasner -Tate.

Nous savons, gridce 2 la proposition VI.3., que B est de la forme K[t,x]
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ou t est une fraction de x de degré >0 . Soit D le spectre de x dans A .
Grace aux propriétés a) et d), il découle du lemme VI. 19. que x est de classe
algébrique et du théoreme VI. 20 que D est infini et il en résulte que K(D) est
isomorphe & une sous-algébre C de A . En effet, soit h(X) = 2-(&6 K(D) et

Q(X)
soit Q(X)= | (X—ai). Puisque aiéD » x-0, est inversible dans A , donc Q(X)
i

est inversible_ dans A et on peut ainsi construire un homomorphisme {§ de K(D)
dans A défini par {(h(X)) = h(x) (he K(D)). Alors comme D est infini, {§ est
injectif car si g(%= 0, ona P(x)=0, ce qui est absurde car P(x) estun pro-
duit d'éléments non nuls de B et B est intégre. Nous identifierons donc désor-
mais K(D) avec C et nous considérerons A comme une K(D) -algebre.

Nous devons maintenant comparer les normes H . “sp et H . ”D de
K(D). Soit ¥ 1l'ensemble des homomorphismes de A sur K . Puisque x est

de classe algébrique d'apres le lemme VI. 19., on a les relations (1) pour tout

heK(D) :

(1) Inllp = sup 1B = sup (B0 | = aup |X (0] =l
€ X€ X€

(I1 est clair que x correspond 2 l'application identique de K(D) ).
PP q

Montrons maintenant que D est ultracirconférencié. Puisque A est
noethérienne, on sait, griace 3 la proposition VI. 16 et au théoréme VI. 17., que
les composantes infraconnexes de D sont en nombre fini et que pour chacune
d'elles, Di (1<i=n), il existe dans A un idempotent u, associé 3 x eta Di'
On sait, grace au lemme VI. 14., que u, x est de classe algébrique et que son
spectre dans uiA est Di . Donc, comme la semi-norme spectrale de uiA est
induite par celle de A d'aprés le lemme VI. 14., on voit que diam(Di)= “uix-ausp
et que si T estun trou de Di et si beT , diam(T) = ” 1

‘u,x-b
que Di est calibré. Il en résulte que D est calibré et on déduit de la proposition

“sp ce qui prouve

IV.5., que D estultracirconférencié.

L'algébre H(D) est donc une algébre de Krasner-Tate. Supposons in-

dexées les composantes infraconnexes de D de telle sorte que D ’Dq soient

17
les composantes infraconnexes non réduites 2 un point. Nous savons, grace au
théoreme VI. 15. et & la proposition VI. 16., que les idempotents u, associés & x
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n

eta Di (1=i=< n) satisfont les relations uiuj= 0 pour tous i;-(j et X u, = 1.
n i=1

On a donc A =i@luiA ; nous allons montrer que uiA = H(Di) pour tout i.

Considérons d'abord le cas ou 1=i=q . Alors Di est un infraconnexe

ultracirconférencié et H(Di) est une algébre de Krasner-Tate integre.

Considérons maintenant 1'algébre de Banach (uiA . ” ). Elle possede
trivialement les propriétés a) et b) et comme Di est infini, l'application
¢:houh de K[t,x] sur uiK[t,x] est un isomorphisme car {(h) = 0 implique
h(§) =-0 pour tout §¢ Di , (du fait que u, X est de classe algébrique), donc h=0.
Il en résulte que uiA possede la propriété e). Enfin, on sait, grice au lemme
VI. 14. que la semi-norme spectrale de uiA est induite par celle de A, ce
qui prouve que u A possede les propriétés c) et d), et que Di est le spectre
de u, x dans uiA . Nous sommes donc ramenés, pour montrer que uiA = H(D)
si iSq, a établir le théoreéme VII. 1. dans le cas o D est infraconnexe. Pour
cela, supposons donc D infraconnexe et construisons un homomorphisme injec-
tif de H(D) - algébre | de H(D) dans A . D'apres le théoreme V. 3., il existe
une fraction Tg¢ K(D) telle que T(D)=U, D = T_I(U) , deg(t)=1, H(D)=K{7}[x].
On peut naturellement supposer que llx“spSI et 1'ona donc DcU . Alors la
forme irréductible —g— de T telle que P soit unitaire satisfait la relation

1= HP”CZ “Q”C pour la norme canonique ” . Hc de K[X]. Alors on sait,
K{T,X}
X) - TQ(X) K{T, X}

jection canonique ® de K{T,X} sur H(D) telle que ®(T) =T, ®X)=x. D'autre

grace au théoregme V.8., que H(D) = B et il existe une sur-

part, comme TeK(D)CA, ona “T“spz It “D=1 et ||x“sp= “xHDS 1

puisque DC U . Donc les suites H TnH et ||xn|| sont bornées et 1'homomorphisme
§ de K[T,X] dans A tel que 6(f(T,X)) = £f(T,x) est continu et se prolonge en
un homomorphisme § de K{T,X} dans A tel que @(f(T, X)) = £(T,x) pour tout
f(T,X)e K{T,X} et comme P(x)-TQ(x)=0, il est clair que

Ker(9) = (P(X) - TQ(X)) K{T,X}<c Ker(§) et il existe donc un homomorphisme
de H(D) dans A telque §=yo%. De plus, comme §(X) = 9(X) = x et

B(T) =®(T) =T, onvoitque § induitl'identité sur K(D) et c'est donc un homo-
morphisme de K(D)-algebre. Il en résulte que { est injectif. En effet, comme
H(D) est intégre et noethérienne, tout idéal non nul de H(D) est engendré par un
polyndme en x d'apres la proposition II. 3. et a donc une intersection non nulle

avec K(D), et comme Ker(y)NK(D) = {0} on voit que Ker(}y) = {0}. L'algtbre
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K{T,X}
(P(X) - TQ(X)) K{T, X}
contient B par un isomorphisme de K(D) - algébre et A' est donc compléte pour

est donc isomorphe 2 une sous-algébre A' de A qui

sa norme spectrale. Or cette norme spectrale coincide avec celle induite par

I sp 9T K(D) puisque thID = “h“sp pour tout he K(D). Alors, comme
K(D) est dense dans A' pour la norme spectrale de A', on voit que la norme
spectrale de A' est induite par . ”sp et comme les suites ”Tnll et “ an
sont bornées il résulte du lemme II. 9. que les normes induites sur A' par ” . Hsp
et || .|| sont équivalentes. Or A'DK(D)DB, donc A' estdense dans A

pour lanorme | .| et A'=A=~H(D).

Nous avons traité le cas ou D est infraconnexe, ainsi que dans le cas
général, le cas des composantes infraconnexes de D non réduites a un point. Il
reste pour conclure, 2 montrer que si D, est réduit 2 un point {ai} , alors
uiA = H({ai}) ~K . Considérons l'algebre uiK[t,x] ; comme le spectre de u, x
se réduit 3 un seul point, il est évident que uiA n'admet qu'un seul idéal maxi-
mal de codimension 1 car deux homomorphismes de A sur K coincideraient
sur uiK[t,x] donc sur uiA . D'autre part, uiA est ncethérienne. Alors il résulte
du théorgme VI1.20. que l'application T: h +uh de K[t,x] sur u; K[t,x] n'est pas
injective car sinon uiA satisfairait 1'hypothetse du théoréme VI. 20. et son spectre
de codimension 1 serait infini. Alors comme uiA est réduite grace a la propri-
été b) il résulte du corollaire VI. 4., que uiA est isomorphe a K™ (me IN)
Mais comme uiA ne posseéde qu'un seul idéal maximal de codimension 1, on

voit que m =1 et uiA = H( {ai}). Le théoreme VIL 1. est donc démontré.

Dans le cas ou A estune algdbre de Banach ultramétrique intégre dont

le spectre maximal de codimension 1 est infini, on a le corollaire VII. 2.

COROLLAIRE VII. 2. - Une K -algébre de Banach ultramétrique intégre dont

l'ensemble des idéaux maximaux de codimension 1 est infini (resp. une K -al-

gebre de Banach ultramétrique dont les seuls idempotents sont 0 et 1 et qui

admet une norme spectrale) est une algébre de Krasner-Tate si et seulement

si elle possede les propriétés c), d), e) du théoreme VII. 1.
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Preuve. Comme précédemment, il suffit de montrer que si l'alggbre A consi-
dérée possede les propriétés c), d), e), alors A estune algébre de Krasner-
Tate. Reprenons la démonstration du théoréme VII. 1.. On constate que la pro-
priété b) est inutile ici puisque A est intdgre ou bien admet une norme spectrale.
D'autre part, du fait que A n'admet pas d'idempotent autre que 0 et 1, D est
infraconnexe et on remarque que la propriété a) intervient seulement pour montrer
que D est infini. Or, si A admet une norme spectrale, l'ensemble X¥ des homo-
morphismes de A sur K est infini, et si ¥ est infini, alors D est infini car
l'application ¢ de X dans D définie par &®¥) = ®(x) (ot B = K[t,x], te K(x))
est une injection du fait que B est dense dans A et que ® est continue. Donc

dans chaque hypotheése du corollaire, o propriété a) n'est plus nécessaire.

Remarque. - Le théoréme VII. 1. et le corollaire VII.2. nous donne en particulier
des conditions suffisantes pour qu'une algébre de Banach soit une algébre de Kras-
ner et pour qu'elle soit une algébre de Tate Ces conditions sont intéressantes dans
la mesure ou elles ne rappellent ni la définition d'une algébre de Krasner ni celle
d'une algebre de Tate. On peut également appliquer le théoreéme VII. 1. aux algébres
topologiquement de type fini ce qui est avantageux du fait qu'elles vérifient déja

les conditions a), c), d). On obtient le théoréme :

THEOREME VII. 3. - Une K-algtbre topologiquement de type fini A est une al-

gebre de Krasner-Tate si et seulement si elle est réduite et contient une sous-K-

algebre de type fini, principale, dense dans A .

Comme une algeébre de Krasner satisfait trivialement les propriétés b)
et d) du théoreme VIIL. 1. , on voit qu'elle est une algebre de Krasner-Tate si
et seulement si elle possede les propriétés a), c), e) du théoreme VII.1.. En
fait, ce résultat serait peu intéressant en comparaison du théoreme V. 5.. Nous

pouvons cependant obtenir une légére amélioration du théoreme V. 5..

THEOREME VII.4. - Une algebre de Krasner H(D) est une algébre de Krasner-

Tate si et seulement si elle posseéde les deux propriétés suivantes

i) D est calibré ;
ii) H(D) contient une sous-K-algebre de type fini, principale, dense
dans H(D) .
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Preuve. Nous devons montrer que si D est calibré et s'il existe u et

Te H(D) tels que T soitune fraction de u et que K[T,u] soit principal et den-
se dans H(D), alors H(D) estune algébre de Krasner-Tate. Soit A le spectre
de u ; alors il est immédiat de voir que H(D) est isomorphe & H(A). En effet,
considérons l'application § de K(A) dans H(D) définie par {(h) = h(u) quel
que soit he K(4) . Il est clair que l'on a “w(h)”D= nh”A' et comme | estune
injection de fagon évidente, | se prolonge en un monomorphisme de H(A) sur
une sous-algebre fermée de H(D). Mais ¢(H(A)) D K[T,ul], donc {(H(B)) est
dense dans H(D) et y(H(A)) = H(D). D'autre part, on sait, grice 2 la proposi-
tion IV. 1. que l'image A d'un ensemble calibré D par un élément u de H(D)
est calibré, ce qui montre que H(A) est une algeébre de Krasner-Tate et le théo-

réme est établi.

§.2. - EXEMPLES NON CLASSIQUES D'ALGEBRES DE BANACH
ULTRAMETRIQUES

Nous verrons notamment, gridce a des exemples, que les propriétés a),
b), c), d), e) sont indépendantes et qu'une K-algébre de Banach ultramétrique
possédant les popriétés a), b), c), d) et contenant une sous-K-algebre de type

fini dense n'est pas forcément une algebre de Tate.

LEMME VIIL 5. - Soit T un corps valué non archimédien complet et soit E un

T -espace vectoriel égal 32 la somme directe d'une famille (Ei)ieI de sous-espaces

de E_. Pour tout jelI, on note T, le projecteur de E tel que pour tout x¢E ,

x-"m(x)e @ Ei . Soient | . || et I “' deux normes ultramétriques définies sur
igl
i#]

E telles qu'il existe Mg ]RJr satisfaigsant IIxHS M HxH' pour tout x¢E , telles

que leurs restrictions a Ei soient équivalentes quel que soit i€ I et telles que

lIx|| = sup |x, || et Hxll'= suf llx.ll'. Soient F et F' les complétés respectifs
ier 1 ieg !

de E pour les normes “ . || et Il H' . Alors il existe une injection continue

de F' dans F qui induit l'identité sur E .
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Preuve. Grice 3 1'hypothese faite sur la norme | . I, 1'application identique @

de E estune injection continue de l'espace vectoriel normé (E, I ||') sur l'es-

pace vectoriel normé (E, | . ]|) et ® se prolonge trivialement en une application

linéaire continue § de F' sur F qui induit 1'identité sur E . Pour établir que

¢ est injectif, il suffit donc d'établir que si une suite u de E est telle que

lim ||u || =0 alors la suite u_ ne converge pas dans F' pour la norme H . “'

n-® n n

vers une limite non nulle, c'est-a-dire que si lim ||un“' #0, la suite u n'est
n+

pas une suite de Cauchy pour la norme H “'

En effet, supposons qu'une suite u de E converge dans F' vers un
élément u #0 etque lim ]|u Il =0 . On doit toujours se ramener au cas ol
l'on a dans F', ||u I|'= I’ et "u H 21 pour tout n. Nous allons montrer qu'il
existe une suite n - 1n de I telle que im# 1n pour tout m £ n, et telle que

Hrri (un)ll' 21 quel que soit neIN . Si une telle suite n'existait pas, il existerait

un entier £ ¢ IN et des éléments il’ cees iLEI tels que llﬁi(un)ll'< 1 quel que
soit i # il,,.. ’iL . Mais puisque les normes ” . H et ||. ”' induisent sur Ei
des normes équivalentes et que &1_’11; llunH =0 , on voit que ;}ll_.ngn ||TTi(un)|| =0 quel
que soit i, donc 1i_§n “Tr,(u )“' = 0 quel que soit i, et pour n assez grand
“ﬂi(un)H| < 1 quel que soit i = 11,... i& . Mais comme HTT.(u )||| < 1 pour tout
i il, cees i& et comme l'ensemble des ig€I tels que TT ;4 0 est fini, on voit

que finalement l[unll' <1 ce qui contredit I'hypothese et 11 existe donc une suite

injective n =+ i_ telle que ||m (u)||'=1
J n i 'n
n

Alors il est clair que la suite u n'est pas une suite de Cauchy pour la
norme ” . “' . En effet, pour tout entier mg¢IN, l'ensemble des igI tels que
Tri(um) # 0 étant fini, il existe trivialement un entier n>m tel que m (um) =0

1 1 1 n

\ L] = "ot - rr - = =

et que || in(un) I'z1, o flu-u_I'=lm (@ -uw )l'=l" @)I=1 etla

suite u n'est pas de Cauchy ; le lemme VII. 5. est donc etabh

LEMME VII. 6. - Soit A une sous-algébre pleine d'une algébre de Banach princi-

pale H(D) telle que K(D)< A c H(D). On suppose que A estl'adhérence com-

plete de K(D) pour une norme H ” telle qu'il existe Me]R"’ satisfaisant

| (x-0)fll= M || (x-a)]|. [[ £l quel que soit fe A. Alors A est principale et tout

idéal de A est engendré par un polyndéme en x .
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Preuve. On voit que tout élément fc A tel que f(a) = 0 se factorise dans A
sous la forme f = (x-a)g ou geA car f estla limite pour la norme I. II d'une
suite de K(D) de la forme (x-0) g, et g  estune suite de Cauchy de A grice
2 la relation || (x—o.)gnll =M |x-al . || gnH. D'autre part, comme H(D) est prin-
cipale, on sait grice au théoreme V.8(f), de 5] que f se factorise de fagon
unique dans H(D) sous la forme f=P.h ou P estun polyndme unitaire dont les
zéros appartiennent 3 D etou h est inversible dans H(D). On voit donc par
identification que h€ A et comme A est pleine dans H(D), h est inversible
dans A, donc Pc A . Alors il est immédiat de conclure. Soit I un idéal de A
et soit P le P.G. C. D. des polyndmes de I dont tous les zéros appartiennent a
D . Soit feI; alors £f=Qh ou h estinversible dans A et ot Q estun poly-
ndme dont les zéros appartiennent 2 D . Donc Q€I et Q est multiple de P ce

qui prouve que I =P.A.

THEOREME VII. 7. - On consideére l'application ||. | définie sur K[X] de la
facon suivante : pour tout polynéme P(X) = a_XT , soit ||P| =_su a_[(ntl).
< v p poly (x) Zo%n soit || ||OSnSPP|n|( )
Alors 1l'application ||. ” définit sur K[X] une norme de K-algdbre. Soit A
l'algeébre de Banach complétée de K[X] pour la norme || ” . Alors A estal-

gébriquement isomorphe 3 une sous-algébre pleine A' de H(U) telle que

K(U) g A'g H(U) , par un isomorphisme & qui associe 3 X 1'application identi-
EAE

que sur U . La semi-norme spectrale A' est une norme induite par la norme

de H(U). L'algébre A est principale et posstde la propriété p) mais

11,
non la propriété d).

Remarque. - Le théoréme VII. 7. montre en particulier 1'existence d'algébres de
Banach sur K satisfaisant les conditions a), b), c), e) du théoreme VIIL 1.,
mais non la condition d), ce qui prouve que la condition d) n'est pas une consé-
quence de a), b), c), e). Par ailleurs, il est clair qu'il existe des algebres de
Banach H(D) qui satisfont a), b), c), d) mais non e), et il existe des algkbres
de Banach H(D) satisfaisant b), c), d), e) mais non a), d'aprés la proposition
IV.8. Si K # R, il est immédiat de construire un disque D tel que H(D) satis-
fasse a), b), d), e) mais non c). Enfin la remarque 2 qui suit le théoréme V. 5.
montre qu'il existe des algébres de Tate qui satisfont a), c¢), d), e) mais non b).
On voit donc qu' aucune des cinq propriétés a), b), c), d), e) n'est une conséquen-

ce des quatre autres. - 87 -
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Preuve du théoréme VII. 7. - Montrons d'abord que 1'application || .| définit

sur K[X] une norme de K-algtbre. Il est immédiat de voir que c'est une nor -

me de K-espace vectoriel ; montrons donc que I'ona |[|[PQ|<||P||Qll (P,QeKIX]).

P
Soit P= % a_ X7 et Q(X) = 2 b X" Soit IPX)=]a_ | (m +1) et
m=0 m n=0 n mg [¢]
)|l = lbn | (no+ 1) . Alors on a, quels que soient m<p et n<q :
o

el llell= |am°l (m_+1) lbnol (n+t1)=]a_|@m+1) |bn°| (n +1)Z

= laml(m+l)lbn|(n+l)2 |ambn| (m+n+1) .
ptq h
Soit P(X)Q(X)=R(X)= & c. X . Ilestclair que |c, [=< sup |a,b .|, d'ou :
h=0 h h i h-i
lchl(h+l) <|Ppaql quel que soit hS ptq ,
et
Ipal=lellal .
Considérons K[X] comme la somme directe des sous -espaces
E, = {)‘XI’ AcK1} ; on constate que K[X] muni des normes ||. ”U et ||. 1
satisfait 1'hypothese du lemme VII. 5. (ou “ “U joue le rdle de “ . ” et |. ”
celui de H “‘) . Il en résulte que A est isomorphe 2 une sous-algebre A' de

H(U) et il est clair que toute série formelle restreinte de H(U) dont le rayon de
convergence est > 1 appartient & A', de sorte que l'ona K(U)c A'c H(U).
Ceci montre en particulier que la semi-norme spectrale || || ap de A satisfait
Htllsp = “tllU quel que soit t¢ K(U) d'apres la proposition II. 12. b) ; mais com-
me K[X] est dense dans A pour la norme H H , donc a fortiori pour la semi-
norme spectrale, on voit que la semi-norme spectrale de A' est une norme in-

duite par la norme de H(U). Alors “X” sp: 1 et comme par hypothese

.
la suite “XnH est non bornée, on voit que A ne satisfait pas la condition d) du

théoréme VII. 1.

Nous allons voir maintenant que A posséde la propriété p) . Pour com-

mencer, si Qe K[X] etsi “Q”sp<l , alors ona lim “Qn” = 0 car
n+e

o< (deg @+1) IIQHS et Q"< (n deg Q+1) ||Qll:p . Considérons maintenant
f et gecA tels que |f-g||S1 et M=1 ; pour tout entier q=0, notons (q) la

relation :
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(@) €2 g7 lls™m pour tout m=0 .

I1 est clair que la relation (q) implique la relation (g+1) car :

[ g™ = (142 g™+ 19 g™ (r-g)lIs sup (622, 1162 g™

Nous allons appliquer ce résultat ; soit teA tel que “t”sp<1 et mon-
trons d'abord que la suite ||tn|| est bornée. Soit P K[X] tel que “t—P”S 1.
Alors on a Ht-P“spS 1 , donc ”P”SPS 1 et la suite H Pn“ est bornée par M=1.
Alors si t et P jouent les rdles de f et g, on voit que la relation (0) est tri-
vialement vérifiée, donc la relation (q) est vraie pour tout qeIN etl'ona
||thIn|| =M pour tous q et mgIN et en particulier “tqHS M . On en déduit que
lim [[t"||= 0. Soit € >n(—)1 et soit QeK[X] tel que |lt- Q] <_I\E/I
2:: ||tn-Qn||= (t_Q)('zl tiQn_i) I, don || tn-QnHS ¢ d'apres ce qui précede.

i=

Alors on voit

Or, par hypothese, HQ” <1, donc lim Q =0, ce qui prouve que pour n
sp n-+o n
assez grand, on a :

It* <€ , donc lim t"=0 .
n-» o

On en déduit immédiatement que A est une sous-algeébre pleine de H(U).
Supposons en effet qu'un élément f¢ A soit inversible dans H(U) . Pour simpli-

fier les notations, supposons par exemple que £(0) =1 . Soit t=1-f ; puisque f

est inversible dans H(U) , on sait que “tHU< 1 . Mais d'apres ce qui vient d'étre
vu, l_i'm th H =0 etil en résulte que f = 1-t est inversible dans A .
n- o

Montrons enfin que A est principale. Nous savons déja que tout élément
f de H(U) se décompose sous la forme f =Pg ou P estun polyndme dont
tous les zéros appartiennent 8 U etou g est inversible dans H(U). Nous allons
montrer que si f€A , alors g€A . Puisque A est pleine dans H(U), il en
résulte que g est inversible dans A . Alors il est immédiat de conclure que tout

idéalde A est engendré par un polynéme dont tous les zéros appartiennentda U .

Pour établir la décomposition f = Pg ou ge A, il suffit de montrer que
si f€A etsi agU tel que f(a)=0 alors il existe heA tel que f = (x-a)h puisque
les zéros de P sont en nombre fini. Nous savons que si f(a) = 0, il existe
heH(U) tel que f = (x-a)h . Il reste donc 2 établir que si f€A , alors hgA .
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Pour cela, il suffit, grice au lemme VII 6., de montrer qu'il existe M¢ ]R+ tel

que || (x-a)fl|l= M[lx-a . [

Or il est clair que ||xf l|> ||f|| , dlou ||(x-a)f|l = ||x£|> Hf“ pour tout
a€eU et pour tout f€A . On voit donc que | (x-a)||=4% lx-a)l. [|£]] et 1'on peut

appliquer le lemme VII. 6., ce qui acheéve la démonstration.

PROBLEME. - Le théoréme IV. 8. avait montré qu'une algébre de Banach conte-
nant une sous -algebre de type fini, dense, n'est pas forcément topologiquement de
type fini, car elle peut ne pas €tre nosthérienne. Nous voyons, grace au théoréme
VII. 7., qu'une algébre de Banach noethérienne contenant une sous-algébre de type
fini, dense, n'est pas forcément non plus topologiquement de type fini car elle peut
ne pas vérifier la condition d) du théorg¢me VII.1.. On peut donc se demander si
une algébre de Banach ultramétrique noethérienne, contenant une sous-algébre de
type fini dense, et satisfaisant les conditions c) et d) du théoreéme VII. 1, est
topologiquement de type fini. L'exemple que nous allons construire montre qu'il

n'en est rien.

PROPOSITION VIL 8. - Soit (a ) une suite de U telle que lan|= la_-a_|=1

n m

pour tous ngm et soit D l'ensemble des E€U tels que lg-anl =1 quel que

o €
soit n. Soit (&) une suite de K telle que lim €_=0 et soit f= & —X-€ H(D).
n n4+eo n —_— n=1 x-a

Soit x l'application identique sur D . Alors K[x,f] est dense dans H(D) ;

l'algebre H(D) possdde les propriétés a), b), c), d) du théoréme VII. 1. et n'est

pas topologiquement de type fini sur K.

Preuve. Il est évident que H(D) est noethérienne d'apres le théoreéme V. 8. de
[5] car D est un infraconnexe ouvert sans T -filtre. D'autre part, H(D) posse&de
par construction les propriétés b), c), d). Enfin, il est clair que H(D) n'est pas
topologiquement de type fini sur K car ce serait une algebre de Krasner-Tate

mais D n'est pas ultracirconférencié. Il reste donc a montrer que la sous-al-

gebre de type fini B = K[x,f] est dense dans H(D).

Soit B 1'adhérence de B dans H(D). Pour montrer que B = H(D),

il suffit de montrer que € B pour tout ne¢ N, grdce & la décomposition

X-a
n
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Mittag -Lofflerienne (théoréme IV.4.). Les éléments a; Jouant le méme réle, il

est clair qu'il suffit de montrer que €B . Soit g = (x-a, )f Considé-

T“r (x-a,)

X-aLl

rons la décomposition en éléments simples de la fraction h(X) =

Comme les coefficients du polynéme P (X) | ] (X-ai) ont une valeur absolue
i=2
S 1, il en est de méme du polyndme Qn(Y) tel que Pn(X) = Qn(X-al) , de sorte
X
que h(X) peut s'écrire An(X) +3

ol An(X)E K[X] eton )‘n est un élément

de K tel que I)\nl =<1 . Plus précisément, on remarque que le polyndme Qn

ne s'annulle pas dans le disque non circonférencié de centre 0 de diametre 1,

' = E = = i i =
de sorte que l'on a l)\nl IQn(O), HQn”U Il Pn“U 1 et en particulier |)\n| 1.
D'autre part, il est clair que :
n £ n
T TT (x-a)e KIX]
i=2 X% -2 !
et l'on a donc :
n Si
- A
g, i§2 ey iL(xa) (x)eB ,
ei )\n _n,_ ei
c'est-a-dire ————+f €B avec f =] | (x-a,) &
x-a, n no.5 i%4>n x-a,
fn
Finalement, on voit que + €B , et comme ,X | =1 et
X-a E.A n
p 1 1™n
an”DS is>ur}l> leil , ona él_.n:o 511;\11 =0, ce qui prouve que x-a, €B, d'ou
B = H(D).

Nous allons voir maintenant qu'une algébre de Banach admettant une nor -
me spectrale et possédant les propriétés a), b), c), d) du théorgme VII 1.,
n'est pas forcément complete pour cette norme spectrale. En fait nous allons cons-
truire un nouvel exemple d'algebre de Banach principale qui n'est pas une algébre
de Krasner H(D).

PROPOSITION VIL 9. - Soit une suite a_ de U telle que lanl =|a -anl =1

nt+l
quel que soit n ; so1t D l'ensemble des §¢ K tels que Ig-anl >1 (neIN) ,

et soit D = Uﬂ(ﬂD)
n=1 - 9] -
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Soit En le sous -espace vectoriel de H(D) des fractions rationnelles de

K(Dn) dont le degré est S -1 et soit E0 = K[x] (ot x est1'application identique
sur D).

(-
Soit E = @0 En et pour tout q=0, soit Trq le projecteur de E tel que
n:

o
x-T (x)¢e ® E_. Soit ||.|| la norme définie sur E par
q n=0 n ———

n7q
%] = su(? (n+1) || _(x)|l. et soit A le complété de E pour la norme || .| .
n> n D

Alors A est isomorphe 2 une sous-algébre A' de H(D) telle que K(D)%A'?Q_H(D)

et A possede les propriétés a), b), c), d) du théoreme VII. 1. , mais sa norme

n'est pas équivalente & sa norme spectrale.

Preuve. L'application Il H définie sur E est évidemment une norme de K-
espace vectoriel. D'autre part il est clair que E est une sous-algébre de H(D)
qui contient K(D). Alors la norme | .| est une norme de K-algtbre. Soient

: < N
f et g€ E . On sait que pour tout n, || TTn(f g) HD— Hﬂn(f)“D . Hﬁn(g)\\D , d'ou,
trivialement, quel que soit n=0, (nt+l) | ﬂn(f g)“DS (n+1) || TTn(f) HD(n+1) HTrn(g)HS

SEns;g (m+1) [ _(H)ll5] [pszug (p+1) ll"p(g)llD] = [lfll.llgll donc |ltgll= |I£ll. llgll .

Le complété A de E pour la norme || “ est donc une K-algébre de Banach et
il résulte du lemme VII. 5. que A est isomorphe 2 une sous-algébre A' de H(D)
telle que K(D) <?Z_A'7Q_H(D) . On confondra désormais A et A' et on considere
donc A comme une sous-algébre de H(D). Alors, grice 2 la relation

K(D) cAcC H(D), on voit que A admet une norme spectrale induite par et

11l
l'algebre A possede les propriétés c) et d) du théoréme VII.1.. Comme H(D)

est intéegre, A est intégre et posseéde donc la propriété b).

Montrons maintenant que A est une sous-algeébre pleine de H(D). Soit
f un élément de A inversible dans H(D) et montrons que f est inversible
dans A . On peut évidemment se ramener au cas ou f(0) = 1. D'autre part, puis-
que D estla réunion d'une famille de disques non circonférenciés, contigus, on
sait, grdce aux résultats classiques ([5] et [17]) que la norme ||. ”D est une
valeur absolue de H(D) etl'ona |[f(§)] = |f(0)[=1 pour tout §¢D . Soit he K(D)
tel que ||f—h||D< 1 ; on a donc [h(§)| =1 pour tout £¢D et h est inversible
dans H(D), donc dans K(D), donc dans A . Soit € = h-f. On voit que
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“h-IH 1, d'ou Hh—1 ell.=1le HD<1 , ce qui prouve que

1
D |h||D D

lim || (h_1 e)n“ =0 et l-h-l € est inversible dans A , donc f est inversible
n-» o

dans A .

Montrons maintenant que A est principale. Pour cela, nous allons éta-
blir que pour tout f¢ E, pour tout a€D , on a la relation I|(x-a )f”: Hf” . Pour
tout aeD , on a trivialement ||(x-a)f||S ||(x-a)|. |£]l = || ]l quel que soit fecE .
Nous allons montrer que || (x-a)f]|=|/f]| et pour cela, nous établirons que si
| nn[ (x-a)£] “D < ”1Tn(f) “D , alors n =0 etil existe qg>0 tel que
I @l =lm @l

@
Considérons d'abord le cas ou n=1. Le sous-espace @ Ei est égale-
i=0
ment une sous-algébre de E etl'ona: i#n

”n[ (x-a) TTi(f) J=0 , pour tout i #n
Nous allons en déduire que HTTn[(x-a) f] “D = “nn(f)”D . En effet, on sait

que ﬂn(f) se décompose dans H(D) sous la forme :

A

© .
n(f):Z—l'L—, ou lim A, =0.
n i=1 J : J,n
J=l (x-a ) jre
n
Comme les normes H s et Il || sont équivalentes, cette décomposition existe

D
également dans l'espace vectoriel topologique En et l'on a naturellement :

A
o M
,n
e I
j= (x—an) jEN ’
Alors on a la relation (2) :
© )\. (a 'a) ')\.
(x-a)ﬂn(f)= Y j,n n - jtl, n +)\1
j=1 (x-an)J o

d'ou :
© A, n(an—cx) -\
nn[(x-a)f:I:_E L -
j=1 (x _an).]

j+l, n

Or comme ,an-a] =1 par hypothese, il est clair que :

sup |A, (a_-a)-A, = AL s
ISI;I 5 name) Al lssu?l ionl
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d'ou la relation cherchée :

“TTn((x-o.)f)“D = “TTn(f)HD pour tout n=>1 .

Considérons maintenant le cas ou n = 0, et supposons que :

“ﬂn(f)HD < “ﬂo(f)“D pour tout n>0 .

S, 2
n .
La relation (2) montre que si l'on note T _(f) = £ —L1P— ot si q désigne le plus
i=1 j
J (x-an)
petit des entiers m tels que TTm(f) =0, ona:

ﬂo[(x-a)fJ = (x-a) TTo(f) +n§1 A 1

n
Mais |A = lIm (Ol < Im (Ol = [[-a) 1 @), dron
I Cx-0)£1 1= Il x-0) 7_(0) = [I7_(o

et la propriété cherchée est donc établie.

Nous allons maintenant en déduire que H (x-cx)f” = “f” pour tout agD .
Soit f¢ E et soit r le plus grand des entiers n tels que ”f“= “Tfn(f)“D(n+l) .
Si r=1 , on voit que ||T'rr [x-a)£]] = ﬂr(f)HD , donc || (x-a)f]|=|/f|| et com-
me ||(x-a)|l=1, ona ||(x-a)f|=||f|]| . Supposons maintenant r = 0. Alors il

est clair que “TTn(f)“D < “ﬂo(f)“D , etl'on a vu que dans ce cas :
I @Ol = 7 [ee-a) £11l5 , done  [[(x-a) £]l= [I£]].

Alors comme H(D) est principale de fagon évidente (d'apres les résultats

de [5]) il est clair que A est principale d'apres le lemme VII. 6.

§. 3. - EXEMPLE D'ALGEBRE DE TATE QUI N'EST PAS UNE ALGEBRE DE
KRASNER -TATE

K{T, Y}
(¥*-TY) K{T,¥}
n'est pas une algébre de Krasner-Tate bien qu'elle soit de degré 1. On peut
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cependant remarquer que 1'idéal engendré par YZ-T Y est strictement inclus
dans 1'idéal premier de hauteur 1 engendré par Y . Nous allons voir dans ce
paragraphe que méme si un idéal I de K{T,Y}] estun idéal premier de hau-
teur 1, E{w n'est pas forcément une algébre de Krasner. Ce contre-exem-
ple montre en méme temps qu'un quotient integre de K{T,Y]} et non trivial
(c'est-a-dire différent de K etde K{T,Y}) n'est pas forcément une algebre de

Krasner. La proposition VII. 10., par laquelle il faut commencer, permet de

mieux poser le probléeme.

PROPOSITION VII. 10. - Soit A une K-algeébre topologiquement de type fini,

intégre contenant une sous-K-algébre B de type fini, dense dans A , dont le

corps de fraction est une extension transcendante pure de degré 1 de K. Alors

A est une algeébre de Krasner -Tate si et seulement si A est intégralement close.

Preuve. Il est bien clair que si A n'est pas intégralement close, alors A n'est
pas une algébre de Krasner puisque toute algébre de Krasner -Tate integre est
principale. Montrons que réciproquement, si A est intégralement close, alors
A est une algebre de Krasner. Soit K(x) le corps des fractions de B et soit
B= K[Yl’ ,yn] . Soit y, = wi(x)e K(x) (1=i<n) . Deux cas se présentent : ou
bien deg wiS 0 quel que soit i, ou bien il existe i_¢ [1,n] tel que wi >0 .
Supposons par exemple deg(w1)> 0 . Alors il est clair que x est entier :ur B

P
puisque “1 admet dans K(x) une forme irréductible 6-1— telle que Pl soit
1

unitaire et deg(Pl)> deg(Ql) , et x satisfait Pl(x) -lel(x) =0 ou

PI(X) -7 QI(X) est un polyndme unitaire de B[X]. Considérons B' = B[x] ;
comme A est intégralement close, x€A et B'CA . Alors B' estune sous-K-
algebre de A principale d'apres la proposition VI. 1. et trivialement dense dans
A , d'olu il résulte que A estune algébre de Krasner-Tate d'apres le théoreéme
VII 2.. Il reste donc pour conclure 2 étudier le cas ou deg(wi)s 0 quel que soit i.
Mais on se ramene immédiatement au cas précédent par changement de variable
en considérant comme dans la démonstration de la proposition VI. 1. une homo-
graphie h : x * Z =h (x) telle que la fraction ®, définie par COI(Z) = wl(x)

soit de degré = 1 . Alors on a toujours F = K(Z),01 Z est entier sur B et on est

ramené au cas précédent,
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Nous allons voir maintenant un exemple d'algébre de Tate qui n'est pas

une algébre de Krasner-Tate.

K{Ylpn,Yn}

I
ment de type fini intégre ou I est un idéal de l'extension topologiquement pure

PROPOSITION VII.11. - Soit A = une K-algeébre topologique-

K{Yl, P Yn} . Soit ® 1la surjection canonique de K{Yl, ver s Yn} sur I et soit

y; = QP(Yi) (1=i< n). Supposons que le corps de fraction F de K[yl, ,yn]

soit une extension transcendante pure de degré 1, K(u), de K telle que ucA.

Soit ;= wi(u)e K(u) (1=i=n) . Alors le spectre A de u ne contient aucun point

a tel que wi(a) = A quel que soit i.

Preuve. Il est clair que wi n'adxlgzeigdnas de pdle dans A . Supposons en effet que
: ~ . i sz . .
a€ N soit un pdle de ﬂri et soit W une forme irréductible de wi . Soit x
un homomorphisme de A sur K tel que X (u)=a ; alors
x(P,(0)) = x(y,) x(Q,()) = x(y;) Q;(@) =0, d'ot P(x(u)) = P,(a) =0 ce qui contre-
dit le fait que Pi et Qi soient fortement étrangers dans K[X] . Il en résulte

que wi définit sur A une application § = wi(t::,) en tout point dérivable. Mais

d'autre part, u est par définition de la forme f(yl, e yn) ou
f(Yl, ey Yn) € K{Yl, vy Yn} . Considérons la fonction F définie sur A par
F(§) = f(wl(g), U wn(é)) . Il est clair que cette fonction est dérivable en tout

point de A . Supposons maintenant qu'il existe a€f tel que w'i(a) =0 quel que
soit i (1=i=<n). Alors, ona donc F'(2) = 0 ce qui est absurde puisque F est

égal 2 1'application identique de A .

K{T, Y}
-1 K{T, Y}

COROLLAIRE VII 12. - L'algebre A = n'est pas une algebre de

2
Y
Krasner -Tate. (

Preuve. Soit @ la surjection canonique de K{T,Y} sur A ; soit t=9(T),
y = ®(Y) . Supposons A intégre ; alors si A estune algébre de Krasner-Tate,
A est principale, donc intégralement close et comme le corps de fraction de
B = K[t,y] estde fagon évidente K(-tz) , on voit que y = ul , t= w? et que u€A
puisque u est entier sur B . Or il est clair que 0 appartient au spectre de u
et que g—:f(O) = %(0) =0 ce qui est absurde d'apres la proposition VII 11..
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Il reste donc & montrer que A est intégre, c'est-a-dire que 1'idéal
(YZ- T3)K[T, Y} est premier. Nous allons raisonner par l'absurde. Si

(YZ-T3)K{T, Y} n'est pas premier, il existe deux éléments non inversibles fl
et fze K{T,Y} tels que £ f2 = YZ'-T3 car K{T,Y} estfactoriel. Mais on sait,
griace 2 la proposition 6 de [21] qu'il existe deux polyndmes unitaires en Y,
P1 et Pze K{T}[(Y], tels que YZ-T3 =P1 P2 . Chaque polyndme Pi est donc

de la forme P, =Y+ Ei(T) ou Ei(T)e K{T} (i=1,2), (en effet, si par exemple

le degré en Y de P, était nul, P, qui est unitaire serait égal 2 1 ce qui contre-

1

dit le fait que P, soit non inversible dans K{T,Y}). Ona donc:

1

vZo 13 = y2 iy T, (T)+ 5, (TN +E(T)E,(T) ,

d'ol par identification,

22=-21 et 21 =T

Or il est clair que T3 n'est pas un carré dans K{T} donc Yz- T3 est irréduc-

tible dans K{T, Y} et le corollaire est établi.

K{T, Y}

(YZ—T3)K{T, Y}
gralement close comme 1'a montré la démonstration.

PROB LEME. - L'algtbre étudiée ci-dessus n'est pas inté-

On peut donc se poser le probléme suivant : une K-algébre topologique-
ment de type fini et principale A est-elle une algebre de Krasner-Tate ? Une
premiere étape consisterait a établir 1'existence d'un élément X ¢ A tel que tout
idéal soit engendré par un polynome en X , mais le probléme n'est pas simple,
comme nous l'avions déja remarqué au chapitre V avec l'exemple de 1'algebre

K{T, Y}

(Y3+ 4Y2T + 5YT2+ 2T + Y+ 1) K{T, Y}
surjection canonique). Si l'on veut mettre en évidence les générateurs d'idéaux

3 = K{T}[y] (ot y estl'imagede Y par la

maximaux, cette forme n'est pas la bonne car 1'idéal engendré par y n'est pas

maximal. Par contre, si l'on considere X =Y+T, ona:

K{T, X}
[X2+X+ 1-T (-X2+ 1)1 K{T,X]}

=K{T}[x]

(o x estl'image de X par la surjection canonique) et sous cette forme il est
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clair que A est une algeébre de Krasner-Tate dont tout idéal est engendré par un

polyndme en x .

§. 4. - CARACTERISATION DES ALGEBRES DE TATE REDUITES PARMI LES
ALGEBRES DE BANACH

Nous avons vu, grace a la proposition VII. 8. qu'une K-algebre de Banach
ultramétrique admettant une semi-norme spectrale, possédant les propriétés a),
b), c), d), et contenant une sous-algébre de type fini dense n'est pas nécessaire-

ment topologiquement de type fini sur K.

Nous allons chercher maintenant une forme de caractérisation des algebres
topologiquement de type fini sur K réduites et de degré 1 parmi les K-algebres
de Banach ultramétriques. Nous établirons d'abord le lemme VII. 13. qui est im-

médiat.

LEMME VIIL 13. - Soit E un corps algébriquement clos, soit A une E -algetbre

et soit B une extension entitdre de A . Soit m un idéal maximal de A et soit n

un idéal maximal de B telque m=ANn. Alors n estde codimension 1 siet

seulement si m est unidéal maximal de codimension 1 de A .

Preuve. Soit § 1'injection identique de A dans B et soit ® la surjection
canonique de B sur ’% . Alors, il est clair que Ker(®.0)=m. Soit § la sur-
jection canonique de A sur —m_ ; on voit qu'il existe une injection Yy de =— dans
% telle que ®o § = Yo § . De plus, si n est de codimension 1, alors T* E

et —';:- (qui estune E -algebre) est isomorphe 2 E .

. B . <
D'autre part, comme B est entier sur A, 'n— est une extension algé-

brique de % ; donc si %'== E , alors n&=' E et le lemme VII. 13. est établi.
On en déduit la proposition VII. 14. .
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PROPOSITION VII. 14, - Soit A une K-algébre admettant une pseudo-norme

spectrale et soit B une extension entidre de A . Alors B admet une pseudo-

norme spectrale qui induit celle de A .

Preuve. Montrons d'abord que B admet une pseudo-norme spectrale. Soit p
un idéal maximal de codimension 1 de A . Alors m est inclus dans un idéal
maximal n de B et comme m=nNA, il résulte du lemme VII. 13, que m est
de codimension 1. Montrons maintenant que la pseudo-norme spectrale de A
est induite par celle de B . On sait, grace a la proposition II. 12, que si H . “s
est la pseudo-norme de A et Il. “;p celle de B, ona “f“spz Hf”'sp pour tout
fe A . Soit ¥ un homomorphisme de A sur K et montrons l'existence d'un ho-
momorphisme X' de B sur K tel que x'(f) = x(f). Soit m = Ker(X) et soit n
un idéal maximal de codimension 1 de B qui contient m. Alors n estle noyau
d'un homomorphisme %' de B sur K dont la restrictiona A est égalea ¥,

donc ¥'(f) = x(f) pour tout fe A et ”f”sp: || £ “sp'

PROPOSITION VII. 15, - Soit A une K-algeébre de Banach ultramétrique réduite

admettant une semi-norme spectrale H . ”sp , dont la norme est notée “ . ” , et

qui possede les propriétés suivantes :

c) |l f“spe K| pour tout feA ,

d) si Hf“spSl , la suite ||fn|| est bornée,

e') A contient une sous-K-algebre de type fini K[yl, ey yq] dense dans
A pour la norme || . ” de A, dont la dimension algébrique sur K
est =1,

f') A contient un élément t dont le spectre A est infraconnexe et infini,

tel que A soit une extension entiére de 1'adhérence dans A de K(t].

Alors A est topologiquement de type fini de degré 1 sur K.

Preuve. Soit R le diametre de A . Gréace 2 la propriété c) et au fait que R>0,
il existe a et bg K tels que saA(at+b) =U et comme K[t]l=K[at+b] on

voit qu'on peut toujours se ramener au cas ou A = U. Supposons donc A=U;
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alors grace au théoréme VI. 10., on sait que A est une frontiere analytique de
spA(t) et de l'enveloppe U de A, ce qui prouve que l'adhérence dans A de
K[t] pour la norme d'algébre de Banach de A estune extension topologiquement
pure K{t} dont la norme canonique est induite par la semi-norme spectrale

. ”s de A grice a la propriété d) et au corollaire VI.11.. Soit

Cc = K{t}[ Yyreee yq] . Par construction, C est topologiquement de type fini de
degré 1 sur K, et comme A est réduite, C est réduite. Sa semi-norme
spectrale, qui est induite par celle de A d'apres la proposition VII. 14. est donc
une norme équivalente 2 sa norme d'algébre topologiquement de type fini. D'autre
part, comme la norme | . ”q d'algebre topologiquement de type fini de C satis-
fait trivialement IlquZ ll_fllsp , il est bien clair que si l[fIIqS 1, la suite | £

est bornée grice a la propriété d) . Donc d'apres le lemme II. 9., il existe M>0

tel que IE3 HS M “f“q pour tout f€EA , et comme les normes | . “s et ||. “q

de C sont équivalentes, il existe N tel que HfllSNHst pour tout feC .
Mais, comme A est complete pour la norme || . I, on a trivialement “f“sps £l
pour tout f€ A, ce qui prouve que les normes Il . ”sp et || . “ induisent sur C
des normes équivalentes et comme C est dense dans A pour II. “ et complet
pour || . ”sp , onvoitque C = A,

La proposition VII. 15. a pour conséquence le théoreme VII.16. .

THEOREME VII. 16. - Une K-algébre de Banach ultramétrique réduite A admet-

tant une semi-norme spectrale “ . “sp , dont la norme est notée H . “ est topolo-

giquement de type fini de degré 1 sur K si et seulement si elle possede les pro-

priétés a), c), d), e'), f) :
a) A est noethérienne,
c) si “f“sps 1, la suite ann est bornée,

d) “f“spelK' pour tout f€ A ,

e) A contient une sous-K-algeébre B de type fini sur K, dense dans A,

dont la dimension algébrique sur K est =1,

f) A contient un élément t tel que A soit une extension entiére de

1'adhérence de K[t] dans A .
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Preuve. On sait qu'une algeébre topologiquement de type fini de degré 1 sur K
possede les propriétés a), c), d), e'), f). Montrons que réciproquement, si une
K-algebre de Banach réduite posstde les propriétés a), c), d), e'), f), alors c'est

une K-algebre topologiquement de type fini de degré 1 .

Puisque A est noethérienne, les composantes infraconnexes du spectre
D de t dans A sont en nombre fini d'apres le théoreéme VI. 17.. Soient
Dl, ’Dm , ces composantes infraconnexes et soient ul, ’um , des idempotents
associés respectivementa x eta D._,...,D tels que Eq u,=1 et u,u,=0 pour

1 m j=1 1 i’j

tout i#j. Soit Ai=uiA (1SiS m) . Alors A est égal 2 la somme directe
m
iG:Dl Ai et pour établir que A est topologiquement de type fini sur K, il suffit
d'établir que chacune des algebres Ai est topologiquement de type fini sur K.

Pour cela, il suffit de montrer que Ai satisfait 1'hypothese de la proposition VII. 15.

Tout d'abord, comme A est réduite, Ai est réduite et grice au lemme
VI. 14., il est clair que sa semi-norme spectrale possede les propriétés c) et d).
De plus, uiA' est algébriquement de type fini sur K et dense dans Ai . Sila
dimension algébrique sur K de uiA' est =1, alors Ai qui est ncethérienne,

satisfait 1'hypothese du théorgme VI. 20. et il en résulte que sa (uit) est infini ;

A
on voit donc que uiA possede les propriétés c), d), e'). Mopntrons que A.1 est
une extension entitre de 1'adhérence dans A, de K[uit] . Si B désigne 1'adhé-
rence de K[t] dans A, alors l'adhérence de K[uit] dans Ai contient uiB et
comme tout élément de uiA est entier sur uiB de fagon évidente, on voit que
uiA possede la propriété f') de la proposition VII. 15. car spuiA(uit) = Di
d'apres le lemme VI. 14.. Donc Ai satisfait 1'hypothese de la proposition VII. 15.
ce qui montre que Ai est topologiquement de type fini sur K . Supposons main-
tenant que la dimension algébrique sur K de uiA‘ soit égal 2 0. Alors
uiA'=‘Krn d'apres le corollaire VI. 4. et comme uiA' est dense dans uiA , on

a uiA' = uiA (car ce sont des K-espaces vectoriels de dimension finie), donc

uiA ~K™ et ce cas est trivial.

Finalement, pour tout i<n, uiA est topologiquement de type fini sur

K et il reste donc & montrer que son degré est 1.

Ce dernier point est immédiat. Il est clair qu'une au moins des algebres
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Ai est de degré 1 sur K car sinon, elles seraient toutes des extensions entitres
de K, donc A aussi ce qui est impossible grice 2 la propriété e'). Supposons
donc les algebres Ai indexées de facgon telle que Ai soit de degré 1 powr i=q et
de degré 0 pour i>q (avec qSm). Alors pour i<q, Ai est une gxtension en-
tiere finie d'une ex—tension topologiquement pure K{Ti} . Soit T = iEI Ti ; alors

il est clair que K[T] est une extension topologiquement pure et comme tout
idempotent de A est trivialement entier sur K , on voit que uiK{Ti} = uiK{T}
est entier fini sur K{T} , d'ou uiA est entier fini sur K{T} quel que soit iSm
et A est entier fini sur K{T}, donc topologiquement de type fini sur K et de

degré 1.

Comme nous l'avons fait pour le théoréme VIIL 1., nous allons pouvoir
déduire de la proposition VII. 15. un théoreéme particulier dans le cas ot A est

intégre ou n'admet d'autre idempotent que 0 et 1.

THEOREME VII 17. - Soit A une K -algébre de Banach ultramétrique intégre

dont 1l'ensemble des idéaux maximaux de codimension 1 est infini (resp. sans

idempotent différent de 0 et 1 et qui admet une norme spectrale). Alors A

est une algébre topologiquement de type fini de degré 1 si et seulement si elle

possede les propriétés c), d), e'), f).

Preuve. Dans chacune des deux hypotheéses du théoréme VII. 17., on voit que le
spectre de t est infraconnexe d'apres le théoreme VI. 17.. D'autre part, dans
chacune de ces deux hypotheses, l'ensemble X des homomorphismes de A sur
K est infini, Si saA(t) est fini, il se réduit 2 un point ag¢K etl'ona

®(t) = a pour tout Pe ¥, d'ou Cpl(y)=Q02(y) pour tout yem et pour tous

@, et CPZG % de sorte que d'apres le lemme VII. 13., K[t] n'admet qu'un seul

1
idéal maximal de codimension 1 ce qui est faux par hypotheése. Donc 1'hypothese
" saA(t) fini'"' est absurde. Alors on peut appliquer la proposition VII. 15. et

A est topologiquement de type fini sur K, de degré 1.

Remarque. - Sil'on fait la conjecture que l'affirmation : une K-algebre de

Banach admettant une semi-norme spectrale et possédant les propriétés a), c),

d), e') est topologiquement de type fini sur K , (qui est fausse dans le cas géné-

ral comme on a vu au début de ce paragraphe) est vraie si la sous-algebre de
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type fini, dense, a une dimension algébrique sur K égale 2 1, on est amené a
penser que la condition f) du théoréme VII. 16. est superflue. En fait, cette con-
jecture, si elle est vraie, doit étre difficile 3 établir car la propriété e') est peu
maniable. En effet, on sait, grace 2 1'exemple de la proposition IV. 8. que les

propriétés c), d), e') peuvent étre satisfaites méme si A n'est pas noethérienne.
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P X
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K{T, ,..., T}
1 n
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