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Inégalité de Vojta en dimension supérieure

GAEL REMOND

Abstract. Following work by P. Vojta and G. Faltings, E. Bombieri reproved
Mordell’s conjecture through a more effective Vojta inequality: for a curve C
of genus at least 2, there exists a constant y such that if x, y € C(K) satisfy
ly| > x| >yand < x,y >> %|x||y| then |y| < y|x|. Here | - | and <, > refer
to the Néron-Tate height on the jacobian of C. We give an effective generalization
of this inequality to a subvariety X of an abelian variety A. Let Zy be the union
of translates of non-zero abelian subvarieties contained in X and m = dim X + 1.
We then prove the existence of reals c1, ¢y and c¢3 such that if xq, ..., x, are
points of X \ Zx with |x1| > c3 and < x;, xj4+1 >> (1 —cl_l)lxillx,~+1 | then there
exists i with |xj+1| < cz|x;|. Since this implies the finiteness of (X \ Zx)(K)
we obtain a new proof of Lang’s conjecture, simpler than Faltings’ original one,
because avoiding Néron models. Our proof is completely effective and we get
explicit values for ¢y, c2 and c3 in terms of dimensions, degrees and heights in
a projective embedding of A. This effectivity is new even in the case of curves
(Bombieri’s situation). The general framework of the proof is Faltings’ induction
based on the product theorem (of which we use a new refined effective version)
but for the main step — application of Siegel’s lemma — we rather generalize
Bombieri’s approach with polynomials; this involves a new estimate for the height
of multiplications on an abelian variety.

Mathematics Subject Classification (1991): 11G10 (primary), 14G05, 14K15
(secondary).

E. Bombieri a donné, dans [B1], une version simplifiée de la preuve de
Vojta de la conjecture de Mordell. La conclusion s’appuie sur deux résultats;
le premier est di a Mumford ([M] et Paragraphe 5 de [B1]), le second fait
I’objet du théoréme 1 de [B1] inspiré par les travaux de Vojta. En reformulant
quelque peu ces deux ingrédients on peut les mettre sous la forme de deux
inégalités. En effet, il suit de [B1] que, pour toute courbe C de genre au moins
2, il existe une constante y telle que si z et w sont des éléments distincts de
C(K) vérifiant |w| > |z| > y et <z, w >> 3|z||w]| alors

o Inégalité de Mumford |w| > 2|z|
o Inégalité de Vojta |w| < y|z|.

Pervenuto alla Redazione il 12 luglio 1999 e in forma definitiva il 28 settembre 1999.
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Dans cet énoncé < -, - > et |-| se réferent a la hauteur de Néron-Tate dans la
jacobienne de C.

Sous cette forme le décompte final des points de C(K) est clair : on sait
majorer le nombre de points vérifiant |z|] < y ; on répartit les autres en un
nombre fini de cdnes dans lesquels deux points vérifient < z, w >> %lz!lwl ;
finalement les inégalités montrent que dans un tel cone il y a au plus log, y +1
points distincts.

On remarque également que l’inégalité de Vojta seule donne la finitude
du nombre de points : dans chaque cdne comme ci-dessus on choisit (si c’est
possible) un point z;. Alors tous les points de C(K) vérifient |z| < y max |z;|.

Faltings a démontré (voir [F2]) la généralisation suivante de la conjecture
de Mordell (conjecturée par Lang) : si X est une sous-variété d’une variété
abélienne A on peut écrire X (K) = |J'_, x; + Bi(K) avec x; € X(K) et B; une
sous-variété abélienne de A. Nous donnons une généralisation de 1’inégalité de
Vojta dans ce contexte (théoréme 1.1).

Notre démarche présente deux avantages. Elle donne tout d’abord une
preuve simplifiée du théoreme de Faltings puisque, généralisant certaines des
méthodes de [B1], nous évitons le recours au modele de Néron. Cela est une
amélioration significative, cette étape constituant le seul passage vraiment non
élémentaire de la démonstration de Faltings, selon [EE, Introduction].

En second lieu, notre approche est également plus effective puisque les
constantes apparaissant sont explicitées autant que faire se peut. Méme dans
le cas de la dimension 1, le fait que la constante nommée c3 ci-dessous soit
enticrement calculée est nouveau. Certes les bornes obtenues pour c; et c;
lorsque I’on spécialise ainsi dim X = 1 dans nos formules sont moins précises
que celles déja connues, dans [dD] par exemple, mais, en revanche, le passage a
un résultat en famille comme dans ce dernier article devient évident avec notre
énoncé. De méme, celui-ci conduit facilement & une borne entie¢rement explicite
pour le cardinal de C(K). Dans le cas de la dimension quelconque, pour déduire
un résultat de décompte, il reste a généraliser I’inégalité de Mumford ...

Tachons maintenant de décrire les grandes lignes de ce travail. Notre
inégalité de Vojta sur X C A consiste a nier qu'un grand nombre de points
(m =dimX +1) x1,...,x, puissent &re a la fois angulairement proches :
< Xi, Xi+1 >> (1 — cl_l)lx,-llxiHI ; et trés espacés en hauteurs : |x;11| > c2|x;|
et [x1|? > cs.

Pour prouver ceci, on commence (voir partie 3) par choisir des entiers
ai, ... ,ay de sorte que le quotient a;/a;;+; soit proche de |x;41|/|x;|. Par la
condition sur les angles, on en déduit que le point

B(x) = (a1x) — axxz, arx2 — A3X3, ... , Am_1Xm—1 — AmXm)

est de hauteur petite par rapport a celle de x = (x1, ..., Xx»). On peut écrire di-
sons h(B(x))—eh(x) < O et considérer cette expression comme hauteur associée
a un certain faisceau sur X™ de la forme

Qe — ﬂ*£/®£®—€
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(si £ est tres ample sur A™~! et £ sur X™ ; il faudra que £ soit une puissance
pour que £® ¢ ait un sens avec £ € Q : voir les définitions précises plus bas).

L’objet de la partie 6 (proche de [B1]) est de montrer que cette condition de
hauteur entraine que toute section globale s de Q, de hauteur suffisamment petite
s’annule en x avec un indice élevé. L'indice correspond a un ordre d’annulation
pondéré suivant les facteurs de X™, ces poids étant ici proportionnels aux a?’.
On démontre ceci en estimant en chaque place la taille des dérivées de s en x.

Le point central est de prouver que ’on peut effectivement trouver une
telle section s de petite hauteur. On réalise ceci en deux étapes.

Tout d’abord (partie 2), on démontre que Q. a suffisamment de sections
globales. L’argument, dii a Faltings, s’appuie sur des calculs de nombres d’in-
tersection et utilise de maniére cruciale que le morphisme B: X™ — A™~! est
génériquement fini. Nous prouvons une version effective de ce résultat dont la
démonstration s’inspire de la reformulation donnée par Vojta dans [V].

Si T'on revient a la recherche de s, il s’agit de voir que comme Q. a
beaucoup de sections globales il en possede une de hauteur assez petite. Ceci
est obtenu naturellement par un lemme de Siegel. Cependant, alors que Faltings
mettait en ceuvre un résultat de ce type sur un modele entier (obtenu via un
modele de Néron), nous évitons cette complication et gagnons ’effectivité en
suivant plutdt [B1] : on choisit une représentation des sections de Q. a ’aide
de polyndmes de sorte a pouvoir leur appliquer un lemme de Siegel classique.
Ce choix, plus délicat que dans [B1], et I’estimation pour la hauteur de s qui
en découle sont détaillés dans la partie 5. On y montre en particulier une borne
nouvelle pour la hauteur des formules de multiplication par un entier sur une
variété abélienne.

Une fois I’existence de s acquise, comme I’on a dit qu’elle devait s’annuler
avec un indice élevé en x, on est 3 méme d’appliquer le théoréme du produit.
On utilise la version effective de [R2]. C’est ici qu’apparait la condition d’espa-
cement des hauteurs car ’'inégalité a;/a;+1 > c; donne I’hypothese principale
du théoréme du produit en termes des poids définissant I’indice. Le résultat
(voir partie 7) est donc que x est contenu dans une sous-variété produit stricte
Y=Y x---xY, de X™ dont le degré et la hauteur sont contrdlés.

Pour conclure on est donc amené 2 travailler par récurrence selon le principe
exposé dans la partie 3 : le procédé décrit jusqu’a présent, correspondant aux
parties 5, 6 et 7, s’applique en réalité a une section globale s € I'(Y, Q,) pour
un produit ¥ C X™ comme ci-dessus. On commence bien siir avec ¥ = X™. A
chaque pas 1’application du théoréme du produit remplace Y par un produit de
dimension inférieure et les bornes pour deg(Y) et h(Y) grossissent (en restant
cependant, c’est essentiel, indépendantes de x). Finalement, comme on conserve
la condition x € Y, il arrive que sur 1'un des facteurs on a Y; = {x;} et,
essentiellement par le choix de c¢3, on peut faire en sorte que ceci soit absurde
par la borne de hauteur.

Disons encore que la rapide esquisse faite jusqu’a présent omet deux
ingrédients. D’une part, la partie 4 décrit assez précisément des changements
de plongement que ’on fera, a chaque pas de la récurrence, en fonction de Y,
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pour permettre 1’écriture des polyndmes représentant les éléments de I'(Y, Q).
D’autre part, le résultat n’est évidemment .pas valable pour tous les points de
X : il faut retirer I’ensemble exceptionnel Zy (voir [F2] ou [O]), I'union des
translatés de variétés abéliennes non nulles inclus dans X, et nous travaillerons
donc vraiment sur X \ Zx. Dans ce qui précéde, il faut imposer x; € Zx et
surtout Y; ¢ Zx (pour chaque i). Pratiquement, cette restriction, indispensable,
n’apparait que dans la partie 2.

1. — Notations et résultat

Soient A une variété abélienne sur un corps de nombres K et X un sous-
schéma fermé géométriquement intégre de A. On fixe également une immersion
fermée 1:A — P%. On note £ = (*O(1) et on fait I’hypothése que L est
symétrique et que I'(P%, O(d)) — I'(A, £2) est surjectif pour tout d > 1.

On contrdle X par son degré projectif deg X d’une part et sa hauteur 4(X)
d’autre part (telle qu’elle est définie dans [BGS], [Ph] ou [R1]).

Par ailleurs, si B est une partie finie de K, on définit sa hauteur ainsi :
pour toute place v de K on écrit

|Bl, = max |x],
xeB

puis on pose

[Ky = Q]
h(B) =) ———1log|B|,.
Z,,: K:Q ="
Si P est un polyndme et B la famille de ses coefficients on note aussi [P|, =
|B|, et h(P) = h(B). D’autre part si x € P (K) on désigne par A(x) la hauteur
d’un systeme quelconque de coordonnées. On prendra garde que cette hauteur
differe de celle de {x} comme sous-schéma fermé de P% ; on a cependant

h(x) < h((x]) < h(x) + %log(n +1).

Par le plongement ¢, la hauteur des points (étendue aux extensions de K)
induit une hauteur sur A(K). Comme L est symétrique, on dispose d’une forme
bilinéaire <, > sur A(K) telle que |x|> =< x, x > est la hauteur de Néron-Tate
et on introduit une constante ¢yt de sorte que pour tout x € A(K) on ait

|h(x) = 1x]*| < enr.

L’autre constante associée 2 A que nous utiliserons, notée k4, est la hauteur
d’une famille de polyndmes représentant I’addition de A (voir définition précise
dans la partie 5, proposition 5.2).

Enfin pour énoncer le résultat on désigne par Zy 'union des translatés de
sous-variétés abéliennes non nulles inclus dans X. C’est un sous-schéma fermé
de X (voir [H2] et [O]).
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THEOREME 1.1. Sous les hypotheéses précédentes, il existe des réels c1,c3,c3 >0
de sorte que sim = dim X + 1 et si xy, ... , X, sont des éléments de X (K) vérifiant
(pour1 <i <m)

< X, Xit1 > = (1= 1/c)|xil|xi41]

|xit1] = calxil

2
[x1]° > c3

alors il existe i tel que x; € Z x(K).
De plus on peut choisir les valeurs effectives suivantes

m3m2
1 = ¢, = max (deg X, (6m)2’") et

3 = c1(n + DU’ pay (h(X), by, ent, nlog(n + 1)) .

Notons immédiatement que I’on peut se contenter de prouver le théoreme
pour des points xj, ..., x, rationnels. En effet, dans le cas général, on peut
étendre les scalaires a un corps de nombres sur lequel sont définis les x; ;
on obtient exactement les mémes hypothéses et le résultat s’applique a cette
nouvelle situation, donnant la conclusion puisque les constantes ne dépendent
pas du corps de base. Dorénavant, nous supposerons donc que ’on a x; € X (K)
pour tout i.

On retrouve le théoréme principal de [F2] car I’énoncé entraine la finitude
de (X\Zx)(K) : on répartit les points de A(K) dans un nombre fini (dépendant
du rang de A(K)) de cdnes ou deux points distincts vérifient < x,y >> (1 —
1/c1)|x]|ly| ; si 'un de ces cOnes contient une infinité de points de (X \ Zx)(K),
la suite de leurs hauteurs tend vers I’infini et I’on peut alors trouver xj, ... , X,
contredisant le théoréme.

Remarquons que I’hypotheése que X est géométriquement integre n’est pas
trés contraignante au sens suivant : si X, intégre, n’est pas géométriquement
integre, il n’a pas de points rationnels lisses ; par suite X (K) = X'(K) si X’
est un fermé de X avec X \ X' lisse. On peut facilement contrdler (degré,
hauteur) un tel X’ et remplacer alors X par X' (ou les composantes de X')
pour I’étude des points rationnels. De méme, les hypotheéses sur £ sont peu
restrictives : si M est un faisceau ample quelconque sur A on peut trouver ¢
associé a4 L= (M @ [—11*M)®? les vérifiant.

La définition de Zy tient compte de tous les translatés de sous-variétés
abéliennes non nulles, y compris par des points non rationnels. Ceci a I’avantage
que Zx x K = Zyp (voir partie 2). On remarque aussi que le théoréme est
trivial si Zxy = X : d’aprés [H2], [O] ceci est équivalent a dim(Stab(X)) > 0
ol Stab(X) est le stabilisateur de X dans A. Nous supposerons donc dorénavant
dim(Stab(X)) = 0.

Le théoréme 1.1 est en fait obtenu a partir du résultat plus précis ci-dessus,
en majorant assez largement les bornes pour ne garder que les termes principaux.
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THEOREME 1.2. L’énoncé précédent est vrai avec

mdimX , .
| I 3j+1
c1 =2(4m)" A j=m1 GIFD
m dim X

3 .
= 2A7mHj=m+1 @D o

. 2 mdimX , .
&3 = clent + 200 + @m0 A (450 [L" creb g
ou l'on définit
A = max ((deg X)™, 32m>(dim X) (4m)™ " X (deg X), (2m dim X)'"dimx)

et
H = max(h(X), A" hy, nlog(n + 1)).

Les constantes sont données comme elles apparaissent dans la démonstration.

Les définitions de m =dim X + 1, A, H ... seront utilisées dans toute la
suite. Si dim X = O le résultat est trivial donc on supposera toujours dim X > 1.
Ceci entraine pour les estimations numériques m > 2, n > 3 (car X # A puisque
Zx # X et A#P%) et A >2!4

Ainsi on déduit le théoréme 1.1 du théoréme 1.2 en majorant

32m3(dlm X)(4m)mdimx < (6m)2mdimX
et (2m dim X)"9mX < (6m)2"* de sorte que
A < max (deg X, (6m)2”’)m .

Enfin pour les exposants

mdim X )
1+m ] Gj+1
Jj=m+1
2mdimX
1+ -m @Bj+1)
mdim X
2+2m ] Gi+D

j=m+1

3m

m dim X

2 .
1+(m+§) ,-g,. GBj+1)
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2. — Effectivisation du résultat-clef de [F2]

La démarche de Faltings (voir [F1, F2]) est basée sur ’emploi d’un certain
faisceau sur X™. Nous commenc¢ons donc par introduire un faisceau analogue.

Les notations définies maintenant seront utilisées dans toute la suite. Tout
d’abord on pose n; =2 si 1 <i <m et n =n, = 1. On consideére ensuite
des couples (¢,d) ol ¢ € Q, d est le carré d’un entier naturel et de € Z.
Le parametre d est destiné a tendre vers l'infini dans la démonstration ; ainsi
certains résultats seront énoncés avec des fonctions O() ou o() se référant a
cette limite.

A un couple comme ci-dessus et a (ay, ... ,an) € Z™ on associe le faisceau
sur X™

m 2 m—1

Qau = ®£;®(l &)dn;a; ® ®P3;iiaiai+1
i=1 i=1

expression dans laquelle £; représente I’image réciproque de £ par la i-¢me

projection X™ — A tandis que Pi; = s};,L® L @ LP 7 si 5 ;1 X" —> A

est ’addition des facteurs i et j (on utilisera parfois les mémes notations pour

les faisceaux sur A™ définis de la m&me fagon).

Le résultat fondamental sur ce faisceau (2 savoir que sa restriction a certains
produits a assez de sections globales, voir proposition 2.1 ci-dessous) passe par
I’étude d’un morphisme génériquement fini (voir [F1] et [F2]). Nous procédons
ici de maniere analogue a [V, §11] (c’est ce lemme qui impose la valeur de
m).

LEMME 2.1. Soient Yy, ... ,Y,, des sous-schémas fermés géométriquement
intégres de X non contenus dans Zx. Alors le morphisme a: Yy x - - - x Y, — A"
donné sur les points par

Xy, oo Xm) = (2 — X1, X3 = X2, ..., Xpp — Xpp—1)

est génériquement fini.

DEMONSTRATION. Vu les hypotheses et la définition de Zx, on peut, pour
la preuve, remplacer K par sa cloture algébrique. Il est immédiat que la fibre
contenant un point donné (xy,...,x,) € ¥ x --- x Y, est formée des points
de la forme

x1+x,x0+x,,...,Xm +x)

ol x est un point de A soumis a la seule condition que le m-uplet ci-dessus soit
un point de Y| x --- x ¥,,. Par suite cette fibre est isomorphe au sous-schéma
fermé

Yi=x) NN (Y — Xm)-

Montrons que I’on peut choisir successivement xi, ... , X, de sorte qu’a chaque
étape on ait

dim(Y; —xp) N---N¥; —x;) <max(0,dimY; —i 4+ 1).
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Le cas i = 1 ne posant pas de probleme, supposons ceci acquis pour i > 1.
On écrit Cy, ..., Cy les composantes irréductibles de dimension maximale de
Y1 =xp)N---N(Y; —x;). Si cette dimension est 0, n’importe quel x;+; € Y41
convient ; dans le cas contraire, il suffit de trouver x;y; € Y;4; tel que C; ¢
Yit1 —x;y41 pour 1 < j < k. A présent, ’ensemble des points y € Y;;; tels
que y + C; C Yy forment un fermé F; de Y; ;. S’il n’est pas propre on a
C; C Stab(Y;11) qui contredit Y41 ¢ Zx. Par suite F; # Y4y et il suffit de
choisir x;4; dans Y;; \U;;l F;.

On peut ainsi choisir (x1,...,x,) et la fibre obtenue est de dimension
0 (puisque m = dim X + 1). Ceci entraine bien (voir par exemple [Ha, Ex.
I1.3.22]) que « est génériquement fini. o

Pour faire le lien avec le faisceau Q. ,, on définit un autre morphisme de
schémas : a des entiers ay,...,a, on associe le morphisme B: X" — Am-1
défini sur les points par

Bx1, ..., Xm) = (a1X1 — a2X2, A2Xy — A3X3, ... , Am—1Xm—1 — AmXm).

Alors, pour tout a, si £, = (p;: A"~! — A)*L, on peut écrire
p i p

m-l e i ®—sr]~da2
Qs,a,d = /3* (® L:) ® ®‘Ct o
i=1 i=1

(cela résulte du théoreme du cube, voir début de la partie 5). De méme nous
utiliserons que le faisceau

m- e i ®277-a.2
i=1 i=1

est engendré par ses sections globales.
Le résultat principal de cette partie s’énonce alors comme Suit.

ProOPOSITION 2.1. Pour tout a € (N \ 0)", tout sous-schéma fermé intégre
Y — X™, de dimension non nulle notée u, de la formeY = Y| x --- x Y, out les
Y; sont des sous-schémas fermés géométriquement intégres de X non contenus dans
Zx ettoute < u~'(dm)™ [[n, deg(Y;)™!, il existe dy € N tel que sidy | d

d* - imY;
dimg D(Y, Qo) 2 7 [[a ™™ + 0@,
Ti=1
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®n;a ,

DEMONSTRATION. On note, pour cette preuve, N, = Q- L; . La théorie

élémentaire de I’intersection montre que

7 deg?Vi 2\dimY;
Y =u! H(d Y)'(ia,.)

2dimY;

A

(2m)* H(dng)
i=1
el 2

2dim Yi
< —1la
u24

i=1

Par ailleurs un résultat crucial d’homogénéité (voir [F1, lemme 4.2], [F2] ou
[V, Corollaire 11.4]) donne

m—1 u m u
i=1 i=1
Comme « est génériquement fini (voir [V, Corollaire 11.2])
m~—1 u
i=1

On considére ensuite un sous-schéma fermé H de Y d’idéal isomorphe a
./\fa‘x"1 de sorte que pour tout faisceau M sur Y la suite exacte

‘Y > 1.

0—T¥,MINEH — T, M) — ['(H, Mjg)

permet d’écrire dimg I'(Y, M & /\ff"l) > dimg I'(Y, M) — dimg I'(H, M ).
On introduit ’entier dy (indépendant de d) que nous fixerons ci-dessous. L’itéra-
tion de la formule précédente montre

dimg (Y, Qg q.4) = dimg T (Y, B* ( ;) QNZ® “’)

> dimg I (Yﬁ (@c;) ®N®d/do)
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®-1

Ensuite, sachant que B* (®§"=‘11 L; ® N®2 est engendré par ses sections

globales, on peut trouver une injection (sur H)

m—1 ®d
;8* <®‘C:> ®./\/;1®_j _)'/va®2d_j|[-1'
i=1

|H
Alors la dimension des sections sur H du membre de gauche est majorée par
(si —djdy < j<de—-1)
2d - !
(u—D!

u—1 1
(Zd)u u u—2
(1+—) oW Y + 0w

1 u— ldu 1 . :
< (1 + —) e”! Haizd'my’ + 0@

!
2u! paie

dimg I'(H, N2 ) = Nagl“™" - H + 0(Q2d — j)*7%)

(ol les constantes sous-entendues dans les O() sont indépendantes de j) tandis

que
m—1 ®d
dimg I’ (Y B* ( f) ®Na®d/d°)
i=1

u

(d/d())u { . (m—l /)®d0 :l o

Y+ P (dlo)) + 0@

“ I 2dimy, 1 1
el y % (1+P2< >)+O(d“‘)
u! do

i=1
oil P; et P, sont des polyndmes indépendants de d vérifiant P;(0) = P,(0) =
Finalement on a, en combinant,

dimg I'(Y, Q¢ 0.0) =
um u—1 de—1 —1
2dimY; 1 1 € -1
(e (D)= (10 1) 5 ) cown
u! Pl ( do 2dy j=—d/dy 2d

L’expression entre parenthéses vaut

(2 (&) () 2o ()
*\ 4o 2d, 2 " 2dy) 2 P\

oll, a2 nouveau, P; est un polyndme indépendant de d vérifiant P3(0) = 0. On
conclut en choisissant dy tel que P3(1/dy) > —1/4. O
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3. — Principe de la démonstration

On va procéder a I’aide d’estimations sur les sections de Q; ,,4. Le lemme
suivant donne le choix de a dépendant de x et formule 1’inégalité principale
qui transforme les conditions du théoréme en une condition que I’on pourra lire
sur le faisceau ci-dessus (voir partie 6, dernier paragraphe).

LEMME 3.1. Sous les hypotheses duthéoreme 1.2 il existe des entiersay,...,am >
1 de telle sorte que a; /a;+1 > ca,

1 i—1
laix;| > <1 - 2—) larxi|
C2
et (inégalité principale)

m c m—1
2 1 2
S onilaixi® = = > laixi — aiixial.
‘ 4 4
i=1 i=1
De plus on peut choisir ces entiers de maniére a ce que s; = a;/a;+ soit l'entier le
plus proche de |x;111/|x;| et a, = 1.
DEMONSTRATION. Nous choisissons a,, et sq, ..., sy—1 comme indiqué dans
I’énoncé et vérifions que a; = s; - - - s;y—1a, convient. On a clairement s; > ¢
puisque c¢; est entier. D’autre part, |s,-|x,~| - |x,-+1|| < %Ix,-l et cela entraine (avec

1 _ s
5 = ﬁ)
1 1
[xip1] < silxil + slxl < | 14+ — ) silxil,
2 2C2
1 1
silxil < lxipql + §|xi| < Ixip1l + ;Silxﬂ
. 2
et donc

1
(1 - ‘272) silxi| < |xigal.

1\
la;x;| > (1 - 2—62> laix1].

Montrons 1’inégalité principale. On a |a;x; — gi11Xi+1] = Gi+1]sixi — xi41] et

En itérant on a bien

2 2.2 2
Isixi — xip1]” = 871617 — 28 < xi, Xip1 > + |xip1l
2112 2
< s7|xi|° = 25:(1 = /e Ixillxipa| + |xig1l
2 2
< (silxil =[x D™ + S i || 411
1
1 2 1
2 2.2
< —lxlt4+ =14+ =) silx
— 4| lI Cl 202 1| ll

1 2 2( l) 2
< —lx +— 1+ — ) silxl.
_4C%I +11 o % |xi |
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On écrit 1 + % <2, < 16c§ et finalement

m—1 m—1 2

4a;
2 +1 2, 2.2
E laix; — aiy1Xiy1] SE —c’ (xigpr1® + 571x1 )— E nilaix?. O
!

i=1 i=1 i=1

Nous en arrivons au cceur de la démonstration : nous allons supposer que
x; € (X \ Zx)(K) pour tout i et, sous les hypothe¢ses du théoréme 1.2, arriver
a une contradiction. L’énoncé que nous allons établir est

THOREME 3.1. Si les hypothéses du théoréme 1.2 sont vérifiées avec x; €
(X \ Zx)(K) pour tout i alors il existe un entier v > m — 1 et une famille de sous-
schémas fermés intégres de X notée (Y,.(") Juionl <i<metv<u<mdmX de
sorte que les conditions suivantes sont réalisées.

1. x; € Yi(") C Y,-(u+1) pourtousv <u <mdimX, 1 <i <m.
2. Y, dim Y™ = u pour tout u.
3. Siu # v, dim Y( “) > 1 pour tout i et il existe i tel que Y(v) {x:}.

4. Pour tout u
mdim X

Hdeg(Y(")) < AH a1 GiFD
i=1

et, pour tout i,

mdim X

32m? d1mX(4m)”’d““X deg(Y(")) < AH —ut1 GitD

5. Pour tout u

m dim X
S miah(r®) < pmdmiup (3 [T 00 g
i=1 i=1

oul’on pose p = (n + 1)1,
Montrons d’abord que cela entraine bien notre résultat : en effet la formule

de hauteur pour u = v et i tel que ¥; @ — {x;} donne une borne pour

math({x;}) > miath(x;) > a?h(x;) > —alent + a?|xi|?

1 2i-2
—aichT + (1 — 562) 0%03.

v

D’autre part, dans le membre de droite, on a

2
c+1
; < l 2 ——2[ 2 a2.
Ena <+Ec> —c2-11
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Ainsi, en majorant { par m et en minorant v par m — 1, on aboutit a

mdim X

2-2m ([ 2 . (1+&) II Gi+v
e < (1 _ 1 ) C% +1 enT + MmdlmX—m+lA j=m H
2C2 02 - 1

Vu la valeur de ¢, on a

2-2m [ 2
( - L) cg +1 <2
262 Cz - 1
(c2 = 2m+1 suffit) et I’on en déduit bien, par définition de c3, une contradiction
(on a (m — 1)(mdim X —m + 1) = (dim X)3).
Pour la démonstration du théoreme, on proceéde par récurrence sur u. Si

u = mdimX on pose Yi(“) = X pour chaque i. On vérifie que cela convient
car

deg(X)™ < A,
32m> dim X (4m)™ 4™ X deg(X) < A

et h(X) < H.

Pour continuer, la démarche est la suivante : on va construire une petite
section de Qg g sur Y® = Y™ x ... x Y™ (par un lemme de Siegel), montrer
a ’aide de I’inégalité principale qu’elle s’annule a un ordre suffisamment élevé
en x et, enfin, grice au théoreme du produit, cela impliquera que x appartient
a un produit de dimension strictement inférieure (permettant la construction de
Y®“~D), Toutefois dans la pratique nous exclurons certains x de ce procédé
pour pouvoir le mettre en ceuvre plus aisément. Les points ainsi exclus seront
contenus dans un fermé de hauteur et degré contrdlé, ce qui permet quand
méme de continuer la récurrence. Au paragraphe suivant nous traitons ces
points particuliers aprés avoir modifié notre plongement en fonction des Yi(")
de facon a ce que ces schémas y soient décrits de maniere plus simple.

4, — Préparation

On notera généralement Wy,..., W, les coordonnées de P%. Si I est
un idéal homogeéne de K[Wy,..., W,] on désignera par V(I) le fermé cor-
respondant. Si F est un élément homogene de cet anneau, D, (F) est le
complémentaire de V(F). Les résultats du premier paragraphe sont voisins de
[Ch, chap. 2].
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4.1. - Plongements adaptés

Lorsque Z est un schéma integre, projectif sur K, de dimension u < n, on

dira ici qu'une immersion fermée Z — P} est adaptée a Z si

1. ZNV(Wy,... , W) =0

2. K(Z) est engendré par les images de

3. I'image de W,.;/ W, est non nulle.
On remarque que la premiére condition donne naissance & un morphisme fini
m:Z — P% : on compose I'immersion fermée Z — P \ V(Wy, ..., W,)
avec la projection linéaire P% \ V(Wy,,..., W,) — P% (cette dernicre étant
un morphisme affine, il en est de méme de n qui est propre donc fini). En
particulier 7 est surjectif (par dimension) donc Z N D (Wp) # @ ce qui donne

m Wut1 .
WO”"’ WO 9’

W W,

(D (W), Opn ) = K ey
(D (W), Opn ) [WO W

] — I'(D:(Wp) N Z,0z) — K(Z).

On peut ainsi parler de I'image w; de W;/W; dans K(Z). On a toujours

K(Z) = K(wy,...,w,). Le fait que 7 soit fini et surjectif montre que les
éléments wy, ..., w, sont algébriquement indépendants et que chaque w; est
entier sur K[wy,...,w,]. Le degré de m vaut [K(Z) : K(wy,...,w,)] et

coincide avec le degré projectif de Z < P%. On remarque que la troisiéme
condition découle de la seconde excepté si ce degré vaut 1. Le lemme ci-
apreés montre que, sous I’hypothese 1, I’on contrdle des relations de dépendance
intégrale pour les w;.

On rappelle que, si Z < P% est de degré D, toute forme éliminante f de
Z est un polyndme multihomogene de multidegré (D, ..., D) en u+1 groupes
de n + 1 variables. Chacun de ces groupes correspond naturellement & une
forme linéaire et si Lg,..., L, sont de telles formes on note f(Lg,...,L,)
I’image par f de la famille de leurs coefficients.

LEMME 4.1. Soit Z un sous-schéma fermé intégre de P’y qui vérifie la condition
ZNVWy,...,W,) = 0. Onnoteu = dimZ, D = degZ et f une forme
éliminante de Z. Pouru + 1 < j < n on pose

f(Xur1Wo — XoW;, XoW1 — X1 Wo, ..., XoW, — X, Wp)
X§“f(Wo, ..., Wa)

[?]'(XO’ ey Xu+1) =

Alors P; est un polynéme homogéne de degré D dans lequel le coefficient de X b 1
est 1 et le polynome
R](W()a et Wu’ W])

est élément de l’idéal de Z.

DEMONSTRATION. Puisque Z N V(Wy, ..., W,, W;) = @ on a comme plus
haut un morphisme fini 7;:Z — P4 Ainsi m;(Z) est une hypersurface

irréductible de IP”;;"I et s’écrit donc V(F;) pour un certain polyndme homogene
irréductible F; de K[Xo, ..., X,41] (déterminé a la multiplication par un élément
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de K* pres). Comme ZNV (W, ...,W,) =0 entraine 7;(Z)NV (Xo, ..., X, ) =0
qui se réécrit F;(0,...,0,1) # 0, on constate degXu+1 F; =degF;.
On note

P/ = f(Xyur1Wo — XoW;, XoW1 — X Wy, ..., XoW, — X, Wo).

Si xg,...,x,+1 sont des éléments de K avec x # 0, les zéros communs des
formes linéaires x,.1Wo — xoW; et xoW; —x; Wy (1 <i < u) sont les éléments
de P%(K) se projetant sur x = (xg : -+ : Xu41) € P’;<+1(K). Par conséquent

(théoréeme de 1’élimination)

P/(x0, ..., Xu41) =0 < 7, ' (x)(K) # 0
— x e (Z)(K)
— F‘j(xo,... ,xu+1) =0

(sous I’hypotheése xo # 0). Ceci montre que ’on peut écrire
r__ b
P; = AX(F;

avec . € K* et a,b € N. A présent le coefficient de X*X2, | dans P/ est
facilement, par multihomogénéité,

f(Wo, Wi, ... ,W,) eK.

L’hypothese ZNV (W, ..., W,) = @ exprime exactement la non-nullité de cet
€lément. Par suvite D = degy, | Pl = bdegy,  F; = bdeg Fj = deg P/ —aet
cela entraine a = Du. Ainsi P; est effectivement un polyndme et c’est (2 une
constante prés) une puissance de Fj. Puisque 7;(Z) = V(F;) on a

Z CaWV(E) = VEWo, ..., W, W) = V(B (W, ... Wa, W)

ce qui termine la preuve. O

Voici maintenant un résultat qui indique comment adapter, via une trans-
formation linéaire de petite taille, un plongement projectif donné. On y utilise
les faits élémentaires suivants :

-si feK[Xy,...,X,]\0et EC K avec Card(E) > max; degxi f alors il
existe x € E" tel que f(x) #0 ;
—-si f e K[x,... D S XY, ..., X1\ 0 est multihomogene et

E C K avec 0 € E et Card(E) > max(2, max; degyq) f) alors il existe

x € Emittmntn te]l que f(x) #0.

PROPOSITION 4.1. Soit ¢: Z — Pk un sous-schéma fermé intégre. On note u =
dim Z et D = deg Z. Il existe une matrice M € GL,41(K) telle que si x: Py — P}
est I’automorphisme défini par M alors I'immersion fermée x o ¢ est adaptée a Z.
De plus on peut choisir M a coefficients dans E = {a € Z | |a| < max(D, 2)/2}.
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DEMONSTRATION. Si I’on note m; ; les coefficients de M, L; = 377 _omi ; W;
les formes linéaires définies par ses lignes et f une forme éliminante de Z, la
condition x o @(Z) N V(Wy, ..., W,) =@ est équivalente a

f(Lo, ..., Ly) #0.

Puisque f est multihomogene de degré D en chaque groupe de variables, on
peut choisir les m; ; pour 0 <i <u et 0 < j < n a coefficients dans E de

telle sorte que ceci soit réalisé. Les formes Ly, ..., L, sont alors automatique-
ment indépendantes et I’on peut trouver k41, ... , k, de maniére que la famille
Lo,...,L,, Wy ., Wi, soit encore libre. Montrons (si D # 1) qu’il existe

RTEE
une matrice convenable avec les m; ; (i < u) fixés comme ci-dessus, m; j = §;;

sii>u+1, myir; =0si j <uetmyprp,, =1 (0 etl sont éléments
de E). En d’autres termes il faut établir que K(Z), qui est engendré par les
images des L;/Lo et Wy, /Lo, est engendré par les images des L;/L¢ et d’une
certaine combinaison linéaire de la forme

Wi - ij
—L—+ Z mu+l,kj‘L—-
0 Jj=u+2 0

Pour cela on considere les D plongements o; de K(Z) dans une cloture normale
(au-dessus de K(L;/Lo)) ; un élément x engendre si et seulement si o;(x) #
o1(x) pour tout i > 1 autrement dit si

D

[ i) —o1x)) #0.

i=2
En remplacant x par I’image de I’expression précédente, on obtient un polyndme
de degré D—1 en les m, ;. Comme ci-dessus on peut choisir ces coefficients
dans E vérifiant la condition.

Il reste a traiter le cas D = 1. La, la condition 2 est automatique mais il
faut vérifier la troisitme. On fixe encore m; ; = j.k; pour i > u + 1 mais on
choisit pour Z}lzo myt1,;W; soit Wy, ., soit Wy, + Lo soit Wy, , — Lo (la
premiere si I'image de Wy, /Lo est non nulle, celle des deux autres qui est a
coefficients dans E sinon). O

Comme x*O(1) =~ O(1), changer le plongement ¢ en x o ne modifie pas
le degré de Z. Pour la hauteur nous utiliserons le fait suivant (voir aussi partie
6 pour la hauteur des points).

LEMME 4.2. Sous les hypothéses de la proposition, on peut trouver dans ’idéal
de x o ¢(Z) des éléments
Pi(Wo, ..., Way W))

(u+1 < j < n)oules P; sont des polynomes homogenes de K[Xo, ... , Xy41]
de degré D, dans lesquels le coefficient de X P 1 est 1, de telle sorte que si B est la
Sfamille formée des coefficients de P, 1, ... , P, on ait

h(B) < hy(Z) + D(u+1)log D(n +1).
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DEMONSTRATION. Par le lemme 4.1 on peut trouver de tels P; dont les
coefficients s’obtiennent par une spécialisation donnée d’une certaine forme
éliminante de x(¢(Z)), disons f’. Par le théoreme de I’élimination, il existe
une forme éliminante f de ¢(Z) telle que

f,(LOv ceey Lu) = f(LO(M')v ceey Lu(M'))

pour des formes linéaires Lg,...,L,. Si L; = X;Wy — XoW; on a L;(M.) =
Y ko(moxXi—m;  Xo) Wy ; par suite P; s’obtient en spécialisant chaque variable
de f en un élément de la forme aXo+bX; avec a, b € Z, |a|, |b| < max(2, D)/2
et 1 <i<wuoui=j. Donc, si A est la famille des coefficients de f, on a
une écriture

D
Pi=Xs">"a [T Il@riwXo+biiXo).

reA  ieg[lulufj} k=1

Si v est une place finie la valeur absolue d’un coefficient de P; est au plus
max,ea |Aly (car a, ;i et by ;r sont entiers). Pour une place infinie on remarque
que le terme en facteur de A est un polyndme dont la somme des valeurs absolues
des coefficients est au plus DP®*D (y compris si D = 1). Ainsi

D 1
|Pjl, < DPDS ",
reA

Si A est le coefficient d’un mondme m alors (voir [R1] démonstration du

lemme 3.3)
d
ALy < ( )Mv(f)
m

ou d=(D,...,D) et My(f) est le terme local définissant h,(Z). La somme
des coefficients multinomiaux qui interviennent est (n + 1)?“*) donc |P;|, <
[D(n + DIP@*DM, (f) qui donne la conclusion. |

4.2. — Application

On suppose les conditions du théoréme 3.1 vraies pour u mais Y,-(“) # {x;}.
Ainsi u > m.

Nous allons appliquer ce qui précéde aux Yi(“) mais nous fixons d’abord
quelques notations.

Dans la suite, on travaillera toujours a u fixé (sauf brieévement, dans ce
paragraphe, pour I’étude du pas final de la démonstration du théoreme 3.1).
Aussi désignera-t-on simplement par Y; le schéma Yi(“) et, de méme, ¥ =
Y x--- x Y,. De plus on écrira ¢;: ¥; — ]P",}", ui =dimY; et D; =degV; (en
particulier u; > 0).

Enfin, lorsque 1’on a affaire au produit (P%)™, on distingue les coordonnées
des différents facteurs en notant Wé'), oo, W celles du i-éme.
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En vertu du paragraphe précédent, 1’on fixe donc, une fois pour toutes, une
matrice M; € GL,;1(K) a coefficients entiers compris entre — max(D;, 2)/2 et
max(D;, 2)/2 de sorte que le morphisme y;:P% — P} associé fait de x; o ¢;
un plongement adapté. On lui associe comme précédemment un morphisme
7 Y; — P et Pon appelle également w;’) I’image de Wj(’) /W dans K ().
On note Pj(’) (pour u; +1 < j < n) les polyndmes obtenus par le lemme 4.2
et B; la famille de leurs coefficients. Ainsi

P (1 w, ... ,wfj?,Z) )

sera une relation de dépendance intégrale pour w;i) , irréductible si j = u; +
1. Dans nos calculs (partie 6), nous aurons également besoin de relations de

dépendance pour les quotients w(" /w}i) lorsque (v, j) est élément de
Ni ={(v, /) € N* | 0 < min(v, j) < max(v, j) = u; + 1}

(notons que ’on a fait en sorte que wu +1 # 0). On pose alors

001 (X1, Xy, Z) = PO (L X0, Xy, X 2) 0<j<u
00 (X1, Xy, 2) = PO (2,12, ... X2, X)) 0<v<u

(o, a droite, X9 = 1, le cas échéant) de sorte que, pour tout (v, j) € M, le
polynome de K (Y¥;)[Z]
o0 w, ... w?, z)

est une relation de dépendance intégrale pour w(’ /w}i).
Le but va a présent étre de montrer la

PROPOSITION 4.2. Dans le cadre décrit ci-dessus, il existe un indicei (1 <i <
(l) (t)

m) et un polynome homogeéne T € K[Wy~, ..., W, ] tel que
xi(xi) € V(T) ;
xiYo) ¢ v(T) ;

m dim X
degT < Al L=y GIHD

nia*h(T) est au plus

et

|

. . 2 mdim X
8 (dim X) (dmym X ymaim Xt p (2435 [T 040 Z maj.
I1=1

En effet si ce résultat est acquis I’on peut donner la
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DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1. On commence par ramener le polyndme
dans le plongement initial : x; € V(T') ou T’ = T(M;-). Les estimations
deviennent : deg7’' =degT et

max(D;, 2)

deg T+ u; + 1
h(T") <h(T)+(deg T) log cg it ui+ >

+(deg T) log(n+1)+log ( et 1
i

Pour les formules d’intersection nous utiliserons la hauteur modifiée h,,(T")
introduite dans [R1] ; on a la majoration h,,(T') < h(T’) + </n (en utilisant le
lemme 5.2 de [R2]). Si I’on écrit log(n + 1) < /n < u on déduit

hw(T") < h(T) + 4u(deg T) log(u; + 2) D;

< h(T) +4p(deg T)(u; + DD;.

mdimX ., .
Ensuite, puisque 4(u; + 1)D; < AHJ=“+1 Gi+h
au plus

, on trouve que 7;a’h,(T') est

. . 2 mdimX , . m
9(d1m X)(4m)mdlmXumdlmX—u+lA(3“+2+3‘,‘n‘) Hj=u+l (3]+1)H Z 7716112-

=1

On définit maintenant Yj(”_l) = Yj(") si j#ietY"“ "D comme une composante
irréductible de Yi(") N V(T') qui contient x;. Ainsi (formule d’intersection avec
une hypersurface) on a d(¥,“"") < D;deg T’ et

R(Y“™V) < Dihy(T') 4 deg T'h(Y;).

Les quantités apparaissant dans la quatritme condition du théoréme (degrés)
sont donc chacune multipliée par au plus deg 7’ en passant de u a u — 1. On
en déduit immédiatement que cette condition est donc bien remplie pour u — 1.
En ce qui concerne la cinquieme assertion (hauteurs) on a

m m
S math(¥*"V) < mia? Dihy (T') + deg Ty mia?h(¥")
=1 =1

. . 2 mdimX . m
< IODI (dim X)(4m)m dlmXI'Lm dlmX—u+lA(3u+2+ 3m) Hj=u+1 (3J+1)H Z nlaIZ'
=1
m dim X

On majore enfin 10D;(dim X)(4m)"™4mX par ALt Gi+D puis 1+3u+2+

3%1 <3u+1+ 3'1_“ + % = QBu+1) (1 + 32,;) et ’on obtient la majoration

souhaitée. Ceci établit les estimations pour u — 1. Si aucun des Yi(“_l) n’est

de dimension 0, toutes les conditions sont vérifiées et I’on peut continuer par
récurrence. Sinon on pose v =u — 1 (on a bien v > m — 1) et le théoréme est
entierement démontré. O
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L’intérét d’énoncer ici cette proposition plutdt que dans la partie 7 ol nous
serons 2 méme de 1’établir est qu’elle permet d’éliminer immédiatement un
certain nombre de «cas particuliers» pour lesquels les méthodes développées
dans les paragraphes suivants ne s’appliqueront pas.

On note (x§’,...,x®") € K" un choix de coordonnées projectives pour
Xi (xl)‘

LemMME 4.3. Pour démontrer la proposition précédente on peut supposer que
les trois assertions suivantes sont vérifiées pour chaque 1 < i < m.

1. Le morphisme m;:Y; — ]P";(i est étale au point x;.
2. 8i0<j <u+1alorsx{” #0.
3. Pour tout (j, v) € N;

aQ(l) (1) 151,) x_l(},i #O
9z xg)"“ A0 x® '

0

DEMONSTRATION. Si la condition 2 n’est pas vérifiée (pour i, j donnés) les
conclusions de la proposition sont réalisées avec T = Wj(’). Considérons ensuite,
pour i fixé, le discriminant A du polyndéme en Z

PO oW Wi, WD, 7).
C’est un polyndme homogene de degré D;(D; — 1) en WS, .. , WD, Ce A
n’est pas le polyndme nul car le polyndme ci-dessus est 1rreduct1ble en Z. Par
conséquent x;(Y;) ¢ V(A). De plus on déduit de la définition du discriminant

que
h(A) < 2D;h(B;) + 5u; D?.

Ainsi si x;(x;) € V(A) on obtient la proposition (car avec le lemme 4.2 h(A) <
2D;h(Y;) + 3u,-Di3H ce qui entraine facilement les estimations de hauteurs).
Montrons que dans le cas contraire les assertions 1 et 3 sont alors vérifiées. Il
nous faut tout d’abord noter que, dans K(Y;), on a

A(l, w(') ,w,(ji))w;') € K[w&’), ,w,(ji), '(4’;)+ ]
pour tout j, 0<j<n : cela résulte de ce que w( D est entier sur K[w\", .. .,w,(j;_)],
voir [ZS]. .
Par suite si 8 = A(Lw{”, ..., wl) et P(Z) =P\, w,...,wd,2)
alors

i l i 1
(DL (W A)NY;, Oy) = K [wg o ,wr(q)’ 5] [ 1(41)+1]

~ K [wg”,... wl —} (Z1/P(2).
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Sur cette derniere écriture il est clair que I’on a affaire a2 une K [wfi), .. .,w,(ji), %]-
algebre étale. En effet, P est unitaire et P’(w,(ji)H) est inversible puisque le
V..., wd, Z]) a 'idéal engendré par P et
P’. Ainsi la restriction de 7 a D+(Wéi)A) NY; est effectivement un morphisme

étale. En outre on a (image de P’(w,(ji)_H) dans le corps résiduel k(x;))

@) i i @)
aPui-!-l 1 il)_ ﬁ xu,'+1 7& 0
et |50 D

discriminant § appartient (dans K [w

et ceci entraine facilement 1’assertion 3 compte tenu des formules définissant
les Qf,')J a

Dorénavant on travaille dans le cadre fixé par ce paragraphe. En particulier,
on tire parti du lemme. Ceci n’a que peu d’incidence sur la partie suivante —
application d’un lemme de Siegel — car les points x; n’y apparaissent pas. On
y utilise toutefois la remarque importante suivante.

Chacun des Y; est un schéma intégre et a un point rationnel lisse x;.
Par conséquent, il est géométriquement integre. Par suite, le produit ¥ =
Y| x -+ x Y, est integre.

En particulier ceci permet d’appliquer la proposition 2.1. Pour ce faire on
ne considérera plus désormais que des couples (g, d) avec dy | d ol dp est fixé
par cette proposition (dépendant de Y, a et ¢).

5. — Lemme de Siegel

Dans cette partie et les suivantes, 1’objet central sera une section globale
s de Q.44 : on la construira de petite hauteur par le lemme de Siegel, on
estimera ses dérivées et son ordre d’annulation en x. Avant toute chose, il
s’agit de donner une représentation commode qui se préte a nos calculs.

5.1. — Représentation par des polynémes

Introduisons quelques notations : si (a, b) € Z? on note [a, b] le morphisme
décrit par
AXA— AXA

(x, ) —> (ax + by, ax — by)

et, si i = 1,2, on écrira [a,b]; = piola,b]: A x A — A. Par symétrie de £
on a les isomorphismes

[a, BI*(L1 ® L2) =~ L% ® 37,
[, bTIL ~ L3 ® L8’ @ PO et
[a, BISL ~ £3°° @ L8} @ Pe—ab
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(puisque P est défini comme [1, 1*£R LY '@ L ~!). Par voie de conséquence
il appert que

m—1 m
Qe ® Q) 4 [Vdai, Vdaii 1L ~ Q) L]
i=1 i=1

si ’on pose &; = (2 — &)dn;a? tandis que g;: A” — A x A est la projection sur
les facteurs i et i + 1 (ici i % m). On définit alors I’application

m
@ Qa,a,d —> @ ® E?Si

kG[O,n]m_l i=1

par la formule

m—1
s —> (s ® ®q{‘[x/zai, ﬁai“]’f@ki)) .
i=1 k
Ici, &;, pour 0 < j < n, désigne I’image de W; par le morphisme I" (P}, O(1)) —
I'(P%, *1,O1)) =T(A, £), on ne fait pas usage des automorphismes ;. Puis-
que L est engendré par ses section globales & (0 < j < n), de méme

m—1
® q{‘[\/ga;, «/Ea,-ﬂ]f/l
i=1

est engendré par ses sections globales ®§"=‘,1 q,?*[«/c_lai, «/Jaiﬂ]’f(éfki) lorsque &
parcourt [0, n]™~!. Par suite ¢ est un monomorphisme. Celui-ci va nous fournir
la représentation souhaitée car @', E?s" est 'image réciproque d’un faisceau
O@) = Oy, ... ,8y) sur (Px)™ dont les sections globales s’identifient a des
polyndmes multihomogenes de multidegré 5. On note plus généralement

®: K[W]~ Pr®p", o) — @r (Y, (0% L;@yf/>
y’ y! i=l

ou, cette fois, on utilise les x; : £; est vu comme p}(x o)*O(1).

Les calculs qui suivent sont grandement simplifiés si ’on se restreint a un
sous-espace sur lequel © est injectif. On considere a cette fin le sous-K-espace
vectoriel £ de K[W];s (soit I'((P%)™, O(5))) formé des P vérifiant

- degw(i)P=0 siui+l<j<net
J
- degwlz)_l_l P < D,‘.

L’intérét de considérer ce sous-espace est donc que la restriction de ©

E < K[W]; ~ T((Py)", 0()) — T <Y, ®L;®5f)
i=1
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est injective en vertu de la partie précédente. D’autre part, nous verrons au para-
graphe suivant que la dimension de E est comparable a celle de T'(Y, Q) E?Bi).

On dira qu’une section globale s de Q; , 4 est représentée par une famille
(Fi)x d’éléments de E (ou k parcourt [0, n]"~!) si cette derniére a pour image
dans €, I'(Y, ®£}®8") I’élément ¢(s). Avec cette terminologie le but de la
présente partie est de prouver la

PROPOSITION 5.1. Pour tout & < u~'(4m)~* [, D;", il existe un élément s
non nul de T'(Y, Q; 4.4) représenté par une famille F = (Fy) de polynémes de E
dont la hauteur h(F) est majorée par

m m 9
d(n+1)m—14(2m)u (];[1 Dt> (2—8)"2 niat?- (h] + Zh(B,) =+ g(n, Ui, Dl)) +0(d)

i=1

ou
9
gn,u, D) =6n+ I log(n + 1)!Q2u + 2)D".

5.2. — Exposant du systéme

N

A lintérieur de F = @, E on cherche a construire un élément de F' =
FNTI(Y, Q¢aaq) (si 'on considére ces deux espaces comme inclus dans les
sections de @, Qi .Cfi). Notre méthode consiste & déterminer un systeme
minimal de formes linéaires sur F qui définissent F’ puis d’appliquer le lemme
de Siegel.

Le nombre d’équations a considérer est donc dim F —dim F’ et 1’exposant
de Dirichlet du systéme s’écrit

_ dim F — dim F’ _ dim F
- dim F’ ~ dim F’

Pour majorer cet exposant, il faut minorer dim F’. En premier lieu

m
dim F' > dim F + dim (Y, Q. 4.4) — dim (Y, D &) £1).
’ k i=1
Un calcul immédiat montre que

. e Di uj
dimE = H—'S,-’ +o(d")
w

i=1 "t

tandis que, par la théorie élémentaire de I'intersection, dimI'(Y, @i, Efi)
vérifie la méme formule. On a ainsi dim F’ > dim (Y, Q¢ 4.4) + 0(d*). On
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peut alors, grice a la condition sur ¢ (et ¥; ¢ Zx car x; € Y;), appliquer la
proposition 2.1 et aboutir a

- Di uj
(n+1)m—1H__'8it
X Uji'
(s —— —1+4o(1)
mI‘!(d‘l?)m
1=

d’ou "
¢ < (n+1)"'4Cm)  [[ Di2 — &) + o(1).
i=1
5.3. - Equations
Le lemme ci-dessous permet d’écrire les équations de notre systéme.

LEMME 5.1. On pose y; = (4 — &)d n,«al.z. On a alors une suite exacte sur A™

m

0— Qud > PR L P é)z:;@”

k i=1 ky.,kpy k3 i=1

ou Y est la somme des applications
m 5 m
PR — QL
koi=1 i=1

m—1
(s) —> 51, ® Q) g [Vdai, Vdai 11" (pFEiy,; ® Py,

i=1

m—1
— Sky ® ® q;k[\/gai’ \/Eai+1]*(PT§k1,,~ ® p;‘%—kli)'

i=1
De plus la suite reste exacte lorsque I’on en prend I’image réciproque surY .

A . . 2 2
DEMONSTRATION. Grice aux isomorphismes [a, b]*(L1 QL) ~ £?2" ®E§®2b
on vérifie que les formules ont bien un sens. Ensuite, puisque le faisceau

m—1
QR q;[Vdai, Vdai 11 (L ® L2)
i=1

est engendré par ses sections globales ;”;11 q;"[\/ﬁai,«/ga,-ﬂ]*( Pfsz,i ® P§$k3,i)
lorsque k; et k3 parcourent [0, n]™~!, il suffit de montrer que pour ky, k3 fixés la
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suite est exacte si on la restreint & un ouvert sur lequel cette section engendre.
Sur un tel ouvert une section s = (s;) dans le noyau de ¥ vérifie

m—1 m—1 ®-1
Sk = sk, ® Q) a7 [Vdai, Vdai 1, ) ® (® q![Vda;, ﬁa,-m*;(skz‘,.))
i=1 i=1

ce qui, si
m—1 ®-1
s =5, ® (® q;Wda;, \/Eai+l]>;(§k2,,~)>
i=1

donne I’égalité s = p(s’) et donc I'exactitude. Ceci montre méme que la suite
est localement scindée et 1’on en déduit la derniére assertion. O

Ainsi la condition imposée sur s sera-t-elle simplement ¥ (s) = 0. Afin
de transformer cette équation en un systtme linéaire a coefficients dans K,
plusieurs étapes sont requises. En premier lieu, rappelons que nos inconnues
seront les coefficients des polyndmes F; qui représentent s. Primitivement,
on dispose donc de (n + 1)3"~D équations a coefficients dans I'(Y, X, E,Y").
Théoriquement, il suffit de choisir une base de ce sous-espace et d’y décomposer
les coefficients. Pratiquement, on veut pouvoir estimer les composantes (éléments
de K) que I’on obtient.

La remarque suivante, élémentaire, simplifie beaucoup ce travail : pour
’

toute famille ¥’ = (y,...,¥,,) € N et toute section s’ € I'(Y, Q/, L;/i) \O
la multiplication

m m ’

r (Y, @.c?) el (Y, ®£iy"+y">
i=1 i=1

est injective (on rappelle que Y est integre).

Ainsi a-t-on la possibilité de remplacer chaque équation par son image sous
cette application. Ceci aura I’avantage (lorsque s’ sera judicieusement choisie) de
ramener les coefficients des équations dans un sous-espace, entierement analogue
a E, dont on connait une base.

Avant cela, puisque les éléments que nous aurons a décomposer seront
(essentiellement) de la forme

m—1
Q) a7 [Vda;, Vda; 11" (pi& ® p3tr),
i=1

le paragraphe suivant permet d’associer une écriture polynomiale (contrdlée) aux
éléments de cette forme.
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5.4. - Estimations pour [a, b]

On utilise la fonction f(n) = [”27_1] qui vérifie pour tout n € N les

formules f(2n) >4f(n) et fQn+1)>2fn)+2f(n+1)+1.
PROPOSITION 5.2. Pourtousa,b > 1et0 < i, j,1,I' < n il existe un polynéme

bihomogéne de bidegré (2(a*> + f(a)), 2(b* + f (b)) en deux groupes de n + 1
indéterminées de sorte que

2 2f(b
PEF g p}“g‘j® 'O © [a, b1*(pte ® p3&r)
= a,b,i,j,l,l'(p)lk&)v D) Pikgn» P;%—O’ vy p;én)

2 2
dansT(A x A, E?z(a O g E?z(b 1 OD) " De plus dés que I'on choisit de tels
polynoémes Py | o1 pour tous 1,1’ alors il existe une famille de polynémes comme
ci-dessus de telle sorte que

R((Papijr)ir) < (@ +b*)(hy + 6n)

ou hy est la hauteur de la famille formée par tous les coefficients des Py 1 0,1

DEMONSTRATION. Grice a nos hypothéses on a une surjection
PP x Py, 02,2) — T (A x A, £§? ® £§?)

(obtenue par exemple a partir de la surjection I'(P%, O(2)) — TI'(A, £%?%) par
la formule de Kiinneth). Par suite, pour tout couple (/,!), la section

[ 11" (p& ® p3t) € T (A x A, L5 ® £5?)

s’écrit bien sous la forme R, (pi&, p5§). L'existence d’une famille de P;;
est donc acquise par P;;;;;r = R;y. En en choisissant une, nous allons
montrer I’existence de P, ; ;;r Vérifiant la borne annoncée. Pour cela on
établit d’abord que pour tout m > 1 et tous 0 <i, j < n la section

é—]@f(m) ® [m]*gl el (A, £®m2+f(m))

s’écrit Qi j (&0, ... , &) avec Qp i polyndme homogene de degré m?+ f(m)
de sorte que la hauteur de la famille des coefficients des Q,,; ; quand i varie
est majorée par %(m2 — 1)(h; + 6n) — 2nlogm. On procede par récurrence
sur m. Pour m = 1 le résultat est- clair avec Q;;; = X;. Sim > 1 on
écrit m = m; + my avec m; = my = m/2 si m est pair et my = (m — 1)/2,
my = (m + 1)/2 si m est impair. Dans les deux cas 1 < m; < my < m ce
qui permet de supposer le résultat acquis pour m; et my. On utilise alors la
relation
([my + ma], [m2 —mi]) = [1, 1] o ([m2], [m1])
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(égalité entre morphismes A — A x A) de sorte que pour tous i, j

[my + ma]*& ® [my — mi 17§
= ([mZ]’ [mI])*Ri,j(PTéj‘O’ ey pTSn’ P;%’O» DRI P;gn)
= R j(Im2]*&0, ... , [m2)*&n, [m11*&0, ..., [m1]78n).

Par définition des Qy,,..; €t Om,..; et degR; ; = (2,2) on a

®2 2
& FA2 ) @ [my — my 1% ® [m]*€; =
Ri,j(sz,O,j(S)’ tee sz,n,j(g)s le,(),j(‘i:)s ey le,n,j(S))‘
Si m est impair on a 2 V) @ [y gy = g VTV oy

I’exposant est plus petit que f(m) ; si m est pair [my —m]*§; = [0]*§; est
une constante qui multiplie tous les éléments de la famille tandis que 2 f(m 1)+
2f(my) < f(m). Ainsi dans tous les cas ijg’f ™ & [m]*&; s’écrit comme le
produit d’une constante (élément de K) par une puissance de & puis par le
membre de droite de la formule précédente. Ceci prouve I’existence de O, ;, ;.
Pour estimer la hauteur, la constante n’intervient pas ni la puissance de &;. Il
reste donc a contrdler la hauteur des coefficients de la famille des

Ri.j(sz,O,j7 cee s sz,n,ja le,O,jﬂ e le,n,j)

lorsque i varie. Par homogénéité un majorant est

hi +2h(Qm,...;) + 2h(Qmj,...j)
+1og [(n 412+ 2)2 (m% + fim) + n>2 (mg + fma) + n)}

4 n n

ou le dernier terme borne le nombre de termes qui contribuent & un mondme
donné. On applique ’hypothése de récurrence a m; et my et 1’on majore

(m%+ fmy) +n

" ) < (mi+ fm) + D" < 2m})"

(et de méme pour mj) ce qui donne

R(Qm...;) < hi + (m3 — 1)(hy + 6n) + (m3 — 1)(hy + 6n) — 4nlogmm,

n+DHn+2)
g—_..

+2lo 4+ 3nlog?2 + 2nlog m%mz

n+Dn+2)
g_..___..___._

< (m3 +m3 — 1)(hy +6n) — 6n —2nlogm; + 2lo 5

+ 3nlog?2.
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Pour conclure on remarque d’abord 2m} +2m3 < m? + 1 et m/2 < m, tandis

que

1
5nlog2+2logw < 6n

pour tout entier naturel n > 1 comme le prouve une vérification €lémentaire.
Ceci fournit le résultat annoncé pour [m]. Pour passer a [a, b] on écrit [a, b] =
[1, 1] o ([a] x [b]) ce qui donne

pi&f @ @ p3e Y @ la, b1 (pitr ® p3&r)

= Pi&™" @ p3™? ® (1a] x (b)) R4 (i€, piE)

= pi™ @ ® p3e? ® Ry (pilale, piIbT*E)

= R, (Qa,.i(PTE), Q.. ;(P3E)).

Le calcul des hauteurs est le méme que plus haut et I’on trouve

h(Pap,ij,..)

)+ 2
< hy +2h(Qa..1) + 2h(Qs,.;) + 2log (”Jr%)z(’“’—)

+ 3nlog2 + 2nlog a’b

1 2

< hy+ (@ + b2 — 2)(h) + 6n) — 4n Iogab+210gw +3nlog?2
+2nloga’b

< @+ b*)(h +6n) +2lo +3nlog2 — 12n

< (@ +b*(hy +6n)

n+1D@m+2)
& 2

ce qui achéve la démonstration. O

Au vu de la démonstration on peut en fait remplacer le 6n de 1’énoncé par
5nlog2+ 2log ("“52) mais ce raffinement n’a pas d’intérét ici.

Utilisons cette proposition pour les morphismes [vda;, v/da;,{]. En pre-
mier lieu, pour chaque i, on fixe un indice J (@) de sorte que I'image de &)
soit un élément non nul de I'(Y;, £). On considére ensuite, pour i < m fixé,
la famille de polyndmes bihomogenes

Py a1, 0,410

dont la hauteur est au plus d(a,-2 + a,.2+1)(h1 + 6n). Pour travailler dans les
plongements adaptés que 1’on a choisis dans la partie précédente, on définit

(i) no_ ~1 -1 y/
\IJN,(X, X) = P‘/E“iv\/‘?“i+lvl'(i)‘j(i+1).l,l’(Mi X, Mi+1X)
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ol X et X’ sont deux groupes de n + 1 indéterminées. Bien entendu, \I’l('l), est

bihomogéne de bidegré (2(da? + f(vday)),2(da?,, + f(v/da;+1))). D’autre
part, h((lll, 1')1 ) est majorée par

9 9
d(a? +a?.)(h1 +6n) + da log(n + 1)!D} + da,_H log(n + 1)!D}, | + o(d)

en utilisant que le nombre de C()'efﬁments de P /s, aa;1.j.jG+1.0p €St Dorné
par un polyndme en d et, par ailleurs, que la somme des valeurs absolues des
coefficients sur une ligne de la comatrice de M; est au plus (n + 1)!D;.

On définit encore

On xp @2 f(da) o @2 f(Vdap)
0= @pig e (r e )
i=1 i=1

qui est une section non nulle par choix des j(i) et a la propriété que

ml m—1
So® ®qf[~/21-ai, Vdai 1" (P&, ® P3&) = <H \p(z) (W(’) W(z+1)))

i=1 i=1

pour tous k, k.

5.5. — Hauteur des équations

Pour écrire le systtme définitif auquel on appliquera le lemme de Siegel,
on va faire en sorte de se placer dans 1’espace vectoriel R des polyndmes P
multihomogenes en W, ..., W qui vérifient deg,, 0 P=0sij>u-+1

et deg, i P <D Comme plus haut, la restriction de ©® donne une injection
uj+1

R @Pr (Y, éc,f@”/) :
y! i=1

On notera encore W la famille des indéterminées Wj(i) avec j < u; et, pour
toute famille k = (k; ;); ; d’entiers naturels,

m n N
Wk — H H Wj(t) i

i=1j=u;+1

@) (l)

Puisque Wy 41 engendre K (Y;) sur K(w; w(’)) il est clair qu’il existe
un élément Ry € R non nul tel que, pour chaque famille k vérifiant k; j <2D;
(tous i, j), on peut écrire ®(Ry W) sous la forme

I; o ©degy iy Ry+) ki j
( Z Skl(W)H sz)ﬂ ) GF(Y,@Q CBw () tY Ej J
I, 0<l;<D;

i=1
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(cela est possible puisqu’un nombre fini de familles k sont en jeu).
On note ensuite ry = ®(Ry) de sorte que

m
®deg, (i) Ry +2n; f(v/da;)
s’=so®ryer(y,®.c,. W T

i=1
est une section non nulle que I’on va utiliser comme annoncé pour obtenir le

systeme final. Par les calculs qui précedent, les équations (ol les inconnues
correspondent a une famille (Fy); d’éléments de E) s’écrivent

kp i.k3 i

i=1 i=1

m—1 m—1
@) i i+1 () i i+1 _
o (FklRY H i (W(l)’ we )) _ szRY H \I’kl],ivk:’),i(W(l)’ w ))) =0.
Le terme en facteur d’une inconnue donnée est donc de la forme

. m N m—1 ) i )
<0 (moby (T ) e TT v woen
i=1 v

i=1

oll m est un mondme (sans coefficient), / un m-uplet vérifiant 0 < /; < D; et
I',1” € [0, n]™'. Pour conclure on va écrire

m—1

. . . ! A

® (H w[({ly)[{/(w(l), W(l+l))> -0 (Z Ql(cl N )(W)W[k]>
i=1 ! keK

ou par définition k € K si et seulement si k; ; < D; pour tous i, j. En supposant

ceci acquis on note k = (k; j + 8;.4,+1L;) qui vérifie k; ; < 2D; et le coefficient

précédent devient

+0 (m(W)RY 3 Q,‘j'*’”(W)W“E])
k

m -

—+0 [moh Y (Z Qi’/”'”(vi/)s,;,i(vi/)) [Iwo,"
i k

i=1

On voit ainsi apparaitre un élément de R. On peut le décomposer suivant la
base des mondémes et ceci montre que les coefficients définitifs du systéme

(éléments de K) sont les coefficients de ) ;. Q,(f/’l”)(W)S,;j(W). La hauteur

de la famille obtenue (lorsque /,1’,1” et [ varient) est majorée par
!
h (@ i) +o(d)

car ni S; i(W) ni le cardinal de X ne dépendent de d.
Les deux lemmes suivants vont permettre de controler la hauteur des

g ;
polyndmes Q,((l ' en fonction de celle des llll(,'l),.
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LEMME 5.2. On peut associer a chaque triplet (x,y,z) € N> avec 1 <y <z
unpolynome Uy ,, . € N[X1, ..., X;], homogéne de degré x +y —z sideg X; = i et
dont la somme des coefficients est au plus 2%, de telle sorte que, si, dans un anneau
A, des éléments t,ay, ... ,a; vérifient

Z
£ =Y a7,
y=1

alors, pour tout x € N,
Z
tF = Z Uy (ai,...,a)t*7.
y=1

DEMONSTRATION. On travaille d’abord dans I’anneau A = Z[Xy, ..., X;, T]
gradué par degX; =i et deg7 = 1. Le polyndme P = T% — §=1 X, T*”
est homogene ; on note ¢ I’image de T dans A/P qui est gradué. En écrivant
t* dans la Z-base évidente de A/P on obtient immédiatement des U, , . a
coefficients dans Z ayant la bonne homogénéité. En substituant directement il
est clair que les coefficients sont positifs. Enfin on considére A = R. 1I est
immédiat qu’il existe ¢ dans I’intervalle [1, 2[ tel que #* = Z;=1 t*7Y. Par suite
pour tout x

4 2
2= Ueye(l... . DE? 23 Upyo(L,.., D).
y=1 y=1

Par positivité la somme des coefficients de U, y . est bien U,y .(1,...,1). O

LEMME 5.3. Soient by, ... , b, des entiers, S un ensemble fini et (\Vy);cs une
famille de polynémes multihomogénes en W de multidegré b. 1l existe alors une
(unique) famille de polynomes (Qp.s)k.s)yekxs, multihomogenes en W telle que,
pour tout s € S,

Wy — > Qr(WywH

kek

est élément de ’idéal J engendré par les Pj(i)(Wéi), e, W,ff), Wj(i)), 1<i<m,
u;+1<j<n. Deplusona

m b;
h((Qesks) < h((¥s)s) + D _bi(h(By) + logQu; +2) + log ( : n>~

i=1
DEMONSTRATION. On écrit

D;
@ 7 () @ wiy _ whPi ) @Oy O Pi—Y
POW,, ..., WO W)y =W > VEDWOYW;

v=I1
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de sorte que par le lemme précédent (appliqué a K[W®, W1/ P;”) I’élément
(homogene de degré [)

i
04 (i) (N0 L
W ZU,wa s VYW

appartient a2 J. On écrit ensuite

Wy =Y Tu (W)W
k/

sans restriction sur k' et, modulo J,
w1 _ y @D @D\ OPi—y
w H H ZUk 0 (Vi VW
i=1j=u;j+1 y=1

Par suite la famille

ka(W)—ZTk/S(W)H H Ug, b, D(V"’),...,V,gii*f))

lj’
i=1j=u;+1

convient. L'unicité est claire pour raison de degré. Il reste a estimer la hauteur.

P /
Le polyndme Uk/ Dj—kij.D; AR vg;“) est une somme d’au plus 2'
termes de la forme
D;
@)l
I1v
y=1

i b;

ot 3 yly = kj; —kij. Un tel terme est 2 son tour somme d’au plus ] (“/* )Y
=1 y=1

termes (puisque deg V")) =y) de la forme

/ ..
K =kij

= [] B.XxP
=1

ol B, € B; (on rappelle 1 € B;) et 0 < v, <u;. On majore

/ D; ; by ’ Di ’
2 I (“' Y ) < 25 T + 1" < Qu; + ).
y
y=1

y=1
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On en déduit que, si f(k’, s) est le nombre de coefficients de 7}, le polyndme
QOk.s s’exprime comme une somme d’au plus

2w [Tcu + 224

i=1

termes de la forme

m bi’ijij
20 U I | Q.4
i=1 a=1

ou A est un coefficient de W puis Bui € Bi et 0 < v,; < u;. Par suite, on
obtient le résultat en majorant _; k;; par b; et > f(K',s), qui est le nombre

de coefficients de Wj, par [T, (%*"). O
5.6. — Conclusion

On applique le

LEMME 5.4 (lemme de Siegel). Il existe une constante cs(K) telle que pour
toute matrice A € My xn(K) avec m < n, il existe X € K™\ 0 vérifiant AX = 0 et

h(X) <

<lmax h(A;) +logn> + " cs(K).
<i<m —-m

DFEMONSTRATION. C’est le lemme de Siegel pour un corps de nombres tel
qu’il est formulé dans [B2] (en réalité il est possible, avec le lemme de Bombieri-
Vaaler, de supprimer le coefficient n/(n —m) devant la constante mais ce raf-
finement n’a pas d’intérét ici). O

Avec le systeme défini dans les paragraphes précédents

h(A) < h(Q )y i) + 0(d)

m—1
<h ((H l(l’l)l (W(t) W(t+1))> )
i=1 l/,l”

+ Y 2ni(da? + f(Vda))(h(B;) + log(u; + 2)) + o(d)
i=1

a I'aide du lemme 5.3. Comme le nombre de coefficients de \Ill , €st polynomial
endona

m—1 m
h ((H v W, W<f+1>)) ) <Y R +0(d)
i=1 i=1

l/,l”
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ce qui est majoré par
- 9
> dnial (h1 +6n + 2 log(n + 1)!07) +o0(d).
i=1
Finalement
5 9 9 n
h(A)) <d Y mal (h+6n+ 1B + 7 log(n + D!Q2ui +2)D}' ) + 0(d).
i=1
On obtient donc la proposition 5.1 avec
- 9
h(F) < ¢logdimF +¢d Y nia} (hl + 2 h(Bi) + g(n, ui, Di)) +o(d)
i=1

ce qui, compte tenu du calcul de ¢ fait plus haut et de dim F = o(e?), acheve
la preuve.

6. — Dérivations

L’objet de cette partie est de prouver

PROPOSITION 6.1. Sous les hypotheéses et conclusions de la proposition 5.1, on
note o indice par rapport a (81, ... , 8x) et au point x de la section s de Q¢ 44

Alors on a .

o >
~ max; 162D; — )(u; + 1)

+o(1).

6.1. — Indice et hauteur

Si U est un ouvert de Y contenant x et 57 € I'(U, Q; 4,4) une section qui
engendre Q. ,4 sur U, on peut écrire s = as; avec o € I'(U, Oy). Alors o
est également I’indice de o en x. Par définition, cela signifie que pour tout
opérateur différentiel D’ d’ordre (Bi, ... , B;,) avec B1/61+---+B,,/0m <o Ona
D'a(x) = 0 et qu’il existe D d’ordre (B1, ... , Bm) avec B1/81+: - -+ Bm/0m =0
tel que Da(x) # 0. Puisque 7 est étale en x, il est possible de choisir U de
sorte que 7|y soit étale. Alors Qy,/x est libre et, si 'on restreint encore U de

sorte que w}i) € I'(U, Oy) pour tous i et j, une base en est donnée par

(3wj(i))1§j§ui, l<i<m
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() .. . .
avec 9 o) (w; ") = & 8; y pour l<iji'l<metl <j<u,l1<j <uy.

Il est alors clair que dans la définition de I’indice on peut supposer D de la

forme
m Ki,j
p=TIT1.%; (o)
J

pour une certaine famille « vérifiant »;_; 3 j’ 1 ki,j = 0. On notera aussi

0i la partie correspondant au i-éme facteur, de sorte que D = [[/L, 9%.

Ceci étant fixé, c’est la non-nullit¢ de Da(x) qui, via une formule du
produit, va donner ’information sur les hauteurs. Compte tenu des plongements
que 'on a fixés, on choisit parmi les hauteurs sur Y associes a Qg 44 celle
dont la valeur en x est :

m m—1
® = "8h(xi(x) — Y h(Vdaix; + Vdaiy1xi41).
i=1 i=1

Si I’on fixe des systemes de coordonnées (x .. ..,x{) pour x;(x;) et 6 SR 2))
pour JVdaix; + \/za,q_lxi“ on a

@ = Za > o) tog max 11, ZZ e og max 1y

Pour chaque place v de K on désigne par j, = (j,, 1, cees jv m) un multi-indice
tel que 0 < jy; <u;+1et |x(’) |y = MaXo<j<u;+1 Ix Iv pour tout i ; de méme

on désigne par k, € [0,n]""! un élément vérifiant |ykv)i|v = maxo<k<n [Vl
pour tout i. Ainsi, d’une part,

(t)
Jvt

Kv: v i=
®z2 [[K :g]] log |

@)
H ykv,i
i=1

v

D’autre part, le quotient qui apparait est relié a la section
m 88 m—1
sv=Q) pi(x oWy ® Q4 [Vdai, Vdai 1},
i=1 i=1

de Q. 4.4 sur un voisinage de x. En effet, on peut trouver un ouvert U comme
plus haut et une section s; € I'(U, Q¢,4,4), ne dépendant que des coordonnées
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choisies, de sorte que si ’on écrit s,y = a,s; avec a, € I'(U, Oy) on a (dans
le corps résiduel k(x))

(t)
Jvt
i=1

@)
H ykv,i
i=1

De ceci, et de la représentation de s par des polyndmes (Fp); introduite dans
la partie précédente, on déduit

w
a=o,F, (w~ )
Ju

ol la notation signifie a2 gauche que le i-¢me groupe de variables est

a,(x) =

(t) (l) @) i) (z)
1/w, Wi ),

(avec, éventuellement, la convention que w? = 1). Enfin, puisque o,(x) # 0,
q 0 puisq
il vient

Da(x) = a,(x)D [Fk,, (ul)v )} (x)
Jv

(pour I’opérateur fixé plus haut). Ainsi, en employant comme annoncé la formule
du produit pour Da(x) € K*, on a
w
)] (x)
Wi,

[Ky, : Q]
°= - o e [ (

v
Par suite

@)
® > —h(F) - log(dimE) — ) [[K QUJZIOgmax 3 |m; ZT (x)

Jv,i v

ol m; parcourt les mondmes de degré §; en u; + 2 variables. Dans cette
expression, la quantité A(F) a été majorée par la partie précédente ; on a
Iog(dlm E)= o(d) les derlvees des monomes vont étre bomees au paragraphe

I’inégalité principale une majoration de &, la combinaison donnant la borne
pour o.
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6.2. — Estimation des dérivées

On a tout d’abord un lemme local dans lequel on note ¢, = 0 si v est une
place finie de K et ¢, = 1 si c’est une place infinie. On écrit aussi «! pour le
produit «;!---k,!. Le résultat généralise le lemme 5 de [B1].

LEMME 6.1. Soient X1, ..., X,,Y des indéterminées (avec u > 1), P un
polynéme de K[X1,,..., Xy, Y], L une extension algébrique de K (X1, ..., X,)
ety € L un élément tel que P(Xy,...,X,,y) = 0. On suppose qu’il existe un
morphisme de K-algébres ¢: K[Xy,...,X,,y] = K tel que ¢(X;) = 0 pour
1 < i < n et on désigne encore par ¢ son extension lorsqu’on localise en Ker(¢).
On note (d;: L — L)i<i<, les K-dérivations caractérisées par d;(X;) = §;; et
lorsque k € N* on note d = d;' ---d et 3 = %d". On pose R = % et on
suppose p(R(X1, ..., Xy, y)) # 0. Soient maintenant v une place de K telle que
leW)|y < letk € N“\ 0. Alorsona

Pl 2t
Yl ,D 8”'“'( ' )
|§0( Y)l _Sfl(u ) |(p(R(X1, s Xu, y))lv

ou D majore a la fois degy P et degy P et

2 2
f1(u,D)=(2u+4)D<D:u> (D;”) .

DEMONSTRATION. On notera x: K[Xy,...,X,,Y] = K[Xy, ..., X ,y] et =
@ox. On vérifie que ¢(0“y) a bien un sens car le localisé K[Xy,...,Xu,Y]Ker(p)
est stable par chaque d; : en effet diy = —x(R)"'x(dP/3X;). On note
P =73, pijX{"--- X/*Y'. Lorsque v est une place finie, on calcule par la
formule de Leibniz

0) i i (e)) @)
O=3K(X(P))=Zpi,j Z 5 (X{l--'X,ﬁ“)a’ y...alzy
i,j 1O0) 41D =

ol la seconde somme est sur tous les choix de [?,... [®) e N* avec 1O +
c+o 419 = k. Par ailleurs x(R) =3, ; pijX{" - X{*iY'~! donc en extrayant
de la somme précédente les termes pour lesquels [ = « pour un indice k
vérifiant 0 < k <i on a

X(R*y==> pij Y, P (X{l "'XL{") a Py oy

i,j 10) 4D =
1®) 2 si k>0

0, o j ; . . . .
On constate que 3¢ )(X{I <o- XJu) vaut 1 si I® = j et 0 sinon. On applique
alors ¢ a I’égalité précédente et, v étant ultramétrique,

W (Rl @ Yy < [P, 0@ Pl - 0@ Y.

max
i20,1(D 441D <, 1K) £



138 GAEL REMOND

On prouve maintenant par récurrence sur |k| que

'Plv >max(0,2|/<|—1)

Yy <
@)l <<|¢(R)|U

En effet le cas k| = 0 est ’hypotheése |p(y)|, <1 et, si || > 0, la formule
obtenue montre que, si I’hypothése de récurrence est vérifiée pour les k' avec
l«’| < |k|, on a ‘

) 1P, \ ket max@20®1-D
@)l < ) .

max <———
20,10 4O < 10 26 \ [P (R) ]y

On constate d’abord que | (R)|, < |P|,; ceci montre qu’il suffit d’établir

Zmax(O, 201 = 1) < 2Ik] -2
k=1

pour tous les choix de i > 0, [V, ..., [® € N* avec D419 < g et
I® = k. Si ce choix est tel que IV 4 ... 4 1% = i alors la majoration triviale

> max(0.20% = 1) < 3 20 =20V + - +1P) <20k = 1)
k=1 k=1

donne la conclusion. Si le choix est tel que IV 4. .. +1® =k alors I’hypotheése
1® £ i entraine I’existence de deux indices distincts k| et k, tels que %1 %0
et 1%2) &£ 0; on peut donc majorer

i
> max(0, 2% — 1) <2p*| —1421%) - 14+ Y~ 2®| =2/ -2
k=1 k#ky,ky

ce qui termine la démonstration quand v est une place finie.
On procede différemment lorsque v est infinie. On montre par récurrence
sur || > 1 qu’il existe un polyndme Q, € K[Xy,..., X,, Y] tel que

x(Q) = x (R)™71d* ().

En effet si |«| = 1, c’est-a-dire k; = 8, pour un indice ko, on pose Q, =
oP

—m car

P P P
0=d"(x(P))=x d*(Xi)+x | 7 4“0 =x + x (R)d*(y).
Xz, Y Xy,
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Si |k| > 1 on choisit ko tel que ki, # 0 et on définit k" par «; = Kt — &k, puis

00, dP 00,
=R>-=X _R QI =10y
Q=R ox, ~ Roxy oy TEWIZ D (

9P 3R _ 3R
90Xy, 0Y 80Xy,

Ceci convient car en appliquant dj, a X(R)2|"/"1d"/y = x(Q,’) puis en multi-
1YY 0 p
pliant par x(R)? on trouve

XR-1a%y + Q| — Dx (R \dyy (x (R))*'y

o 2 ( QK) 2
=X <8Xk0> xR+ x X (R)“dyyy

soit

dR R
2lk|—1 gk no_ ,
x(R) dy + k'l = Dx(QwR) (x (8Y>dk0y+x (axko))
I Qv 2
x(anOR)+x( )x(R) dyy,

formule dans laquelle il suffit de remplacer x(R)dy,y par —x (5‘%’;—) pour
0

reconnaitre
X(R*M=1d*y = x(Q).

Sur la définition de Q, par récurrence, on constate que degy Q. et degy Q, sont
tous deux majorés par 2|«|D. D’autre part, si Q, = Z,mqlmxl X'”“Y
on trouve

_ i+ +m y—1yiti’+1-2
Qc= > pijpryamX XY
i,j.i' i m

x (ii’mko —ijol + Q@K' = D (ki = 1) — ii’j,go)).
Dans cette expression on a
i (i — @I = 1jj,)| < i max (mag. Q') = Djig) < ii” - 206'ID

et de méme [ijf,(— 1+ @I'| = (i = D)| < ij, - 21€'I1D. On en deduit

1Qcly < IPRIQuly - 211D Y il + i)

0<i,i’,1jl,1i’'I=D
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Cette derniére soinme vaut

D D D
(=)&) () ) (5.4)]
|jI1<D i=0 |j/1<D i'=0 i'=0 |j’|<D
D+ u D+1 D+u\(D+1 D+u
=) CCEC ()
_(D+u\ (D1 Z[H 2 ] fiw, D)
- u 2 u—+1 2uD
100l = filu, D1 PRIQ.
Si [k]=1on a |Q|, < D|P|, donc

lk]—1
1Qcly < D (@) (k| = DY PR,

Ainsi

On en déduit

Jk|—1
W (Q)lw < 3D2|K|' (—‘m%&) IPI,Z)IKI_I

car [Y(Y)|, <1, ¥(X;) =0 et 1 +degy O, < 3D|«|. Enfin le choix de Q,
montre que

V(0 = V(R p(dy) = iy! - - -1, 'Y (RP ™1 (8% y)

o fitu, D)\ 0Pl P
8K ' 3D2< lu ) ( ) )
@ = u R,
Plv 2lk|—1
= he DTG @
car X' <yl et 3uD? < fi(u, D). O

On va appliquer le résultat a notre situation dans le lemme suivant oll I’on

note
O]

@ )

o 0P OPi=ly Ao X1 Fu X

cm TT A" 0n0d (M ) ek

W, J)EN; X0 X0~ Xj

LEMME 6.2. Pour tout 1 < i < m, toutl € N¥, toute place v et tout 0 < v <
u;+1lona

(')
2lll I
ad ( ) ) (x)
w;
Jv,i

| (8D; —4)(u; + ||
[ 4 D 4 !
< flu;, D) ||B| (u;+D) 10 %XH‘ 15')

v

v
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+2 2
4b b+a
a
DEMONSTRATION. On commence par écrire

@) @ o)

9 Q(i)' X xut xvl

Z%v,j (O RN NG|
X xO X;

D +ui +1)\” D bi-l
i Ui

< | D; | B;]y, max max | 1,

] u +1 0<k<u; )

D;+u;+1

car 9z Qf,')J a au plus ( it ) coefficients (comme P,f::)Jrl) qui sont chacun
produit d’un entier au plus égal a D; par un élément de B;. Par suite

2ui+1)ey
D; i + 1
el < (Di( N )) |B;24+D  max

u; +1 0<k<u,+1

bta+1\"
a+1

fa(a. b) = fi(a, b)b4“+2<

v
@)

2k
xé’ )

(t)

(t)
Xj

22D; - 1)(u; +1)

et, pour chaque (v, j) € N,
(@) @) i
o [ % Xy X
2\ ~m o e
X xo. X ) 1,

Qui+Dey
D,' i 1 . i
. <Di< +u; + )) |Bi|§u'+l max }xlﬁ)

| Di
lcily < 'x(()l)

v

2(2D;—1)(u;+1)—D;

u; + 1 O<k=<u;+1 v

41 < f2(u;, D;) la premiere inégalité montre le lemme

o ( ) ) (x)
Jvt v

définition de j,;) ou si v = j,;. On exclut donc ces situations. Montrons que
c’est encore le cas si (v, j, ;) € NV;. Si le terme que 1’on cherche a calculer est
non nul on a /, <1 etl,+1, =1|l| et donc

4(ui+1)
Comme (D (Pitui +1)) l

si

< 1. Ceci est clairement vérifié si [ = (0,...,0) (par

(@) 1
1 w, _aly (i) Jv,i
" =5 | = (w )a i
Jvt Jv,i Jv,t
N\ -1y _1
= (w®) ™ (b ()
o\ 1=l o\
BNCART
- w(_i) w(l)

Jui Ju,i
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dont la valeur absolue en x est & nouveau au plus 1. On suppose donc main-
tenant |/| > 1 et (v, j,;) € N;. Lon va appliquer le lemme précédent aux
éléments

(l) @)

w® — , Wy
Xo (l) I<a<u) e y= o)
]vl

dans l’annea}l‘(’)y,.‘xi n}ur}i de I'application linéaire ¢: Oy, ,, — k(x;) =~ K. Le
polynéme utilisé est ainsi

o x(t) x(l)
P(X],.. X“’Y)_Qvljv, +T),-~ Xu,+ (l)aY .
X0

On constate que

@) (@)
P o [ X Xy
—~0,...,0,0(y) =920, . vees =y~ | #0
Y ViJy,i x(()l) x(()z) x](:])l

donc le lemme s’applique et donne

2/1]-1
() P

1 w 1 I |v
| =51 ™| =< filui, D)™ e
@) 0) ) o
Wi v 9,09 [ fu xy
Z¥v,jy i (l)""’x(i)’x(i)

0 jv,i v

En utilisant la seconde des majorations de |c;|, établies plus haut, la quantité
de I’énoncé est au plus

Quj+D)eyl|—1)
D; 2l1|-1) D +u +1
sulll| p2il1— 1\ (z)\ p. Y i
lcilv f1(ui, D;) | I i i + 1

) i | ClH=D2@D; —1)(u;+1)—D;]
X lBilf;zul+1)(2ll|_l) max ! ! ! .
Ofkiui-f—l

Majorons maintenant |P|, : un coefficient de ce polyndme est somme d’au plus
(Pi +”") termes (nombre de termes comportant une puissance donnée de Z dans

Q(') ) de la forme
uj @) Ya
a=1 Va xO
avec ), Bo < D; et A € B;. Ainsi

&y
D; + u; ,
IPlvlel|v< l l> 2SUD’ max
U

i O<a<u;

L) [P

o
<§




INEGALITE DE VOJTA EN DIMENSION SUPERIEURE 143

Finalement en réemployant la premiére estimation pour |c;|, notre quantité est
au plus

Qu;+1)ey2|l|+ey gp(2lI1-1)
D, +u;+1 D; 4+ u;
.. D; solll [ p, i i 2D; i i
fi(u ) i up + 1 u;

. 411@2D; —1)(u; +1)
x | B; |:‘)’(u1+1)|l| max
Ofkfui

X0

v
ce qui donne le résultat en utilisant D;(Pii*") < 20i(Pit4) (parce que
L

ui-H
u; > 1). O

Grace au lemme on peut majorer
Kj —2|k; &€ Ki +u8
|8'm(x)| < |cil bei | v (i +uid;)

. e 142D = D)+l |
X fa(ui, D)l | By 0Dl max [ T

0<k<u;+1 v
o wf? wu(j~+1
pour tout i, toute place v et tout mondme m de degré §; en —i-, . .., —(—-
w. w. w.
Jvi i Jv,i

En effet un tel mon6éme s’écrit

pour un certain v € [0, u; + 11%. Par la formule de Leibniz

5 w®

Kim = Lo
im = Z H 9 0
) A=1 Jv,i

ol la somme est prise sur toutes les familles (I3)1<i<s; avec [, € N et

5 i b
Y ieily = ki. La formule annoncée s’obtient en remarquant que le nombre
de telles familles est

- §—1\ o
H (Kij +0i — ) < szij+8i-—l < plil+uidi
. 6 —1 5
Jj=1 j=1
En utilisant la formule du produit pour ¢; 1’on peut donc écrire

[Ky @ Q] .

—1 9k < u;8;log?2

Z Ta ogmna‘lx| m(x)|, < u;é; log
+liil (log 2 folui, Di) + 4(u; + Dh(By) +4C@D; = D + Dh(x:(x1))).
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6.3. — Conjonction avec I’inégalité principale

En combinant les deux paragraphes qui précedent et |k;| < od;, on a

—o<hF+Y 4 [uilog2

i=1
+0 (log2f>(ui, D) +4Gu1 + Dh(B) +42D; = D + Dh(xi ()| + 0(@).
Pour démontrer la proposition 6.1, nous allons supposer
o <&e(16Q2D; — )(u; + 1)

pour tout i. L’obtention d’une contradiction pour d assez grand montrera
I’énoncé. On réécrit

- &
—d <h(F)+ D 4 l:zh(Xi(xi)) + eh(Bi) + u;log2 + &f3(u;, Di)] +o(d)
. i=1
ot f3(a,b) = (16(2b — 1)(a + 1))"'log2fs(a, b).

Voyons maintenant comment 1’inégalité principale — celle qui a servi a
convertir les conditions du théoréme en un choix des a; — permet de donner
une majoration de ®. Il suffit pour cela de majorer h(x;(x;)) en termes de
|xi|>. On a en effet :
max(D;, 2)

2
puisque I’on multiplie les coordonnées par la matrice M; et

h(xi(xi)) < h(x;) +log(n + 1)

h(x;) < Ix:1* + ent

par définition de cnt. Par conséquent
m m—1

¢ < Z S (|xi|2 + ont + log(n + 1)Di) - Z [Vdaixi + Vdaiy1xi11* + o(d).
i=1 i=1

A présent

m m—1
Z(S,’|xi|2 - Z |~/c7a,-x,' + «/Ea,-+1x,~+1|2
i=1

i=1
m—1 m
2 2 2 2
=d { (2|aixi| + 2l|aip1xiv1l” — laixi + aip1xita| ) —&Y milaixi ]
i=1 i=1

(]

3
|

1 m
2 2
=d [ laix; — aipixin P — €Y nilaixi ]

1 i=l
<

m

2

—8) E nila;x;i|°.
i=1

1

o s

1
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En rassemblant ceci avec la borne pour —® (on réutilise la comparaison de
hauteurs)

4 -8\ &
d (s _4_ )) > malixil® < h(F)
€1 4 i=1

m

+3 0 [(1 + Z) ent +log(n + 1)D) + £h(By) + us log2 + efs(ui, Dy)| +0(d).
i=1

On choisit & = u~'(4m)™ [/, D;"'. On rappelle que

mdimX , .
3j+1
c1 = 8m(4m)™ AH j=m+1 G+
de sorte que I’on a fac1lement <53. Par suite le membre de gauche précédent

est minoré par
de? & “ de
2 milaxi® > (> _mal | e
i=1 i=1

On en déduit en prenant d assez grand

m 2
)iz

i=1

+ZB,~ [(1 + 2) (ent +log(n + 1)D;) + eh(B;) + u; log2 + ef3(u;, Di)] .
i=1

Il reste a faire intervenir les majorations des degrés et des hauteurs ainsi que la
valeur des constantes pour montrer que ceci est impossible. On simplifie cette
expression de la maniére suivante. Tout d’abord,

10 2b4a+3 b+a+1 4a+24b b+a 2a +1 b+1 2
fi(a b= g ( a+1 ) ( ) ( )( 2 )
16(2b — )@+ 1)

- log2 +4(a+ 1)b+4(a+ 1)’ 4+ blog4 + 4(a + 1)b +2(a + 1) +4b
- 16b(a +1)

a+1
<
- 4

+1

et ainsi £f3(u;, D;) < 1. Ensuite (1+¢/4)log(n+1)D; < nlog(n+1)+2log D; <

i "“X(31+1> " o o

H+ 210gA j=utl Ces premitres estimations permettent d’appliquer le
lemme ci-dessous, formule de maniere a étre utilisé également dans la partie
suivante.
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LEMME 6.3. La quantité

“ []rimX 41
VU = h(F)+ ZS; [ah(Bi) 4+ 3u; + H + 9ulog A* li=u+l ]

i=1

satisfait

. . 2 dimX ., . m
U< 8(4m)md1mxumdlmx—u+lA(2+7"') H;i,;Tl (3]+1)H 28,

i=1

DEMONSTRATION. On commence par remplacer h(F) par la majoration obte-
nue (proposition 5.1), on utilise également ~A(B;) < h(Y;)+ D;(u; +1) log D;(n+
1) (lemme 4.2) et Iinégalité (n+1)""12(2—¢)*~! < u2* —¢ de sorte a obtenir
pour W la borne

1

D,> 35 (h1+zh(Yi>+ZD,~(ui+1)log Di(n+ D+g(n, us, Di))
=1 =1

2p(4m)” (

m mdim X
+36 [3(u,~ + 1H + 9ulog Alli=esi
=1

@Gj+D

Grice a nlog(n+1) < H on a

9
gn,u;, D;) < 6n+ 1 log(n + 1)12(u; + 1) D}
<6n+3nlog(n+ 1)+ 3log2(u; + 1) + 3nlog D;
<11H +3HD;
< 14HD;.

Dans I’expression précédente on majore encore log(n+1) < H et Yu < (dm)*“n
de sorte que

W < 2u(4m)" (H Di)

i=1

m 9 m dim X .
x 3 (hl + 2h(¥0) +32D;(u; + 1) H log D + log Alli=esn ‘3’“))

=1

si D; = max(D;,3). On regroupe les deux derniers termes puisque

mdim X
log D, < ( 11 (3j+1)) log A < 3mdim X + 1)™4mX=41og A
Jj=u+l
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ou l'on a clairement 3mdim X + 1 < u (sauf peut-étre si dim X = 1 mais en
ce cas mdimX —u =0) et logA < %mAZ/ 3m " Ainsi la quantité en facteur de
8; est majorée par

9 A
1+ <h(Y:) + 48mD; u; + 1) H o 9im X = p 5

On fait maintenant intervenir I’hypothése de récurrence pour borner la somme
des 8;h(Y;) et hy < AH et I’on obtient

V< 2umdimx—u+l(4m)u (ﬁDl) <i&) H
I=1

i=1

9 2\ pmdimX
x (A + ZA(H?’"') T2t G%D 4 48 max(u; + l)DiA3zﬁ> .

Enfin on a (pour tout i)

mdimX , .
48m(u; + 1)D; < —i—AHj=u+l Bj+D

ainsi que
m dim X

D; < AHj=u+l Gj+D

s

i=1

a nouveau par ’hypothese de récurrence et cela donne clairement la conclusion
du lemme. O

Ainsi, en simplifiant par Y/~ §; la majoration obtenue, on a

2 mdimX , .
4(; C3 ) < (1 + 3) CNT + 8(4m)mdimXMmdimX—u+lA(24‘327,') Hj=uTl (3j+1)H.
— &

Etant donné la valeur de ¢, cela entraine

m dim X

i im X — 4+2) [T 3j+1
s < chent + 6 (4m) X mtim Xt (4455 [T @b

Puisque m < u et 4u(4m)"4mX < A on a

2 mdimX , .
im X— 3+ (4455 ; Gj+Dh
3 < C%CNT-I‘/vLmd'mX mip ( m)HF’”“ TVH
dimX , .
im X— 8Ty Gi+D
< C%CNT MmdlmX m+1 A j=m+1 H

mdimX , .
i ! 1

< C%CNT + MmdlmX—m-i—lAHj:m Gj+ )H

lorsque m > 3 car 8 <3m 4+ 1. Si m =2 on a 64u?(4m)>m4mX < A2 et I’on

trouve la méme formule qui est une contradiction.
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7. — Théoréme du produit

En considérant les calculs faits au début de la partie précédente, il appert
que si k € [0, n]™! vérifie [/ y,(f) # 0 alors la section de Oy

Fi(w)

est d’indice o en x (2 nouveau w désigne la famille dont le i -eme groupe est
1, w(’) e f,’)+1) Par suite la norme de cette section sur K[(w )1<,<u, 1<i<m]

est d’mdlce au moins o puisquelle s’éerit
N(Few)) = [[ t(Fe)) = Few) [ z(Fe(w))
teT teT\{id}
ou 7 est l’ensemble des plongements de K(Y) dans une cloture normale, au-
L
dessus de K((w )1<1<u, 1<i<m)- Si l'on pose Fy =Y, G;[IiL, :fl)+1 , avec

des polyndmes G; (I € []/L,[0, D; —1]) ne faisant pas apparaitre les W, (’)+1, on

a
NFw) =]+ (Z Gi(w) H wi",.’+,"’>

teT

=211 (Gl,<w)Hr<w<‘) (,,),)
(¢)r €T

-3 (ewr ] -3 Ttz
o \ 1 (lr)r T€T i=1

ol la premiére somme est prise sur toutes les familles vérifiant ), A; = Card7 =
[T/~ D; tandis que la seconde est restreinte aux (I;) tels que Card{l, =1} = 4,
pour tout /. En tout état de cause, on obtient un polyndme homogene en les
G; de degré [[i~, D; dont les coefficients sont indépendants de d. Par suite
on peut écrire N(Fy(w)) = G(w) ou G est un polyndme multihomogene de
K[(W( )0<j<u;,1<i<m] de multidegré (T~ D)8y, ..., (IT7L, Di)ém) et dont la

SJSU I S

hauteur vérifie

m

h(G) < (H D,~> h(F) + o(d).
i=1

On considére ensuite ce polyndme G comme une section globlale du faisceau

o ((i]jlu,-)a)

sur P! x - x P et ce qui précéde montre que cette section est d’indice, par
rapport 2 (81, ... »0m), au moins égal a o en m(x). Ceci va nous permettre
d’appliquer le corollaire suivant du théoréme du produit effectif (on y note
St,, le nombre de Stoll h(PY) = Zf’zl }:1 1/2j ; on utilisera plus bas la
majoration St,, < u;log(u; + 1)).
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THEOREME 7.1. Soient (x}, ... ,x.,) un point rationnel de P} x --- x P{" et
U =uy+ -+ um On considére un polynome multihomogene G de multidegré
8" € (N\ 0)™. On suppose que

1. G s’annule en x' avec un indice supérieur a oy par rapport a (81, ... , 8,,),
s u
m
2. 8{1 > (%) et
o9 log(u+1) \*
3. ™ < (—%—-) .
Alors il existe un indice i et un polyndme non nul T homogéne en W, ... , W,, tel
que
/
1. x{ e V(T),

2. degT < (;"—O)u et
3.

u—1

Sh(T) < u; (?) h(G) + Y (5(St, +10g2) + Jar) +
0 1=1

u u deg T + u;
+3 (ﬂ) (i + 1) log (ﬂ) (u,-+1)+8,flog< = +“').
oo oo u

log |3’I}

i

DEMONSTRATION. Avec les notations de [R2] on a par hypothése x' €
Z5,(G). On choisit une composante irréductible W de Z,,(G) qui contient
x" et on lui applique le corollaire 1.2 de [R2]. On a donc

X eEWCZI X XZn TPY x--- x PP

oll Z; est un sous-schéma fermé intégre de ]P";(". On choisit un indice i pour
lequel Z; # P}. On a (voir remarque 2 la fin du paragraphe 3 de [R2])

d(Z;) < (ﬂ)
00

hG)+) (8{(Stu, +1log2) + ﬁ) +
=1

et

Sh(Z:) < u; (ﬁ)
(¢4}

En vertu des lemmes de la partie 4 on peut trouver un polynéme T dans I’idéal
de Z; tel que degT =d(Z;) et

u

—1
3 log IB’I} .

3

d(Z;) + u;
h(T) < h(Z)) +d(Z))(u; + 1)logd(Z;)(u; + 1) + log < . )

1

en multipliant par 8, et en combinant les estimations on obtient le résultat. O
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oy N _3 mdimX i1
On utilise ce théoréeme avec G, x' = 7w (x), o9 = mA HJ="+1 @i+ et

8 = (ITj~, D;) 8. Vérifions les hypothéses. Le polyndme G est d’indice au
moins ¢ par rapport a § donc d’indice au moins (J]/Z, D,~)—1 o par rapport 2
8. De plus

(H D,~> ol < (H D,~> e "6 max(2D; — 1)(u; + 1)
i=1 l
D;

i=1
m
: (H
i=1

2
) 32m? dim X (4m)™ 4™ X max D;.

Par hypothése de récurrence (voir théoréme 3.1) ceci est bien majoré par o, L
L’hypotheése 1 est donc prouvée. Pour 2 on a clairement

’ .q2 2 u mdimX , .
5  nig > ¢ > (m) =A3qu=u+1 @j+1)

’ - 2
81 Ni+14; 41

puisque u > m et que 1’exposant est une fonction décroissante de u. Pour 3 on
écrit og/m < A™3 < 2mdim X) 73" 4mX < (24)73* qui donne le résultat.

Par conséquent, on obtient un polyndme T qui vérifie toutes les conditions
de la proposition 4.2 sauf peut-étre pour la hauteur. Pour celle-ci, on a la borne
(on divise la majoration obtenue dans le théoréme par [[/L, D;)

§ih(T) < u; (aﬁo) [h(]—') +) " 8i(Sty, + log2)

=1

("i) “ (ui+1) log(u; +1) (”_1)“+10g ((m/ao)"+u,->
o 00 U

1

+ 6; + o(d).

En prenant d assez grand on a

8:h(T) < u; (—”1)
ap

car log ((”’/"?}"*“") < u; (%)u et 1 +1log2+u;log(u;+1) <log(u; + 1) (%)u
(A >u;+1et A>16). On applique alors le lemme 6.3 et cela donne bien

h(F)+33 8 log(u + 1) (ﬁ) ]
I=1 %

. . 2 mdimX , . m
ma?h(T) <8(dim X)(amy dm X i —ust p G2 Tl 00 5 02
=1

qui est la conclusion de la proposition 4.2.
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