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Quelques propriétés des opérateurs maximaux
associés à une classe d’opérateurs elliptiques et dégénérés.

P. BOLLEY - J. CAMUS (*)

Introduction

On se propose d’étudier la coïncidence entre prolongement « fort » et

prolongement « faible » pour une classe d’opérateurs elliptiques à l’intérieur
d’un ouvert de dégénérés au bord de cet ouvert, le bord étant caracté-
ristique. Cette étude permet de résoudre les problèmes d’existence de traces
et de formule de Green pour les éléments du domaine du prolongement
« faible » de ces opérateurs.

Soit .L un opérateur différentiel linéaire sur Rn d’ordre m à coefficients
« suffisamment réguliers » et soit D un ouvert borné de Selon K. O. Frie-

drichs [8], on considère les deux extensions fermées de .L suivantes: L.w, pro-
longement « faible » de L, ou encore, « opérateur maximal » dans L2(Q) as-
socié à L, défini par:

et prolongement « fort » de L, défini par:

On vérifie facilement que les opérateurs et L. sont fermés et que L~
est une extension fermée de Z~.

(*) U. E. R. de Mathématiques et Informatique, Université de Rennes,
35031 Rennes - Cedex.

Pervenuto alla Redazione il 18 Luglio 1973.
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Le problème général est de savoir à quelles conditions (sur l’opérateur L
et sur l’ouvert S~) on a l’identité Z~ = Lw i.e. à quelles conditions

D(L; Jj) étant muni de la norme du graphe.
Ce problème intervient dans de nombreuses questions, en particulier,

en ce qui concerne les problèmes aux limites attachés à L (voir par

exemple: [12] et [9]).
Plusieurs auteurs ont résolu la validité de (~x ) pour diverses classes d’opé-

rateurs différentiels (voir par exemple: [8], [10], [11], [12], [1] et la biblio-
graphie de ce dernier).

Dans [1], C. Baiocchi traite le problème Ls = à l’aide d’une variante

du « lemme de Friedrichs ». Il obtient ainsi un résultat général qui redonne
comme cas particuliers presque tous les résultats obtenus jusqu’alors et avec
quelques précisions supplémentaires concernant la régularité de l’ouvert SZ
et des coefficients de l’opérateur L.

Dans cet article, on « résoud » le problème Ls == Lw pour une classe d’
opérateurs elliptiques et dégénérés (cf. [2], [14], [15], [6] ) :

où k et m sont deux entiers :&#x3E;1, où P--h(X; D.,) est un opérateur aux dérivées
partielles où P--h(X; Dx) est un opérateur d’ordre m ellip-
tique dans S2, et où 99 est une fonction de classe C°°, équivalente à la distance
au bord 212 de Ce sont des opérateurs d’ordre m, elliptiques à l’intérieur
et dont la dégénérescence au bord est d’ordre k.

La méthode utilisée est une méthode de transposition comme dans [12]
associée à deux théorèmes de régularité analogues au théorème de régularité
à l’intérieur pour un opérateur elliptique. Ces théorèmes sont démontrés

au chapitre I (théorèmes 1.1 et 1.2).
Au chapitre II, on énonce les résultats obtenus concernant la validité

de ( ) (proposition 2.1 et théorème 2.2). Dans le cas où on en déduit

que (espace des fonctions de classe C°’ à support compact dans S~)
est dense dans D(L; SZ) (théorème 2.1).

De la densité des fonctions régulières dans le domaine maximal D(L ; S~)
associé à L, on déduit, par des méthodes classiques (cf. [12~), l’existence de
traces pour les éléments de D(L ; S2); c’est l’objet du chapitre III.

Au chapitre IV, on donne quelques applications simples des résultats
obtenus aux chapitres II et III. En particulier, y on obtient de nouveaux
théorèmes de traces concernant les opérateurs elliptiques (cf. théorème 4.4).
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Enfin, au chapitre V, on résoud le problème de la formule de Green posé
par M. M. Baouendi-Goulaouic pour l’opérateur étudié par eux dans [2].
L’intérêt de ce cas particulier provient du fait que la propriété (*) n’est pas
vraie pour cet opérateur et cependant il existe une formule de Green pour
les éléments du domaine maximal; en particulier, cela permet d’interpréter
le problème de [2] comme un « vrai » problème aux limites.

Le plan est le suivant:

I. Deux Théorèmes de Régularité.

1.1. Une inégalité du type « compacité » pour les espaces de Sobolev avec
poids Wk.

1.2. Un lemme de dérivées intermédiaires.
1.3. Quelques propriétés d’une classe d’opérateurs différentiels elliptiques et

dégénérés.
1.4. Les théorèmes de régularité.

II. Théorèmes de Densité pour les Domaines d’Opérateurs Différentiels Maximaux
Associés à une Classe d’Opérateurs Elliptiques et Dégénérés.

II.1. Notations et hypothèses.
II.2. Enoncé des résultats.
II.3. Démonstration des théorèmes 2.1 et 2.2.

III. Théorème de Traces pour les Domaines d’opérateurs Différentiels Maximaux As-
sociés à une Classe d’Opérateurs Elliptiques et Dégenérés.

III.1. La formule de Green.
III.2. Le théoreme de traces.

IV. Quelques Applications.

IV.l. Une application aux problèmes aux limites.
IV.2. Un résultat de régularité.
IV.3. Applications aux opérateurs elliptiques.

V. Etude d’un Cas Particulier.

V.l. Notations et hypothèses.
V.2. Formule de Green et théorème de trace.
V.3. Application aux problèmes aux limites.

Bibliographie.
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1. - Deux théorèmes de régularité.

Ce chapitre a pour but d’établir les deux théorèmes de régularité locale
à partir desquels on résoudra au chapitre II le problème de densité des fonc-
tions régulières dans le domaine maximal des opérateurs considérés.

Tout d’abord, on rappelle et on complète des résultats relatifs aux espaces
de Sobolev avec poids donnés dans [6] et à une classe d’opérateurs dif-
férentiels elliptiques et dégénérés à une variable donnés dans [5].

1.1. Une inégalité du type pour les espaces de Sobolev avec

poids W~ .

Soit n un entier &#x3E;1. Le point générique de ltn sera noté x = (x’, t)
avec x’ _ (xl, ..., On notera ~+ le demi-espace de Rn défini par :

Etant donnés deux entiers k et on définit les espaces de Sobolev

avec poids suivants:

où d’une manière générale, gs(Rn) désigne l’espace de Sobolev d’ordre s

sur 

L’espace est un espace de Hilbert pour la norme:

PROPOSITION 1.1. Pour tout entier h tel que l’application

est linéaire continue de

DÉMONSTRATION (cf. [6]). Il est facile de voir que l’injection de 
dans n’est pas compacte. Cependant, on a le résultat suivant:

PROPOSITION 1.2. Pour k on a : pour tout E &#x3E; 0, il existe une

constante 0 telle que, pour h = 1, ..., k et pour tout u E w§J’(Rn), on ait:



265

DÉMONSTRATION :

1-ère étape : démonstration de la proposition 1.2 pour n = 1. Il suffit

d’établir que pour tout E &#x3E; 0, il existe Ce&#x3E; 0 telle que pour tout 
on ait:

et comme 3)(R) (*) est dense dans W»I(R), (cf. [5]), il suint de prouver cette
inégalité pour 

Désignons par Fu la transformée de Fourier de u:

Soit u E 5)(R), on a:

Par suite,

utilisant l’inégalité classique ab ea2 + ceb2, on obtient l’inégalité (1.1 ).

2-ème étape : démonstration de la proposition 1.2 pour Il suint

d’établir que, pour tout E &#x3E; 0, il existe C &#x3E; 0 telle que pour tout u E 
on ait:

(*) Si 12 est un ouvert de R, on note +(Q), l’espace des fonctions de classe C-
de il dans C à support compact dans Q et +(D) l’espace des restrictions à Q des
fonctions 

18 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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et, puisque est dense dans on peut se limiter aux fonctions

Désignons par la transformée de Fourier de u sur 1W :

Pour tout la fonction définie sur R par 
_ le’ 12)1) est la transformée de Fourier sur R d’une fonction v
appartenant à Appliquons l’inégalité (1.1) à cette fonction v, il vient:

On fait le changement de variable t = z(1-f- ~~’ ~~~~, on divise par

(1+ on intègre par rapport à et sur Rn-1 et finalement, on ob-
tient (1.2).

L’espace étant dense dans il en résulte que l’espace dual
est un espace de distributions. Plus précisément, s’iden-

k

tifie à l’espace des distributions T de 1)’(Rn) de la forme: T = ltigj où g; ,
i=O

pour = 0, ..., k, appartient à H-m+k-i(Rn). De plus, la norme d’espace dual
sur est équivalente à la norme:

1.2. Un lemme de dérivées intermédiaires.

Etant donnés deux nombres réels s et r, on désigne par HS."(Rn) l’espace :.

(*) On désigne par 8’(R") l’espace des distributions tempérées sur Rn (cf. [13]).
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muni de la norme:

Pour k entier &#x3E; 0, on désigne par Wk(s, r; Rn) l’espace:

muni de la norme:

On a alors:

LEMME 1.2. Si u appartient à Wk(s, r; Rn), alors, pour h = 0, ..., k, on a :
tk-huEHs.r-h(Rn) et t’apptication : u I-+tk-hU: TPk(s, r; Rn) 1-+ Hs,r-h(Rn) est linéaire
continue.

REMARQUE 1.2. Par transformation de Fourier, ce résultat peut être
considéré comme un lemme de dérivées intermédiaires dans des espaces avec

poids.

DÉMONSTRATION DU LEMME 1.2:

1-ère étape : en dimension n = 1, le lemme 1.2 exprime que si v E HS(R)
et si tkv E alors pour h = 0, ..., k, tk-hv E HI(R) et il existe une con-

stante C &#x3E; 0, indépendante de v et h telle que:

ce résultat est immédiat.

2-ème étape: soit UEWk(s,r;Rn) et pour presque tout dé-

finissons l’élément v par sa transformée de Fourier lÇ’v par: FV(T) ==

- ,~ ~(~’, (1-f- ~ ~’ ~2 )~~) . Ainsi, et tkv E HS(lEg) ; appliquons l’inéga-
lité ( 1. 3 ) à v :
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On fait le changement de variable y = (1 + on multiplie l’iné-
galité obtenue par on obtient:

On intègre cette inégalité par rapport à e’ sur Rn-1 et finalement, on
obtient le résultat du lemme 1.2.

1.3. Quelques propriétés d’une classe d’opérateurs différentiels elliptiques
et dégénérés.

On va rappeler et compléter les résultats de régularité pour la classe
d’opérateurs différentiels à une variable étudiée dans [5].

Soit L(t; D,) l’opérateur différentiel ordinaire défini sur R par:

où Dt = (lji)(djdt), et où m et k sont deux entiers &#x3E; 1 et où:

(i) pm-h(Dt), pour 0 c h c Min (m, k), est un opérateur différentiel or-
dinaire d’ordre ~m2013~y à coefficients constants complexes:

(ii) est un polynôme de degré m ne s’annulant pas sur R.

Cette classe d’opérateurs différentiels a été étudiée dans [5] et [7], nous
citons maintenant les résultats dont nous avons besoin par la suite.

Désignons par 0(e) = 0 l’équation déterminante associée à l’opérateur L :
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On a alors :

PROPOSITION 1.3. Soient p et q deux entiers avec q &#x3E; 0 tels que l’équation
0(e) = 0 n’ait pas de racine dans la bande:

Si u appartient à et si Lu appartient à alors u appartient
à k .

Cette proposition a été démontrée pour p &#x3E; 0 dans [5] lorsque k  m et
dans [7] lorsque k &#x3E; m. Les démonstrations données sont valables pour p
entier quelconque.

Par transposition, on déduit de la proposition 1.3, la:

PROPOSITION 1.4. Soient p et q deux entiers avec q &#x3E; 0 tels que l’équation
= 0 n’ait pas de racine dans la bande :

Si u appartient à et si Lu appartient à alors u ap-

partient à 
Pour tout entier p, désignons par l’espace des distributions

à support dans ~+. Notons d’autre part, 
LT = 01. Il résulte du théorème 2.1 de [5J et [7], que:

PROPOSITION 1.5. Soit p un entier tel que l’équation 0(g) = 0 n’ait pas de
racine située sur la droite Re O = - p - 2 et tel que {O},
alors l’opérateur L(t; D,) est un isomorphisme de sur un sous-espace

fermé de 
Il sera utile d’analyser la condition Ker L r1 ~01. Signalons

que cette situation a toujours lieu dès que l’équation 0(p) = 0 n’admet pas
de racine dans le demi-espace Re e c - p - 1. 2 Dans le cas général, cette
condition, Ker L r1 = {01, implique des conditions algébriques sur

l’opérateur L et, dans certains cas, ces conditions algébriques sont aussi
sufhsantes. Plus précisément, pour trouver les conditions algébriques que
cette condition implique à l’opérateur L, on utilise la proposition suivante

(cf. [5] ) .
PROPOSITION 1.6. Soit u* 0 appartenant à telle que Lu= 0 dans

U)’(R). Les propositions suivantes sont équivalentes:

( i ) u est à support dans R+.

(ii) la transformée de Fourier Fu de u est holomorphe dans un voisinage
de Imr  0.
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Cette proposition permet de ramener l’étude de Ker L r1 à une

étude d’holomorphie des transformées de Fourier des distributions T E H°(R)
vérifiant .LT = 0 dans 3)’(M) au voisinage des zéros de Pm(z) situés dans
Im i  0.

Ainsi, lorsque m = 2 et k = 1, on obtient (cf. [5], chapitre III) :

si et seulement si il n’existe pas d’entier n &#x3E; 0 tel que : P1(T_) = i np2 (1’+ - 1’_),
où i+ et T- sont les racines de P2 (i ) = 0 supposées vérifiées lm T+ &#x3E; 0 et
Im -r-  0.

1.4 Les théorèmes de régularité.

a) Notations et hypothèses.
Soit L - D.,) l’opérateur défini sur Rl par:

où

où k et m sont deux entiers &#x3E;1 et où:

(i) .Dx), pour h = 0, ..., Min (m, k), est un opérateur aux déri-
vées partielles à coefficients indéfiniment dérivables dans ~n, d’ordre infé-
rieur ou égal à m - h :

(ii) ~m(o; .Dx) est un opérateur à coefficients constants elliptique.

Désignons, pour tout nombre réel r &#x3E; 0, par B(O, r) la boule ouverte de
centre 0 et de rayon r dans Rn.

Lorsque k &#x3E; m, on va établir le:

THÉORÈME 1.1. Il existe 0 tel que : si et 

alors : pour toute on a : 
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Lorsque 1  k  m, il est nécessaire d’imposer des conditions à l’opéra-
teur £ pour espérer un résultat voisin de celui du théorème 1.1.

A cet effet, introduisons l’opérateur £° - £°(ce; Dz) défini par:

où

est la partie principale de l’opérateur Dx). Pour tout vecteur RI,-’,
notons ( ~’, Dt) = (~1, ..., ~:-1’ Dt) et CO(x; ~’, Dt) =- CO(x; (e, Dt)). Enfin, on

le polynôme:

Ainsi, pour 1  k  m, on va établir le :

THÉORÈME 1.2. On suppose que l’équation = 0 n’admet pas de racine

dans la et que l’espace 
est réduit à {0} pour tout vecteur =1. Alors :

Il existe 0 tel que: si U E L2 (B ( 0, 1)) avec supp u c B(O, 1 ) r1 et si

LUE .L2(B(0, 1 ) ), alors : pour toute Bo), on a :
-Wk

b) Démonstration du théorème 1.1:

On va d’abord établir un lemme valable aussi bien pour k&#x3E;m que pour
1km.

LEMME 1.3. Soit 1 un entier ~ 0. Il existe une constante Ea &#x3E; 0 telle que :
Si u E avec supp u c B(O, el), si ayaxz E et si 

E H-m+l(Rn) alors : 

DÉMONSTRATION. On a:
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et, d’après les hypothèses faites, cela implique que E H-m+l(Rn).
L’opérateur étant elliptique, il existe donc une constante sI&#x3E; 0

(cf. [12], théorème 3.1, chapitre II) telle que:
Si avec supp u c B (0, Sl) on ait :

Or,

Utilisant la proposition 1.1, il vient: pour tout U E avec

supp u c B ( o, on a :

Pour h =A 0, posons:

Si h est assez petit, on a: supp (r2ihU) c B(o, s,) et on peut donc appli-
quer l’inégalité (1.4) à 

Posons: on vérifie que:

et donc

Puisque, par hypothèse, 8u j 80e/ E et H-m+l(Rn), il en ré-
sulte que QihU demeure dans un borné de lorsque h varie; ceci im-
plique que ce qu’il fallait démontrer.

(*) On désigne ici et dans la suite par C une constante positive pouvant changer
d’une inégalité à l’autre mais indépendante des fonctions considérées.
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On démontre maintenant le théorème 1.1. On fait l’hypothèse de récur-
rence suivante:

(Hz) Il existe ~&#x3E;0 tel que: si ~e~(~(0,l)) et ~eZ~S(0,l))~ alors:

pour toute on 

pour 

L’hypothèse (H) est vraie : Bo) où Bo est un

nombre inférieur à 1 satisfaisant aux conditions du lemme 1.3 pour ~==0.

On a évidemment Raisonnons alors par récurrence sur la 1 et

supposons que pour avec et montrons que

pour 
Soit donc a tel que On a:

Par ailleurs, on a aussi:

où 1p est une fonction de 3)(R~), supp 1p 80)’ telle que 1f’ifJ = ifJ, et où [,]
est la notation classique du commutateur de deux opérateurs.

D’après l’hypothèse de résurrence, on a : Dx, ( a/ax2, ) Dx,
puisque k ~ m; puisque si v E 

alors pour h = 0, ..., k.
Appliquons le lemme 1.3 avec Z = 0, il vient : 

ceci est valable pour ~=1,...~20131. Par suite, pour
1. La récurrence est donc vraie, ce qui prouve que (Ho) est vraie.

l’hypothèse (Hl) implique l’hypothèse (Hl+1) : 
où sera choisi convenablement.

On montre tout d’abord que si 8 est assez petit, alors 

Pour cela, on remarque que:

En effet :

pour 1 + 1 c h c m; on a : t’ou EHo.m(Rn) d’après et Ou E Ho.m-k(Rn)
puisque k&#x3E;m, donc, d’après le lemme 1.2, tk-hou Par suite,
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pour

pour

pour
L’assertion (1.8) est alors une conséquence de (1.7).

et des calculs précédents que:

L’équation déterminante associée à (1.9) est

et, puisque

il en résulte que:

pour tout
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Or, on peut trouver tel que l’équation ~(~’;p)+~"~~p(~2013l)...
.. (e - k + m + 1) = 0 n’admette pas de racine dans la bande : - 1 -E- 7~ - 2 c

pour Ainsi, de (1.10), on déduit (cf. : propo-
iition 1.3) que, pour s assez petit, 

Revenant à l’équation on obtient que:

et puisque Dx) est elliptique, il en résulte que tkou E H’+1(Rn), i.e.:

OU E Wlk+ 
Ainsi, avec on a: Mon-

trons maintenant par récurrence sur lexl que pour 

c m - l -1. Ceci est vrai pour Supposons donc que 

pour avec rm-1-1. D’après l’hypothèse de récur-,
rence, on a : Dx, puisque k&#x3E;m;

d’après (1.6) et (1.7).x
Appliquons le lemme 1.3 avec 1 + 1, il vient: 

ceci est valable pour i = 1, ..., n -1. Par suite, D’, Ou E pour
1. La récurrence est donc vraie, ce qui prouve que (Hl+1) est vraie.

Finalement, (Hm) est vraie, i.e.: le théorème 1.1 est démontré.

c) Démonstration du théorème 1.2. On commence par établir un lemme

général :
LEMME 1.4. On suppose que l’équation = 0 n’admet pas de racine sur

la droite Reo = - p - t, p étant un entier fixé. On suppose de plus que
l’espace Ker £° (0; co’, Dt) f1 est réduit à {01 pour tout vecteur W-’

= 1. Alors :

Il existe 0 tel que: si u E avec supp Ev) f1 Rn,
et si E alors : ôujôx; E 

DÉMONSTRATION. Pour tout oic- = 1, l’opérateur f:°(0; (0’, DI)
satisfait aux hypothèses de la proposition 1.5. Utilisant les méthodes de [6],
on démontre alors qu’il existe une constante Ev&#x3E; 0 telle que:

Si u E avec supp u c B(O, Ev) fi R~ on ait:

Conservant les notations introduites pour le lemme 1.3, on applique
l’inégalité (1.11) à 
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Comme au lemme 1.3, y on vérifie que:

et, puisque il en résulte que demeure dans un

borné de lorsque h varie; ceci implique que ce qu’il
fallait démontrer.

On démontre maintenant le théorème 1.2. On fait l’hypothèse de récur-
rence suivante:

Il existe ~&#x3E;0 tel que : si avec 

et LU e L2(B(0, 1)) alors : pour toute fonction § e supp çJ c B(0, 8p),
on a : pour et pour

|a|m-k-p.

.L’hypothèse vraie: où 80 est un
nombre inférieur à 1 satisfaisant aux conditions du lemme 1.4 pour p = 0.

On a évidemment Raisonnons alors par récurrence sur la 1 et

supposons que pour avec r C m -1~ et montrons que
Soit donc oc tel quel D’après l’hypo-

thèse de récurrence, on a:
avec et ~(J9~ 

d’après (1.6) et (1.7).
Appliquons le lemme 1.4 avec p = 0, il vient : 

ceci est valable pour ~==1~...~20131. Par suite, pour

la 1  ~-)-1. La récurrence est donc vraie. On a ainsi montré que D:, ifJu e 
pour 

Revenant à l’équation on obtient que:

et, puisque est elliptique, il en résulte (pourvu que EO soit assez

petit) que i.e. : 

Raisonnons alors par récurrence sur lai et supposons que ifJu E 
pour avec r C m -1 et montrons que Dx, ifJuE pour 

Soit a tel que D’après l’hypothèse de récurrence, on a:

puisque pour

d’après (1.6) et (1.7).
Appliquons le lemme 1.3 (pourvu que Eo soit assez petit), il vient:

ceci est valable pour i = 1, ... , n -1. Par suite,
pour lai c r -f--1. La récurrence est donc vraie, ce qui prouve

que est vraie.
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Si l’hypothèse (Xp) implique l’hypothèse Soit

çJ E ~(Rn), supp 0 c B(O, ê) oÙ e E JO, e,] sera choisi convenablement.
On montre tout d’abord que si e est assez petit, alors 

Pour cela, on remarque que:

En effet :

- pour on a: tkou E Hi.m-i(Rn) d’après (Ki) et Ou E Hi.m-i-k(Rn),
donc, d’après le lemme 1.2, tk-hou E Par suite, pour lai -E- j 
c m - h, on a : Mais puisque p  m - k,
on a :

il en résulte que: -.

pour

Or, d’après (Kv) et le lemme

suite, pour

lVlais, puisque
il en résulte

pour
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pour
L’assertion (1.12) est alors une conséquence de (1.7).

des calculs précédents que:

L’équation déterminante associée à (1.13) est D’après
l’hypothèse faite dans le théorème 1.2, il existe 8p+l &#x3E; 0 tel que si C e2)+I’

l’équation ~(x’, ~) = 0 n’admette pas de racine dans la 
Ainsi, de (1.13), on déduit (cf. : proposition 1.4) que, pour

E ~ £~+1 et assez petit, 
Par ailleurs, d’après (Kp) , on a : pour i == 1, ... , n -1

puisque il en résulte que 

Ainsi, avec on a : Mon-

trons maintenant par récurrence sur que pour 

m2013~2013~20131. Ceci est vrai pour lexl = 0. Supposons donc que D:,,pu E
pour avec r C m - k - p -1. D’après l’hypothèse de ré-

currence, on a: D:, ifJu e avec supp D§ , ,pu c B(0, eV+1) r1 R~ et

d’après (1.6) et (1.7). 
1

Appliquons le lemme 1.4 avec p il vient : 

ceci est valable pour i = 1, ... , n -1. Par suite, pour
La récurrence est donc vraie. On a ainsi montré que 

pour 
Revenant à l’équation C(ifJu) EH-m+p+2(Rn), on obtient que:

et il en résulte que (pourvu que 8p+1 soit assez petit) i.e. :

Raisonnons alors par récurrence sur lai et supposons que Dx, e 

pour avec r  m - p - 2 et montrons que pour

|a|r+1
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Soit a tel que D’après l’hypothèse de récurrence, on a:

Dx, OU E -W~,+2 k (R -); puisque Dx, Ou E HP+1(Rn) pour
d’après (1.6) et (1.7).

Appliquons le lemme 1.3 (pourvu que soit assez petit), il vient:

ceci est valable pour i==1,...,n-1. Par suite,
pour La récurrence est donc vraie, ce qui

prouve que (j8~+i) est vraie.
Finalement, est vraie.

Pour achever la démonstration du théorème 1.2, on remarque que (Km-k)
implique (Hm-k+1). Montrons maintenant que, si m - k + 1  1  m, l’hypo-
thèse (Hz) implique l’hypothèse (HZ+1): la démonstration est identique à celle
faite pour le théorème 1.1 en remarquant que est vraie.

Finalement, (Hm) est vraie i. e. : le théorème 1.2 est démontré.

Il. - Théorèmes de densité pour les domaines d’opérateurs différentiels ma-
ximaux associés à une classe d’opérateurs elliptiques et dégénérés.

II.1. Notations et hypothèses.

Soit S~ un ouvert borné de Rn, de frontière .h’. On suppose que il est une
variété à bord de classe 000. On se donne une fonction 99 de Rn dans R, de
classe C°° et vérifiant:

pour x appartenant à 7B

où grad est le vecteur gradient associé 

Soit l’opérateur différentiel défini sur S~ par:

où m et k sont deux entiers et où:

(i) Dx), @ pour h = 0, ..., Min (m, k), est un opérateur aux déri-
vées partielles à coefficients indéfiniment dérivables dans S2, d’ordre inférieur
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ou égal à m-

où

(ii) Pm(x; Dx) est un opérateur d’ordre m elliptique dans 17 i.e. pour
tout x appartenant à D et pour tout vecteur e de 0.

On désigne par D(L; Q) le domaine maximal dans Z~(S~) de l’opéra-
teur L, i.e.

L’espace D(L ; S~) est un espace de Hilbert pour la norme:

II.2. Enoncé des résultats.

Lorsque k ~ m, on va établir que :

THÉORÈME 2.1. Si k&#x3E;m, l’espace U)(12) est dense dans le domaine maximal
D(L; il) associé à t’opérateur L.

Lorsque 1  k  m, il y a lieu d’imposer des conditions supplémentaires
à l’opérateur L. Introduisons les conditions (Hl) et (H2) suivantes:

(.Hl) Pour tout x appartenant à F, l’équation 0(x; e) = 0 avec

n’admet pas de racine é dans la bande : 2013m-p2013Re2013 où
~) == 2: ~’~(.r)~ est la partie principale de l’opérateur Pm-h(x; Dx).

|a|=m-h
Afin de définir la condition (H2), désignons par L* l’opérateur adjoint

formel de l’opérateur L; c’est un opérateur du même type que l’opérateur L :

La condition (g2) s’exprime alors:
(H2) Pour tout r appartenant à r et pour tout $ # 0 appartenant à T x,
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espace cotangent en x à I, l’équation:

n’admet que la solution v = 0 dans L2 (R).
On peut alors énoncer le:

THÉORÈME 2.2. Si 1  k  m et si l’opérateur L satisfait aux conditions
(Hl) et (H2) alors : l’espace D(17) est dense dans le domaine maximal D(L; Q)
associé à l’opérateur L.

Utilisant les résultats de 1.3, on déduit:

COROLLAIRE 2.1. Si 1  7~  m et si = 0 n’admet pas de

racine dans le demi-espace Reg &#x3E;- - m + k - .1 alors : l’espace est dense

dans le domaine maximal D(L; il) associé à l’opérateur L.
D’une manière générale, la condition (H2) implique des conditions algé-

briques sur l’opérateur .L et, dans certains cas, ces conditions algébriques
sont aussi suffisantes. Ainsi, lorsque m = 2 et 7~ = 1 et si l’on suppose de

plus que l’opérateur P2(x; Dx) est proprement elliptique dans lJ, on peut
interpréter la condition (H2) par une condition algébrique équivalente.

Posons, pour x appartenant à .1~’, e(x) = iP’(x; gradT(X»/p2(x; grad 
et définissons, pour x appartenant à F, la condition C(x) suivante:
C(x) : pour tout $ appartenant à Tx, espace cotangent en x à r, il n’existe pas

d’entier tel que:

où -r,(x; ~) et T_(X; ~) sont les racines à partie imaginaire positive et négative
de l’équation P2(x; ~ + T = 0.

On a alors :

COROLLAIRE 2.2. Si m = 2 et k = 1 et si de plus l’opérateur P2(X; D,,,)
est proprement elliptique dans fi, alors:

(i) si Re e(x)  - -~l pour tout x appartenant à F: l’espace 1)(.Q) est

dense dans D(L; 

(ii) si, pour tout x appartenant à F, Re &#x3E; - 2 et si la condition

C(x) est vérifiee : l’espace D(D) est dense dans D(L; Q).

REMARQUE 2.1. Il est facile de -vérifier, en dimension n = 1, que la con-
dition (Hl) est nécessaire pour espérer un résultat analogue à celui du

théorème 2.2.

19 - Annali della Scuola Norm. di Pisa
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II.3 Démonstration des théorèmes 2.1 et 2.2.

Le principe de démonstration des théorèmes 2.1 et 2.2 est la méthode
de dualité de [12] qui ramène le problème de densité des fonctions régulières
dans le domaine maximal à un problème de régularité.

Le théorème 2.1 résulte en fait de la proposition suivante:

PROPOSITION 2.1. Si k&#x3E;m, l’espace 5)(9) est dense dans le domaine maximal
D(.L; il) associé à l’opérateur L.

DÉMONSTRATION. Soit u ~ M(u) une forme linéaire continue sur D(L; il)
nulle sur i.e.:

Par ailleurs, il existe f et g dans L2(Q) telles que:

La condition (2.1) est alors équivalente à:

ou g (resp. f ) est le prolongement par 0 de g (resp. de f ) dans Rn - S2. (on
suppose évidemment que les coefficients de l’opérateur L sont prolongés à Atn)

L’opérateur L étant elliptique dans S2, on en déduit que g E 
D’autre part, d’après (2.3) et le théorème 1.1, on déduit que g E (*).
L’espace étant dense dans l’espace il en résulte que M(u) = 0
pour tout u appartenant à D(L; ,S2). Ce qui achève la démonstration de la
proposition 2.1.

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.1. On raisonne encore par dualité.

Soit u ~ .M(u) une forme linéaire continue sur D(L; Q) nulle sur D(Q), i.e. :

Par ailleurs, il existe f et g dans L2(Q) telles que:

(*) Pour les propriétés des espaces de Sobolev avec poids on renvoie
à [6] et [7].
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La condition (2.4) est équivalente à:

Ainsi 9 appartient à D(L* ; S~). L’opérateur L* étant du même type que
l’opérateur L, il résulte de la proposition 2.1 que ~(S~) est dense dans

D(.L~‘ ; S~) . Par ailleurs, puisque k&#x3E;m, on a:

Par suite, on a: pour tout u appartenant à D(Q), M(u) = 0 ; D(D) étant
dense dans D(L; Q) (proposition 2.1 ), il en résulte que --LY 0. Le théo-

rème 2.1 est ainsi démontré.

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.2. La démonstration est analogue à
celle de la proposition 2.1 en remarquant toutefois que l’on déduit de (2.3)
et du théorème 1.2 que g E = {u E Hô -k(,~); u E On ter-

mine alors comme dans la proposition 2.1.

III. - Théorème de traces pour les domaines d’opérateurs différentiels ma-

ximaux associés à une classe d’opérateurs elliptiques et dégénérés.

Des théorèmes de densité obtenus au chapitre II et à l’aide d’une formule
de Green pour les fonctions régulières, y on va déduire l’existence de traces
pour les éléments du domaine maximal associé aux opérateurs considérés.
La méthode utilisée est une méthode globale comme dans [12].

111.1 La formule de Green.

Soit L Dx) un opérateur défini sur Rn par:

où k et m sont deux entiers &#x3E; 1 avec 1  k  m et où les opérateurs
Dx) satisfont aux conditions du paragraphe 1.4.

On notera ~.* l’opérateur adjoint formel de l’opérateur £ i.e.: l’opérateur
défini par:

pour tout u et v dans 
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On notera aussi 0(x; ~o) le polynôme

Soit maintenant un système d’opérateurs de la forme:

où appartiennent à et où mq est un entier satisfaisant à

On suppose que le système forme un système
de Dirichlet d’ordre m - k sur la boule unité de On a alors le résultat

suivant :

PROPOSITION 3.1. Il existe un systè1ne d’opérateurs 

où les fonctions appartiennent à avec

pour tout x’ dans la boule unité de de telle sorte que l’on ait la formule de
Green suivante :

pour tout u et v appartenant à 5)(R") à support dans la boule unité de Rn.
De plus, un tel système est unique.

DÉMONSTRATION. Pour u et v dans 1)(ÎÎ" ), on obtient par intégration par
parties la formule :

où Q~ est l’opérateur défini par:
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Le coefficient de dans lqopérateur Qq est donc égal à

~(~;201312013~).
Par ailleurs, le système ~~3q~â ô -1 étant un système de Dirichlet d’ordre

m - k sur la boule unité de on peut écrire (cf. : lemme 2.1, chap. II, [12]) :

où est une fonction indéfiniment dérivable et non nulle dans la boule unité

de Rn-1 et les llqs, pour 0  s  q, sont des opérateurs différentiels dans Rn-1
d’ordre c q- s et à coefficients de classe C°°, et où Ps, pour s = 0, ..., m - k -1,
désigne celui des opérateurs $q d’ordre s.

Désignons par ~.â q l’opérateur adjoint formel de AqS i.e.: l’opérateur dif-
férentiel dans R n-1 défini par:

pour tout u et v dans à support dans la boule unité de 
La formule (3.1) s’exprime alors:

pour tout u et v dans D(R)) à support dans la boule unité de 
m-k-1 

_

Le coefficient de dans l’opérateur llqsQq est égal à 
m-k-1 ~=s

~ ~(x’ ; -1- s) . Notant eq l’opérateur A;sQq pour lequel Fs = la
g=s

formule (3.2) est la formule de Green cherchée.
L’unicité du système est immédiate.

On peut maintenant énoncer le théorème de la formule de Green qui nous
sera utile pour la suite. On se place dans les conditions du paragraphe II.1.

THÉORÈME 3.1. Soit L un opérateurs du type indiqué au paragraphe II.1
pour lequel 1  k  m. On suppose que l’équation

n’admet pas de racines dans l’ensemble.
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Soit un système d’opérateurs frontière sur r à coefficients indé-
f iniment dérivables sur r, avec ordre de Bq = mq. On suppose que ce système

est un système de Dirichlet d’ordre m - k sur r.
Dans ces conditions, il existe un système d’opérateurs frontière 

unique ayant les propriétés :

(i) les coefficients de Cq sont dans C°° (h) et l’ordre de C, est égal à

(ii) le système est un système de Dirichlet d’ordre m - k sur -r,
de telle sorte que l’on ait la formule de Green suivante:

pour tout u et v dans désigne l’opérateur adjoint formel de l’opérateur L).

DÉbIONSTRrATION. Par « Cartes locales » et « partition de l’unité », on se
ramène à la situation de la proposition 3.1.

111.2 Le théorème de traces.

Dans ce paragraphe, on utilise les notations du chapitre II.

THÉORÈME 3.2. Soit L un opérateur pour lequel 1  k  m vérifiant les
conditions et (H2).

Soit un système d’opérateurs frontière sur r à coefficients in-

dé f iniment dérivables sur r avec ordre de Bq = m,. On suppose que ce système
un système de Dirichlet d’ordre m - k sur r.

Dans ces conditions, l’application: u ~ i)(û) --&#x3E; 
prolonge par continuité en une application linéaire continue encore notée

e-k-1

u ~-&#x3E; de D(L; il) dans il plus, pour uED(L; Q)
a=o

et v E on a la « formule de Green » :

(Les opérateurs C, étant les opérateurs introduits au théorème 3 .1 ) .

DÉMONSTRATION. Il est clair que l’hypothèse (H,) implique l’hypothèse
du théorème 3.1. Puisque est dense dans D(L; Q) (théorème 2.2), il

suffit de prouver que l’application: u -&#x3E;» ~(,~2) ~ est
m-k-1 

° °

continue de D(L; Q) dans il 
q=o
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Utilisant le lemme 2.1, chapitre II de [12] et la proposition 1.10, chapitre 1
m-k-1

de [6], on déduit qu’il existe un relévement linéaire continu R : Il 
dans tel que: 

q=O

pour tout

Appliquons le théorème

obtient:

On

On en déduit:

ce qu’il fallait démontrer.

IV. - Quelques applications.

De [6] et des théorèmes de densité et de traces établis aux chapitres II
et III, on va déduire quelques propriétés de régularité. On montre ensuite
comment cette étude permet d’obtenir de nouveaux résultats pour les opéra-
teurs elliptiques.

IV. 1 Une application aux problèmes aux limites.

Soit Dx) un opérateur du type indiqué au chapitre II:

étant un opérateur proprement elliptique dans S~.
On déduit alors de [6], y (chapitre II) et du théorème de densité (thèo-

rème 2 .1 ) que:
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THÉORÈME 4.1. Si et si l’opérateur L satisfait aux conditions suivantes :

(i) pour tout x appartenant à I", l’équation 0(x; 9) = 0 avec

n’admet pas de racine e sur la droite

(ii) pour tout x appartenant à r, le nombre de racines (2 de l’équation
0(x; (2) = 0 vérifiant Re (2 &#x3E; - m + 7~ - 2 est égal à rn/2 ;

(iii) pour tout x appartenant à r et pour tout e:A 0 appartenant à T x,
espace cotangent en x à r, le problème :

n’admet que la solution v = 0 dans 

alors, le domaine maximal D(L; Q) associé à L coincide avec l’espace
.L2(S~) r1 algébriquement et topologiquement.

DÉMONSTRATION. Les conditions (i), (ii) et (iii) impliquent (cf. : [6])
l’estimation a priori:

pour tout u dans W’(d2). L’espace 9)(D) étant dense dans D(L ; S~) d’après
le théorème 2.1, on en déduit que D(L; Q) c -W’(12) fi L2(Q) avec injection
continue. L’inclusion inverse étant évidente, le théorème 4.1 est établi.

Etude d’un exemple. Considérons les opérateurs .L introduits dans [16] : -.

où les coefficients sont indéfiniment différentiables dans il, et où k est un
entier ~ 2. On suppose que L est coercif sur l’espace
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muni de la norme canonique; autrement dit, il existe une constante C &#x3E; 0
telle que, pour tout u appartenant à on ait:

Dans [6], chapitre IV, est montré que de tels opérateurs réalisent un
isomorphisme de W%(Q) sur L2(,~) et satisfont aux conditions (i), (ii) et (iii)
du théorème 4.1, on a donc : D(L ; Q) = L(Q) r1 -W2(D). On peut exprimer
ce résultat sous la forme suivante:

PROPOSITION 4.1. Soit L l,’opérateur défini par (4.1). On a : si u E L2(Q)
et si Lu E L2(Q), alors : U E -W2(12).

Dans le cas des opérateurs L pour lesquels 1  7~  m, on a un résultat

analogue à celui du théorème 4.1. Plus précisément, on a:

THÉORÈME 4.2. Si 1  k  m et si l’opérateur L satisfait aux conditions
suivantes :

(i) pour tout x appartenant à I~’, l’équation 0(x; e) = 0 avec

n’admet pas de racine dans la bande:

(ii) pour tout x appartenant à F, le nombre de racines e de l’équation

(iii) pour tout x appartenant à, r et pour 0 appartenant à T x,
espace cotangent en x à r, le problème:

n’admet que la solution v = 0 dans 

alors, le domaine maximal D(.L; Q) associé à L coincide avec l’espace 
algébriquement et topologiquement.

(*) Cette condition est équivalente (modulo l’opérateur qkl2D,,, où Do = identité)
à deux conditions algébriques portant sur l’opérateur L (cf. [4] ) .
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DÉMONSTRATION. La démonstration est analogue à celle du théorème 4.1
en remarquant toutefois que les conditions (Hl) et (.H2) du chapitre II sont
impliquées par les conditions (i), (ii) et (iii) du théorème 4.2.

Etude d’un exemple. Dans le cas où m = 2 et 1~ = 1, le théorème 4.2

peut s’exprimer sous la forme suivante (grâce au corollaire 2.2 et au théo-
rème 3.2 du chapitre III de [6] ) .

PROPOSITION 4.2. Si m = 2 et k = 1 et si l’opérateur L vérifie la condi-
tion suivante : pour tout x appartenant à r, la condition C(x) est vérifiée et

alors, on a : si et si alors 

(Pour la définition de e(x) et de 0(x), voir chapitre II).

IV.2 Un résultat de régularité.

THÉORÈME 4.3. Soit L un opérateur du type indiqué au paragraphe II.1
pour lequel 1  k C m. On suppose que l’opérateur L satisfait aux conditions
(Hl) et (H2). On suppose de plus que:

Pour tout x appartenant à r et pour 0 appartenant à T z, espace
cotan.gent en x à r, l’équation:

n’admet que la solution v = 0 dans 

Soit un système d’opérateurs frontière sur r à coefficients indé-
f iniment dérivables sur r, avec ordre de Bq = mq . On suppose que ce système

est un système de Dirichlet d’ordre m - k sur F.
Dans ces conditions, on a:

où

DÉMONSTRATION. D’après la formule de Green obtenue au théorème 3.2,
on obtient que si avec Bq~ = 0 pour q - 0, ..., m - k - 1 et

si on a:
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On en déduit que : Lic = Lù dans D’(R") (où - désigne le prolongement
par 0 dans Rn - Q). Les hypothèses du théorème 1.2 sont satisfaites, on
en conclut 1,e.: 

Etude d’un exemple. Dans le cas où m = 2 et k = 1, le théorème 4.3

peut s’exprimer sous la forme suivante (voir corollaire 2.1,1.3 et chapitre III
de [6] ) .

PROPOSITION 4.3. S’i m = 2 et k = 1 et si l’opérateur L vérifie la eondi-
tion suivante : pour tout x appartenant à r, la condition est vérifiée et

alors on a : si dans j!?"~(7~)y alors

(yo est le prolongement par continuité de l’application et la

condition -11«x) est la condition suivante (cf. : -. 1.3) :
.K’(x) : Pour tout $ appartenant à T.,, espace cotangent en x à l’, il n’existe

pas d’entier tel que:

où -r-,(x; e) et T-(.r; ~) sont les racines à partie imaginaire positive et négative
de l’équation P2(x; ~ -~- z = 0.

IV.3 Applications aux opérateurs elliptiques.

Soit D un ouvert borné de Rn, de frontière 0393. On suppose que D est une
variété à bord de classe C°°. On se donne une fonction 99 de Rn dans R comme
en II.1.

Soit ~i ==~(~; Dx) un opérateur aux dérivées partielles d’ordre m, pro-
prement elliptique sur S2, à coefficients indéfiniment différentiables sur ~.

Soit k un entier &#x3E;0 et posons:

muni de la norme du graphe. Evidemment, Do(A ; Q) = D(A ; Q) est le

domaine maximal dans L2(Q) de l’opérateur A.
On va établir le résultat suivant:

TIIÉORÈME. Soit A un opérateur differentiel proprement elliptique dans D,
d’ordre m et à coefficients indéfiniment différentiables dans 03A9. On a:

(i) si k ~ m: l’espace 0(.Q) est dense dans l’espace Dk(A; Q);

(ii) si 0  k  m : l’espace est dense dans l’espace Dk(A ; Q) ; de plus,
si est un système d’opérateurs frontière sur r à coefficients indé f ini-
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ment dérivables sur T’, avec ordre de Bq = m., de sorte qu’il forme un système
de Dirichlet d’ordre m - k sur r, on a : l’application u ~-&#x3E; 

~(S~) - se prolonge par continuité en une application linéaire con-
tinue encore notée

orc a aussi:

DÉMONSTRATION. Notons .L l’opérateur L = cpkA. Cet opérateur répond
aux conditions des chapitres II, III et IV: (i) est une conséquence du
théorème 2.1; (ii) est une conséquence des théorèmes 2.2 et 3.2, et l’égalité :

s’établit comme dans la démonstration du théorème 4.3 en remarquant que
si u appartient à D(L; Q) et vérifie Lu ==Lu dans (où - désigne
le prolongement par 0 dans alors u appartient à ceci se

déduit facilement de la régularité à l’intérieur des opérateurs elliptiques.
(Signalons que pour 1km/2, l’égalité précédente résulte directement du
théorème 4.3).

Lorsque k = 0, les résultats du théorème 4.4 sont bien connus cf.: -. par

exemple [12].

V. - Etude d’un cas particulier.

On a remarqué au chapitre III que l’existence de traces pour les éléments
du domaine maximal D(L; il) résultait facilement d’une formule de Green
pour les fonctions régulières et de la densité de D(Q) dans D(L; Cepen-
dant, dans certains cas, bien que l’espace D(Q) ne soit pas dense dans

D(L; il), on peut encore définir des traces (dans un sens à préciser) pour les
éléments de D(L; il) et une formule de Green. Nous allons préciser cela dans
le cas particulier de l’opérateur introduit dans [2].

V.l Notations et hypothèses.

Soit l’opérateur défini par:
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où les coefficients sont indéfiniment différentiables dans il, où

Dx = ... , ~ et identité, et où l’ouvert Q et la
fonction satisfait aux conditions du paragraphe II.1.

On suppose que la forme intégro-différentielle

est coercive sur l’espace

muni de la norme canonique; autrement dit, il existe une constante C &#x3E; 0
telle que pour tout u appartenant à V1(Q) on ait:

Moyennant cette hypothèse, MM. Baouendi-Goulaouic ont établi que:

(5.1) L’opérateur .L réalise un isomorphisme algébrique et topologique
de sur L2(.Q) @ où est l’espace: W1(S~) _ ~~ E H1(Q);

muni de la norme naturelle.

Remarquons tout de suite, que l’opérateur L*, adjoint formel de l’opé-
rateur L, satisfait aux mêmes propriétés que l’opérateur L, en particulier,
il possède aussi la propriété (5.1).

L’espace D(17) n’est pas dense dans le domaine maximal D(L ; Q) associé
à l’opérateur L. En effet, sinon d’après (5.1), on déduirait que D(L; D) ==
- mais alors, tout élément de D(L; Q) admettrait une trace yo au
sens de ce qui n’est pas le cas pour les fonctions u(x) = logrp(x). v(x),
où (Remarquer que l’opérateur ..~ vérifie la condition (H2) du

chapitre II, mais ne vérifie pas la condition (H1) de ce chapitre II).
On va établir un théorème de trace et une formule de Green pour les

éléments de D(L ; S~).

(*) Cette condition est équivalente (modulo l’opérateur à deux conditions

algébriques portant sur l’opérateur L (cf. [4]).
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V.2. Formule de Green et théorème de tracce.

On notera l’opérateur défini par:

où x appartient à F, où n désigne la normale extérieure en x à F, et où l’on
a noté la fonction pour laquelle a = (al, ..., an) (fl,, ..., ~n)
avec al = bu et Pz = b;z pour 1 = 1, ..., n.

THÉORÈME 5.1. Si u appartient à D(L; il), alors a un sens dans

H-l(r); oujdVL: D(L ; il) ~-&#x3E;H-i(-P) étant linéaire continue
de telle sorte que l’on ait la formule de Green suivante :

pour tout u e D(L; tout w e D(17) (yov désigne la restriction de v à r).

DÉMONSTRATION. Elle sera faite en trois étapes:

1 ère étape: choix d’un espace pour lequel (5.3) a lieu (ce qui
suppose que 212vL est défini sur cet espace). On choisit l’espace suivant:

où _ ~~ E L2(Q); 99U E 
Il est facile de vérifier que si u appartient à ~(~), alors: 

a un sens dans pour i = 1, ..., n et donc ouj’OVL a un sens et ap-
partient à H-!(r).

Pour établir la formule (5.3), y on se ramène par « cartes locales » au

demi-espace R) (remarquer que si u appartient à W(S~), alors y.u appar-
tient aussi à W(SZ) quelle que soit la fonction y de ~(SZ) ).

2-ème étape: l’espace W(Q) est dense dans D(L; Q). Soit U 1---+ M(u)
une forme linéaire continue sur D(L; Q), nulle sur W(Q) i.e.:

(*) aul DvL est une extension en dimension rc &#x3E; 1 de la trace (tu)’(0) considérée

par MM. Baouendi-Goulaouic pour 
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Par ailleurs, il existe f et g dans L2(Q) telles que:

1) On utilise (5.4) pour u appartenant à J~. (,~) : on obtient facilement

que, dans on a: où ~ (resp. f ) est le prolongement par
zéro de g (resp. de f ) dans (on suppose évidemment les coeffi-

cients prolongés à Rn de sorte que l’opérateur z soit

elliptique dans 1W. IPI = ,

Mais l’opérateur L* s’écrit sous la forme: L*u == P2(X; 
+ Dx){u} où Dx) est un opérateur d’ordre 2 elliptique dans Rn
et P1(x; Dx) un opérateur d’ordre 1. Par suite, P2(X; appartient
à La régularité locale des opérateurs elliptiques implique que g~g
appartient à Par restriction à ,~, il vient: g E 

Ainsi, g appartient à et de plus, on a: ~*~==2013/ dans 2)~(D);
donc, g appartient à W*(Q) = n D(L*; Q) et a un sens

dans 

On écrit alors la formule de Green (5.3) pour g et pour l’opérateur L* :

-- 
_

pour tout 0 appartenant à D(Rn). Mais J7==2013/y on en déduit que
0 dans 

Finalement, g vérifie:

2) On prouve que g appartient à Wî(Q): pour cela, il suffit de prouver
(d’après 5 .1 ) ), que le problème:

.n’admet que la solution u = 0. Or, une telle solution u appartient à 
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et appliquant la formule de Green (5.3) pour u et l’opérateur L*, il vient:

pour tout v appartenant à D’après (5.1), cela implique u = 0.

3) On prouve que g appartient à Il faut montrer que yog = 0
dans Pour cela, on remarque que si y appartient à ~(S2), la fonc-
tion = 1p(x) appartient à et de plus:

où

On applique la formule de Green (5.3) à de telles fonctions u. et à g
(qui appartient à 

par suite, d’après (5.4), il vient:

Mais, lorsque 11’ parcourt ~(SZ), parcourt 3)(7~)y il en résulte que
yo g = 0 .

4) .La forme if est identiquement nulle: comme g appartient à 
et que est dense dans on en déduit que pour u appartenant
à D(.L; Q), on a:

Tenant compte du fait que Z*~==2013/y on en déduit que pour u appar-
tenant à D(L;Q), M(u) = 0, i.e. : 

3-ème étape : L’application u - -W(~Q) -&#x3E; H-2(r) se prolonge par
continuité à D(L; .~) et on a la formule de Green (5.3).

Soit § -R§ un relèvement linéaire continu de dans 

(cf.: [6]) et pour u appartenant à W(Q) écrivons la formule de Green (5.3):
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Par suite, il existe une constante C &#x3E; 0 telle que, pour u c- on ait:

L’espace W(Q) étant dense dans D(L; ,S2), on a le résultat cherché et le
théorème 5.1 est démontré.

V.3 Apptications aux problèmes aux limites.

On va établir, à l’aide des méthodes de MM. Baouendi-Geymonat [3],
le résultat suivant:

THÉORÈME 5.2. L’application {L; D(L; Q) est

un isomorphisme.

DÉMONSTRATION :

1) Introduction d’un c potentiet &#x3E;&#x3E; : un relèvement linéaire

continu de dans Wî(Q); posons: 
L’application: est un iso-

morphisme. En effet:

Injectivité : implique u --f- Ro = 0 d’après (~.1 ),
= 0 ; il en résulte que u = 0.

Surjectivité: D’après (5.1), étant donné f appartenant à L2(Q),
il existe v dans tel que Il suffit ensuite de prendre
1&#x3E; = yov et u = v 

2) Transposition : Transposant l’isomorphisme précédent, on obtient
que l’application: u ~ (Lu, K* u) : L2(S~) --~ [Wî(Q)J’ X H-l(F) est un iso-

morphisme.

3) Interprétation de l’opérateur K*: On revient à la formule de

Green (5.3) appliquée à u appartenant à D(L; SZ) et à v Il en résulte

que pour u appartenant à D(L; S~), on a: aulavl

4) Démonstration du théorème 5.2 :

Injectivité: cela résulte de 2) et 3).

Surjectivité: soient f et g dans et respectivement.
D’après 2), il existe ~c1 et U2 dans L2(Q) telles que:

20 - ànnali della Scuola Sup. di Pisa
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D’après 3), on en déduit que la fonction satisfait à:

REMARQUE 5.1. Le théorème 5.2 permet de résoudre le « problème de
lfleumann » non homogène:

REMARQUE 5.2. Il résulte du théorème 5.2 que la solution du problème
variationnel associé à l’opérateur L:

est en fait la solution du problème aux limites (5.6) avec condition frontière
homogène.
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