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Quelques propriétés des opérateurs maximaux
associés a4 une classe d’opérateurs elliptiques et dégénérés.

P. BOLLEY - J. CAMUS (*)

Introduction

On se propose d’étudier la coincidence entre prolongement «fort» et
prolongement « faible » pour une classe d’opérateurs elliptiques & l'intérieur
d’un ouvert de R, dégénérés au bord de cet ouvert, le bord étant caracté-
ristique. Cette étude permet de résoudre les problemes d’existence de traces
et de formule de Green pour les éléments du domaine du prolongement
« faible » de ces opérateurs.

Soit L un opérateur différentiel linéaire sur R* d’ordre m & coefficients
« suffisamment réguliers » et soit 2 un ouvert borné de R*. Selon K. O. Frie-
drichs [8], on considére les deux extensions fermées de L suivantes: Ly, pro-
longement « faible » de L, ou encore, « opérateur maximal » dans L2({2) as-
socié & L, défini par:

D(Ly) = D(L; Q) = {ue L¥Q); Luc L*(2)}
Lyu = Lu pour we D(L; 2);
et Ly, prolongement « fort » de L, défini par:
D(Ls) = {ue D(L; 2); I(tp)nen, Un€ C=(2),
i (o — v + | Lty — L] ) = 0}
Lsu = Lu pour ue D(Lg).

On vérifie facilement que les opérateurs Ly et Ly sont fermés et que Ly,
est une extension fermée de L.

(*) U.E. R. de Mathématiques et Informatique, Université de Rennes,
35031 Rennes - Cedex.
Pervenuto alla Redazione il 18 Luglio 1973.



262 P. BOLLEY - J. CAMUS

Le probleme général est de savoir & quelles conditions (sur I'opérateur L
et sur Iouvert £2) on a lidentité L, = L, i.e. & quelles conditions

(%) C>() est dense dans D(L; Q),

D(L; Q) étant muni de la norme du graphe.

Ce probléme intervient dans de nombreuses questions, en particulier,
en ce qui concerne les problémes aux limites attachés & L (voir par
exemple: [12] et [9]).

Plusieurs auteurs ont résolu la validité de (%) pour diverses classes d’opé-
rateurs différentiels (voir par exemple: [8], [10], [11], [12], [1] et la biblio-
graphie de ce dernier).

Dans [1], C. Baiocchi traite le probléeme Lg = L, & I’aide d’une variante
du «lemme de Friedrichs ». Il obtient ainsi un résultat général qui redonne
comme cas particuliers presque tous les résultats obtenus jusqu’alors et avec
quelques précisions supplémentaires concernant la régularité de ouvert
et des coefficients de ’opérateur L.

Dans cet article, on «résoud » le probléme Ly = L, pour une classe d’
opérateurs elliptiques et dégénérés (cf. [2], [14], [15], [6]):

Min (m,k)

Lu(x) = L(z; D.){u(x)} = Y Pr*a; D.){p(@) " u(x)}
=0

ou k et m sont deux entiers >1, ou P»*(x; D,) est un opérateur aux dérivées
partielles d’ordre <m —h, ou P™*(x; D,) est un opérateur d’ordre m ellip-
tique dans 2, et ou ¢ est une fonction de classe C®, équivalente & la distance
au bord 002 de £2. Ce sont des opérateurs d’ordre m, elliptiques & P’intérieur
et dont la dégénérescence au bord est d’ordre k.

La méthode utilisée est une méthode de transposition comme dans [12]
associée & deux théorémes de régularité analogues au théoréme de régularité
4 Dlintérieur pour un opérateur elliptique. Ces théorémes sont démontrés
au chapitre I (théoréemes 1.1 et 1.2).

Au chapitre II, on énonce les résultats obtenus concernant la validité
de (%) (proposition 2.1 et théoréme 2.2). Dans le cas ou k>m, on en déduit
que O7’(L2) (espace des fonctions de classe C® & support compact dans £2)
est dense dans D(L; L) (théoréme 2.1).

De la densité des fonctions réguliéres dans le domaine maximal D(L; £)
associé & L, on déduit, par des méthodes classiques (cf. [12]), 'existence de
traces pour les éléments de D(L; 2); c’est I’objet du chapitre III.

Au chapitre IV, on donne quelques applications simples des résultats
obtenus aux chapitres II et III. En particulier, on obtient de nouveaux
théorémes de traces concernant les opérateurs elliptiques (cf. théoréme 4.4).
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Enfin, au chapitre V, on résoud le probléme de la formule de Green posé
par M. M. Baouendi-Goulaouic pour l'opérateur étudié par eux dans [2].
L’intérét de ce cas particulier provient du fait que la propriété (%) n’est pas
vraie pour cet opérateur et cependant il existe une formule de Green pour
les éléments du domaine maximal; en particulier, cela permet d’interpréter
le probléme de [2] comme un «vrai» probléme aux limites.

Le plan est le suivant:

I.  Deux Théorémes de Régularité.

I.1.  Une inégalité du type « compacité » pour les espaces de Sobolev avee
poids Wg.

I.2.  Un lemme de dérivées intermédiaires.

I1.3.  Quelques propriétés d’une classe d’opérateurs différentiels elliptiques et
dégénérés.

I.4. Les théorémes de régularité.

11. Théorémes de Densité pour les Domaines d’Opérateurs Différentiels Maximaux
Associés o une Classe d’Opérateurs Elliptiques et Dégénérés.

I1.1. Notations et hypotheses.
I1.2. Enoncé des résultats.
I1.3. Démonstration des théorémes 2.1 et 2.2.

III. Théoréme de Traces pour les Domaines d’Opérateurs Différentiels Mamimaux As-
sociés o une Classe d’Opérateurs Elliptiques et Dégenérés.
III.1. La formule de Green.
IT1.2. Le théoreme de traces.

IV. Quelques Applications.

IV.1. Une application aux problémes aux limites.
IV.2. Un résultat de régularité.
IV.3. Applications aux opérateurs elliptiques.

V. FEtude d’un Cas Particulier.
V.1. Notations et hypothéses.

V.2, Formule de Green et théoréme de trace.
V.3. Application aux problémes aux limites.

Bibliographie.
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I. — Deux théorémes de régularité,

Ce chapitre a pour but d’établir les deux théorémes de régularité locale
& partir desquels on résoudra au chapitre II le probléme de densité des fone-
tions réguliéres dans le domaine maximal des opérateurs considérés.

Tout d’abord, on rappelle et on compléte des résultats relatifs aux espaces
de Sobolev avec poids W3 donnés dans [6] et & une classe d’opérateurs dif-
férentiels elliptiques et dégénérés & une variable donnés dans [5].

I.1. Une inégalité du type « compacité» pour les espaces de Sobolev avec
poids Wi.

Soit #» un entier >1. Le point générique de R" sera noté x = (2', )
! ’
avec &'= (%, ..., #,_;) €R*1. On notera R, le demi-espace de R* défini par:

R% = {weRm; 1> 0}.

Etant donnés deux entiers k¥ et m >0, on définit les espaces de Sobolev
avec poids suivants:

Wi R = {u € H"*R"); tu € H™R")},
ou d’une maniére générale, H*(R") désigne I’espace de Sobolev d’ordre s

sur R*, seR.
L’espace Wi (R”) est un espace de Hilbert pour la norme:

> [y = (6] oy - [0 )
PROPOSITION 1.1. Pour tout entier h tel que 0<h<k, Uapplication
u >t hy
est lindaire continue de WiR*) dans H™ *(Rn).

D#:MONSTRATION (cf. [6]). Il est facile de voir que ’injection de Wi (R")
dans W7 (R®) n’est pas compacte. Cependant, on a le résultat suivant:

PROPOSITION 1.2. Pour k entier >1, on a: pour tout ¢ >0, il existe une
constante C,> 0 telle que, pour h =1, ..., k et pour tout we W (R"), on ait:

1" ]| sy <el| ]| gy + Ocll ] sy -
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DEMONSTRATION :

1-ére étape: démonstration de la proposition 1.2 pour » = 1. Il suffit
d’établir que pour tout £ > 0, il existe C.> 0 telle que pour tout uwe Wi(R),
on ait:

(1.1) [0 ] gm-sggy < e[t ]| gmegy + Coll 2% ]| gmsry s

et comme D(R) (*) est dense dans W(R), (cf. [5]), il suffit de prouver cette
inégalité pour ue D(R).
Désignons par Fu la transformée de Fourier de u:

Fu(t) =|exp[—itt]u(t)dt.
R

Soit v e DR), on a:

}.

_ dk'—l dk—l d a dk——l
f(l“l- ITI2)m ldrkthu.W:IFudT:_fd—t {(l—l— |T|2)m ldi—l
R

ez a2
g - Fudr = f(l—i— |z]2)m1 diFu e ——— Fudr —2(m— l)f (14 |z [2)™
R
dk~—1 dk—2
.W‘—'l Fu-WFudr .
Par suite,
k—1 2 dk—g
f(l + ]le)mq — Ful dt <f(1 + ]-L-P)m/z Zl—k Fu Iz)(m—z)/z dr’“‘2Fu .
R R
dk~2
— Fu (14 |g]2)m-212 Tl dr,

d 2\omoryz | P
. r+2|m——1]f(l—|— I7]?) o
R

utilisant Pinégalité classique ab<ea®-+ ¢,b% on obtient 'inégalité (1.1).

2-éme étape: démonstration de la proposition 1.2 pour n>1. 11 suffit
d’établir que, pour tout ¢ > 0, il existe C,> 0 telle que pour tout v € Wi(R"),
on ait:

(1.2) ”tk-lu”Hm_l(Rn)<8” tku"Hm(Rn) + Ce"tk_2u“H‘m—|(Rn)

(*) 8i Q est un ouvert de R, on note D(2), 'espace des fonctions de classe C®
de 2 dans C & support compact dans 2 et D(2) l'espace des restrictions & 2 des
fonctions de D(R").

18 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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et, puisque D(R") est dense dans W (R"), on peut se limiter aux fonctions
u € D(R»).
Désignons par Fu la transformée de Fourier de u sur R":

Fu(E, 1) = f exp[— i@, &> —itr]u(e’, t) dw .
Rﬂ

Pour tout & eRe1, la fonction Fo(r) définie sur R par Fo(r) =
= Fu(&', 7(1+ |&']*)}) est la transformée de Fourier sur R d’une fonction v
appartenant & Wi(R). Appliquons I’inégalité (1.1) & cette fonction v, il vient:

dk—'l 2
Jut mpm s e 2 Fule s+ ) o
R
dk 2
< f (U T+ 181 | o, Fule, <(1 4 [6719¥)|ax +
R

01+ )Tl o+ )

R

On fait le changement de variable ¢=7(1+ |&'|*)}, on divise par
(14 ]&2)* "™}, on intégre par rapport & & sur R+ et finalement, on ob-
tient (1.2).

L’espace D(R") étant dense dans Wi (R"), il en résulte que I’espace dual
[W#(R")] est un espace de distributions. Plus précisément, [ W (R")]’ s’iden-

k
tifie & Pespace des distributions T de D’'(R") de la forme: T = > tig; ou g;,

i=0
pour j =0, ..., k, appartient & H-t*~/(R"). De plus, la norme d’espace dual
sur [Wi(R")]" est équivalente & la norme:

k
oY ——

T |T|wpgey = Int
k j=0

T= 3 thg;
i=0

g; € H-m+e=i(Rn) .
1.2. Un lemme de dérivées intermédiaires.
Etant donnés deux nombres réels s et r, on désigne par H*'(R") 'espace:
H*(R") = {we 8'(R") (¥); (1+ |&']2+ 72)2(1 + |&')) 2Fu € L2(Rw)}

(*) On désigne par S'(R") l’espace des distributions tempérées sur R® (ef. [13]).
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muni de la norme:
> o] gorgey = [ (14 8P+ 72) (1 + 1§22 Fu|| L* (RY) .
Pour I entier >0, on désigne par W,(s,r; R") I'espace:
W(s, r; R*) = {u € Ho*R"); t*u € H*"(R")}
muni de la norme:
> ] prygermey = (9l Forrgny + 0] gormm)? -
On a alors:

LeEMME 1.2. 8t u appartient a W,(s, r; R"), alors, pour h =0, ..., k, on a:
t--ry € Hor(R") et Uapplication: w —>t5—ru: W (s, r; R?) > Hor—1(R") est lindaire
continue.

REMARQUE 1.2. Par transformation de Fourier, ce résultat peut étre
considéré comme un lemme de dérivées intermédiaires dans des espaces avec
poids.

DEMONSTRATION DU LEMME 1.2:
1-ére étape: en dimension n =1, le lemme 1.2 exprime que si v € H*(R)

et si t*ve H*R), alors pour h =0, ..., k, t**ve H*R) et il existe une con-
stante C> 0, indépendante de v et h telle que:
k—h

d
p ) Fu

13 2
dkFu dr +

dz

(1.3) f(1+ jt]2)e < 0[ f(1+ )

+ (U )]

ce résultat est immédiat.

2-éme étape: soit ue W(s,r; R%) et pour presque tout &'eRn-1, dé-
finissons 1’élément v par sa transformée de Fourier Fv par: Fu(r) =
= fFu(E’, (14 |§’|2)*r). Ainsi, ve H¥(R) et t*ve H¥R); appliquons I’inéga-
lité (1.3) & o:

_"h Ful#, (1+ €'[2)t7)

2
dr <

Ja+ e+ gy

Tk
R

<of [+ rra+ err

@?u

T (U )| dr

+f(1 + [l |Fu(E, (14 €' 2)t7) lzdr} .
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On fait le changement de variable y = (14 |&'|*)7 et on multiplie I'iné-
galité obtenue par (1 |&[2)""*"¥*¥ on obtient:

Jor e e g 2 s of ars
R
C{f(”'f"“rﬂ) R i
R
+f(1 + 1 7)1 R T r)l””} '
R

On integre cette inégalité par rapport a & sur R*! et finalement, on
obtient le résultat du lemme 1.2.

1.3. Quelques propriétés d’ume classe d’opérateurs différentiels -elliptiques
et dégénérés.

On va rappeler et compléter les résultats de régularité pour la classe
d’opérateurs différentiels & une variable étudiée dans[5].
Soit L(t; D,) 'opérateur différentiel ordinaire défini sur R par:

Min (m.k)
Lu(t) = L(t; D)u(t) = Y PmMD,){t u(t)}
h=0

ou D,= (1/¢)(d/dt), et ou m et k sont deux entiers >1 et ou:

(i) P»*(D,), pour 0<h<Min (m, k), est un opérateur différentiel or-
dinaire d’ordre <m —h, & coefficients constants complexes:

m—h
P™MD)=3YPrtpi, PrteC;

i=0
(if) P~(7) est un polyndéme de degré m ne s’annulant pas sur R.

Cette classe d’opérateurs différentiels a été étudiée dans [5] et [7], nous
citons maintenant les résultats dont nous avons besoin par la suite.
Désignons par ¢(p) = 0 ’équation déterminante associée & ’opérateur L:

Mm(ml)

Z PRait (0 —1) ... (0 —k+h+1).
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On a alors:

PROPOSITION 1.3. Soient p et q deux entiers avec q>0 tels que Uéquation
d(0) =0 nait pas de racine dans la bande:

—@+qg—m+k—})<Reo<—p—m+Ek—1%.

Si u appartient & Wy *(R) et si Lu appartient & H”"Y(R), alors u appartient
a W,T+p+q(R).

Cette proposition a été démontrée pour p>0 dans [5] lorsque k<m et
dans [7] lorsque k> m. Les démonstrations données sont valables pour p
entier quelconque.

Par transposition, on déduit de la proposition 1.3, la:

ProPOSITION 1.4. Soient p et q deuw entiers avec q=>0 tels que équation
@(0) = 0 n'ait pas de racine dans la bande:

—(P+ 9 —3<Reo<—p—1.

N appartient @ H”R) et si Lu appartient & [Wi "~"R)], alors v ap-
partient a H”+(R).

Pour tout entier p, désignons par H3(R,) lespace des distributions
T e H(R) & support dans R,. Notons d’autre part, Ker L N\ HR,)=
= {T'e HYR,), LT = 0}. Il résulte du théoréme 2.1 de [5] et [7], que:

PROPOSITION 1.5. Soit p un entier tel que 'équation @() =0 n’ait pas de
racine située sur la droite Reo=—p—% et tel que KerL N Hy(R,) = {0},
alors Vopératewr L(t; D,) est un isomorphisme de H5R,) sur un sous-espace
fermé de [W;"(R)]'.

Il sera utile d’analyser la condition KerL N Hj(R,)= {0}. Signalons
que cette situation a toujours lieu deés que 1’équation ¢ = 0 n’admet pas
de racine dans le demi-espace Repo<—p—1%. Dans le cas général, cette
condition, Ker L N HR,) = {0}, implique des conditions algébriques sur
Popérateur L et, dans certains cas, ces conditions algébriques sont aussi
suffisantes. Plus précisément, pour trouver les conditions algébriques que
cette condition implique & ’opérateur L, on utilise la proposition suivante

(ef. [5]).

PROPOSITION 1.6. Soit w540 appartenant ¢ S'(R) telle que Lu = 0 dans
D'(R). Les propositions sutvanies sont équivalentes:

(i) u est @& support dans R,.

(ii) la transformée de Fourier Fu de w est holomorphe dans un voisinage
de Im 7<0.
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Cette proposition permet de ramener 'étude de Ker L N H3R,) 4 une
étude d’holomorphie des transformées de Fourier des distributions 7' € H?(R)
vérifiant LT = 0 dans D'(R) au voisinage des zéros de Pm(tr) situés dans
Imz<O0.

Ainsi, lorsque m =2 et k=1, on obtient (cf. [5], chapitre III):
si Re (ipl)>—p—1%, alors: Ker LN HA(R,) = {0}.
si Re (ipl)<—p—1, alors: Ker LN HR,) = {0}
si et seulement si il n’existe pas d’entier n > 0 tel que: PY(v_) = inp2 (v, —7_),
ou 7, et T_ sont les racines de P?*(r) =0 supposées vérifies Im7, >0 et
Im 7_<0.

1.4 Les théorémes de régularité.

a) Notations et hypothéses.
Soit £ = £(x; D,) opérateur défini sur R* par:

Min (m.k)
Lu(r) = L(x; D){u(x)} = Y I *w; D) u(2)},
h=0
ou
10 1 o0 1090
D= (sap s mgy 14)”

ou k et m sont deux entiers >1 et ou:

(i) §»*«; D,), pour h =0, ..., Min (m, k), est un opérateur aux déri-
vées partielles & coefficients indéfiniment dérivables dans R*, d’ordre infé-
rieur ou égal a m—h:

r*m h(w _D z p h(m)D

|rz| <m-h

(ii) 9m(0; D,) est un opérateur a coefficients constants elliptique.

Désignons, pour tout nombre réel r> 0, par B(0, r) la boule ouverte de
centre 0 et de rayon r dans R~
Lorsque k>m, on va établir le:

THEOREME 1.1. Il existe eo>> 0 tel que: si ue L*(B(0,1)) et Lue L*(B(0,1)),
alors: pour toute fonction ¢ DR"), suppocC B(0,¢), on a: duc Wi (R").
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Lorsque 1<k <<m, il est nécessaire d’imposer des conditions a ’opéra-
teur £ pour espérer un résultat voisin de celui du théoréme 1.1.
A cet effet, introduisons ’opérateur £°= £°(x; D,) défini par:

k
Lou(w) = L2(x; Da){u()} Ehgo Foa@; D) {t" u(x)},

Frh@; D)= Y pr)D:

m
laj]=m—n

est la partie principale de ’opérateur $»*(x; D,). Pour tout vecteur &' R*1,
notons (&', D) = (&, ..., &,_q, D) et £2xz; &', D)) = £%(w; (&', D,)). Enfin, on
notera ¢(¢) le polynome:

k
$(0) Ehg)r%:ﬁo.m_m(()ﬁ"-he(e—1> welo—k+h+1).

Ainsi, pour 1<k < m, on va établir le:

THEOREME 1.2. On suppose que Uéquation $(¢) = 0 n’admet pas de racine
dans la bande: —m + k— 3<Rep<—1 et que Despace Kerfo(0; w’', D) N
NHYR,) est réduit & {0} pour tout vecteur w'€R™1, |ow'|=1. Alors:

Il existe ¢,> 0 tel que: si we L*(B(0,1)) avec suppwc B(0,1) N R" et si
fue L2(B(0,1)), alors: pour toute fonction ¢ D(R"), supp$cC B(0, &), on a:
due Wi (R").

b) Démonstration dw théoréme 1.1:
On va d’abord établir un lemme valable aussi bien pour k>m que pour

1<k<<m.

LeEMME 1.3. Soit | un entier >0. Il existe une constante >0 telle que:
8 we WY(R) avec suppucB(0,¢), si ou/ow;c H ** Rr) et si 0fu/ow;e
e H™"*YR") alors: ou/ow;c WiR").

DEMONSTRATION. On a:

Min (m.k)

Im(w; D,){tru} = Cu— Y I Ma; D,){t-"u}
h=1
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et, d’aprés les hypothéses faites, cela implique que $™(z; D,){t*u} € H ™" (Rn).
L’opérateur $m(0, D,) étant elliptique, il existe donc une constante > 0

(ef. [12], théoréme 3.1, chapitre II) telle que:
Si we WiL(R") avec supp%CB(0,¢) on ait:

[t ]| srgmy< € (*) - {| T7(@; D){t*u} | g-mergemy + [8°0]| rosceny} -
Or,

. Min (m.k) eh
[197(@; Do) {t"u} || g-miimy < | £2 ]| g-mosgry + € ;2:1 187" ]| gron ey -

Utilisant la proposition 1.1, il vient: pour tout we WiL(R") avec
supp  C B(0, ), on a:

(1.4) [0 mny< OF)| ]| gomorgmny + 0] sy + (8% gaggemy} -
Pour h+# 0, posons:

oanu(®) = u(x;, e mzl + h: ) mri—}:a t)— u(w;7 ) m,i—n t) .

Si h est assez petit, on a: supp (o,u)C B(0,¢,) et on peut donc appli-
quer l’inégalité (1.4) & o,u:

(1.5) ”tk@ih’“”H‘(R")<0{” ’:(Qih“)”H—’"+‘(R")+ ”Qihu”H""(R")—i_ ”tkgihu”H’"l(R")}'
Posons: 7, ,u(r) = u(w;, . w;—i— hy ..., w;_l, t); on vérifie que:
Min (m.k)

L@; D){oaut — ou(S@; Dyu) = 3 > [eapy @) Di{r,t* " u}

h=0 |a|<m—h

et donce
I£(@; D) {enw} — calL(w; D,)w) | gy < Cw Wi(R™) *
Puisque, par hypothése, du/ox, € H*R") et 0Cu/ow,c H™™*{R"), il en ré-

sulte que g, demeure dans un borné de Wi(R") lorsque h varie; ceci im-
i
plique que ou/ox; € Wi(R"), ce qu’il fallait démontrer.

(*) On désigne ici et dans la suite par C une constante positive pouvant changer
d’une inégalité & I’autre mais indépendante des fonctions considérées.
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On démontre maintenant le théoréme 1.1. On fait ’hypothése de récur-
rence suivante:
(H) 1l existe >0 tel que: si weL*(B(0,1)) et Lue L}(B(0,1)), alors:

pour toute fonction ¢e D(R™), suppc B(0,¢), on a: D puc WLR")
pour |ex|<m—I.

L’hypothése (H,) est vraie: soit ¢ e D(R"), suppocB(0, ¢) ol g est un
nombre inférieur & 1 satisfaisant aux conditions du lemme 1.3 pour ! = 0.
On a évidemment ¢guc Wh(R"). Raisonnons alors par récurrence sur |x| et
supposons que D%, (du)e WYR™ pour |x|<r avec r< m et montrons que
Di, guc WYR" pour |«|<r-+1.

Soit donc o« tel que |x|<r. On a:

Min (m.k)
o |8l

(1.6) D7 L(pu) = hg Z( )DZ'[Pp‘”(w)]‘D"’{t’“*”DZ"VW} =

o
<m—h 4

m.k)

Min ( o
=LDgguw) + > X >Dp[pfT(»)] DPt DI dut
h=0 [Bl<m—n yég
v

Par ailleurs, on a aussi:

Min (m.k)

(L.7) £(pu) = gLu+ Y [5"7"(@; D,), g1 yu}
h=0

ou y est une fonction de D(R"), supp y c B(0, ¢,), telle que yd = ¢, et ou [,]
est la notation classique du commutateur de deux opérateurs.

D’aprés ’hypothése de résurrence, on a: D%, duc WYR"); (a/ax;,) DZ,
du € H*R") puisque k>m; (a/ax;)s:(ﬂg, ¢u) e H™™R") puisque si ve WYR"),
alors t**ve H*R") pour h =0, ..., k.

Appliquons le lemme 1.3 avec ! =0, il vient: (8/8:0;)1);, duec WYR™;
ceci est valable pour i=1,...,n—1. Par suite, D%, duec WYR" pour
le|<r+ 1. La récurrence est donc vraie, ce qui prouve que (H,) est vraie.

Si l<<m, Uhypothése (H,) implique 1Uhypothése (H, ,): soit ¢eDR"),
supp ¢ c B(0, ¢) ou e€]0, ¢;] sera choisi convenablement.

On montre tout d’abord que si ¢ est assez petit, alors ¢uec WL''(R").
Pour cela, on remarque que:

Min(m.k)

(1.8) > p(o.tﬁo.m—h)(“’)D?~h{tk—h¢“} e H™™+1(R; LXR*Y)) .
h=0

En effet:
pour [+ 1<h<m; on a: t*¢uc H*"(R") Qaprés (H,) et guc H*™ ¥R
puisque k>m, done, d’aprés le lemme 1.2, t*"¢uc H*" *R"). Par suite,
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pour |¢|+j<m—h, on a: DIDZ {"*pu} e H(R; LXR""')). Mais j<m—
—h<m—1—1, il en résulte que:

D:D:, {tk_"q&u} I= H—m+l+l(R; LZ(Rn—l))

pour |x|+ j<m —h.

pour 0<h<l; on a: pour |x|<m—I, Dz, {* "¢u}e H'"R") d’aprés
(H,) et done pour |x|+j<m—h avec |a|<m—1 on a: DD {*"¢u}e
e H'")(R; LI*R" ")) et si de plus j<m—h—1, on obtient:

D:D:, {tk—h¢u} eH—m+l+1(R; LZ(Rn—l))

pour |x|+j<m—h avec |x|<m—1I et j<m—h—1.

Et si |x| =m—14q avec 1<g<l—h,ona: D, {{* *¢u}c H'*~Y(R; L*R" ),
donc pour |«|+ j<m—h on a: DIDZ, {t*"*¢u} e H " R; L*R"™")) et pui-
sque I<m —1, on obtient:

D’;D’:, {tk—h¢u} EH—"‘“‘“(R; L2(Rﬂ—-1))
pour |x|+j<m—h et |ou|>m—1.

L’assertion (1.8) est alors une conséquence de (1.7).

Eerivant pjg " . _n(@) = 2 " _iym—n(@’, 0) + g™ (@) ot ¢" M=) est une

fonction C®(R*), il résulte de (1.8) et des calculs précédents que:

Min (m,k)

(1.9) S v temn(@, 0)DP M P gut e H-mTHYR; LAR™Y).
h=0

L’équation déterminante associée & (1.9) est

Min (m.k)
p@;0= 3 Potomn@,0F  0(0—1)...(0—k+h+1)=0
h=0

et, puisque
¢u € Wi(R; IXR*™Y)) N LAR; L¥R"Y))
il en résulte que:

Min (m.k)
(1.10) 3 ph o m_n(@’, 0)DP M gu} + A{* " u}e H-™HHYR; LHRY)
h=0

pour tout AeC.



QUELQUES PROPRIKETES DES OPERATEURS MAXIMAUX, ETC. 275

Or, on peut trouver AeC tel que I’équation @(x'; o)+ ¥ ™Ap(p—1)...
...(0—k+ m -+ 1) = 0 n’admette pas de racine dans la bande: —17+4- EF—3<
<Rep< —1+ k—} pour |#'|<¢. Ainsi, de (1.10), on déduit (cf.: propo-
sition 1.3) que, pour & assez petit, soit ¢ = ¢&_,, puec Wi (R; LAR"™Y)).

Revenant & Péquation L(¢u)e H-"t*+(R*), on obtient que:

ﬂxm(w; Dx){tkqﬁu} eH—m+l+1(]Rn)

ot puisque $™(0; D,) est elliptique, il en résulte que t*¢ucH''(R™), i.e.:
pue Wi (R").

Ainsi, si ¢ D(R") avec supp¢c B(0,¢,,,), on a: gue Wi *(R"). Mon-
trons maintenant par récurrence sur |x| que D%, guec WLTY(R™) pour |x|<
<m—1Il—1. Ceci est vrai pour |x|=0. Supposons donc que D}, quc
e W:*YR™ pour |x|<r avec r<<m—1—1. D’aprés I'hypothése de récur-
rence, on a: D% duec Wit (R"); (6/8:0:.)1):, pue H ¥ YR puisque k>m;
(0/0@,) £(D%, pu) € H ™+ (R"), d’aprés (1.6) et (1.7). /

Appliquons le lemme 1.3 avee 141, il vient: (0/ow;) D%, puec Wi '(R");
ceci est valable pour i=1,..,n—1. Par suite, D%, guec Wi '(R*) pour
Je]<r+ 1. La récurrence est donc vraie, ce qui prouve que (H, ;) est vraie.

Finalement, (H,,) est vraie, i.e.: le théoréme 1.1 est démontré.

¢) Démonstration du théoréme 1.2. On commence par établir un lemme
général:

LEMME 1.4. On suppose que I’équation ¢(0) = 0 n’admet pas de racine sur
la droite Rep =—p—1, p étant un entier fixé. On suppose de plus que
Vespace Ker £° (0; ', D) N HY(R_.) est réduit & {0} pour tout vecteur w'e R*™,
|| =1. Alors:

Il existe €,> 0 tel que: si u€ H’(R") avec supp wcB(0, )N Iii
et si 0[ow,Lue[ Wiy ?(R"], alors: ou/ox;c H’(R").

DEMONSTRATION. Pour tout o'e R*1, |o'|= 1, Popérateur £°(0; w’, D)

satisfait aux hypothéses de la proposition 1.5. Utilisant les méthodes de [6],
on démontre alors qu’il existe une constante ¢,> 0 telle que:

Si we H*(R") avee suppu C B(0,¢,) N ﬁ'jr on ait:

(1.11) o]l aoey < OF) L] -2y + [ %] go-smemy) -

Congervant les notations introduites pour le lemme 1.3, on applique
linégalité (1.11) & oyu:

0]l momey < C{Jl (03 %) | wp-r ey T lomul H"“(R”)} .
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Comme au lemme 1.3, on vérifie que:

I£(0in®) — 0l Ew) | yp-sey < Ol %] mrmmy

et, puisque ( 3/850 Lue[Wy "(R™], il en résulte que Cant demeure dans un
borné de H”(R"™) lorsque k varie; ceci implique que ( au/aw ye H?(R™), ce qu’il
fallait démontrer.

On démontre maintenant le théoréme 1.2. On fait 'hypothese de récur-
rence suivante:

(K,) 11 existe ¢,> 0 tel que: si we L*(B(0,1)) avec suppuc B(0,1) N R".
et Lu e L*(B(0, 1)) alors: pour toute fonction ¢ € D(R"), supp ¢ c B(0, ¢,),
on a: D%, pue W2YR") pour |x|<m—p—1 et D%, ¢uec H?(R") pour
|oe| <m —k— p.

L’hypothese (K,) est vraie: soit ¢ € D(R*), supp ¢ c B(0, ¢,) our ¢, est un
nombre inférieur a 1 satisfaisant aux conditions du lemme 1.4 pour p = 0.
On a évidemment ¢u e H°(R"). Raisonnons alors par récurrence sur |o| et
supposons que D2, guec H(R"™) pour |x|<r avec r<m—Fk et montrons que
D%, pue H'R™) pour |x|<r -+ 1. Soit donc o tel quel |x|<r. D’aprés I’hypo-
these de récurrence, on a:

Dz, gue HR") avec supp D%, puc B(0, 20 VR’ et (3/0z;) £(DE, gu) e [WHR")]'
d’aprés (1.6) et (1.7).

Appliquons le lemme 1.4 avec p =0, il vient: (a/ax;)pg, due HYR");
ceci est valable pour i=1,...,n—1. Par suite, D%, guec H'(R") pour
|¢| <r+41. Larécurrence est done vraie. On a ainsi montré que DZ, pu € HY(R")
pour |o|<m.

Revenant & I’équation £(¢u)e H—"1(R"), on obtient que:

T"(0; D,){tpu} e H " H(R")

et, puisque I™(0; D,) est elliptique, il en résulte (pourvu que ¢, soit assez
petit) que t*¢u e HY(R") i.e.: guec WiR").

Raisonnons alors par récurrence sur |«| et supposons que D%, pue Wi(R")
pour |x|<r avec r<<m —1 et montrons que D%, pue Wi(R") pour |o|<r-+1.

Soit « tel que |x|<r. D’aprés I’hypothese de récurrence, on a:
D2, puec Wi ]R”’) a/ax’ % ¢uec H*(R*) puisque D% duec HYR") pour
Je] <m; ( 8/899 £(D; ,¢u)eH—M+1(R") d’apres (1.6) et (1.7).

Apphquons le lemme 1.3 (pourvu que g, soit assez petit), il vient:
(8/850 “ ¢uec WiR"); ceci est valable pour i=1,...,n—1. Par suite,
D}, pue W,IC(R” ) pour |x|<# 1. La récurrence est done vraie, ce qui prouve
que (K,) est vraie.
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Si p<m—k, Uhypothése (K, implique Vhypothése (K*"'). Soit
¢ € D(R"), supp ¢ c B(0, &) ot £€]0, ¢,| sera choisi convenablement.
On montre tout d’abord que si ¢ est assez petit, alors ¢uec H? ' (R").
Pour cela, on remarque que:

k
(112) Z p(o .... Om h) x)Dm h{tk—- ¢u} [W;Cn~p—l(R; L2(Rn“l))]l .

En effet:

—pour 0<j<p, on a: t*¢uc H’ " i(R") d’apres (K,) et ¢ue H/m*R"),
done, d’aprés le lemme 1.2, t**¢uc H*™"MR". Par suite, pour |a|-+ j<
<m-—h, on a: DIDZ {t—"¢u}e L*(R; L2(R~1)). Mais puisque p<m—k,
on a:

k
Lz(R; Lz(Rn—l))C[W?~p—l(R; LZ(Rn—l))]/: Etk—hH—m+p+l+h(R; L2(Rn—1)) ;

h=0

il en résulte que:
DiDg, (" pu [ Wy " 7(R; LAR™H)]’

pour |x]+j<m—h.
—pour p<j<<k—h-+ p, on écrit:

D‘;{tk_hgﬁu} — Dg;{tlc—h—j+p¢u,to‘~z)} —

- “20(;) (—)(—p) e (J—p—q -+ TP~ Dimaffeh—i+rgy)

Or, d’aprés (K,) et le lemme 1.2, on a: {* """ *?¢y e H>™'"HR"). Par
suite, pour |a|+4 j<m—h, on a: D%, Di~Yi*""itPgyl e HPIHYR; LAR" Y.
Mais, puisque p <m—=~,ona H? 7"*{R; L} R"!)JcH ~m @ Hrteit R TAR"Y));
il en résulte que:

DLz, {# gu) < [y~ (R; TR

pour |a|+j<m—h.
—pour k—h-+4+p<j<m—h—1, on écrit:

k—h

Dift* "pu} =3 (q) — ) k—h)...(k—h—q+ 1)tF "% Di~Udu} .

=0



278 P. BOLLEY - J. CAMUS

Or, d’aprés (K,), ¢uecH*™ ?"¥Rn). Par suite, pour |a|+ j<m—h,
on a: Di~UDZ {pu} € H* 'Y R; LAR""?)). Mais, puisquej<m—h—1, on a:
H?7HYR; LAR"™Y)) c H- ™21+ +qR; LAR™™Y)); il en résulte que:

DiD:r{tk—thu} e [W';—P—I(R; L2(Rn—1))]y

pour x|+ j<m—h.
L’assertion (1.12) est alors une conséquence de (1.7).
Ecrivant pg " m_1(@) = P m-a(®@', 0) + 1" (@), il résulte de (1.12) et
des calculs précédents que:

(1.13) zp " om—my (@', 0) DMt gy e [Wi""Y(R; LXR"Y))] .

L’équation déterminante associée a (1.13) est ¢(x', p) =0. D’apreés
Phypothése faite dans le théoréme 1.2, il existe ¢,,, > 0 tel que si |#'|<e¢,,,,
l’équa,tion $(x', 0) = 0 n’admette pas de racine dans la bande —p—3<
Rep<—p—1. Ainsi, de (1.13), on déduit (cf.: proposition 1.4) que, pour
e<e,.; et €, assez petit, gue H”"(R; L*R" ))-

Par ailleurs, d’aprés (K,), on a: 8/899 Ypue H’(R™), pour ¢ =1,..,n—1
puisque p < m—k; il en résulte que ¢uec H>*'(R"™).

Ainsi, si ¢eD(R") avec supppCB(0,¢,,,), on a: ¢uec H**(R"). Mon-
trons maintenant par récurrence sur |«| que D%, guc H*"(R") pour |x|<
<m—k—p—1. Ceci est vrai pour |x| =0. Supposons donc que D}, duc
e H**(R") pour |x|<r avec r<<m—k—p—1. D’aprés I’hypothese de ré-
currence, on a: D3, pue H**(R") avec supp D%, puc B(0, s,H)nﬁ et
(a/aw)ﬁ(D ,¢u)€[W"‘ P~LYR#)] d’aprés (1.6) et (1.7).

Appliquons le lemme 1.4 avec p en p+1, il vient: (a/ax D%, pue H*(R™);
ceci est valable pour ¢=1,...,n—1. Par suite, D} ¢ueH”“(R") pour
|e|<r+1. La récurrence est donc vraie. On a ainsi montré que Dg, gue
e H**Y(R™) pour |a|<m—p—k—1.

Revenant & 1’équation £(gu)e H "'?*%R"), on obtient que:

(’M(w; Dx){t’“qSu} e H—m+p+2(Rn)

et il en résulte que t*¢u e H***(R") (pourvu que ¢,,, soit assez petit) i.e
pue WIHHR™).

Raisonnons alors par récurrence sur || et supposons que D2 ¢uc Wi R
pour |x|<r avec r<m—p—2 et montrons que DI gue WiT*(R") pour
le| <7+ 1.
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Soit o« tel que ]oc|<r D’aprés I’hypothése de récurrence, on a:
D% gue W2HR™; (3/0w;) D; puec H* 2 ¥R") puisque D% duec H**Y(R") pour
le|<m—p—Fk—1; (6/89: Q(D“ dpu)e H-™*?+4R") d’aprés (1.6) et (1.7).

Apphquons le lemme 1.3 (pourvu que ¢,,, soit assez petit), il vient:
(8/8x ) D% puec W2HER™); ceci est valable pour ¢=1,...,n—1. Par suite,
D guce W"*Z(R") pour |x|<r-+4 1. La récurrence est donc vraie, ce qui
prouve que (K,,,) est vraie.

Finalement, (K, _,) est vraie.

Pour achever la démonstration du théoréme 1.2, on remarque que (K,,_,)
implique (H,,_,.,). Montrons maintenant que, si m —k + 1<l <m, 1’hypo-
theése (H;) implique ’hypothése (H,, ,): la démonstration est identique & celle
faite pour le théoréme 1.1 en remarquant que (K, _,) est vraie.

Finalement, (H,) est vraie i.e.: le théoréeme 1.2 est démontré.

II. — Théorémes de densité pour les domaines d’opérateurs différentiels ma-
ximaux associés a une classe d’opérateurs elliptiques et dégénérés.

I1.1. Notations et hypothéses.

Soit £ un ouvert borné de R, de fronti¢re I. On suppose que {2 est une
variété a bord de classe C*. On se donne une fonction ¢ de R* dans R, de
classe C® et vérifiant:

Q= {weR g >0},
I' = {zeR"; p(x =0},
grad ()% 0  pour x appartenant a I,

ou grad p(x) est le vecteur gradient associé & ¢:
op % )
grad p(@) = (3£ @) .., 52 @):

Soit L = L(x; D,) 'opérateur différentiel défini sur Q par:
Min (m,k)
Lu(z) = L(z; D){u(@)} = 3 P" Ma; D){p()* " u@)},
r=0
ou m et k sont deux entiers >1 et ou:

(i) P"Ma; D,), pour k=0, ..., Min (m, k), est un opérateur aux déri-
vées partielles & coefficients indéfiniment dérivables dans 2, d’ordre inférieur
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ou égal & m —h:

PrMg; D)= Y P Nz)D*

|e|<m—n
ou

(ii) Pm(x; D,) est un opérateur d’ordre m elliptique dans £ i.e. pour
tout # appartenant & £ et pour tout vecteur & de R#, &40, Pm(x; &)+ 0.

On désigne par D(L; 2) le domaine maximal dans L2(2) de lopéra-
teur L, i.e.

D(L; Q) = {ue L¥Q); Lue L*(Q)} .

L’espace D(L; Q) est un espace de Hilbert pour la norme:

u = |ul D) = (el %’(.Q)"l— “L““i’(g))* .
I1.2. Enoncé des résultats.

Lorsque k>m, on va établir que:

THEOREME 2.1. Si k>m, Uespace D(L2) est dense dans le domaine maximal
D(L; 2) associé a Vopérateur L.

Lorsque 1<k<<m, il y a lieu d’imposer des conditions supplémentaires
a lopérateur L. Introduisons les conditions (H,) et (H,) suivantes:
(H,) Pour tout x appartenant & I, I’équation ¢(x; ) =0 avec

k
P(z; 0) = X P hw; gradp(@))i* (0 —1)...(0—k+ h+ 1)

h=0
n’admet pas de racine p dans la bande: —m -+ k—i<Rep<—3%, ou
Prhx; &)= > P" )& estla partie principale de Popérateur P™~*(z; D).
le| =m—h

Afin de définir la condition (H,), désignons par L* 1'opérateur adjoint
formel de I'opérateur L; c¢’est un opérateur du méme type que Iopérateur L:

k
L*u(x) = L*(w; D,){u(x)} = ZP*m_h(w; D) {p(@)* " u(w)} .
h=0

La condition (H,) s’exprime alors:

(H,) Pour tout x appartenant & I" et pour tout &+ 0 appartenant & T,
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espace cotangent en x a I, Péquation:

k
> P w; & + gradp(@) D) (" o(v)} = 0
h=0

suppvc R,

n’admet que la solution » = 0 dans L3*(R).
On peut alors énoncer le:

THEOREME 2.2. 8i 1<k<<m et si Popérateur L satisfait aux conditions
(H,) et (H,) alors: Despace D(2) est dense dans le domaine maximal D(L; )
associé a Vopérateur L.

Utilisant les résultats de 1.3, on déduit:

COROLLAIRE 2.1. 8¢ 1<k<<m et si Uéquation d(x; 9) = 0 n’admet pas de
racine dans le demi-espace Reo>—m + k—1 alors: Uespace D(Q) est dense
dans le domaine maximal D(L; Q) associé & Vopérateur L.

D’une maniére générale, la condition (H,) implique des conditions algé-
briques sur Popérateur L et, dans certains cas, ces conditions algébriques
sont aussi suffisantes. Ainsi, lorsque m =2 et k=1 et si P’on suppose de
plus que V’opérateur P3(x; D,) est proprement elliptique dans 2, on peut
interpréter la condition (H,) par une condition algébrique équivalente.

Posons, pour  appartenant i I, o(x) = iP}(»; grad ¢(x))/P2(»; grad p(x))
et définissons, pour z appartenant & I, la condition C(z) suivante:

C(x): pour tout & appartenant & 7', espace cotangent en & I, il n’existe pas
d’entier n>1 tel que:

Pi(x; &+ v (2; &) grad g(a)) = in (v (x; &) —7_(; §)) Py(e; grad ¢())

ou 7, (x; &) et T_(x; £) sont les racines a partie imaginaire positive et négative
de I’équation P3(w; &+ 7 gradg(z)) = 0.
On a alors:

COROLLAIRE 2.2. S8i m =2 et k=1 et st de plus Vopérateur P*(x; D,)
est proprement elliptique dans Q, alors:

(i) si Reo(x)<—3% pour tout x appartenant & I': Vespace D(Q) est
dense dans D(L; Q);

(ii) s%, pour tout x appartenant & I, Reo(x)>—3% et si la condition
C(x) est vérifiee: Vespace D(Q) est dense dans D(L; Q).

REMARQUE 2.1. Il est facile de vérifier, en dimension » =1, que la con-
dition (H,) est nécessaire pour espérer un résultat analogue & celui du
théoréme 2.2.

19 - A4nnali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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11.3 Démonstration des théorémes 2.1 et 2.2.

Le principe de démonstration des théoréemes 2.1 et 2.2 est la méthode
de dualité de [12] qui raméne le probléme de densité des fonctions régulieres
dans le domaine maximal & un probléme de régularité.

Le théoréme 2.1 résulte en fait de la proposition suivante:

PROPOSITION 2.1. Si k>m, Pespace D(2) est dense dans le domaine maximal
D(L; 2) associé a Vopérateur L.

DEMONSTRATION. Soit # — M (u) une forme linéaire continue sur D(L; £2)
nulle sur D(Q), i.e.:

(2.1) YueD(Q), M@u)=0.
Par ailleurs, il existe f et g dans L*(£2) telles que:
(2.2) Yue D(L; 2), M(u) = (f, u)L’(.O)+ (9, L“)L’(Q) .
La condition (2.1) est alors équivalente a:
(2.3) L*§j=—f dans D'(R"),
ou § (resp. f) est le prolongement par 0 de g (resp. de f) dans R*— Q. (on
suppose évidemment que les coefficients de ’opérateur L sont prolongés & Rn»)
L’opérateur L étant elliptique dans £, on en déduit que geHp (£2).
D’autre part, d’aprés (2.3) et le théoréme 1.1, on déduit que ge Wii(22) (*).
L’espace D(L2) étant dense dans I'espace Wi(£2), il en résulte que M(u) = 0

pour tout w appartenant & D(L; Q). Ce qui achéve la démonstration de la
proposition 2.1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. On raisonne encore par dualité.
Soit % > M(u) une forme linéaire continue sur D(L; £2) nulle sur D(2), i.e.:

(2.4) Yue D), Mwu)=0.
Par ailleurs, il existe f et g dans L*(Q) telles que:

(2.5) Vue D(L; 2), M(u)=(f, ) o)+ (9 L’“)L’(g) .

(*) Pour les propriétés des espaces de Sobolev avee poids Wi(R), on renvoie
a [6] et [7].
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La condition (2.4) est équivalente a:
(2.6) L*¢g=—f dans D'(2).

Ainsi g appartient & D(L*; 2). L’opérateur L* étant du méme type que
Popérateur L, il résulte de la proposition 2.1 que D() est dense dans
D(L*; Q). Par ailleurs, puisque k>m, on a:

2.7 Vu,ve D),  (Lu, 0) g = (4, L*0) 1)

Par suite, on a: pour tout u appartenant & D(LQ), M(u) = 0; D(L2) étant
dense dans D(L; Q) (proposition 2.1), il en résulte que M = 0. Le théo-
reme 2.1 est ainsi démontré.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2. La démonstration est analogue a
celle de la proposition 2.1 en remarquant toutefois que ’on déduit de (2.3)
et du théoréme 1.2 que ge W™Q) = {uec H" XQ); ¢*wc H™(Q)}. On ter-
mine alors comme dans la proposition 2.1.

III. — Théoréme de traces pour les domaines d’opérateurs différentiels ma-
ximaux associés a une classe d’opérateurs elliptiques et dégénérés.

Des théoremes de densité obtenus au chapitre II et & I’aide d’une formule
de Green pour les fonctions réguliéres, on va déduire I’existence de traces
pour les éléments du domaine maximal associé aux opérateurs considérés.
La méthode utilisée est une méthode globale comme dans [12].

II1.1 La formule de Green.

Soit £ = L(«; D,) un opérateur défini sur R* par:
k
fu(z) = L(x; D) {u@)} = > " Ma; D) {t* " u(w)}
h=0

ou k et m sont deux entiers >1 avec 1<k<m et ou les opérateurs
9" Ma; D,) satisfont aux conditions du paragraphe I.4.
On notera £* Popérateur adjoint formel de ’opérateur € i.e.: Popérateur
défini par:
fﬁu-@dx :fu- C¥pda
Rﬂ

pour tout » et v dans D(Rn).
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On notera aussi ¢(2'; o) le polynéme
P(@'; 0) = ZP(M w@'y 0 (e —1) ... (e —k+h+1).

Soit maintenant {B}r F~! un systéme d’opérateurs de la forme:

Bu() = B,(x; D,){u(®)} = > bYa") Diu(x),

|a| <mg

olt bYx') appartiennent & C(R"7) et ol m, est un entier satisfaisant a
0<m,<m—k—1. On suppose que le systéme {3}/ k=1 forme un systéme
de Dirichlet d’ordre m — k sur la boule unité de R*~1. On a alors le résultat
suivant:

PROPOSITION 3.1. Il ewiste un systéme d’opérateurs {C =1 de la forme:

Cu(x) = > C%x") Diu(x)

|| <m—k—1—mg
oi les fonctions CYx') appartiennent ¢ C*(R"™') avec
C(q ..... om—k—1— mq)(x “"l{b(o _____ qu) } 1¢({1; 7._1_mq)

pour tout x' dans la boule unité de R, de telle sorte que Von ait la formule de
Green suivante:

fﬁu vdr—|u- ﬂ*vdm— f“B u(z', 0)- Ceo(a’, 0) do’
Rﬂ -1

+

pour tout u et v appartenant & D(RY) & support dans la boule unité de Rn.
De plus, un tel systéme {Cr-F~" est unique.

DEMONSTRATION. Pour u et v dans D(R™), on obtient par intégration par
parties la formule:

(3.1) fﬁu-adw—f ﬁ*vdm—z fD u(@', 0)-Qu0(x’, 0)da’
n R? Rﬂl

ol @, est Popérateur défini par:

K b—
=2 |1+2< S (qj;_h h)(k k) ! Dy DR PG )
= x| +HIism—

izk—h+1+aq
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Le coefficient de Dm»-*1-¢ dans liopérateur €, est donc égal &
ig; —1—q).

Par ailleurs, le systéme {$B}r "' étant un systéme de Dirichlet d’ordre
m — k sur la boule unité de R, on peut écrire (cf.: lemme 2.1, chap. IT, [12]):

m—rk—1

a
Di=>A,F,, q=0,...,m—k—1,

8=0

ou A, est une fonction indéfiniment dérivable et non nulle dans la boule unité
de R et les A, pour 0 <s < g, sont des opérateurs différentiels dans R
d’ordre <g—s et a coefficients de classe C%, et ou F,, pour s =0, ...,m—k—1,
désigne celui des opérateurs 3B, d’ordre s.

Désignons par A:s Popérateur adjoint formel de A, i.e.: Popérateur dif-
férentiel dans R»1 défini par:

f/lqsw vdx’ =fu cArvdx'
Rﬂ—l Rﬂ—}

\

pour tout u et v dans D(R~1) & support dans la boule unité de R»1,
La formule (3.1) s’exprime alors:

(3.2) fﬁu vdw—f o de = z fl’u(m 0)- Zk A7Q0(x', 0)d
Rﬂl

pour tout et » dans D(R™) & support dans la boule unité de R~

m—k—1

Le coefficient de Dm—*1-s dans Popérateur z A3.Q, est égal & id,,-
m—k—1
‘¢(@'; —1—s). Notant C, I'opérateur > QSQ,, pour lequel F,= B,, 1
a=s

formule (3.2) est la formule de Green cherchée.
L’unicité du systéme {CJ7 ! est immédiate.
On peut maintenant énoncer le théoréme de la formule de Green qui nous

sera utile pour la suite. On se place dans les conditions du paragraphe II.1.

THEOREME 3.1. Soit L un opérateur du type indiqué au paragraphe I11.1
pour lequel 1<k<<m. On suppose que 1'équation

k
0) = X Pp_i(@; grad ¢(a))* "o(0—1) .. (0 —k + k4 1) =
h=0

n’admet pas de racines dans ensemble {—m + k, ..., —1}.
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Soit {BJ"=F"! un systéme d’opérateurs frontiére sur I' & coefficients indé-
finiment dérivables sur I', avec ordre de B, = m,. On suppose que ce systéme
{BJm 1 est un systéme de Dirichlet dordre m —k sur I
Dans ces conditions, il existe un systéme d’opérateurs frontiére {C}r-F-1

unique ayant les propriélés:

(i) les coefficients de C, somt dans C*(I") et Vordre de C, est égal a
m—k—1—myg;

(ii) le systéme {C 3o~ est un systéme de Dirichlet d’ordre m —k sur I,
de telle sorte que Von ait la formule de Green suivante:

o m—k—1 —
jLu-@dm—- w-L*vde = quu-qudI’,
Q Q =0 p

pour tout u et v dans D(Q)(L* désigne I opérateur adjoint formel de opérateur L).

DEMONSTRATION. Par « cartes locales » et « partition de 'unité », on se
raméne a la situation de la proposition 3.1.

II1.2 Le théoréme de traces.
Dans ce paragraphe, on utilise les notations du chapitre II.

THEOREME 3.2. Soit L un opérateur pour lequel 1<k <<m vérifiant les

conditions (H,) et (H,).

Soit {BJr-F"! un systéme d’opérateurs frontiére sur I' d coefficients in-
définiment dérivables sur I" avec ordre de B, = m,. On suppose que ce systéme
{BJr-f=1 est un systéme de Dirichlet d’ordre m —k sur I

Dans ces conditions, Uapplication: u > (B %) gcocm_1-1° D) - DI *se

prolonge par continuwité en wune application linéaire continue encore notée
m—k—1

U > (B)ocqem—rx—1 46 D(L; Q) dans T H~"¥I"). De plus, pour ue D(L; Q)
a=0

et ve Wi (), on a la « formule de Green »:

o m—k—1 .
fLu-vdw—J'u~L*vdx= S (Bytty O g-my- sy amer b -
Q2 o] =0

(Les opérateurs C, étant les opératewrs introduits aw théoréme 3.1).

DfiMONSTRATION. Il est clair que I’hypothése (H,) implique ’hypothése
du théoréme 3.1. Puisque D(£2) est dense dans D(L; 2) (théoréme 2.2), il

suffit de prouver que 'application: u > (B,%)oc,cm_x—1: D) = DI)™* est
m—k—1
continue de D(L; Q) dans J[ H ™ ¥I.

a=0
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Utilisant le lemme 2.1, chapitre IT de [12] et la proposition 1.10, chapitre I
m—k—1
de [6], on déduit qu’il existe un relévement linéaire continu R: [ H™*¥(I")

dans W) tel que: a=0

C B(@os -y Prn—t-1) =P § =0y c..o m—Ek—1,

m—k-1

pour tout (@o, ..., Pp_y_q) € T1 H™ D).
a=0

Appliquons le théoréme 3.1 & ueD(2) et v= R(@o, .., Pm-t_1). ON
obtient:

m

—k—1 e
ZO (Byty G0 g-me-KI) x B KT =fLu'R(<Po, oy Pmot) d®—
&

Q2

_ u'L*R((])o, ceey (pm—k—l)dw'

2
On en déduit:
I (Bq“)o<a<m—k—-1”"'?[?3‘%‘ wn<C: [l D(L:2)
-

ce qu’il fallait démontrer.

IV. — Quelques applications.

De [6] et des théorémes de densité et de traces établis aux chapitres II
et III, on va déduire quelques propriétés de régularité. On montre ensuite
comment cette étude permet d’obtenir de nouveaux résultats pour les opéra-
teurs elliptiques.

IV.1 Une application aux problémes aux limites.
Soit L = L(x; D,) un opérateur du type indiqué au chapitre II:
Min (m.k)

Lu(z) = L(z; D,)}u(x) = P"Na; D ){p@)* u(x)},
h=0

P™x; D,) étant un opérateur proprement elliptique dans Q.
On déduit alors de [6], (chapitre II) et du théoréme de densité (théo-
reme 2.1) que:
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THEOREME 4.1. St k>m et st Uopérateur L satisfait aux conditions swivantes:

(i) pour tout x appartenant ¢ Iy Uéquation ¢(x; o) = 0 avec

d(x; 0) = > P i(w; grad (x))* "o(0—1) ... (0 —k+ k4 1)
h=0

n’admet pas de racine o sur la droite Rep = —m+ k—3;

(ii) pour tout x appartenant a I, le nombre de racines o de U’équation
d(x; o) = 0 vérifiant Regp>—m + k— 1 est égal ¢ m/2;
(iii) pour tout x appartenant & I et pour tout £+ 0 appartenant & T,
espace cotangent en x & I, le probléme:

§ Pp=i(@; &+ grad p(@) D){t*"v(t)} = 0
r=0

n’admet que la solution v =10 dans WR,),

\

alors, le domaine maximal D(L; Q) associé & L coincide avec 1espace

LX) N WiHRQ) algébriquement et topologiquement.

D¥:MONSTRATION. Les conditions (i), (ii) et (iii) impliquent (cf.: [6])

Pestimation a priori:
[l RS O || ooy 4 [ ell *l(g)}

pour tout » dans W3(£2). L’espace D(0) étant dense dans D(L; Q) d’apres
le théoréme 2.1, on en déduit que D(L; 2)c W(R2) N L* L) avec injection
continue. L’inclusion inverse étant évidente, le théoréme 4.1 est établi.

Etude d’un exemple. Considérons les opérateurs L introduits dans [16]:
Lu(@) = ¥ Di{a,(@)p(@)" Diu(x))

lal <1
[81<1

4.1)

ot les coefficients «,; sont indéfiniment différentiables dans 2, et ot k est un
entier >2. On suppose que L est coercif sur I’espace

Vi(Q) = {ueD'(Q); ¢"*Diuc L¥Q), la|<1}
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muni de la norme canonique; autrement dit, il existe une constante ¢ >0
telle que, pour tout # appartenant a V,(£2), on ait:

Re ( > faaﬂ(x)fp(w)’“Di u(w) - Diu(x) dw) >0 Y gD uixa(*) .
Je|<1 |6]<1
1B]<1 2

Dans [6], chapitre IV, est montré que de tels opérateurs réalisent un
isomorphisme de W2(Q) sur L*2) et satisfont aux conditions (i), (ii) et (iii)
du théoréme 4.1, on a donec: D(L; Q) = L*(2) N W2(2). On peut exprimer
ce résultat sous la forme suivante:

PROPOSITION 4.1. Soit L Dopérateur défini par (4.1). On a: st uwe L¥}(2)
et si Lue LX), alors: ue Wiy Q).

Dans le cas des opérateurs L pour lesquels 1<k < m, on a un résultat
analogue & celui du théoreme 4.1. Plus précisément, on a:

THEOREME 4.2. 8¢ 1<k<<m et si Uopérateur L satisfait aux conditions
sutvantes:

(i) pour tout x appartenant & I', Uéquation P(x; o) =0 avec

$(@; 0) = X Pp_i(w; gradg())i* o0 —1) ... (0 —k+ h 4 1)

h

v

nadmet pas de racine dans la bande: —m + k—Li<Reo<—1%;

(ii) pour tout x appartenant & I, le nombre de racines o de Uéquation
$(x; 0) = 0 wérifiant Reo>—m+k—1} est égal a m/2;

(iii) pour tout x appartenant d I' et pour tout &+ 0 appartenant a T,
espace cotangent en x & I, le probléme:

k
> Ppi(; & + grad (@) D){*o()} = 0
h=0

n’admet que la solution v =0 dans WiR_),

alors, le domaine mawimal D(L; Q) associé d L colncide avec Vespace Wi(£2)
algébriquement et topologiquement.

(*) Cette condition est équivalente (modulo I'opérateur ¢*/2D,, ou D, = identité)
3 deux conditions algébriques portant sur I'opérateur L (cf.[4]).
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DEMONSTRATION. La démonstration est analogue & celle du théoréme 4.1
en remarquant toutefois que les conditions (H,) et (H,) du chapitre II sont
impliquées par les conditions (i), (ii) et (iii) du théoreme 4.2.

Etude d’un exemple. Dans le cas ow m =2 et k=1, le théoréme 4.2
peut s’exprimer sous la forme suivante (grice au corollaire 2.2 et au théo-
réme 3.2 du chapitre IIT de [6]).

PROPOSITION 4.2. Si m =2 et k=1 et si Vopérateur L vérifie la condi-
tion suivante: pour tout x appartenant d I, la condition C(x) est vérifide et
Reo(x)>—1; alors, on a: si weL*Q) et si Lue L*Q), alors ue WQ).

(Pour la définition de o(x) et de C(x), voir chapitre II).

IV.2 Un résultat de régularité.

THEOREME 4.3. Soit L un opérateur du type indiqué au paragraphe 11.1
pour lequel 1<k <<m. On suppose que Uopérateur L satisfait aux conditions
(H,) et (H,). On suppose de plus que:

Pour tout z appartenant a I" et pour tout &= 0 appartenant a T ,, espace
cotangent en x & Iy Uéquation:

k
| > Pr=Ma@; &+ grad g(a) D) { M o(t)} = 0
h=0
suppvcR,

n’admet que la solution v =0 dans L*R).

Soit {BJr-F~" un systéme d’opérateurs frontiére sur I' & coefficients indé-
finiment dérivables sur I', avec ordre de B, = m,. On suppose que ce systéme
{B, ;':0"“1 est un systéme de Dirichlet d’ordre m —k sur I

Dans ces conditions, on a:

{ue D(L; 2); Bju =0 dans H™™XI'), ¢=0,....m—k—1} = W}:‘(Q)

ou
WNQR) = {ue H' XQ); g*uec H™(Q)} .
DEMONSTRATION. D’aprés la formule de Green obtenue au théoréme 3.2,
on obtient que si e D(L; Q) avec Bju =0 pour ¢=0,..,m—k—1 et

si veD(D), on a:

aq
fLu-adm =fu-L“*$dm.
2 o
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On en déduit que: Li# = Lii dans D'(R") (ou ~ désigne le prolongement
par 0 dans R*— Q). Les hypothiéses du théoréme 1.2 sont satisfaites, on
en conclut que e WIR"), ie.: ue WI(Q).

Etude d’un exemple. Dans le cas ol m =2 et k=1, le théoréme 4.3
peut s’exprimer sous la forme suivante (voir corollaire 2.1, 1.3 et chapitre ITI
de [6]).

PROPOSITION 4.3. 8i m =2 ¢t k=1 et st Uopérateur L vérifie la condi-
tion suivante: pour tout x appartenant & Iy la condition K(x) est vérifiée et
Rep(@)<—3%; alors on a: si ue D(L; Q) et si you=0 dans HYI), alors

uwe WiQ).

(o est le prolongement par continuité de Dapplication u —u|.; et la
condition K(x) est la condition suivante (cf.: I1.3):
K(x): Pour tout £ appartenant a T',, espace cotangent en x a I, il n’existe
pas d’entier n>0 tel que:

Pl(; &+ 7_(w; £) grad p(@)) = in (7, (; &) —7_(w; ) PY(; grad p(a))

ou 7 (x; &) et v_(x; &) sont les racines 4 partie imaginaire positive et négative
de Véquation Pi(z; £+ v grade(z)) = 0.

IV.3 Applications aux opérateurs elliptiques.

Soit 2 un ouvert borné de R", de fronti¢re I. On suppose que £2 est une
variété & bord de classe C®. On se donne une fonction ¢ de R* dans R comme
en II.1.

Soit 4 = A(x; D,) un opérateur aux dérivées partielles d’ordre m, pro-
prement elliptique sur Q, & coefficients indéfiniment différentiables sur ¥.

Soit k& un entier >0 et posons:

D(4; Q)= {uec L¥Q); Auc Wy(Q)} = {ue L¥Q); ¢* Au e L*(Q)}

muni de la norme du graphe. Evidemment, Dy(4; 2) = D(A; 2) est le
domaine maximal dans L*(2) de D’opérateur A.
On va établir le résultat suivant:

THEOREME. Soit A un opérateur differentiel proprement elliptique dans Q,
dordre m et @ coefficients indéfiniment différentiables dans 0. On a:

(i) st k>m: Despace D(Q) est dense dans Vespace Dy(4; Q);

(ii) si 0<k < m: Vespace D(2) est dense dans Uespace Di(A; Q); de plus,
si {Br " est un systéme d’opérateurs frontiére sur I' & coefficients indéfini-
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ment dérivables sur I', avec ordre de B, = m,, de sorte qu’il forme un systéme
de Dirichlet d’ordre m—Fk sur I'y on a: Dapplication w > (B)ocqcm—r1—1:
D(Q) — D(I")ym* se prolonge par continuité en une application linéaire con-
tinue encore motée

m—k—1
U > (B gcqem-r-1 d¢ Dy(A; Q) dans T] H ™ ¥I);

a=0

on a aussi:
fueD(A; Q); Bu=0 dans H ™ ¥I'), ¢=0,...,m—k—1} = WQ).

DEMONSTRATION. Notons L 1'opérateur L = ¢*A. Cet opérateur répond
aux conditions des chapitres II, IIT et IV: (i) est une conséquence du
théoreme 2.1; (ii) est une conséquence des théoremes 2.2 et 3.2, et I’égalité:

{ue D(A; Q); Bu=0 dans H™™ XI), =0, ...,m—Lk—1] = WHQ)

§’établit comme dans la démonstration du théoréeme 4.3 en remarquant que
si w appartient & D(L; Q) et vérifie Li =Lu dans D'(R?) (ou ~ désigne
le prolongement par 0 dans R»— ) alors w appartient 2 W;c"(!)): ceci se
déduit facilement de la régularité a lintérieur des opérateurs elliptiques.
(Signalons que pour 1<k<m/2, 'égalité précédente résulte directement du
théoréme 4.3).

Lorsque k = 0, les résultats du théoréme 4.4 sont bien connus cf.: par
exemple [12].

V. — Etude d’un cas particulier.

On a remarqué au chapitre IIT que I'existence de traces pour les éléments
du domaine maximal D(L; £2) résultait facilement d’une formule de Green
pour les fonctions réguliéres et de la densité de D(2) dans D(L; Q). Cepen-
dant, dans certains cas, bien que I’espace D(£2) ne soit pas dense dans
D(L; 2), on peut encore définir des traces (dans un sens & préciser) pour les
éléments de D(L; £2) et une formule de Green. Nous allons préciser cela dans

le cas particulier de l'opérateur introduit dans[2].

V.1 Notations et hypothéses.

Soit 'opérateur L = L(x; D,) défini par:

Lu(x) = L(w; D,){u(x)} E' IZ D¥(a,4(x) p() Diu(x))
<1
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ou les coefficients «,; sont indéfiniment différentiables dans £, ou
= ((1/0)(0/0>y), ..., (1/i)(0]0m,)) et D°= identité, et ol Pouvert Q et la
fonction ¢: R* — R satisfait aux conditions du paragraphe IIL.1.
On suppose que la forme intégro-différentielle

a(u, v —f > aup(@)p(x) Diu(z) - Dév(x) dw
gl

est coercive sur 1’espace
Vi(Q) = {ueD'(Q); p* Due L Q), |x|<1}

muni de la norme canonique; autrement dit, il existe une constante € >0
telle que pour tout u appartenant a V,(£2) on ait:

Rea(u, u)>C-|lu|¥ o (*) .
Moyennant cette hypothése, MM. Baouendi-Goulaouic ont établi que:

(5.1) L’opérateur L réalise un isomorphisme algébrique et topologique
de WQ) sur L*2), ot W3(Q) est Iespace: WHQ) = {uec H(2);
pue H¥Q)} muni de la norme naturelle.

Remarquons tout de suite, que I'opérateur L*, adjoint formel de 1opé-
rateur L, satisfait aux mémes propriétés que l'opérateur L, en particulier,
il posséde aussi la propriété (5.1).

L’espace D(2) n’est pas dense dans le domaine maximal D(L; Q) associé
a Popérateur L. En effet, sinon d’apres (5.1), on déduirait que D(L; 2) =
= W%Q); mais alors, tout élément de D(L; 2) admettrait une trace y, au
sens de H(£), ce qui n’est pas le cas pour les fonctions u(x) = log p(x) - v(x),
ol veD(2). (Remarquer que 'opérateur L vérifie la condition (H,) du
chapitre IT, mais ne vérifie pas la condition (H,) de ce chapitre II).

On va établir un théoréme de trace et une formule de Green pour les
éléments de D(L; £).

(*) Cette condition est équivalente (modulo Iopérateur pf DY) 4 deux conditions
algébriques portant sur Popérateur L (cf.[4]).
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V.2. Formule de Green et théoréme de trace.

On notera ©/cv; 'opérateur défini par:

(5.2) a = 3 au(o) cos (i, B)gta) - (4

i

ol z appartient & I, ot % désigne la normale extérieure en « & I, et ou 'on
a noté a;(x) la fonction o 4z(x) pour laquelle « = (a,, ..., &) et f= (B, ..., f,)
avec «, = 0, et f,=d; pour [ =1, ..., n.

THEOREME 5.1. 8¢ w appartient & D(L; £2), alors ou/ov, a un sens dans
HYI'); Vapplication: w > du[dv,: D(L; Q) +—H ¥I') étant linéaire continue
de telle sorte que Uon ait la formule de Green suivante:

ow —
5.3 L, v) gy o) — (U, L¥0) 30y = — { 5—, ¥
(5.3) (L, v)zy) — (%, L¥*0)ya) <avL’V° >H_§(F)XH%(F)

pour tout ue D(L; Q) et tout ve D(D) (y,v désigne la restriction de v & I').

DEMONSTRATION. Elle sera faite en trois étapes:

1 ére étape: choix d’un espace W(2) pour lequel (5.3) a lieu (ce qui
suppose que 0/ov; est défini sur cet espace). On choisit ’espace suivant:

W(Q) = WYQ) N D(L; Q)

ot WiQ) = {ue L*(Q); puc HY(Q)}.

11 est facile de vérifier que si « appartient & W(Q2), alors: yo(e(ou/ox;)
a un sens dans H ¥I") pour ¢=1,...,n et donc du/dv, a un sens et ap-
partient & H~¥I).

Pour établir 1la formule (5.3), on se ramene par «cartes locales» au
demi-espace R”. (remarquer que si u appartient a W({), alors yu appar-
tient aussi & W(2) quelle que soit la fonction y de D(2)).

2-éme étape: Despace W(Q) est dense dans D(L; Q). Soit u > M(u)
une forme linéaire continue sur D(L; 2), nulle sur W(£2) i.e.:

(5.4) Vue W(Q), Mu)=0.

(*) du/ov, est une extension en dimension n>1 de la trace (tu)'(0) considérée
par MM. Baouendi-Goulaouic pour I'opérateur — (d/dt)t(d/dt)+1.
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Par ailleurs, il existe f et g dans L3(£2) telles que:
(5.5) Vue D(L; Q), M(u) = (f, “)L’(Q) + (9, Lu)L’(a) .

1) On utilise (5.4) pour w appartenant ¢ D(L2): on obtient facilement
que, dans D'(R*), on a: L*§=—F, o § (resp. f) est le prolongement par
zéro de g (resp. de f) dans R*—Q (on suppose évidemment les coeffi-
cients a,, prolongés & R de sorte que l'opérateur > Df(a4(@)D5) soit
elliptique dans R», lod =181=1

Mais Dopérateur L* s’écrit sous la forme: L*u = P(x; D,){pu}+
+ PYx; D,){u} ou Px(x; D,) est un opérateur d’ordre 2 elliptique dans R»
et P(x; D,) un opérateur d’ordre 1. Par suite, P*(x; D,){pj} appartient
a H-Y(R"). La régularité locale des opérateurs elliptiques implique que ¢§
appartient & Hj (R"). Par restriction & Q, il vient: ge Wi(Q).

Ainsi, g appartient &4 W3(2) et de plus, on a: L*g=—f dans D'(2);
done, g appartient & W*(Q)= Wi(Q)NDI*; 2) et 0g/ov,. a un sens
dans H¥I").

On écrit alors la formule de Green (5.3) pour g et pour Popérateur L*:

o G o9
L*g, ¢)mn L) g @
(L*g, $)rxwm — (G L) rmn) <8vL.’y" > AyEkDy

pour tout ¢ appartenant 3 D(R"). Mais L¥g=—F, on en déduit que
og/ovL® =0 dans H XTI,
Finalement, g vérifie:

ge Wi(Q),
L*g= _fELZ(Q)’
ag _ 3
l Tog 0 dans H*(I").

2) On prowve que g appartient & W2(Q): pour cela, il suffit de prouver
(d@’aprés 5.1)), que le probléme:

ue WiQ),
L*y=0,
ou

o 0 dans H¥(I),
L

n’admet que la solution % = 0. Or, une telle solution « appartient & W*(Q)



296 P. BOLLEY - J. CAMUS

et appliquant la formule de Green (5.3) pour « et Popérateur L*, il vient:
(uy L) gy = 0

pour tout » appartenant & W3£). D’aprés (5.1), cela implique u = 0.

3) On prouve que g appartient @ Pon(.Q): I1 faut montrer que y,9 =0
dans H¥I'). Pour cela, on remarque que si ¢ appartient 3 D(2), la fone-
tion u,(z) = Logg(x). %(x) appartient a W(Q) et de plus:

ou a;;
a_'l! — %0 1:;21 $:ps Yo
vy, S

lgrad ]

ol ¢, = (1/i)(0¢[ow;) pour 1 =1,...,n et |grade| = (l;qﬁ)*,

On applique la formule de Green (5.3) & de telles fonctions u, et & ¢
(qui appartient & W%Q)).

Uy —
L o L*g) o) = — (7~ .
(L, §)rxa) — (wyy L*G)rx) ( v’ 709>H_*(F)XH%(P)

Or, L*g = —f, par suite, d’apres (5.4), il vient:

OUy

= =0.
oy, ’ yog)ﬂ—%(r)xﬂir(r)

Mais, lorsque w parcourt D(Q), u /07, parcourt D(I), il en résulte que
Yog = 0.

4) La forme M est identiquement nulle: comme g appartient a W?(Q)
et que D(N) est dense dans Wf(!)), on en déduit que pour % appartenant
a D(L; 2), on a:

(L, Dixay = (U, L* 9)1}(9) .
Tenant compte du fait que L*g= —f, on en déduit que pour » appar-
tenant & D(L; 2), M(u) =0, i.e.: M =0.

3-éme étape: L’application u — ou/dv,: W(2) — H¥I") se prolonge par
continuité & D(L; 2) et on a la formule de Green (5.3).

Soit ¢+ R¢$ un relévement linéaire continu de H}(I) dans W)

(cf.: [6]) et pour  appartenant & W(£2) écrivons la formule de Green (5.3):

(L, B) sxiay— (tt, L* Ry = —( o )H_%mxm.
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Par suite, il existe une constante C > 0 telle que, pour € W({2), on ait:

o
av[,

H-}(T) < O(fl] e + [ L] zxan) -

L’espace W({2) étant dense dans D(L; 2), on a le résultat cherché et le
théoréme 5.1 est démontré.

V.3 Applications aux problémes aux limites.

On va établir, & I'aide des méthodes de MM. Baouendi-Geymonat [3],
le résultat suivant:

THEOREME 5.2. Lapplication {L; 0/ov,}: D(L; Q) — LX(Q) X H™¥TI") est
un tsomorphisme.

DEMONSTRATION :

1) Introduction d’un « potentiel »: Soit ¢ — R un relévement linéaire
continu de H¥I") dans W?); posons: K¢ = L*Rg.
L’application: (u, @) > L*u -+ K¢: WHQ)X H¥(I') - L*(2) est un iso-
morphisme. En effet:
Injectivité: L*(u -+ R¢)=0 implique -+ Rp =0 d’aprés (5.1),
vo(u +Rp) = ¢ = 0; il en résulte que u = 0.
Surjectivité: D’aprés (5.1), étant donné f appartenant & L2(Q),
il existe » dans W2Q) tel que L*v=f. Il suffit ensuite de prendre
é =pov et u =v— Ryyo.

2) Transposition: Transposant ’isomorphisme précédent, on obtient
que lapplication: u > (Lu, K*u): LZ(Q)»[Wf(Q)]’xH‘*(I’) est un iso-
morphisme.

3) Interprétation de UVopératewr K*: On revient & la formule de
Green (5.3) appliquée & % appartenant & D(L; Q) et & v = R¢. Il en résulte
que pour u appartenant & D(L; ), on a: K*u = R* Lu+ ou/ov,.

4) Démonstration du théoréme 5.2:

Injectivité: cela résulte de 2) et 3).
Surjectivité: soient f et g dans L*(f2) et H ~}I") respectivement.
D’apreés 2), il existe u, et u, dans L*(2) telles que:
Lu, =f
K*u, =g

Lu,=0
et

K*u, = R*f .
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D’apres 3), on en déduit que la fonction u = u, + u, satisfait a:
ou
L = t, —_— .
v f N a’l?L g

REMARQUE 5.1. Le théoréme 5.2 permet de résoudre le « probléme de
Neumann » non homogéne:

Lu = fe L¥}Q)
?

(5.6) -5':; =ge HHD)
ue L¥Q).

REMARQUE 5.2. Il résulte du théoréme 5.2 que la solution du probléme
variationnel associé & 'opérateur L:

Lu = fe L*(Q)
ue Vi(Q)

est en fait la solution du probléme aux limites (5.6) avec condition frontiére
homogeéne.
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