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Inegalité en norme Lp pour les solutions de système
aux derivées partielles de type parabolique.

J. CHABROWSKI - G. REYNAUD

Notations et hypothèses.

Soient un ouvert de Rn, T un réel positif, S le cylindre SZ X [0, 1]. Nous
noterons x = (Xl’ ..., xn) un élément de Rn, Ixl i la quantité Vxî+ ... + xn
et t un élément de [0, T].

Si Be représente la boule ouverte de centre l’origine de rayon e dans Rn,
et S. la sphère de centre l’origine de rayon e dans Rn, on note par:

we l’ensemble 

ciQl’ensemble S. n 03A9
1~ la frontière de ,~.

Si f est une fonction différentiable définie dans S, nous notons par Dit
la dérivée partielle de la fonction f par rapport à la variable xi , D t f la
dérivée partielle de la fonction f par rapport à la variable t.

Soient u = ..., UN) et v = (v1, ..., vN) des applications définies dans S
à valeurs dans RN, nous notons par:

u. v la fonction définie par ... + uv.

l’application définie par: (Diu1’ ..., 
Dtu l’application définie par: ..., DtUN).

Par la suite, L désignera l’opérateur défini par:

Pervenuto alla Redazione il 7 Settembre 1973.
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où Lp est un opérateur de type parabolique défini par:

sont des opérateurs du premier ordre, oc, est une fonction

définie dans S.

Nous notons par des fonctions de (x, t, u) appartenant à S x R’.
Nous notons par 99 et y des fonctions poids définies dans R+ X [a, b] où

[a, b] représente un segment de R, et on leur associe de nouvelles fonctions
que nous notons toujours par g et y mais définies dans b] par
(x~ t) - 99(x, t) - 99(lxI, t)-

1. - Introduction.

Dans ce papier, nous démontrons des théorèmes d’estimation en norme LI,
pour les solutions (ou différence de solutions, ou partie positive ou négative
de solutions) de système aux dérivées partielles du deuxième ordre de type
parabolique à coefficients non bornés.

La méthode utilisée ressemble à celle de [3] mais elle permet de considérer
les solutions sur un cylindre Q x [0, T] (SZ ouvert quelconque de Rn) ; elle peut
s’appliquer pour les problèmes traités dans [4] [5] et donne des résultats
légèrement différents de ceux obtenus. Nous donnons dans les para-

graphes 1, 3 des théorèmes pour les solutions de système non linéaire,
et dans les paragraphes 2, 4 des théorèmes pour les solutions de système liné-
aire. Dans le paragraphe 6 nous appliquons ces théorèmes à des opérateurs
dont on connait la croissance des coefficients quand lxi tend vers l’infini.

Nous démontrons aussi un lemme (lemme 7.3) sur les solutions d’iné-
galités intégrales qui remplace avantageusement pour notre utilisation les
résultats de [6].

1. - Cas général.

Dans tout ce paragraphe q représentera un réel fixé supérieur 

DÉFINITION 1.1. Nous dirons que définie dans S à valeurs
dans Rn appartient à [C1~2(S)]~, si u apartient à [C1(S)JN et si pour tout

couple (i, j ), est une applications continue dans S (c’est à dire qui
peut se prolonger en une application continue dans S).
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HYPOTHÈSE 1.1:

i) pour tout u appartenant à [C102(S)JN, sont localement

lipschitziennes dans S.

ii) Si on note _ ~ i,~(u~), alors pour tous 8 = (~i)’ {3 == 
appartenant à R~, pour tout (x, t) appartenant à on a:

et ceci pour tout 1 réel strictement positif, à’ étant une fonction définie dans S.

iii) Pour tout u appartenant à on a:

où Ci appartient à C(S) et p est une constante vérifiant 0 c,u C 2q -- 1.

iv) Les ap sont localement lipschitziennes dans 8 et vérifient presque
partout dans 

où H appartient à C(S) et est positive.

v) Pour tout u appartenant à RN, on a:

pour tout (x, t) appartenant à S, où C~ et h~ appartiennent à C(S) et vérifient

DÉFINITION DU PROBLÈME 1.1. Nous dirons que l’application u est solu-
tion du problème 1.1 si

1) t) appartient à [C1.2(S)]N
2 ) ~(.r~)==0 pour (x, t) appartenant à Tx 10, ll’1
3) pour tout p, Lp(up) = fp(up).

THÉORÈME 1:

Soit u solution du problème 1.1.
une f onction définie dans R+ X [t1, t2l  t2 c Z’ ) .
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On suppose que

a) g~ est localement lipschitzienne dans R+ X [ t1, 
b) q est solution presque partout dans Q X [t1, t2J de l’inéquation suivante:

où a(t) est une f onction appartenant à C[ t1, t2J, Hl une f onction positive définie
dans Q X [t1, t2J.

c) g~ et u vérifient la condition suivante : pour tout (Tu z~2 ) vérifiant t1 c ~’1 
 z2  t2, il existe une suite I~m et une suite ym telles que + 00, ym --&#x3E; 0 et

DÉMONSTRATION. Soit 99 une fonction vérifiant les hypothèses du théorème,
posons OR= cp. yR où y, est une famille de fonctions appartenant à

01(R+x[t1, ~2] ) ? vérifiant 0  yn(x, t)  1

Les dérivées partielles de yR sont bornées par une constante M indépen-
dante de R.
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Soit E &#x3E; 0 et considérons la quantité:

Nous avons:

En utilisant l’hypothèse ii), nous avons:

Portons ces résultats dans 1.2; en utilisant l’hypothèse iii), et en ajoutant
les N inégalités ( p = 1, ... , N) ainsi obtenues, y nous avons:
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Comme u est solution du problème 1., nous avons:

En utilisant l’inégalité de Young, nous avons:

Portons ce résultat dans 1.6, nous avons:

Par hypothèse: 0  p  2 q + 1 , on prendra A==1/(2~-}-12013~). De plus, le
coefficient de (u2 p + E )q+1 dans l’inégalité précédente est minoré par:
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Comme par hypothèse 99 est solution de (b), nous avons:

Intégrons cette inégalité sur Q x [ri , T2J où ti  il  Ta  t2 . 
est localement lipschitzienne, nulle sur et nulle pour

1, on peut utiliser le lemme A, et on obtient:

Faisons tendre 8 vers zéro dans l’inégalité et remarquons que si 

alors 2~(2~+2)e~~(~+ë)~’~~’~(~)~0 si q &#x3E; 0, alors 2q(2q -f- 2 )~
tend uniformément vers zéro quand 8 tend

1&#x3E;

vers zéro.

De plus:

tend uniformément vers zéro quand e tend vers zéro.
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On obtient, si on remplace R par (terme de la suite qui intervient
dans l’hypothèse C):

On a, en utilisant le lemme 7.3 et en considérant que:

est une fonction de t connue,
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Si on fait tendre m vers l’infini et si on remarque que,

On obtient l’inégalité 1.1.

2. - Cas linéaire.

Dans ce paragraphe q représentera un réel fixé supérieur ou égal à - 2 .
Les opérateurs J i,p et Bp seront données par:

où les afj et bf appartiennent à C1(S) .
On supposera que les hypothèses i), ii), iv), v) sont vérifiées, et de plus,

où F1, ~’3 sont des fonctions positives appartenant à C(S).

THÉORÈME 2.1. solution du problème 1.1 ; soit g~ une fonction définie
R+ X [tl , t2], à valeurs dans R + ( 0 tl  t2  T).

On suppose que: g~ vérifie (a) et (b’)

(b’) cp est solution presque partout de l’inéquation suivante :

où a(t) appartient à C[t1, t2], Hl est une f onction positive définie dans t2J;
g~ et u vérifient (C’),
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(C’) pour tout ( ~1, Í 2) véri fcacnt t1  Tl  T 2  t2 , il existe une suite et

une suite ym telles que 00, et

Alors l’inégalité 1.1 est vraie pour ~~2013~.

DÉMONSTRATION. On reprend les mêmes calculs que dans g 1. On sup-
posera, de plus, que la fonction YR admet des dérivées partielles secondes
bornées par M. Si on considère la 

qui intervient dans 1.3 nous avons: ~

De plus,

Nous avons donc à la place de l’inégalité 1.6, l’inégalité
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Comme u est solution du problème 1.1, on peut faire le même calcul que
celui fait dans le § 1; on obtient à la place de 1.8, l’inégalité

Le coefficient de + est minoré par

Comme par hypothèse 99 est solution de (b’), on a donc:

La suite de la démonstration est la même que celle du théorème, l’inégalité 2.3
remplaçant l’inégalité 1.9.



216

3. - Etude de la partie positive des solutions ( q &#x3E; - 2 ) :

Dans ce paragraphe on suppose que les hypothèses intervenant dans
le § 1 sont vérifiées et de plus, on suppose l’hypothèse vi).

vi) les fonctions f 1) vérifient la propriété suivante:

DÉFINITION 3.1. Soit u une f onction dé f inie dans 8, à valeurs dans R,
nous noterons par u+ et u- les fonctions définies par:

u+(x, t) = max [0, u(x, t)]; u-(x, t) = max [0, - u(x, t)] ((x, t) appartenant à S).

Si v = (vl, ..., vN) est une application définie dans S, à valeurs dans RN
nous noterons v+ = (v+, ..., vN ) et v- = (v~ , ..., vN).

DÉFINITION 3.2. Nous dirons que l’application u est solution du pro-
blème 3.1 si :

THÉORÈME 3.1. Soit u solution du problème 3.1, soit g~ véri f iant a) et b)
du théorème 1.1.

Soient g~ et u veri f iant :

c") pour tout T2) vérifiant t1 1’1  T2 c t2, il existe une suite + o0
et une suite 0 telles que

Alors on a la relation (1) où up a été remplacé par u: .

DÉMONSTRATION. On considère la quantité Par un

calcul analogue à celui de la démonstration du théorème 1.1 et en utilisant
le lemme 7.1, on obtient presque partout dans (inégalité qui
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remplace 1.6):

Comme u est solution du problème 3.1, y nous avons:

De plus, d’après l’hypothèse vi nous avons:

Donc

Le même calcul que celui fait dans la démonstration du théorème 1.1 nous

donnera:

Nous obtenons donc la même inégalité (1.9) où up a été remplacé par u) sauf
qui reste inchangé. La suite de la démonstration est la même que

pour le théorème 1.1. D’où le résultat.

4. - Cas linéaire.

Etude de la partie positive de la solution (q ~ - 2 ) . On supposera les

hypothèses du § 2 vérifiées, et l’hypothèse vi) du § 3.

THÉORÈME 4.1: Soit u solution du problème 3.1

Soit qJ vérifiant a et b’

Soit 99 et u vérifiant

15 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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alors on a la relation 1.1 où up a été remplacé par ~~.

DÉMONSTRATION. Si nous modifions la démonstration du théorème 2.1,
comme nous avons modifié la démonstration du théorème 1.1 pour obtenir

le théorème 3.1, y nous obtenons le résultat du théorème.

§ 5. - Inégalité du type 1.1 où Up est remplacé par 
étant solutions de problème du type 1.1 ou 3.1.

DÉFINITION 5.1. Nous dirons que le couple (u, v) est solution du pro-
blème 5.1 si :

et

DÉFINITION 5.2. u appartenant à [C1~2(S)]N, on dé f inira (pour tout W
appartenant à les opérateurs

THÉORÈME 5.1:

Si Ltn vérifient l’hypothèse 1.1,
si (u, v) est solution du problème 5.1,
si g~ vérifie a, b, si g~ et W = u - v vérifient C (théorème 1.1 ) alors on

a l’inégalité 1.1 où u a été remplacé par W (q &#x3E; - 2).

REMARQUE. Pour que !Tu,i,,, vérifie l’hypothèse 1.1, il est nécessaire que

l’opérateur ne dépendent que de x, t et Djup.
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DÉIkIONSTRATION. Il suffit de remarquer que si (u, v) est solution du

problème 5.1, alors W = u - v est solution de

L,~,~(W~) = J.,.(-W), et que nous pouvons alors appliquer le théo-

rème 1.1 à W.

THÉORÈME 5.2. Dans le cas linéaire, si Bp, vérifient les hypo-
thèses i), ii), iv), v), iii’),

si (u, v) est solution du problème 5.1,
si cp et W ( W = u - v) vérifient a), b’), c’ ), alors l’inégalité 1.1 est vraie

pour q ~ - 2 .

DÉMONSTRATION. Il suffit de remarquer que $u,1,p(W) = $1,p(W) et que
Bu,p(Wp) = Bp(Wp) et d’appliquer le théorème 2.1.

DÉFINITION 5.3. Nous dirons que le couple (u, v) est solution du pro-
blème 5.2 si :

1) u et v appartiennent à 

THÉORÈME 5.3 (q &#x3E; 2 ). Si Lu, BU,1n vérifient les hypothèses 1.1
et vi (§ 3), si (u, v) est solution du problème 5.2,

si g~ vérifie a et b

si (p et u - v = W’ vérifient c" où up a été remplace par -W alors on a
l’inégalité 1.1 où np est remplacé par -W,,+-

DÉMONSTRATION. Il suffit de remarquer que :

Lu(Wp) c f u,~) ( W ) , et d’utiliser le théorème 3.1.

THÉORÈME 5.4 (q ~ - -1). Dans le cas linéaire, si J i,~, Bv, fu,v vérifient les
hypotèses i), ii), iv), iii’),

si (u, v) est solution du problème 5.2

alors l’inégalité 1.1 est vraie où Uv a été remplacée W.’.

DÉMONSTRATION. Il suffit d’appliquer le théorème 4.1.
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6. - Applications.

DÉFINITION 6.1. Soit y une f onction définie dans Rn X [0, T] à valeurs
dans R+;

On note EV’ l’ensemble des applications u appartenant à ~C1~2(~~]N~
oéri f iant la propriété suivante :

On note l’ensemble des applications u appartenant à ~C1.2(S)]N,
vérifiant la propriété suivante :

DÉFINITION 6.2. Soit A une f onction continue, strictement positive sur le
segment [-1, -~- 00[.

On note par:

A la f onction définie par:

la fonction définie dans

fonction définie dans

où ml, m, {3 sont des constantes positives ({3  1), T un réel.

DÉFINITION 6.3. Nous dirons que A vérifie l’hypothèse 6.1
si pour tout où Mi et I~1 sont des con-

stantes positives.

DÉFINITION 6.4. dirons les fonctions H, C,, :2 C~, ~ Hl, y
F, ap (intervenant dans H 1.1) vérifient l’hypothèse 6.2 A k
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THÉORÈME 6.1. Soit A donné, vérifiant l’hypothèse 6.1; on suppose que
les fonctions H, Hl, F, oep vérifient l’hypothèse 6.2 ~..

k k

Si u appartient à K1pÂ’
si

si

alors,

DÉMONSTRATION. Considérons le deuxieme membre de (b) où g a été
remplacée par on a:

Soit vérifiant 0  Â  1 ~ la quantité entre crochet peut s’écrire:

quantité qui est positive si

et par suite comme A est croissant, le deuxieme membre de (b) est supé-
rieure ou égal à:
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Considérons maintenant la quantité.
du théorème 1.1, y on a:

qui intervient dans (c)

En utilisant l’hypothèse 6.3 et en remarquant que
borné, on a:

est

est une constante positive. Donc si ~112 + m, et en remarquant
que u appartient à K’PA’ (c) du théorème 1.1 est vérifié.

Donc, pour

et

les propriétés 1 et 2 du théorème 6.1 sont vérifiées avec

DÉFINITION 6.5. Soit A une f onc tion continue, strictement positive sur le

segment [- 1, + oc[ on note par:

Al la f onction définie par
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"P1.A la fonction définie dans

9’l.A.M.P.., la f onetion définie dans

où M,, m, /3 sont des constantes positives (p  1) -r un réel.

DÉFINITION 6.6 A. Nous dirons que les fonctions
.F’, F1, .F’2 , a,, vérifient l’hypothèse 6.6 A si:

THÉORÈME 6.2. Soit A une f onction strictement positive définie sur

[-1, -~- 00[, dérivable, vérifiant l’hypothèse 6.1; on suppose que les coeffi-
cients .F, F1, .F2 , F3, oc, vérifient l’hypothèse 6.6 A.

k k

S2 u appartient à ,

où

alors :
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DÉMONSTRATION :

on a:

et

et en utilisant l’hypothèse 6.6 A, le deuxième membre de (b’ ) est minoré par:

la quantité qui se trouve entre crochets est positive si

et si # vérifie

et par suite comme est croissant, le deuxième membre de (b’ ) est

minoré par:
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Considérons maintenant la quantité:

qui intervient dans c’.

En utilisant l’hypothèse 6.3 et en remarquant que Al exp [- est

borné, on a:

où .K est une constante positive. Donc si + ~V12 + ml et en

remarquant que u appartient à K VA l’hypothèse (c’ ) du théorème 2.1 est
vérifiée.

§ 7. - Nous citons sans démonstration deux lemmes dont nous avons
fait usage (démonstration voir [7] ), et un lemme dont le résultat ressemble
à ceux obtenus dans [6].

LEMME 7.1. Soit .~ un ouvert de Rn, de D.

Soit f une f onction définie dans Q X [t1, t2J localement liptschit-
zienne, nulle sur rx [to t2]. Alors nous avons pour tout t appartenant à [t1, t2J

LEMME 7.2. Soit S~ un ouvert de Rn, soit f une f onction appartenant à 01(Q),
soit f +(x) = max (0, f(x» on a les résultats suivants :

1) la f onction f + admet presque partout dans Q des dérivées partielles et
si on appelle Q1 l’ensemble des points x de Q tel que f(x) &#x3E; 0 et Q2 l’ensemble
des points x de Q où f(x) c 0 :

les restrictions à S~1 de DZ f + et Di f sont égales
la restriction à, Q2 de Di f + est nulle presque partout.

2) la f onction f + est localement lipschitzienne dans Q.
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LEMME 7.3. Soit y(t) fonction continue sur [T, T + ~8] et vérifiant pour tout
Tl’ ~’2(Z’ c Ta  T -+- ~) l’inégalité

où a(t) et h(t) sont des fonctions continues, alors pour tout Tl T2 vérifiant
on a

DÉMONSTRATION. Fixons Tiy et considérons l’équation intégrale

on vérifie facilement que:

est solution de (2) et de plus, que pour tout T2, T3 vérifiant ~1 c i2 c z3 s T -~-- ~
on a:

si y(t) est solution de (1), on a donc pour tout

D’après la définition de on a donc, y(i~) - GE(zl) c - ~  0. Démon-

trons que pour tout T zl c ~ c T -~-- ~ on a - 0. En effet, sup-
posons qu’il existe zo &#x3E; Tl tel que

et pour tout alors pour tout
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aurait

serait solution de l’inégalité intégrale: pour tout

comme on démontre facilement que contraire à

l’hypothèse que Y(T1) - 0.

Donc, pour tout

et comme cette inégalité est vraie pour tout e &#x3E; 0, en faisant tendre a
vers zéro, nous avons le résultat.
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