ANNALI DELLA
SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PIsA
Classe di Scienze

J. CHABROWSKI

G.REYNAUD

Inégalité en norme L” pour les solutions de systéme aux
dérivées partielles de type parabolique

Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 4° série, tome 1,

n°3-4 (1974), p. 205-227
<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1974 4 1_3-4_205_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1974, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1974_4_1_3-4_205_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Inegalité en norme L’ pour les solutions de systéme
aux derivées partielles de type parabolique.

J. CHABROWSKI - G. REYNAUD

Notations et hypothéses.

Soient 2 un ouvert de R, T un réel positif, 8 le cylindre 2 x[0, T]. Nous

noterons « = (@, ..., #,) un élément de R®, |x| la quantité Va?- ...+ a2
et t un élément de [0, T'].

Si B, représente la boule ouverte de centre I'origine de rayon ¢ dans R~
et S, la sphére de centre lorigine de rayon ¢ dans R", on note par:
o, ensemble B, N Q2
o, ’ensemble S, N Q2
I' la frontiére de 0.

Si f est une fonction différentiable définie dans S, nous notons par D;f
la dérivée partielle de la fonction f par rapport & la variable x,, D.f la
dérivée partielle de la fonction f par rapport a la variable ¢.

Soient % = (uy, ..., uy) et v = (vy, ..., vy) des applications définies dans S
4 valeurs dans RY, nous notons par:

w-v la fonetion définie par w,v, + ...+ uyvy
D,u Vapplication définie par: (D,u,, ..., Duy)
D,u Vapplication définie par: (D.u,, ..., Duy).

Par la suite, L désignera opérateur défini par:

Ly(uy)

Lu
Ly (uy)

Pervenuto alla Redazione il 7 Settembre 1973.
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ou L, est un opérateur de type parabolique défini par:
”
Ly(u,) = — z DT, ,(uy)] — By(u,) + Do, u,
i=1

Ti0(u,), By(u,) sont des opérateurs du premier ordre, o, est une fonction
définie dans S.

Nous notons par f,, g, des fonctions de (x,?, u) appartenant & Sx RY,

Nous notons par ¢ et ¢ des fonctions poids définies dans R, X[a, b] ou
[a, b] représente un segment de R, et on leur associe de nouvelles fonctions
que nous notons toujours par ¢ et y mais définies dans R"X[a,b] par

(@, 1) — @(x, ) = @(|2], t).

1. — Introduction.

Dans ce papier, nous démontrons des théoremes d’estimation en norme L”
pour les solutions (ou différence de solutions, ou partie positive ou négative
de solutions) de systeme aux dérivées partielles du deuxiéme ordre de type
parabolique & coefficients non bornés.

La méthode utilisée ressemble & celle de [3] mais elle permet de considérer
les solutions sur un cylindre £ X [0, T'] (22 ouvert quelconque de R"); elle peut
s’appliquer pour les problémes traités dans [4] [5] et donne des résultats
légérement différents de ceux obtenus. Nous donnons dans les para-
graphes 1,3 des théoremes pour les solutions de systéme non linéaire,
et dans les paragraphes 2, 4 des théorémes pour les solutions de systéme liné-
aire. Dans le paragraphe 6 nous appliquons ces théorémes a des opérateurs
dont on connait la croissance des coefficients quand |x| tend vers l'infini.

Nous démontrons aussi un lemme (lemme 7.3) sur les solutions d’iné-
galités intégrales qui remplace avantageusement pour notre utilisation les
résultats de [6].

1. — Cas général.

Dans tout ce paragraphe ¢ représentera un réel fixé supérieur & —%.

DEFINITION 1.1. Nowus dirons que Uapplication u définie dans S & valeurs
dans R appartient a [C**(8)]N, si u apartient & [C(S)]Y et si pour tout
couple (i,4), D,[D;u] est une application continue dans S (c’est 4 dire qui
peut se prolonger en une application continue dans §).
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HyPOoTHESE 1.1:

i) pour tout » appartenant & [C**(8)]", les &, ,(u,) sont localement
lipschitziennes dans S.

ii) Si on note P, ,(D,u,) = T,,(u,), alors pour tous &= (&), B = (B:)
appartenant 4 R=», pour tout (»,?) appartenant & £2Xx[0,7'] on a:

SEPB)<AT SE+ 3 B Pulf),

%

et ceci pour tout 4 réel strictement positif, F étant une fonction définie dans S.

iii) Pour tout w appartenant & [C**S)]¥, on a:

uﬁBﬁ(uIl) < Olu: + 14 Z-Diuﬁz' Tz’,p(up) ’

ou (, appartient & O(8) et u est une constante vérifiant 0<pu<<2q4 1.

iv) Les o, sont localement lipschitziennes dans S et vérifient presque
partout dans £2x[0, T],

—H<D,, a,>0

ou H appartient a O(8) et est positive.

v) Pour tout u appartenant & RY, on a:

fo(®, t, u) Sgn. u, < 2 Co(®, 8)|uy| + hy(2, 1) ,
k

pour tout (r, t) appartenant & 8, ou C} et h, appartiennent & 0(8) et vérifient
hy(x,t)>0, OCix,t)>0 pour k~p.

DEFINITION DU PROBLEME 1.1. Nous dirons que I’application » est solu-
tion du probléme 1.1 si

1) u(x,t) appartient & [C*3(S)]¥
2) u(x, t) =0 pour (z,t) appartenant & I'x[0, T']
3) pour tout p, Ly(u,) = fy(u,).

THEOREME 1:

Soit w solution du probléme 1.1.
Soit ¢ une fonction définie dans R, X[t,,t,] (0<t, <t <T).
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On suppose que

a) @ est localement lipschitzienne dans R, X[t,,t,]

b) @ est solution presque partout dans 2X[t,, t,] de Pinéquation suivante:

o~ 9D (2411 29+ 1
a(t)e, @*< Tr1eT? (2q+2H+0+2q—|—2 C: +
2941 .
Fora IO s a®) g 1= Sl

ol a(t) est une fonction appartenant & C[t,, t,], H, une fonction positive définie
dans 2 X[t,,1,].

¢) @ et u vérifient la condition suivante: pour tout (v, T,) vérifiant t,<7,<
< Ty, <ty Gl existe une suite R,, et une suite y,, telles que R,, — + oo, v, —0 et

f f |[uy |2 F [<P 2 | Dip| + <P2] Kooy i=on, U< Ym
T, 2 ¢

Ol Yo ..—wp €St la fonction caractéristique de Vensemble wp, . —wp, .
m m
Alors on a: pour tout Ty, T, vérifiant t,<T,<T,<t,

1.1) [ fqﬂEoc,,]u,l”“dac] <
» =1,
Q

< [ f¢2 z %I%P"“ dw] *exp [— 29+ 2)fa(t) dt]_|_
? t=7,
Q

L3

—}—f [f Z:;ldx] exp[ (29 + 2)fa(u du]
Ty 2 B

DEMONSTRATION. Soit ¢ une fonction vérifiant les hypothéses du théoréme,
posons DPp=¢. yp o vy, est une famille de fonctions appartenant &
CY (R, X[t, 1,]), vérifiant 0<yg(z,t)<1

ya@, ) =1 si jz|]< B
Y@, ) =0 sije|>R+1
Dyp=0.

Les dérivées partielles de y, sont bornées par une constante M indépen-
dante de R.
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Soit > 0 et considérons la quantité:

(1.2)  Pi(up+ &) u, Ly(u,) =
= Bl + o), [— SD.F () + Byl + Doy,

Nous avons:

(1.3) — Ph(uz+ &)1, 3 DiFuy(uy) = — 3 DLz + &)y Fop(us)] +
+ 3 P+ 20+ DG+ ] Tsls) Ditty +
+ 220 Dy Pyluy+ &)ty Tip(ts) -

En utilisant ’hypothése ii), nous avons:

(1.4)  — Pi(u; + )7 u, ;Di Tinlup) > — ;Di[fpﬁe(ui + &)y Fip(uy)] +

+ S+ | (20 1-3) -+ e1=3) | Fustun) Dt —
— AP+ &)+ 3 (D, Br)*

\ 1
(1.5) D% (up + &)u, Do, u, = 5L 1) ———— D[ Do, (up+ £)o+1]—
DD, Dp 2 R 2q+1 ., o+l
- q+l “p(up+8) +1+2(q+1)¢k[u1¢+8)+pt“1’_
—@%e(uy + €)? Dy, .

Portons ces résultats dans 1.2; en utilisant ’hypothése iii), et en ajoutant
les N inégalités (p =1, ..., N) ainsi obtenues, nous avons:

(1.6) 3 Pr(uy+ &)4u,- Ly(u,) > ED [Da(ug+ e)2-up T (us)] +

+ S @i+ | (204 1 =) e (1= =) ] Tontu Do+

¢3Dt¢ka _@2 (2q+1
g+1 7 TF\2(q+1)

D[ Do, (u; + €)+] — Pi(uy + ) Dicx, .

+ 3+ e[ H+ 0,) 428 3 (D00 +

1
+230F0
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Comme u est solution du probléme 1., nous avons:

I, = Q%(ul+ &)tu, Ly(u,) = Py(ul + )2 u,|(Sgn. u,) f,(u) <

< B+ o) ol [3 O] + 1]

I,<® EC”(u + &) U2+ &)t — e @L0%(ul 4 €)7 4 Dh(uE -+ )t|u,| .

En utilisant I’inégalité de Young, nous avons:

RSP 7 L oh SR | Uyl
(1.7) ;Iv<¢3§(“»+8)+[2q+2%0’°+2q+2%0’+2q+2H‘]

q)? h2q+2

_e§<p2 C2(ul + )7+ 22q+ 5 HE

Portons ce résultat dans 1.6, nous avons:

2q—|—1

2 a+1 2D, Py 2 (2911 »
(1.8) g(u,,—l-e% [_T_lTocy—Qz(mq_i_l)H—{—O 5 +220k+
1 e 20+1 . R
+ 2q+2§0p+ ég?2H1) _4AF;(Di¢n) ] + %(Dn{up+£]

: [(2q+ 1_1;—.11)“:—}‘ 8(1—%._,“)] “8i0(uy) Dy +

+ Zp gqué Dt[¢i“n<u: —+ g)et?] <izn Dz[(pi(uz + &) u,- gi.?(uﬂ)] -

¢2 h2a+z
PR quﬂ—}— Dre(up + €)0 Dy,

— > ey Op(uy + &)*+

Par hypotheése: 0<u<<2¢-+ 1, on prendra 4 =1/(2¢+ 1—u). De plus, le
coefficient de (u2 -+ ¢£)** dans1’'inégalité précédente est minoré par:

S0 0t

2 1 1
H4 0+ 24T S

2q+2 SRRt T p:

¢ D (2941
[ q+1“” ‘p(

; — P2 S D] + 0 M2 | Lo, -0y -
2q+1 — 2 D) ]yn CrE p— 9 2 |Digl + ndlg*|
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Comme par hypothése ¢ est solution de (b), nous avons:

(1.9) > a(t) Dr(u, + £)r+a, —2qez¢ (us + €)1 T, ,(uy) Dyu, +

V4

+Z§""+“9Dt[¢;ap<u+s)«+1] <2 DBttty + )y Fiy(s)] —

¢2 R \ Cn D @i h2a+2
—ZS Uy 1+ &) Cp — t“p]+2q+‘)zﬂ—20+1+

(up + &)+ [ ]

L LS A M2 © peyPp *
+29q_|_1 Fthpz]Dl(p]—i—n XR+1 R

Intégrons cette inégalité sur Q2 X [1,, 7,] ol t, <7, < 7, <?,. Comme (p (u2+ g)e-

“uy ¥, ,(u,) est localement lipschitzienne, nulle sur I'X[t,,t,] et nulle pour

|z > R + 1, on peut utiliser le lemme A, et on obtient:

t=1, t=1,

[ f@i > o (uy + s)q“dx] < [ f@i > o, (up + s)q“dm] +
Iel ’ 2 ?

s h2a+2
—I—ffdi;H’;q“ do dt —f (29 + 2)a(?) [ f@z > ay(uy + a)q“dx] dt —

—f f > (29 + 2)eDR(Cy — Dyou,)(u + €)2da db -+

»

—|—f qu(Qq + 2)e > Dy(ui + &)1+ F; p(u,)  Diw,, - dadt +

7, 2
42q+2) f N »

i = Wpy @ d t.
2q—i—1—lufggF(u’+8)q [ZM(});IDl(pI-{—%M(p]X R+1 R xd

Faisons tendre ¢ vers zéro dans 'inégalité et remarquons que si g<0
alors Zq(2q+ 2)e > DH(uZ+ €)1 Du, T ,(u,) <O si ¢> 0, alors 2¢(2¢q + 2)e
2(252 e)1D,u, T, ,(u,) tend uniformément vers zéro quand & tend

vers zéro.
De plus:

(29 + 2)eDL(C2 — Do) (U2 + €)1 < (24 + 2) VEDL|C? — D, |(u2 - &)*HH

tend uniformément vers zéro quand e tend vers zéro.
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On obtient, si on remplace R par R, (terme de la suite qui intervient
dans ’hypothése C):

[ J‘d%m 2 oy |y 204 dm] < [ J.ngm PR AN dw] —
Py v tenT, o ) t=1,

—f(?q + 2)a(t)( J’(Df.,m > oy |u, |20t dx) dt -+
Ty 2 v

+ f( [or, i)

Ag+2
+2"qéLq‘T—) [le”lu 12“+’[2¢MEID.¢I+7»M° ]xw,,mﬂw dx]d

71

On a, en utilisant le lemme 7.3 et en considérant que:

[3 Pluyfrors 20 3 1D.] + 0 M20?| o, 700, 4
? i
2

est une fonction de ¢ connue,

[ [or. Sotusae] <[ [or. gmtmpeeas]
P » t=1, A » b=ty

Ty

"exp [— (294 2)]a(?) dt] +

T1

+f U ;“ t)) dx] exp [— g+ 2>f u)du] dt +
sqt2) [ - . .
-+ m [J;Flu,,l + [2¢M§;: |Dip| + n M2 ] x“’nmn_"’nmdw]

Ts

-exp [—— 29+ 2)fa(u) du] dt

¢
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Si on fait tendre m vers l’infini et si on remarque que,

4 2)
é.q_(i_—;.___j [fZFIu ]’q+2[2<pMz|D,qJ|—|— nM? (p}wamH o mde.

- exp [— (2¢q + 2)fa(u) du] dt<

i

4q+8 ) i Tg
<m (2M + nM?)y, exp [2(q+ l)f]a(u)ldu] )

L2

On obtient l'inégalité 1.1.

2. — Cas linéaire.

Dans ce paragraphe ¢ représentera un réel fixé supérieur ou égal & — %.
Les opérateurs &, et B, seront données par:

z o(Up) = za:’ngup7 Bp(up) = bel)iu,,,
i
ou les af; et b} appartiennent & C(S).
On supposera que les hypothéses i), ii), iv), v) sont vérifiées, et de plus,

cees
iii’) a“ a“,

|D;a?

<P BFI<Fy;  |D:bY|<Ty

(&

ou F,, F,, F; sont des fonctions positives appartenant & C(8).

THEOREME 2.1. Soit u solution du probléme 1.1; soit ¢ une fonction définie
dans R, X[, 1], & valeurs dans R’: (0<t,<t,<T).
On suppose que: @ vérifie (a) et (b')

(b") @ est solution presque partout de Uinéquation suivante:

. Dty 241y 241,
e [2q+2 togra g BT

R e L | .
+2q+2%o,+2q+231] 2q+2[2"F‘¢;'D‘¢'+4F§'D“¢'+

+ np*F; -+ F, 3 IDﬂpzl]

ot a(t) appartient & C[t,, t,], H, est une fonction positive définie dans Q2 X[1,,t,];
@ et u vérifient (C'),
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(C") pour tout (v,, ,) vérifiant t,<t, <7T,<i,, il existe une suite R,, et
une suite y,, telles que R,,— + oo, y,,—0 et

f fluplzwz[[l? + F,+ F,]o*+ Fop z [D,-(p]] Kony i @g, AX A<y, .

Alors Vinégalité 1.1 est vraie pour q>—3%.

DEMONSTRATION. On reprend les mémes calculs que dans §1. On sup-
posera, de plus, que la fonction y, admet des dérivées partielles secondes
bornées par M. Si on considére la quantité 2245 (D, DPy)(up + €)%ty T; 5(uy)
qui intervient dans 1.3 nous avons:

3 (DD + e)'u,ahDyu, = 3 (DB D[+ &)t — o] =

_ZD [2 F2

— gat1] Z Dj(a; D, D}) .
i

auz + 2

(2 4 e)ert —

—eot1]af D, @2] 54 +Z

De plus,

qj?t(“p -+ €)%u, p(up) = (pi z bp i[(u: + &)l —getl] =

+2
=3D [2 +2[(u+e)ﬂﬂ—s«ﬂ]b”¢2] s L+
+ e —ent1] 3 D8 B5) -

Nous avons donc a la place de ’inégalité 1.6, I'inégalité

(2.1) > Dr(up+ &) u, Ly(uy) > — D[ Pr(uy + &), - D afDyu, —
s i

[(up+ &)+ —ert1] 3 afD; Py — [(uf + e)or — e 107 D] +

T 2¢+42 29+ 2 +z
2 1 DDy Dy 29+1 1 9
+Z(u9+£)+ [_ q+1 Oy — 2q+2¢ H— Z _|_2 [zDa[auD ¢R]+

+ Do ”+ 3.0 [somanant s o]+

+ z 5 + 5 D[ Do, (up + €)1t1] — > Drs(up + €)2- Dycr,y .
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Comme % est solution du probléme 1.1, on peut faire le méme calcul que
celui fait dans le §1; on obtient & la place de 1.8, I’inégalité

qjkﬁtfkaf’—@z (29+1H_|_ 29+1 zolxz_’_

(2:2) I+ e [— tlogr 2Tt 2,102

2¢+1
tayslo +2q+zﬂ) 50i

+ ooy [ Do + ID@n| + 3 5 DiB it <

< zbi[cbi(u: + &), S D, —
1w J

[zp (@5D.P5) + 3 D P b")” +

sl + e — e SapD, 0 +
» ) @2 h2a+2
-+ bi @i:”_. ;s@;(o -Dt‘xaz)(u + €)?+ 2 < 9q+ 2 Hz,,+1

Le coefficient de (u2+ ¢)t! est minoré par (Iafﬂ.|<4F):

¢Dt(p 2q—|-1 2 + 7‘
1

—5r o(nFlz D + 47 3 1Dl + npa+ B, 3 Dig 1)]

2R (2 M2+ 2 M)+2nF,¢? M]g(w,m 0pe

2 2
Zq+2[ wiFyg* M-+ 87 M 3|D g

Comme par hypothese ¢ est solution de (b'), on a done:

2.3)  Sala,pyad +e«+l+z2q s DB+ o<

@2 h2¢+2 1
< ZZQ-}— 2 H‘a+1 + ZD [Qﬂ(u +& ‘%E%D Uy — 2 +2

- [(u5 + &)t — o] [z a;D, P+ bw;” — P43 (4 + )0~

—D,a,) — 22;]_‘_ 3 [ZD (a5 D, D) + Z D, (D5 bp)] +

u”+8 2 2 2 2

+ 4%2F¢)2(2.M2 + 2-M) + 2”F2‘P2M] %wmn""a'

La suite de la démonstration est la méme que celle du théoréme, I’inégalité 2.3
remplacant 1'inégalité 1.9.
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3. — Etude de la partie positive des solutions (¢ > —1):
Dans ce paragraphe on suppose que les hypothéses intervenant dans
le §1 sont vérifiées et de plus, on suppose I’hypothese vi).

vi) les fonctions f, vérifient la propriété suivante:
Siu= (uy,..,uy) et v= (4, ..., vy) sont tels que u,<v, et u, = v,

alors f,,(-’b', b u) <fo(@, ¢, v).

DEFINITION 3.1. Soit w une fonction définie dans S, d valeurs dans R,
nous noterons par u* et u~ les fonctions définies par:

wt(w, 1) = max [0, u(z, 1)]; w(,?) =max[0, —u(z, )] ((x,t) appartenant a S).

Si v = (v, ..., vy) est une application définie dans S, a valeurs dans RY
nous mnoterons v+ = (v;, ..., v5) et v- = (v, ..., Vy).

DEFINITION 3.2. Nous dirons que Vapplication w est solution du pro-
bléme 3.1 si:
1) u(x, t) appartient & [C*(8)],
2) wt(z, t) = 0 pour (xz,t) appartenant & I'X[0, T,
3) Ly(u,) <fp(u).
THEOREME 3.1. Soit u solution du probleme 3.1, soit ¢ vérifiant a) et b)

du théoréme 1.1.
Soient ¢ et u verifiant:

") pour tout (11, TZ) vérifiant t, <, < T,<t,, il existe une suite R,, - + oo

et une suite y,, — 0 telles que

T3

fl“;|2q+2p[¢ E |D;p| 4 SDZ] anm+1'“’nmdxdt<'}’m .
Q k)

T
g \ V4 ’ +
Alors on a la relation (1) ow u, a été remplacé par u, .

DEMONSTRATION. On considére la quantité @%(ul -+ e)iu,” L,(u,). Par un
calcul analogue & celui de la démonstration du théoréme 1.1 et en utilisant
le lemme 7.1, on obtient presque partout dans QX[¢,%,] (inégalité qui
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remplace 1.6):

(3.1) z @;(u;‘; + 3)qur (uw z D; [Q4 (up -+ e)q“+ T, ,,(u,,)] -+

+ 300+ o (2001 ) e (1= )| DTt +

(DRDt@R —@ 29+1
q+1 *» 29+ 2

3 5 g DABRn 6 + ) — Bielus*+ )7 Dic,.

+Z 3y g)ert [_ H4 0,)———411”2[1),-@:[] +

Comme u est solution du probléme 3.1, nous avons:
Py (uy "+ &) uy Ly(uy) < Dy + &)t u, fo(u).
De plus, d’aprés I'hypothése vi nous avons:

Folt) = Fo(thyy vvy Up) <Fp(Un gy eny Upy Uy gy Uy Uyt Uy 1y oony Uy + Upy).
Done
Sgnu, f(w)< > CPul + Cou,+ h,.

$FD

Le méme calcul que celui fait dans la démonstration du théoréeme 1.1 nous
donnera:

2 () +2 q. 2 +2 a+1 2¢+1 k
S B’ + o uphy(w) < 5 3 (05 + o)t [ 2 G +2q+220

< 20+ 2%
2 +1 (A e
i3 | o0 Gt ot g

Nous obtenons done la méme inégalité (1.9) ol u, a été remplacé par w, sauf
¥, »(w,) qui reste inchangé. La suite de la démonstration est la méme que
pour le théoréme 1.1. D’ou le résultat.

4. — Cas linéaire.

Etude de la partie positive de la solution (¢> —3%). On supposera les
hypothéses du § 2 vérifiées, et I’hypothése vi) du § 3.

THEOREME 4.1: Soit u solution du probléme 3.1
Soit ¢ vérifiant a et b’

Soit ¢ et u vérifiant

15 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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") pour tout (1, 7,) vérifiant t, <7,<7,<l,, il existe une swite R,, — + oo
et une suite y,,— 0 telles que:

T2

[ [t @ F -+ Byt Pt 2o 3 |Dig| ogroon, dwdi <.

T, 2
alors on a la relation 1.1 ot u, a 6té remplacé par u, .
DEMONSTRATION. Si nous modifions la démonstration du théoréme 2.1,

comme nous avons modifié la démonstration du théoréme 1.1 pour obtenir
le théoréme 3.1, nous obtenons le résultat du théoréeme.

§ 5. — Inégalité du type 1.1 ou wu, est remplacé par w,—v,, u, € v,
étant solutions de probléeme du type 1.1 ou 3.1.

DEFINITION 5.1. Nous dirons que le couple (u,v) est solution du pro-
bléme 5.1 si:

1) u—ov appartiennent a [C*(8)]",
2) u—v =0 pour (x,t) appartenant & I'X[0,T]
3) Ly(u,) = fy(u)

et

Lb(vﬁ) = g,,(’l)) .

DEFINITION 5.2. w appartenant a [C*%(8)]Y, on définira (pour tout W
appartenant & [C“*(8)]Y) les opérateurs
L,(W) par L, (W) = L(u)—L(u— W)
Tuin(Ws) par Tuin(Wy) = T, p(uy) — Fip(u, — W)
B, ,(W,) par B,,(W,) = B,(u,) — B,(u,— W,)
fun(W5)  par fu,(W)=f,(u)—g,(u—W).

THEOREME 5.1:

8t Ly, Fuipy Bupy fup vérifient Uhypothése 1.1,

st (u, v) est solution du probléme 5.1,

st @ vérifie a, b, si ¢ et W= u—v vérifient C (théoréme 1.1) alors on
a Vinégalité 1.1 o u a été remplacé par W (¢>—1).

REMARQUE. Pour que 7, ,, vérifie I’hypothése 1.1, il est nécessaire que
Popérateur §,, ne dépendent que de z, t et D;u,.
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DfMONSTRATION. Il suffit de remarquer que si (4, v) est solution du
probléme 5.1, alors W= u—v est solution de

L, (W,) =fu,(W), et que nous pouvons alors appliquer le théo-
réme 1.1 & W.

THEOREME 5.2. Dans le cas linéaire, si §;,, B,, f., vérifient les hypo-
théses 1), ii), iv), v), iii'),
st (u, v) est solution dw probléme 5.1,
st @ ¢ W (W= u—v) vérifient a), b'), ¢'), alors V’inégalité 1.1 est vraie
pour q¢>—1%.

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que &, ,,(W) = F,,(W) et que
B, ,(W,) = B,W,) et d’appliquer le théoreme 2.1.

DEFINITION 5.3. Nowus dirons que le couple (u,v) est solution du pro-
bléme 5.2 si:
1) w et v appartiennent & [C*3(S)]Y
2) (w—o)t =0 pour (x,t) appartenant & I'X[0, T']
3) Ly(uy) <f,(u)
Ly(v,) > gy (u) -

THEOREME 5.3 (¢>3). 8¢ L,, Tu.ipy Bus, fu, vérifient les hypothéses 1.1
et vi (§3), st (u,v) est solution du probléme 5.2,

st @ vérifie a et b
si @ et u—v= W vérifient ¢’ o u,

Vinégalité 1.1 ou u, est remplacé par W, .

a été remplace par W, , alors on a

DiMONSTRATION. Il suffit de remarquer que:
L(W,)<f.,)(W), et d’utiliser le théoreme 3.1.
THEOREME 5.4 (¢>—4%). Dans le cas linéaire, si §,,, By, fu, vérifient les
hypotéses i), ii), iv), iii'),
st (u, v) est solution du probléme 5.2
st @ vérifie a et b’
st @ et W=u—v vérifient ¢"),

alors Dinégalité 1.1 est vraie ow u, a été remplacée W .

DimonsTRATION. Il suffit d’appliquer le théoréme 4.1.
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6. — Applications.

DEFINITION 6.1. Soit p une fonction définie dans R»X[0,T] a valeurs
dans R_;

On note K, Vensemble des applications w appartenant & [C**(8)]",
vérifiant la propriété suivante:

Y2ul? appartient ¢ L\(S) pour tout p

On note K ., Uensemble des applications u appartenant & [C*3(8)]7,
vérifiant la propriété suivante:

Y(u,) )22 appartient ¢ LY(S) pour tout p .
DEFINITION 6.2. Soit A une fonction continue, strictement positive sur le
segment [—1, + oof.
On note par:

# la fonction définie par:

s — A(s) = \/f%u)

v, la fonction définie dans R»X[0, T'] par:

(@, 1) > 4(w, 1) = exp [—m[ #(|) ]
P 4mpe L@ fonction définie dans R*X[7, 4 /2] par:

[A(le])]*
t) — oy 1) = —m
(x, 1) PAa.m.B, (ma 1) €xp [ m /3 (t—1)
o my, m, B sont des constantes positives (f<<1), T un réel.

DEFINITION 6.3. Nous dirons que A vérifie Uhypothése 6.1
st A(s) exp [— M,[A(s)]*]< K, pour tout s>0, o M, et K, sont des con-
stantes positives.

DEFINITION 6.4. Nous dirons que les fonctions H, €y, > €% > (%, H,,
F, o, (intervenant dans H 1.1) vérifient Uhypothése 6.2 A si * k

1) o, <K, exp [Mz[.fk(]wl)]l],
2) H, C,, EC%ZC,'S, H1<Klocp[.¥k(|x])]2,
k k

3) F<K,o,A(|»).
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THEOREME 6.1. Soit A donné, vérifiant Uhypothése 6.1; on suppose que
les fonctions H, Cy, > C%, > C% H,, F, o, vérifient Phypothése 6.2 A.
k k

8i w appartient a K, ,

st
2q+1—p
"< gt D) 16K, P
st
. 2m m(1 —m/p,)
f<min [Ml M, ’VKI(etq +3) ] ’
alors,
1) @4mp- vérifie (b) du théoréme 1.1, ou
) m 4q+ 3 16K,m? ]
t) = A0 — K,— )
o) = 0 | e @4+ 1—pif—l—oF

2) @4mp €8 w vérifient (c) dw théoréme 1.1.

DEMONSTRATION. Considérons le deuxieme membre de (b) ou ¢ a été
remplacée par ¢, .5, ON a:

2[ m g lats 16K,me ]
(Q+1)[,3'—(t—1;)]2 1q+1 2¢+1— /L[ﬁ——-(t—l’)] (PAmﬂr

Soit 4 vérifiant 0 < A<<1, la quantité entre crochet peut s’écrire:

Am _K 4q—l—3+[1——l_ 16K,m ] m
@+DF—C—oF “Tg+1 " g+l 20+ 1—pllf—@E—1)’
quantité qui est positive si
Am (1—=2A)(2¢+1—p)
o —(4g+3)K,>0 et O<m< 6K (¢ T 1)

et par suite comme s est croissant, le deuxieme membre de (b) est supé-
rieure ou égal a:

m 4+ 3
@+p—¢—71P q+1 '
16K, m?

Qg+ 1—pl(B— t—r]]

ama’(t)'q)i.m.ﬂ.t ol a(t) = J‘E?(O)[
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Considérons maintenant la quantité F[(p Z Dl + ¢ ] qui intervient dans (c)
du théoréme 1.1, on a:

r [‘PA.m.ﬁ.z z |Di(PA.m.ﬂ.1l + (P2:| <

4 Aexp— M A”] exp

-[—2%—1—1{2—1— Ml] #

En utilisant ’hypothése 6.3 et en remarquant que 4 exp[— M,/2]A* est
borné, on a:

F[(PA,m.ﬂ.r z |Di¢PA.m.ﬁ.r| + (Pg] <

2
< K exp (———éﬁ + M,+ Ml) A2, ou K (dépend de %)
est une constante positive. Donc si 2m/f> M, + M, + m, et en remarquant
que u appartient a K, ,(c) du théoréme 1.1 est vérifié.
Done, pour

2q+1—
S e Vil
et
0<ﬂ<m’n(M1+ M,+m," | (4g+ 3)K1)

les propriétés 1 et 2 du théoréme 6.1 sont vérifiées avec

o m _Bgt 4 4K, m? ]
“(”_MO)LH1)|ﬁ—<t_z)]z (+1 T R i—pB——oF

DEFINITION 6.5. Soit A une fonction continue, strictement positive sur le
segment [—1, 4 oc[ on mote par:
A, la fonction définie par

s
uZ

s — #,(s) fw du ,
(14 u*) VAu)
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V1.4 la fonction définie dans R*X[0,T] par

(@, £) = P1,4(@, 8) = exp [—m[(|o])]]
@1.4mp Lo fonction définie dans R"X[7, v+ /2] par

_ [(|2])]®
(@, 1) = @1,4mp(®y 1) = €XP—m B—(t—1)
ot my, m, B sont des constantes positives (B<<1) T un réel.

DEFINITION 6.6 A. Nous dirons que les fonctions H, H,, ZCk, z
F, F,, F,, F;, «, vérifient I’hypothése 6.6 A si:

1) o, <K, exp M,[#,(|x|)]*
) H, ZkG;;, ;0;:; H,, F3<K1“m[-7{1(|w|)]2

3) F,, F2<K1“v'\/A(|x|)'Al(,w|)
nla| . X[A:, 1’ |o]? A, A ||

4 — — — -
) T4 Vi AT+ pf T Vi

]<K1“1» 17§<K1“1) .

THEOREME 6.2. Soit A wune fonction strictement positive définie sur
[—1, + oof, dérivable, vérifiant Uhypothése 6.1; on suppose que les coeffi-
cients H, > C%, > C% F, F,, F,, F;, o, vérifient Uhypothése 6.6 A.

k k

Si u appartient ¢ K, ,

. 1 . . 2m
81T Mm<< §2—ﬂ ‘31, 14 ﬂ<mln [m, /32] y
o
By = 2m(1 —m/B,)
" m(@n 4 26) K, + Vm@n 4 26)° K 4 2m(1 —m[B,)(6¢+n+4) K,
alors:
1) @1 4mp. Vérifie (b') du théoréme 2.1, ou
. #,(0) 2m
a(t) = 3 +1)¢1Amﬁz[———[ﬂ (6g+n+ 4) K, —
m 64m:K,n
——— (4 52) K, — ———
F——n 1o [ﬂ-—(t—r)]’]

2) @y 4mpx € U Vérifient (c') du théoréme 2.1.
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DEMONSTRATION :
on a:
_ —2mAy(|w]) o] @, )
Di(pl.A.m.ﬂ.r— ﬂ—(t—-‘[) (1+|x]2)\/2(—|a?ﬁ P1,4.m.B.x

et
D@1 ampx = = dm* 4 : [P @, P1,4mbr—

YA T B — (=) (14 |o2)24

2m @)@, #,|®|0,; 1 A'zo; 4, 1—|o|*

‘ﬂ—<t—r>[(1+ wPy A T pp)va 20+ )4l T L Ja)

;5 )

l.’l)l \/A ] P1.4mp.x -

et en utilisant ’hypothése 6.6 A, le deuxieme membre de (b') est minoré par:

“sPramar il 'm')[(w 1)[137'1 (t —r)]z_ﬁq;qr —g o (B— = z<2q+2>'
DK g <2q+2?§m t—r]3K1] =
= owﬂu,mmf;(f?) [[ﬁ_ftm —(6g+n+ 4)K,—

la quantité qui se trouve entre crochets est positive si

1
< 32K.n =h

et si g vérifie

L m(2n+ 26) K, + Vm*(2n + 26)° K] + 2m(1 —m[B)(6g + n+ H K, _ 5
p 2m(1—m/B,)

et par suite comme #,(|x|) est croissant, le deuxiéme membre de (b') est
minoré par:

#43(0)

2m m
% gt 1) Trames [m —(6g+n+ 4)K,  pyT— (4n +
64m2K,n
e ==t
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Considérons maintenant la quantité:

(Fy+ F,+ F)¢*+ Fp > |D,p| qui intervient dans ¢'.
i

On a:

(Fl -+ Fz + F)?’E.A.m.ﬁ.t -+ F‘Pl,A,m-ﬁ.t z |Di¢1,A,m,ﬂ,1 <
<K? [2\/Z¢e1+ A+ 4%\/2 Al] exp- [(—‘%m + Mz) jef] .

En utilisant ’hypothése 6.3 et en remarquant que -, exp[— M,/2]A, est
borné, on a:

(B + Fi+ Fo) @1, a,mp,: + FP1,4m,6,0 z I-Di(Pl,A,m,ﬂ,rI <

2m

< Kexp- [( 3

+ M,+ M1> a‘ﬁ] )

ou K est une constante positive. Donc si 2m/f>M,+ M,+ m, et en
remarquant que w appartient & K, , I’hypothése (¢’) du théoréme 2.1 est
vérifiée.

§ 7. — Nous citons sans démonstration deux lemmes dont nous avons
fait usage (démonstration voir [7]), et un lemme dont le résultat ressemble

N

a ceux obtenus dans [6].

LEMME 7.1. Soit Q un ouvert de R», I frontiére de Q.
Soit | une fonction définie dans 2 X[t,, t,] localement liptschit-
zienne, nulle sur I'X[t,,1,]. Alors nous avons pour tout t appartenant a [t,, t,]

fD,-fdw =ff-%’ds.

LEMME 7.2. Soit 2 un ouvert de R", soit f une fonction appartenant a 01(Q),
soit f.(x) = max (0, f(x)) on a les résultats suivants:

1) la fonction f, admet presque partout dans Q des dérivées partielles et
si on appelle 2, Vensemble des points x de 2 tel que f(x)> 0 et L2, P’ensemble
des points « de 2 on f(x)<O0:

les restrictions & £, de D;f, et D.f sont égales
la restriction a £, de D.f, est nulle presque partout.

2) la fonction f, est localement lipschitzienne dans £.
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LEMME 7.3. Soit y(t) fonction continue swr [T, T + B] et vérifiant pour tout
7y, To(T <71, <7< T + B) Vinégalité

(1) y(m) <y(r) + [y dt+ [he)dt,

ot a(t) et h(t) sont des fonctions continues, alors pour tout t,7, vérifiant
T<t,<1.<T+ B, on a

Y(T5) <y(t,) exp [ fa(t)dt] —|—f;a(t) exp [fa(u)du] dt.

L t

DEMONSTRATION. Fixons 7,, et considérons I’équation intégrale

@) a(r) = (y(rl)—{— g)+ a(t)-z(t)dt—i—fh(t)dt 57y, £> 0

1
on vérifie facilement que:

T

G.(v) = (y(rl)—{—a)exp[fa(t)dt] + rh(t) exp”a(u) du i
t

z. T

T

est solution de (2) et de plus, que pour tout 7,, 7; vérifiant 7, <7, <7,<T+f
on a:

(3) G(ry) = G(ro) + [a(t)- Gt @t + [hit) at
8i y(t) est solution de (1), on a donc pour tout (7, 7,) (7,<T:<7:<T + f)
y(r) — 6,(z) <y(r) —G,(ra) + [a(Oly() — G, (0] .

D’aprés la définition de G,(t), on a done, y(7,) — G(1;)< —e << 0. Démon-
trons que pour tout v 7,<Tv<T 4 f on a y(r) —G,(r)<0. En effet, sup-
posons qu’il existe 7,> 7, tel que

Y(To) — G, (7)) = 0

et pour tout 7(7,<7< 7)y(r) — G,(7) < 0, alors pour tout 7(r,<T<7,), 0N
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aurait
Y(10) — (%) = 0 <y(1) — () + [[a(t) — |a(t) Ty () — G, ()] at

c’est-a-dire que y — @, serait solution de I'inégalité intégrale: pour tout
(T, <T< T)

To

y(0) — G0)> [(lal —a)ly(t) — G0t

T

comme |a|—a>0, on démontre facilement que y(r) — G,(7)>0 contraire &
I’hypothése que y(7,) — G, (7,) < 0.
Done, pour tout 7, 7,<t<7t+ f, on a:

T

y() < (y(r)) + ) exp [ fa(t)dt] —]—frh(t) exp [ fa(u)du] dt

L3

et comme cette inégalité est vraie pour tout £>0, en faisant tendre &
vers zéro, nous avons le résultat.
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