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CONTRACTIONS RATIONNELLES

DES VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

par LUCIAN BADESCU

Introduction.

Le but de cet article est d’étendre les principaux résultats de [8],
utilisant la même méthode. Cette extension sera justifiée à la fin du travail
quand on rencontrera certaines singularités des variétés algébriques à savoir
celles qui sont obtenues par contractions rationnelles à un point et qui, pour
les surfaces algébriques, sont très proches des singularités isolées rationnel
les au sens de M. Artin [2]. On y esquisse une étude de ces singularités.

Soit K un corps commutatif, algébriquement clos de caractéristique
arbitraire ; dans tout le travail on considérera des variétés algébriques
irréductibles sur K, i.e. des schémas séparés, intègres et de type fini sur K.

Soient Y une variété algébrique, Y’ une sous-variété fermée d’idéal
J dans le faisceau structural l’immersion correspondante,
q : X - Y l’éclatement de Y de centre 

l’immersion correspondante d’idéal inve~sible I = Ox (1) dans telles que
le diagramme suivant :

1

soit cartésien.

Pervenuto alla Redazione il 27 Novembre 1972.
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DÉFINITION. Ài’ilnln6l"810n j 8’a11pèle rationnelle s’il y a un Oy, faisceau
E localement libre de rang fini et un Y’-isonaorphisme .g’’ ’ (P ( E)
étant le fib ré projectif associé à ~:) tel que (8) ^~ i* I avec 8 &#x3E; 0 conve-
,nable.

Soient X’- Y’ un morphisme propre surjectif et i : g’ 

une immersion fermée d’idéal I inversible.

DÉFINITION 2. Iht X- h est une contractions rationnelle

de X relativement à qq’ (où le long de 3’il existe une immersion formée
rationnelle j : Y’ c:~ Y telle que le diagramme

---7 ...

soit cartésien et ooïncide avec l’éclatement de Y de centre Y’.

NOTES 1. Si Y’ est non-singulière et l’entier s de la définition 2 est

égal à 1, alors la contraction 92 est régulière au sens de A. T. Lascu [8].

2. Etant donnés le morphisme propre cp’ et l’immersion i comme dans

la définition 2, s’il y a une contraction rationnelle relativement à on

dira aussi que X est rationnellement contractible relativement à 99’ (où le
long de 

Dans § 1 on étttblit des propriétés cohomologiques pour les immersions
rationnelles et dans § 2 on démontre une extension du critère de contrac-

tibilité’ de A. T. Lascu [8], que voici :

TÉORÈMR 2. Soient Y’ une variété algéb1.ique arbitraire, E un faisceau
localement libre de rang r ~ 2 s iir Y’, X’ = P (.E ~, X’ --~ Y’ le projeo-
tion canonique de P (.E), i : X’ c-+ X une im1nersion fermée d’idéal 1 inver-

Bible telle que i* I = Op(E) (8) avec 8 &#x3E; 0. Supposons en outre X normale dans
ohaque point de X’ et que Ri ~,~ (12) -= 0, où 1p: X -+ Test l’application
canonique dans l’espaoe T quotient de X obtenu en identifiant les points des

fibre8 de ’. Dans ces conditions il existe une contaotion rationnelle 99 : X -+ Y
de X relativement à g~’, telle que Y soit normale dans ohaque point de Y’ et

99 est uniquement déterminée avec cette p’rop’4iété.
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Dans § 3 on donne des exemples des contractions rationnelles avec la

propriété ‘ I = (1) qui ne sont pas régulières.
Le quatrième paragraphe contient le suivant critère de contractibilité

rationnelle à un point dont Renoncé est tout à fait plus simple que le théorème
ci-dessus et qui généralise un critère de Kodaira :

THÉORÈME 3. Soient X une variété projective de dimension r, i : X’ ~-; X
une i1nmersion fermée d’idéal I inver8ible. Supposons que X’ -= P r-1 (l’espaoe
projectif de dimension r -1 ) et i* 1 = 0 (s) avec 8 &#x3E; 0. Alors X est ration-
nelZe1nBnt contractible le long de X’ £i un point (Le. le long du morphi’’ne
-structural de X ’) y normal et la contraction Y obtenue (qui est unique) est

aussi projective. En outre y a les propriétés suivantes : la dimension de l’espaae

tangent de Zariski de Y dans y et la multiplicité de l’anneau%c Y y c ( r-1 ) 
local de y est sr-1.

Enfin, on montre que, dans le cas des surfaces algébriques, ces singu-
larités sont des singularités isolées rationnelles au sens de M. Artin [2].

L’auteur tient exprimer toute sa reconaissance au Professeur A. T. Lascu
qui lui a posé ces problèmes et l’a encouragé d’écrire ce travail.

§ 1. Iminersions rationnelles.

La définition de l’immersion rationnelle étant donnée dans l’iutroduc-

tion on va commençer par quelques exemples.

EXEMPLE 1. Si Y’ est une sous-variété fermée de Y localement inter-

section complète, j : Y’ c2013~ Y l’immersion correspondante d’idéal J dans le

faisceau structural OY , alors j- (J ) = E est un 0y, . module localement libre
de rang r = codimy Y’ et l’algèbre symmétrique (E ) est canoniquement
isomorphe à l’algèbre graduée (j) Jn/Jn+1. Par conséquant le lieu exceptionel

n&#x3E;-O

est isomorphe avec le fibré projectif P (E) et 
nZ0

(donc s de la définition 1 est égal à 1), autrement dit j est une
immersion rationnelle ; en particulier toute sous-variété non-singulière d’une
variété non-singulière donne une immersion rationnelle.

EXEMPLE 2. Soient Y’ une variété algébrique arbitraire, E un faisceau
localement libre de rang r ~ 2~ la projection
canonique, X = (8» avec 8 &#x3E; 0 le fibré vectoriel associé au faisceaux
inversible Op(E)(’); alors i~‘ I = Op(j1)(s) (EGA II (8.9.3»e i étant la sections
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nulle. la sarjection canonique

met en évidence l’immersion fermée j : Y’ ~--~ Y. D’autre part, il existe

un morphisme associé à l’application identique de

l’algèbre graduée ® (sn) (tenant compte que X= Spec EB Op (.E) (sn)
M.5:0 

et de la définition de Y), tel que le diagramme suivant

soit commutatif. Mais en vertu de EGA II (8.8) ce diagramme est même

cartésien et X coincide à l’éclatement de Y de centre Y’. Donc j est une
immersion rationnelle (et p une contraction rationnelle de X relativement
à ç2’).

EXEMPLE 3. Soit Y la surface de l’espace projectif P3 de coordonnées
homogènes Xo, xi , y X2 x3 d’équation

Supposons que la caractéristique du corps de base n’est pas 3. Alors,
le seul point singulier de cette surface est y = (1, 0, 0, 0). Considérons

Y de Y de centre Y’ = y. Le lieu exceptionel .Y’ est
alors la courbe du plane projectif P2 de coordonnées x3
ayant la même équation que Y, qui est une courbe non-singulière et de
degré 3 donc elliptique, d’où il résulte que cette singularité n’est pas ratio-
nnelle (c’est à dire l’immersion y ~--~ Y n’est pas rationnelle).

THÉORÈME 1. est une contraction rationnelle relativement

au ntorphisme 9 : X’--+ Y’, avec les même rcotationa comme dans l’introduc-

on a :
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(en p &#x3E; 0~. Supposons en outre que Y Boit

normale dans chaque point de Y’, alors

pour chaque n h 0 (en particulier 99, (0x) = Oy).

DÉMONSTRATION. Le faisceau d’ideaux 1= Og (1) est 99-ample, donc en
vertu d’un critère d’amplitude pour les morphismes propres (EGA II (2.6.1))
on a

pour tout p &#x3E; 0 et n assez grand.

La suite exacte (pour tout n h 0) :

(déduite de la condition i~‘ I = Og - (s)), donne la suite exacte de cohomo.

logie : ’ 
_ _ ,_. _ ._. _ .., ..

0, tenant compte que les foncteurs i. et j. sont exacts, on a :

= 0

pour tout ~~0, parce que ~’ : g’ -~ Y’ coïncide avec la projection cano-

nique d’un fibré projectif (à un isomorphisme près) et on tient compte de
EGA III (2.1.15). Par conséquant l’homomorphisnlc

est surjectif, d’où il résulte que (I n) = 0 pour tout n ~ 0 et p ~ 0
par induction décroissante sur n.

Il reste à montrer que, si Y est normale dans chaque point de Y’,
on a :

Premièrement on a l’égalité ~,~ Og = OY ; en effet, dans la factorisation
de Stein (EGA III (4.3.3)) :
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cp est propre et alors 9’.. 0x est une Op-algèbre cohérente (EGA III (3.2))~
donc CP2 est un morphisme fini (EGA TI (6.1.3)). Comme q; est un isomor-

phisme et Y --- Y’, il s’ensuit que rp, et (p2 sont aussi des

isomorphismes entre X - X’ et y~-992,(Y"), Yl - ~21 tY’) et Y - Y’

respectivement, donc q;2 est un isomorphisme à cause du théorème principal
de Zariski (Y étant normale le long de Y’) et l’affirmation est prouvée.

D’autre part on a l’égalité ~,~ (I ) = J ; pour prouver ça, il faut consi-

dérer la suite exacte :

qui donne la suite exacte de cohomologie :

et on conclut en tenant compte que 99, Or et CP. i. Og- ~ j,~ Op- .
Il reste seulement à prouver que Jn ~ ~,~ pour chaque n ~ 2,
L’homomorphisme canonique d’algèbres graduées (EGIA II (3.3.2))

est un TN isomorphisme (EGA III (2.3)). Du diagramme commutatif

il s’ensuit que ce,, est injectif pour tout n, donc il reste à voir que est

aussi surjectif pour tout n. Or ’ et le fibré en droites

tautologique de ce Proj est (8), d’où on a l’homomorphisme canonique
d’algèbres graduées (EGA II (3.3.2)) :

La composante de degré 1 de cet homomorphisme est surjective; en effet de
la suite exacte :
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on déduit la suite exacte de cohomologie :

et Ri (12) = 0.
D’autre part, l’algèbre graduée ( (sra) est engendrée par sa

partie homogène de degré 1 en tant que donc (1.’ est un homo.

morphisme surjectif.
Enfin, de la suite exacte

on déduit la suite exacte de cohomologie

et puisque R1 99, (In+1) = 0 on a :

de tel sorte que l’homomorphisme canonique

est surjectif et, comme J n = p. (In) pour n assez grand, on peut conclure
par induction décroissante sur n.

COROLLAIRE 1. Dans les hypothèses du théorème 1, l’homomorphisme
canonique graduées (EGA II (3.3.2))

est un isomorphisme.

DÉMONSTRATION. Cela résulte immédiatement de l’égalité J" = fP. (In)
et de la suite exacte

qui donne la relation
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COROLLA.IRE 2. Si X -+ Y est une contraction rationnelle, Ài.@r0@16
8ur K et Y nor1nale dans chaque point de Y’, alors 0x) = Oy)
(les caractéristique8 d’Eu ler--Poincaré coincident).

NOTE. Si .g est propre sur K, alors Y l’est aussi, donc la deuxième

caractéristique a du sens.

DÉMONSTRATION. Pour tous p, q 0 la suite spectrâle de Leray dont
le terme initial est

converge vers gp+q (X, Ox). Le théorème 1 montre que cette suite spectrale
dégenère d’où, en tenant compte de CP. 0x = on obtient les isomor-

phismes :

REMARQUE. Dans le corollaire 2 l’hypothèse de rationnalité est essen-

tielle ; en effet, si l’on considère l’éclatement de l’ogemple 3, on a l’inéga-
lité (cf. [1 J :

pa (X’) désignant le genre aritméthique de la courbe X’.

PROPOSITION 1. Soient q’ : XI --+ Y’ un tnorphislne propra sutjectif et

i : X’ c--+ X une immer8ion fermée d’idéal I On suppose qu’il y a
un morphisme g~ : X --+ Y et une immersion Y’ c--+ Y tels que le

diagramme suivant

soit cartésien, soit isosrtorphisme ie Y - j (Y’) et
que y Boit dans point 
l’espace topologique sous jacent de Y l’espace quotient ?6 X obtenu
en tuant les fibres de !p, CPo - à l’application canonique dans l’espace quotient
et l’homomrphoiseme un isonlorphis1ne.
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NOTIE. Autrement dit, la proposition affirme que, si T est l’espace
quotient de X qui s’obtient en tuant les fibres de r et y l’application
continue correspondante, l’espace annelé (T, y~~ Ox) est une variété dans

les hypothèses ci-dessus.

DÉMONSTRATION. Puisque ’ est propre, il en résulte que gJ est fermé,
donc la topologie de Y est la topologie quotient de X pour la relation

d’équivalence : x cu x’ =-=&#x3E; 99 (x) = 99 (x’). Le même raisonnement comme

dans la démonstration du théorème 1 montre que, dans les conditions de

la proposition, ga~ est nn isomorphisme.

REMARQUE. La proposition ci dessus montre que, si X est rationnelle-

ment contractible relativement à q’, alors la contraction rp: X -- Y est

uniquement déterminée avec la condition que Y soit normale le long de Y’.

§ 2. L’existence des contractions ratioiiiielles.

Soient rp’: X’ - Y’ un morphiàme propre surjectif et 1 : X’ c2013~ ~ une
immersion fermée d’idéal I inversible. L’exiistence d’une contraction rationnelle

de X relativement à g~’ implique :
i) Il existe un faisceau E localement libre de rang r ~ 2 sur Y’

(on suppose que dim Y’  dim X’) tel que ~’ = P (~) et ~’ coincide avec
l’application canonique de P (E) dans Y’ (à un isomorphisme près).

ii) i* I = 0,. (B) (.s) avec s un entier strictement positif.
i) et ii) constituent une généralisation des conditions de Castelnuovo.

Enriques pour les courbes exceptionnelles de première espèce sur une

surface algèbrique.
Mais en général ces conditions n’impliquent plus inexistence d’une

contraction rationnelle de X relativement à ’ (voir [8] pour un contra-

exemple). Le problème est de trouver des conditions nécessaires et suffisantes
pour que X soit rationnellement contractible relativement à q;’.

En tout cas, d’après la proposition 1, l’espace topologique sous-jacent
T d’une telle contraction (dans le cas où elle existe) est parfaitement
déterminé (la même chose pour les applications continues sous jacentes de
99 et de j), donc on a le diagramme commutatif dans la catégorie des espaces
topologiques :

i

11 - Ànnali della Scuota Norm. Sup. di 
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L’existence d’une contraction rationnelle implique (en vertu du théorème 1) :

Maintenant on peut énoncer le résultat principal de ce paragraphe:

THEOREME 2. Soient Y’ une variété algébrique arbitraire, E un faisceau
localement libre de rang r ~ 2 sur Y’, ~’ = P (E ), 9~’ - .g’’ -~ Y’ la projec-
tion canonique, i : X’ c-+ X une iinntersion fermée d’idéal 1 inversible telle

que ,- I = 0p(E) (8) aveo 8 un entier strictement positif. On suppose en outre
X normale dans ohaque point de X’ et (I2) = 0 avec y: X -+ T l’appli-
oation contvue canonique de X dans l’espace quotient T, obtenu en tuant les

fibres de 1p. Dans oe8 conditions .il existe une contraction rationnelle X -~Y

de X relativement à 9~’ telle que Y soit normale dans chaque point de Y’.

La demonstration de ce théorème se fait en plusieurs étapes.

LBMME 1. Soient Y’ une variété affine, X’ = y’ &#x3E;C P r-1 (r ~ 2) ,
g~’ ; X’ --~ Y’ la projection canonique, z : ,X’ ~--~ X une immersion fermée
d’idéal I inversible. On suppose i* I = Ox’ (s) avec 8 &#x3E; 0, X normale, le8

homomorphismes de restriction HO (X, Ox) -+ HO (X’, et HO (X, I)
-+ HO Ox’ (s)) surjectifs et pOg = I avec p = HO (X, I). Alors X est

rationnellement contractible relativement à 9~’.

DÉMONSTRATION. Soit Y, - Spec HO (X, Ox), comme HO (Y’, 0y, ) =
Ho (XI Og-), il en résulte la commutativité du diagramme

dans lequel l’immersion fermée correspond à la surjection

(donc l’idéal de Y’ dans Y, est p), et qJi - à l’homomorphisme identique
de l’anneau H° (X, Og). Considérons l’éclatement n : .~’1--~ Y, de Y, de centre
Y’ ; parce que est inversible, il existe un morphisme unique
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8 : qui rend commutatif le diagramme

(par la propriété universelle de l’éclatement). On montrera les choses suivantes :

b) Il y a un voisinage U de X’ dans X tel que soit une im-

mersion ouverte.

Ça suffit car alors, avec les notations précédentes, l’espace annelé

(T, OT = 1Jl. Ox en résultera une variété algébrique.
On a d’abord que e est le morphisme associé à l’homomorphisme d’al-

gèbres graduées 
- - -

dont les composantes sont les inclusion canoniques. Il en résulte que e o i

sera associé à la composition

Puisque la composante de degré 1 de cette composition est par hypothèse
surjective et l’algèbre graduée E9 HO (.y’, Ox (8n» est engendrée par les

nZ0

éléments homogènes de degré 1 (EGA III (2.1.12)), il résulte que e o i est

associé à un homomorphisme surjectif d’algèbres graduées, c’est à dire

e o 1 est une immersion fermée. Donc ou 

ou bien dim X = dim Yi , car ~1 étant dominant, l’inégalité contraire est

aussi vraie.

L’hypothèse que X est normale implique H° (X, Ox). integralement
clos dans le corps des fonctions rationnelles K(X), donc 99, est un morphisme
birationnel. En effet, dim X = dim Y, implique A (X ) algébrique sur 
soit f E .K (.g) arbitraire, puisque f est la racine d’un polynôme non-nul à
coefficients dans il en résulte fg entier sur Ox) pour un

g E HO (X, Oz) convenable, donc f g = h E HO (X, Oz), c’est à dire f E g (Y~).
Chaque point x E X’ est isolé dans sa fibre par rapport à e compte

tenu des relations e-1 (n-1 (Y’)) (Y’) = X’. D’après le théorème prin-
cipal de Zariski il y a un voisinage U’ de X’ dans X et une immersion
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ouverte ’YJ: i7’ avec Z la normalisée de Xi et un morphisme fini

~ : Z --~ X qui rendent commutatif le diagramme

Par est une composante connexe de (Y’). Mais Y,
est normale et le théorème de connexion de Zariski implique (n o e)-l (Y’) _

== -1 (X’), donc 31-1 ( Y’) = 8 (X’), i.e. a) est démontré.
Il en résulte que la restriction de e à (n o t)-l (Y’) est une bijection et,

comme ~ est dni, pour chaque l’homomorphisme
d’anneaux locaux

est aussi fini, i.e. pour tout x l’homomorphisme d’anneaux locaux

est fini. Pour démoiitrer b) il suffit de voir que est un isomorphisme
pour tout Or ces deux anneaux locaux ont le même corps résiduel,
donc par Nakayama il suffit de montrer qu’on a

étant l’idéal maximal de l’anneau local 0x,z). En effet l’injectivité de
s: est garantie par la birationalité de sy et, d’autre part, si l’on considère

le diagramme commutatif:

dans lequel les lignes sont exactes, et la dernière flèche verticale
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est une surjection (s o i étant immersion fermée), la relation (*) résulte
aussitôt de la relation p0x = 1 ce qui achève la démonstration.

LEMME 2. Soient Y’ une variété algébrique, E un fibré vectoriel sur Y’,
X’ = P (E ), ~’ : X’ -~. Y’ la projection canonique, i : X’ une immersion

fermée d’idéal I inversible. Supposons en outre X normale et que pour chaque
y E Y’ il y a un voisinage Yÿ de y dans Y’, un ouvert ~’y dans X tel que
X’ f1 ~y - (Y~ ) et X~ soit rationnellement contractible relativement au

morphisme p’-’ (Yy ) - Yy à une variété Yy normale. Alor8 X est rationnel-

lement contractible relativement à et ta variété obtenue par contraction est

normale.

DÉMONSTRATION. On choisit un recouvrement fini 17 = Yy’, de Y’

avec les propriétés ci-dessus ; si y; : X; - T; (respectivement y : X - T)
est l’application continue canonique dans l’espace quotient obtenu en tuant
les fibres de rpi (respectivement de ~’), (Ti, avec Or, = est un

espace annelé isomorphe avec la variété Y; . En remplaçant eventuellement
X par l’ouvert U X; , on a que l’espace annelé (T, Ox) avec OT = admet

un recouvrement fini ouvert tel que la structure induite soit

isomorphe avec la variété Yz . Pour conclure il reste à prouver que la

diagonale A est fermée dans Y m ce qui revient à montrer

que Aij = d n (Yi X Yj) est fermée dans Y, X Yj pour tous i et j. Or, si

l’on désigne par D la diagonale de X alors Dij = D ft (Xi &#x3E;C g~) est

fermée dans X~, (X étant variété) et l’affirmation résulte de la relation
évidente X yj) (Dij) = Jij -

DÉMONSTRATION DU THEOREME 2. L’hypothèse R1 ~,~ (I ~) = 0 implique
.Ri (I) = 0 ; en effet, en écrivant la suite exacte

on obtient la suite exacte de cohomologie

et, comme sont des foncteurs exacts, on a :

puisque s &#x3E; 0. Donc l’homomorphisme

est aurjectif.
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Pour démontrer le théorème il suffira, compte tenu du lemme 2, de
prouver qu’on peut restreindre convenablement Y’ autour du chaque point
y E Y’ tel que les hypothèses du lemme 1 soient satisfaites.

Soit donc y E Y’ ; on peut remplacer Y’ par un ouvert affine assez petit
de telle manière que la restriction du fibré vectoriel D à cet ouvert soit

triviale, i.e. on peut supposer Y’ affine d’anneau de coordonnées .g y ..., an]
et E - un .g ( xi , ... , a,, 1 - module libre de base 6{, e2 , ... , er . Alors

HO (,K’, Ox, (8)) coincide avec la s-ième puissance symétrique du module libre
2~ donc H° (X’, (8)) est un K [a1 , ... , module libre ayant une base

formée de tout les monômes de degré s en (en nombre de
. On la denote .·, , et ~

B 
- - 

//

D’autre part, on a les suites exactes :

d’où on obtient les suites exactes de cohomologie :

donc les homomorphismes suivants sont surjectifs :

(S8(E) étant la 8-ième puissance symétrique de jE7). La surjectivité de (**)
signifie qu’en restreignant eventuéllement Y’ autour de y, on peut supposer
en outre qu’il existe tels que i* (Bi) = ei. On va voir qu’il y
a un ouvert affine Yo’ dans Y’ qui contient y tel que, si Yo’=Spec ..., 

il existe K (X) (1 ~ t ~ m) définies dans un ouvert ~’o tels que 
( Yô ) et i. Et = (et) pour chaque t = 1, ... , m.

En effet, la surjectivité de (*) signifie qu’il y a (1 n)
définies dans un voisinage ouvert V dans JT de la fibre (y), telles que

i. ;; = 99 (aj). Soit F = X’ - V; alors est fermé dans Y’, 9/ étant

propre. Il est clair que f/J’-l y E Y’ - p’ (~’), Il existe

alors un polynôme ~~~’[T~...,T~] tel que si f = A (ai , ... , a~,), alors



757

~ 

On peut donc supposer Y’ affine, normale et les homomorphismes

surjectifs. Il reste seulement à prouver la relation = JT où p = HO (X, I ~.
Pour cela il suffit de montrer que

pour chaque 
t

En effet, X’ _ .P (E) = U D+ (Bi), donc pour tout x E X’ il y a un ,
1=1

tel que Si (x) # 0 (i.e. ei e (Ox’ Alors Ei (x) # 0 compte tenu de la

relation ei = i* (ei) et, comme l’idéal Ix est principale 0x, x = Ix , y d’où ()
et le théorème 2 est complétement démontré.

COROLLAIRE 1. Les hypothèses sont celles du théorème 2 et soit g-~ Y

la contraction (qui est unique). Pour que Y’ soit localement inter8ection com-

ptète dans Y il faut et il suffit que i. I = (1).

DÉMOMSTRATioN. On a en vertu du corollaire 1 du théorème 1 que

J/J2 = 99’ Op (E) (1) (on a supposé vraie la relation i’~ I = car

l’implication inverse résulte en tenant compte du premier exemple) ; i donc
si r est le rang du fibré E, alors est un libre

de base (disons) fi , ... ,,fr ( fi E Oy y), compte tenu de l’égalité qq’ =E,
(EGA (2.1.15). Par Nakayama engendrent Jy, et comme

r = codimy Y’, il faut montrer que ces éléments forment une Oy, y -suite.
On a donc réduit le problème au suivant : si A est un anneau local,

p un idéal premier d’hauteur r et engendré par r éléments fi, .. , fr , alors
ces éléments forment une A-suite. Pour cela il suffit de prouver que si A
est un anneau local (pas nécessairement intègre), f E A un élément qui
engendre un idéal premier de hauteur 1, alors f est non·diviseur de zero

dans A. Soit donc p alors le localisé Ap est de valuation discrète et
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f est un générateur de l’idéal maximal Si fg = 0 il en résulte g E p
car autrement on aurait f = 0 dans y donc si g ~ 0 on aurait v (g) &#x3E; 0
(v étant la fonction ordre dans Ap). Alors on pourrait écrire 

avec a, b ~ p et il résulterait abf v (9) +1 =0 dans A, i.e. f était nilpotent dans Ap .

COROLLAIRE 2. Dans les hypothèses du corollaire 1, si Y’ est non"8ingu-
lière et i’~ I = (1), alors Y est non-singulière dans chaque point de Y’

(autrement dit X est régiiliérenlent contractible relativement à 

DÉMONSTRATION. D’après le corollaire 1 Y’ est localement intersection
complète dans Y et, comme Y’ est non-singulière, Y résulte aussi non-singu-
lière dans chaque point de Y’.

REMARQUE. Oe oorollaire est le principal résultat de [8] concernant les
contractions régulières. On a déjà vu dans l’exemple 2 qu’il y a des con-
tractions rationnelles n’étant par régulières (s peut être un entier positif
arbitraire) ; d’autre part si s = 1 il suffit de prendre Y’ avec des singula-
rités mais localement intersection complète dans Y pour avoir des contrac-
tiont rationnelles et non-régulières. Dans la section suivante on montrera

qu’il existe telles contractions avec la propriété que .Y soit factorielle dans

chaque point de .g’ (donc normale dans ces points).

~ 3. Quelques exeluples.

LEMME 3. Soient A un anneau factoriel, p idéal pre1nier engendré
par les ... fr qui forment une A suite et fi soit irréductible.
AlorB l’anneau

est aussi factoriel.

DÉMONSTRATION. Soit v : A - 0 ~ Z la fonction ordre par rapport à
l’idéal premier p, i.e. si x -+ 0

donc x 1 alors

En effet, il suffit de montrer que l’anneau gradué associé à p :
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est intègre. Mais dans les hypothèses précédentes fi mod. p2 forment une
base de »/p2 en tant que A/p-module et l’homomorphisme canonique

est un isomorphisme ([9] proposition (3.4) et lemme (2 3)), étant

l’algèbre symétrique du A/p module p/p2. Donc cet anneau est isomorphe
à un anneau de polynômes en r indéterminées à coefficientfi dans A/p,
évidement intègre.

Si A’ = A [12/f1 , ..., alors x/ft E A’ si et seulement si a ~ v (x)
et dans le cas où a  v (x), x/fi est un multiple de f1:

Pour finir il sufflt de voir que f, est un élément premier dans A’, car
alors l’anneau de fractions A f est factoriel et le lemme résultera à

l’aide du suivant théorème de Nagata: si A’ est un anneau commutatif

illtègre, f E A’ un élément premier tel que A~ soit factoriel, alors A’ est

aussi factoriel (voir par exemple [10]).
Soit alors = xlfla - ylflfl (fi diviseur du produit si

ce  v (x) ou P  r (y), fi était un diviseur de ou de y/fl respectivement
diaprés la remarque ci-dessus. Dans le cas contraire on aurait (dans A) :

c’est à dire

est absurde puisque z

EXEMPLE 4. Soient A = g [T1, .,. , T"J l’anneau de polynômes à coef-
ficients dans le corps .g et f1, ... , fr un système de polynômes qui forment
une .A-suite tels que l’idéal p = ( fi , ..., fr) soit premier et fi irréductible
pour tout i. Si Y est l’espace affine et Y’ la sous-variété de Y d’équa-
tions fi = 0 (i = 1, ... , r), alors l’immersion Y’ - Y est rationnelle et

l’éclatement X de Y de centre Y’ est factoriel, puisque X admet un recou-
vrement ouvert .ga (i === 1~... r) où

et on tient compte du lemme 3. En outre la contraction ç~ : ~’ --~ Y a la
propriété i* I = 0x, (1). Mais c’est évident que Y’ peut être choisie de

telle façon qu’elle aie des singularités : par exemple n = 3, f ~ = Ti et

f~ = T22 - T3 a l’origine comme singularité.
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§ 4. Contractions rationnelles à un point.

Soient Y une variété algébrique, y E Y un point. L’immersion fermée

y ~--~ Y est rationnelle si et seulement si le lieu exceptionel de l’éclatement
de Y de centre y est isomorphe à l’espace projectif Pr-1 où r = dim X et

1* 1 = 0 (s) avec, &#x3E; 0. Avec les notations du n. 2 on a : 1

THEOREME 3. Soient X une variétés algébrique projective de diniensioli

 t : X’ c:--+ X une inamersion fermée d’idéal I inversible. Supposon8 X’ =
pr-l, ~~‘ I = 0 (s) avec 8 &#x3E; 0 et X normale dans chaque point de X’. A lors

X o8t rationnellement contractible le long de (i.e. relativement au morphisme
atructuraL X’ ----&#x3E; Spec K) à un point normal et la contraction Y obtenue

(qui est unique) est aus8i. projective. De plus X (X, Ox) = X (Y, O-v).

NOTE. Le théorème 3 montre que la condition cohomologique 
du théorème 2 est un conséquence des conditions et ~~‘ I = 0 (s)
où 8 &#x3E; 0 dans ce cas, donc on a un « vrai critère » de contractibilité ration-
nelle dans le sens classique.

DÊMONSTRATION. On va voir qu’on peut se placer dans les hypothèses
du lemme 1. Pour cela soit .ff un faisceau inversible très ample sur X ;
on peut supposer que i* g = 0 (ts) avec t ] 0 puisque g est très ample,

remplaçant au besoin H par L’hypothèse entraine 1*’IN=
= 0 (8N) pour tout entier N, donc on a la suite exacte :

Si l’on choisie un entier positif assez grand tel que,

on obtient par tonsoriiïation avec I(n) la suite exacte,

En prenant successivement pour N les valeurs
on a les suites exactes :
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d’où les suites exactes de cohomologie :

D’autre part, Hi (X’, 0 (a)) = 0 si a ~ 0 parce que X’ = pr-l, d’où
il s’ensuit que la relation Hi (X, I (n)) = 0 entraine
et Hi (X, I-111 (&#x26; I ~n)) = 0, i.e. les homomorphismes suivants :

sont surjectifs. De la deuxième surjection on déduit Inexistence d’une section
(g,1-nt-1 0 I (n)) telle que a/.~’=1, donc, si on considère le diviseur

de Cartier D de la section a, on a c’est adiré 

alors D / U est linéairement équivalent à zéro, d’ où

et en tenant compte du diagramme commutatif

~on obtient :

LEMME 4. Dans les hypothèses du ticéorème 4, il y a un voisinage ouvert
U de X’ dans X tel que l’homomorphisme de restriction

soit surjectif et U soit normale.
Comme l’homomorphisme de restriction HO (U, Ox) -+ H° (X’, = K

est toujours surjectif dans ce cas, pour prouver l’existence de la contrac-

tion il reste seulement à voir qu’il existe un voisinage ouvert U1 de .~’
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dans X tel que (où p = H° ( U, I )). Dans ce but on choisie
une base(e,), de l’espace vectoriel (sur g) H° (~’, 0 ($)) 
(!7 étant l’ouvert du lemme 4) tels que i’~ s~ = a~ . Puisque 
- U D+ (Si), pour tout x E X’ il existe tel que x E D+ (Si), i. 

).c==,a?0(. Compte tenu de l’égalité on en dé-

duit Bi (.?) == 0, i. 1nx, a; Ix et, comme Ix est principah Ix = E; 
c’est à dire

pour tout On en déduit donc l’existence du voisinage U’ tel que

L’égalité X (X, Ox) = X (Y, Oy) a été déjà prouvée dans le corollaire 2

du théorème 1. Il reste à voir que Y est projective. Avec les notations

du lemme 4, I-nt-1 @ 1 (ii)/X - X’ = HnjX - X’ est très ample sur X-X’,
parce que g est lui-même très ample sur X. D’autre part (&#x26; I (n))
= Og et la restriction

est surjective, donc si a E .g° (X, I--t-1 ® 1 (n» est une section telle que
i* alors l’application canonique

est partout définie et isomorphisme entre et u (X - X’) (P (V)
étant l’eepace projectif de l’espace vectoriel V). Mais u (X’) se réduit à un
seul point puisque, si on choisit une base a, = oc, a2 , ... , oen de l’espace
vectoriel HO (X, I-Ilt-1 (&#x26; 1 (~n)) telle que i* (ai)= 0 pour i e~ 2, alors 1t (X’) ==
_ (1, 0, .,. , 0). Par conséquant 1t (X) est une variété projective, u (1 ’) = y’
et u est un isomorphisme entre X - X’ et u (X) - y’. On peut supposer

u (X) normale dans y’, en remplacant au besoin u (X) par sa normalisée

(qui reste encore projective). La proposition 1 montre que Y doit être

isomorphe avec u (X), donc Y est projective, ce qui achève la démonstra-

tion du théorème 3.

PROPOSITION 2. 801611t Y une variété algébrique de dimension r ~ 2,
y E Y un point normal sur Y tel que Ilimmersioit fermée y c: Y soit ration-
nelle. Alors, si mil e8t l’idéal maximal de l’anneau local on a
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où 8 est l’enüer déduit de l’égalité i. I = 0 (,). En particulier la dimen8ion
1,. 1 MI M 1B B -

de l’espace tangent de Zariski de Y dan8 y est

DÉMONSTRATION. D’après le corollaire 1 du théorème 1 on a 
= ~p’ (OX’ (sn)) = HO (X1, 0 (sn)) ; d’autre part, le faisceau JIIIJ"+’ est con-

centré dans le point y, donc c’est un Oyy-module isomorphe avec 
Il reste à remarquer que :

(EGA III (2.1.15) ou FAC chap. III). 

’ ~ 

’

COROLLAIRE 1. Dans les hypothèses de la proposition 2, le point y est

non-singulier sur Y si et seulement 8i 8 =1.

En effet, y est non-singulier si et seulement si la dimension de l’espace
tangent de Zariski de Y dans y est égale à r, d’où le corollaire compte
tenu de la proposition 2. 

°

COROLLAIRE 2. (Théorème de Kodaira). Soient X’ = pr-1, i : X’ c:~ X

une immersion fermée d’idéal I inversible avec X projective. Alors X est
rationnellement contractible le long de X’ à un point non-singulier (i.6. 
lièrentent contractible) si et seulement si â‘ I = 0 (1) et la variété obtenue par
contraction est aussi projective.

C’est une conséquence immédiate du. théoreme 3 et du corollaire ci-

dessus.

COROLLAIRE 3. Dans le8 hypothèse. de la propo8ition 2, la multiplicité
de l’anneau local est 8r-l.

DÉMONSTRATION. Si P (n) = longueur (0y /mn), alors P (n) elt une

fonction polynomiale de degré r : 
’ 

.

et la multiplicité de est par définition qui est la même chose

que (r - 1) ! bo avec bo le coefficient de ur-1 dans la fonction difMrence
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On peut exprimer le multiplicité de OY,7I en termes de la théorie

d’intersection (au sens de S. Kleiman [7] par exemple).

PIROPOSITION 3. Soient X’ = pr-1 et i : ’’ c--+ X itne immersion fermée
d’idéal r inversible. Si i* I = 0 (s), alors :

Dans le cas oic r est pair, les oonaitions 8uivantes sont équivalentes :

DÉmoN$TRITIoN. Tout d’abord . est non singulière dans chaque point
de X’ puisque X’ l’est et l’ideal I est inversible, donc la multiplicité
d’intersection (-~~) est comprise dans le sens classique, ~’ étant considérée
comme diviseur de Weil (qui correspond au faisceau inversible I-1 ). On a
donc :

Dans le cas où r est pair, l’équivalence des conditions résulte aussitôt.

NOTE. Si r est impair une telle équivalence n’est pas vraie, car

alors (X’r) - et, par exemple pour s = ± 1, on a (X’r) = 1.

COROLLAIRE. Dans les hypothèse, de la proposition 3, X e8t rationnelle-
ment contractible le long de X’ ( pour dim X paire) si et seulement si  0 ;
alors la multiplioité de l’annean Oy, y (dans les mente8 notation8 que ci-de88us)
est - (X’r). En général cette multiplioité est (- 1)r-1 (X’r).

REMARQUE. Soient Y une variété algébrique, y E Y un point qui donne
une immersion rationnelle tel que i’" I = 0 (s) (s ~ 0). Alors le gradué
de 0y, y par rapport à son idéal maximal my est isomorphe avec l’anneau
gradué K [.7"1 , ... , Tr)~8~, T; étant indéterminées et, si S est un anneau gradué
par (pour tout 8 &#x3E; 0) on désigne l’anneau gradué tel que 

pour tout n E Z.

EXEMPLE 5. Soient avec s ) 0 et 

i : X’ c-+ X la section nulle (voir l’exemple 2). Alors X est rationnellement
contractible le long de ~’ et la variété contractée est
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Cette variété est un cône affine et l’algèbre graduée 0 (n8» est
~zo

isomorphe avec l’algèbre sur g engendrée par tous les monômes de degré s
en r indéterminées, qui à son tour, est isomorphe avec l’algèbre quotient
de la K-algèbre des polynômes en indéterminées T1, ... 1 ir avec 0 et

il +... -~- ir = s Î en nombre de ) 1
..

factorisée par l’idéal engendré

par les polynômes de la forme :

tels qUe it = hk + et , k = 1,..., r (l’algèbre de la variété de Veronese).

Autrement dit, dans l’espace affine de dimension ( la variété

d’équations (1) est un cône affine ayant une seule singularité - l’origine -

et ce point donne une immersion rationnelle dans le cône. En outre l’écla-

tement du cône dans l’origine est non-singulière. La dimension de l’espace

tangent de Zariski du cône dans l’origine est ( d’où il résulte

le fait bien conu que le cône de la variété de Veronese ne peut pas être

plongé dans un espace affine de dimension plus petite que

(En particulier la variété de Veronese est projecti vement normale). 
’

§ 5. Cas des surfaces algébriques.

PROPOSITION 4. Soient Y une surface algébrique propre sur K, y E Y
un point Y l’éolatement de Y de centre y. Les condition8

suivantes sont équivalentes : 2

a) 9~ est un contraction rationnelle.

DÉMONSTRATION. a) &#x3E; b) résulte du théorème 1. b) &#x3E; c). Parce que
y est un point normal, p. Ox = Oy et on a d’après EGA III (4.4.2) que,
ai p h 2, OX = 0, donc Rp CP. Og = 0 pour tout p &#x3E; 0, d’où c) compte
tenu de la démonstration du corollaire 2 du théorème 1.
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c) =&#x3E; a). La relation 0x = 0 pour p ~ 2 et la suite exacte

déduite de la suite spectrale de Leray donnent :

Mais Ox est un faisceau cohérent sur Y, concerntré dans le

point y, donc il est parfaitement déterminé par sa fibre (Ri rp. 0x)y qui est
K-espace vectoriel de dimension finie. En tenant compte de c) on obtient :

et ainsi (Ri cp. (complété dans la topologie my-adique).
Le théorème des fonctions holomorphes (EGA III (4.2.)) entraine :

D’autre part, on a la suite exacte:

d’où on obtient la suite exacte de cohomologie :

puisque dim .~’ = 1, donc les homomorphismes du système projectif sont

surjectifs, ce qui implique que les projections canoniques

sont aussi surjectifs. On en déduit :

donc X’ est isomorphe à la droite projective, ce qui achève la démonstration

COROLLAIRE. Dans les hypothèses de la proposition 4, si y c:-+ y est une
zmrnersion ’rationnelle (ou 99 une contraction rationnelle), alors y est un point
singulier rationnel au sens de M. Artin [2].

DÉMONSTRATION. Il faut remarquer que X est non-singulière dans

chaque point de X’, donc y est une singularité isolée et X peut être con-
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sidérée comme une resolution de cette singularité qui a la propriété R2q;.OX=O
(proposition 4), d’où le résultat.

PROPOSITION 5. Si X est une surface projective non-8ingulière dans

chaque point de la courbe rationnelle X’ (i.e. ~’ = Pl), la condition nécessaire
et suffisante pour que X soit rationnellement contractible le long de X’ est

(X’2)  0. Eit outre la variété Y obtenue par contraction est aussi projective
et X (X, 0 x) = X ( Y, Oy). Si 1n1l est l’idéal maximal de Ilanneai4 local du point
y obtenu par cont’fact-ion de X’, alors :

(en particulier la dimension de l’espace tangent de Zariski de Y dans y e8t

- (X’2) et la multiplicité de l’anneau est - (X’2).
Oette proposition est un cas particulier du corollaire de la proposition 3

et de la proposition 2. D’autre part, elle represente de cas speoiaux de cer-

tains résultats de M. Artin pour les surfaces algébriques : théorème (2.3) de
[1], théorème 4 et corollaire fi de [2], et est obtenue par des méthodes
différente.% de celles utilisées dans [1] ] et [2].
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