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UNA VALUTAZIONE DELLA REGOLARITA
DELLE SOLUZIONI DI SISTEMI
ELLITTICI VARIAZIONALI IN DUE VARIABILI

di Livio C. PIOCININI e SERGIO SPAGNOLO (¥)

1. Introduzione.

Proseguendo la ricerca iniziata in [6] limitatamente alle equazioni
ellittiche su R? viene qui studiata la regolarita delle soluzioni di un sistema
ellittico di tipo variazionale E su un aperto di R2. Se il coefficiente di el-
litticita di un tale sistema viene indicato con L (L & definito dalla (3) e
risulta L > 1) & ben noto che tutte le soluzioni u di Eu = 0 sono localmente
holderiane con esponente di Holder 1/2L (Morrey [4] e [5]).

In questa nota viene migliorata la valutazione di Morrey fino a ottenere
il migliore esponente possibile, cio® l/Vf; & da notare che questo esponente
non dipende dal numere delle equazieni che.compongono il sistema e quindi
non differisce da quello gia ottenuto in [6] per il caso di una sola equazione.
Ricordiamo che su R™ con n >3 le soluzioni di un sistema di n» equazioni
non sono in generale neppure limitate (De Giorgi [2]).

Passando poi al caso non omogeneo, viene qui dimostrato che ogni
soluzione % di Eu = divf, con

rin f |fPdz < C(f) <400 (u>0)
|e—mo| S
per ogni x, ed ogni r > 0, & localmente hoélderiana con espounente «, dove
« =min (1/{L, p) se u == 1// L, mentre o & un qualunque numero minore di
l/Vf se u=1 /Vf. Anche in questo caso, questa & la miglior valutazione
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possibile dell’esponente di Hélder in funzione del coefficiente di ellitticita,
come mostrano gli esempi alla fine della nota.

2. Il caso omogeneo.

TEOREMA 1. Sia U un aperto limitato di R® ed (u,,..,uy)€ [Hie (U
una soluzione su U del sistema di equazioni differenziali

N
1) S div(A¥ @) Pu) =0 (h=1,..,N)
k=1

dove AM (1) somo N? matrici 2 < 2 di funzioni misurabili verificanti per
ogni x € U le condizioni seguenti :

(2) APE (1) = [A*P (2)]*
¥ N N
(3) Salfs Z (&, AR @) &E)<L 3 |&
k=1 h, k=1 k=1

per ogni (&, ,...,&y)€[R?Y.
Allora, per ogni compatto K di U ed ogni =, y in K, si ha

@ ImE—mml<0(s—yE 3 [l G=1.,m
=1
174

oon O oostante dipendente solo da L e dist (K, oU).

DIMOSTRAZIONE. Sia &, un punto fissato di U, B(r)= (v € R*:
| —a,| < 7], 8(r)={x€R?: |2 —x,| = r} e definiamo, per r < dist (z,, U),

N
(6) g = 3 [(Pup, A* @)V u) da.
h, k=1
B(r)

Utilizzando la maggiorazione (che segue dalla (3))
N
2 f |V [2de << g (r)
k=
! B(r)

e la nota diseguaglianza di Caccioppoli, per un teorema di Morrey (vedi ad
esempio [5], pag. 35; o anche [7], [1]), per provare ’hdlderianitd nella forma
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(4) sara sufficiente verificare che

_ N
(6) g < PV 3 | |V |2 de
k=1 .

con ¢’ = (¢’ (L, dist (z,, 0U)), per ogni x,€ U ed ogni r < dist (z,, 6U).
Proveremo dunque la (6).
Per mezzo delle formule di Gauss-Green, dalle (1) si ricava, per ogni
N-pla di costanti (b,,..,by) cui verra attribuito in seguito un valore op-
portuno (dipendente da r) e per quasi tutti i valori di r, Peguaglianza

N
(7) gir)= 2 / (up — ba) CAM @)V up y, n) do
B, k=1 -
8(r)

dove n =n(z) & la normale esterna a B(r) in un punto # di S(r), mentre

do & la misura 1 dimensionale su S(7).
Introduciamo a questo punto le coordinate polari (g, ?) di centro «, e
poniamo
cos ¥ — sin ¥
J (P) = ;
) (sin & cos 19) !

8i ha n=J(J) e, con ¢ =(1,0), e Vu =J(#)Vu, con Fu :‘——‘(g——z, g—lg—;).
Inoltre, facendo la posizione

T* (9) AM J (9) = PM = [ph sy,

la definizione (5) di g(r) e la (7) si trasformano nelle

N _— —
(8) gin)= 2 f(Vuh,Ph"Vuk)dw
.
k= g
N p—
(9) glry=_2 f(“h—bh)<1’h"l7uk,e,>do.
h, k=1 -
S(r)

Si noti poi che in virtd di (2) e (3) si ha:
Pht — [Prh]

N N N .
S|P 2 (&, PHEI<L I |&P
k=1 h, k=1 k=1
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per ogni (£, , ..., 5N)E[R2]N ; da cui, introducendo la matrice 2N < 2N

T =[P"¥) k=1,... ¥,
risulta
T=T*
(10)
|9 2<<<# Tyd<<L|n[* per ogni x€ R,

Consideriamo ora le quattro seguenti sottomatrici N >< N della matrice T
(ottenute prendendo alternativamente le righe pari o dispari e le colonne
pari o dispari di T)
B=(sf] F=[o}}
(hyk=1,..,N)
G=[py] H=[p}l

Tali matrici godono della proprietd che E =E* G = F* H= H*; co-
gtruiamo la nuova matrice 2N < 2N

= [E F
T— [G ’
per la quale si verifica facilmente che
T=T"
(11) ~
|nP<<<m Tyd><L|n|* per ogni 5€ RY,
e infine introduciamo i vettori

P=(uy—by,y..,uy—>by)

ouy ouy,
o= (5 5]

ouy ouy
¢0=(—8—3, wee g F’B—) .

Utilizzando tutte queste notazioni si possono riscrivere la (8) e la (9) nella
forma seguente :

(12) g(r)=f[<¢9,qug>+2Q—1<¢g, F@,9>—|-9‘2<¢,9,H¢,9>]dm
B(r)
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(13) g(r)——:[( B, B By + g1 F By do.
S(r)

Ci proponiamo ora di maggiorare il secondo membro della (13). Ricordando
che E = E* si pud definire la matrice simmetrica VB e scrivere

g(r)= f( VE ®,VE & + o= VE— F &y ) do
S(r)

da cui segue per la diseguaglianza di Schwarz
12

(14) g('r)£§f(@,E@)do-[Wﬁ@e-}-Q“VE"‘F@,,Fdo .

S(r) S(r)
Ora dalla (11) segue in particolare che
[CP<(,BEY<L|{[® per ogni % (€RY,

cosicché risulta

N
f<¢,EQ>dGSLf|©lde=L(2/luk—bklgdo).
k=1,

S(r) 8(r) S(r)

A questo punto diamo un valére allé costanti b,,..,b,, scegliendo
(per ogni fissato valore di r)

2n
1
= [0, 98 =1, s
(]

possiamo in tal modo applicare la diseguaglianza di Wirtinger (), ottenendo
la stima

(15) f(@,EQ)dogLr"-fg—”Q,]’do.
S(r) S(r)

2%

(1) Per ogni funzione w (t) periodica di periodo 2z per ocui sia f w(t)dt=10 vale la
0

2n 2x
diseguaglianza seguente [w” (t)dt 5/[10' (t)]2dt. Vedi [3], ¢ 258.
0 0
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Se poi osserviamo che
(16) [ ¢ P<(, (H—F*E-'F){) per ogni (€RY,
possiamo dedurre dalla (15) la seguente maggiorazione
(17) [(@,E(D)dagLerg—Z(!D,,,(H—F*E'—IF)(ﬁ,,)do.
S(r) 8(r)

Proviamo dunque la (16): innanzitutto la matrice H — F* F—! F risulta
essere simmetrica; inoltre se 1, & il minimo autovalore di tale matrice e
{, ® un corrispondente autovettore si verifica che

(_E—lFC01Co)[

da cui per la (11)
LIGEP= B FL P+ (GE=]0

E F|({—E'F

e quindi 1, =1, cioé la (16).

Introducendo ora la (17) nella (14) si ricava (essendo | ab |12 <
1

<5 (lal+1oD)

gin=

— 1/2
Vfr[[g" (®y,(H—F*E-'F) di,,)da-[u’lﬂ B, + 0 VE-1F Oy ? do] <
S(r) S‘(")

gﬁr%“g—ﬂ<¢,,,(H—F*E—1F)di,,>+|;/i¢e+g—1 VE—IFQ,,F]da-—-—
Sir)
VL -
=1 [ B, BED,) + 20~1{ D, , FDy) + 02 By, H Dy ] do.

2
S(r)

C d .
Da qui, ricordando la (12) e osservando che ar f pdr= | ¢ds, si ottiene

VL
2

B(r) 8r)

girn< r g’ (r) ovvero

d
(18) g ()= o.
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La (18) implica che la funzione lg (r—2VT g (r)) ® crescente per 0 <7r <
< dist (»y,dU), e quindi anche r—2lVI g (r) risulta crescente; pertanto vale
la (6) con ¢/ = L-(dist (x,, aU)~2VEL, e quindi per quanto detto all’inizio
della dimostrazione la tesi del teorema & provata.

3. 11 caso non omogeneo.

TEOREMA 2. Sia U un aperto limitato di R* e (u,, ..., uy) in [Hﬁ,c(U)]N
una soluzione su U del sistema di equaziont

(19) S div(AM @) P u) =divfa (=1, ,N)
k=1

dove le matrici des coeffioienti AM* (x) verificano le ipotesi (2) € (3) € (fy,..eySy)
é una N-pla di funzioni vettoriali appartenenti a [Lfoc(U)]N tali che

N
(20) 2 | Infae<d®™  w>0
T lelm|sr

con O, dipendente solo da (fy ..., fy), per ogni z,in U e r < dist(x,,dU).
Allora per ogni compatio K di U ed ogni x, y in K, si ha la maggio-
razione seguente (h =1,...,N)

xoro. T2
(21) |uh(a:)—u,.(y)|g0|w—y|“[£,'1f|uk|dw+Go]
74

con O costante dipendente solo da L, dist (K, dU) ed a, per ogni a <
< min (1VI, ) ed anche per a = min (1/VL, ) se p == 1//L.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione procede allo stesso modo e con le
stesse notazioni di quella del teorema 1: si fissa x, in U, si definisce g (r)
con la (5) come in precedenza e si introducono le costanti (b, ..., by). Questa
volta dalle equazioni (19), moltiplicando per us — by e integrando su B (),
si ricava in luogo della (7) la seguente espressione di g (r)

N N
gn= 2 f(uh—bh)(A""Vu,‘,n)do— =z f(u,.— by) div f de =
h, k=) i - h=lB(1')

N N N
= f(u,.—b;.)(kz A% Puy— fo onYdo+ 3 f(f;.,Vu;.)dw.
=1 =1 - h=1
8 B

5. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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Questa pud essere messa a sua volta, ponendo ¥ = ({fy,n),.., {(fy,n))
sotto la forma

N
g(r)=f[( D, ED,+ 0 FDy)— (D, ¥)do+ %’ f(f;. yVup)de
) h—lB(r)
ovvero

— - — N
(22) g () =f< VEDVE By+ o' VETFBs—VE1 V) do +;.2J<f"’ v u ) da.
s 0

Allo scopo di maggiorare il secondo membro della (22) cominciamo con
D’osservare che in virta della (20) e della (3) si ha

< Oy ¥y (r).

N
2
=1

](fh y Vu,.)dw
B

Applicando la diseguaglianza di Schwarz al primo integrale della (22), e
ponendo per semplicita

B=(¥,E-1¥) —2(¥, &) —2{ ¥, o= E-'F s)

si ottiene allora

g(r)s'f< ¢,Ed>>dof[||fi¢g+9—1 VE=LF st + f) do]ll2+ o

S(r) S(r)

Di qui, procedendo esattamente come nella dimostrazione del teorema 1 si
giunge alla maggiorazione

(23) gmsgrpm+fw4+%WEM

. S(r)
Poniamo ora

ﬂﬂ=ﬂﬂ+[ﬂh

B(r)

e diamo una maggiorazione per lintegrale in cui compare f.
Dalla (11) si ricava con opportuni calcoli che

I2-'l<1,  |IFl<L
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inoltre si ha

N
[| V[itdo < 3 [|fh P dw < O™
B(r) h=11'9(r)

[l D, [P da < g (v), [l DsPotde<g(r)
B(r) B(r)
Utilizzando queste stime e la diseguaglianza di Schwarz, si ottiene allora
(24) [18120 < 02r™ + 0,0+ 1y o
B(r)

Dalla (23) e dalla (24) si ottiene in conclusione

(25) Fn< ‘izfi 1 (1) + O 4 0, Vg (r)

dove 8i & posto O, = (Cy(2 4 L).
A questo punto osserviamo che f(r) = 0; infatti

FO =g+ [pas—

B(r)

-_-f[< @e,E¢g)+2<¢9,F®o)Q—l+(¢0,H¢o>g—2]dw+fﬂdw=
B(r) B(r)

=f| VED, + VE—1Fo ®g—VE W2+ o=2(Ds,(H— F*E-1F) Dy ) dx
B(r)

da cui per la (16) si ha appunto f(r) = 0.
Ora notiamo che per quei valori di r per cui si ha g (r) << f(r) la (25)
porta alla

0 10 =g o)+ 0V FH 4 0%

quando invece si ha ¢ (r) = f(r) risulta per la (24)

() —F(r) = [ﬂdw] < 0,7 ™+ G,

B(r)
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da cui, risolvendo rispetto a Vg (r), si ricava

Vg (r) < Cyrt 4V 1 (7).

In ogni caso dunque si ottiene dalla (25) la

(27) fn< V—f— rf (1) + OV F ) o4 Oy roe

con C3=C2+ C, C,.
1
Trattiamo dapprima il caso in cui si ha u > —.
PP " A

Consideriamo la funzione
h(r)=r—Ef(r);

poiché risulta A’ (r) = '7%_— r—2VL ('% rf'(r)—f (r)), la (27) diventa
r

B rortV 1 (1) 4 0, VKT ¥V 4 0,92 > 0,

Da qui, con un’ulteriore maggiorazione, segue
] )

28) B (r) = — O, max [k (r) re=" """ | pru—1V-1)
( 2 ’

dove C, & una costante positiva dipendente da L e O,.

Sia 8 << dist(x,,0U); poiché ogni soluzione della disequazione (28)
sullintervallo 0 << r<{d si pud maggiorare con la soluzione dell’equazione
corrispondente che ha lo stesso valore nel punto » = 4, allo scopo di mag-
giorare tali soluzioni sara sufficiente considerare ’equazione :

(29) W (r) = — O, max [J& (r) rs="VE1 | pru—iVEi1),

Osserviamo che %(r) & una funzione decrescente (C,=0) mentre
r#«=1VL @ crescente, pertanto vi & al pit un valore 7, di  per cui & Vh (ry) =
= r#=1VI, Per gli eventuali r < r, risulta Vh (r) = VI, quindi Vequa-
zione diventa

(30) W ()= — O, () w1
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Le soluzioni di tale equazione sono in questo caso
G . 2
h (r) = |cost. — ?4 (u — /YD)~ pu—tVI |

Per r > r, si ha invece ’equazione

(31) R (r) = — O, r2—1VTi-1

che ha soluzione

h(r)= [cost — 22‘3 (v — 1)/ L)1 rzw—uvr)] .

N
Poiché h (8) < C (6, L) [0: + = f uy dw], si ha dunque per le soluzioni
h=1

della (28)
(32) h(r)< C (9, L) [0: + hg [ u dx] .
=]
T

Nel caso in cui 8i ha u < 1/Vf la dimostrazione procede allo stesso modo pur
di considerare la funzione h(r)=r—2¢f{r); anche questa volta si arriva
alla (32).

Se infine u = l/Vf si consideri per ogni « < u la funzione &, (r) =
=r~2 f(r); questa soddisfa la disequazione

ha (r) = — Cg (Yha (r) ré—o—1 4 y2—2=1) (05 = 0)
da cui procedendo come sopra si ottiene la stima

(33) he (r) < 0 (3, L, a)

2 ¥ a
Co+ 3 | upda|.
h=1
174

Dalla (32), (33) si ottiene in ogni caso la stima

(34) f(r)<< Cr*e 0 <r<<d <L dist(z,, 0U))
dove
— N
0,= o,(a,L,a)[03+ > u,’;dw],
h=1

per ogni a < min(1//Z,4) ed anche per « = min (1/fTyu) purché sia
p =+ 1)/L.
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Ricordando la deflnizione di f(r) e la (24) si ottiene dalla (34) la se-
guente stima

g(r) < O, v + O3 " + Cy (1 + L) Vg (r),
da cui, risolvendo rispetto a Jg (r), si ricava
2Vg () < 0, (1 + L) * + [0 (1 4 L)* + 4) r** 4 40, ™',

Di qui, ricordando che « << u, segue che
2 Y. 2
r28g(r)< Ol Co + = | upde
haml
da cui, per il lemma di Morrey citato in precedenza, segue la tesi.

4. Esempi.

Rimane ora da far vedere che le valutazioni degli esponenti di Holder
date nei teoremi 1 e 2 non possono essere migliorate; sard sufficiente mo-
strarlo nel caso di una sola equazione (N =1).

Consideriamo ’operatore

E= 2 Di (aij () Dj)
dove =

a, = (La; + x3) |x|—2, =10y =(L—1)x, x| 2 [—2, Agy = («} + Lad) ]:cl_z,
che pud essere scritto in coordinate polari

d ] 0%
E=Lp1—|po—- -2,
¢ % (9 69) T
L’equazione
Lyt —1 4 .
Eu__——,u—l E('”I" )
ammette la soluzione

w=u,|2|" (|« VE + |2 ") = (" 4 ¢") cos 9,

che & hilderiana esattamente di esponente min (1//L, u).
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Nel caso in cui u = 1//L, infine, costruiamo un altro esempio in cui
la soluzione & holderiana solo per esponenti minori di I/VIT (supporremo

L&E1):
2L _Q_(|w{1/l’f;-1)

By = ————
1—VL b=,

una cui soluzione &
w=1g,|a|" (|a [T lg|a]).
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