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ÜBER METRISCHE RÄUME UND Cc (X)

von E. BINZ und K. KUTZLER

Im Folgenden sollen metrische Räume mit Hilfe einer gewissen Klasse
von Algebren funktionalanalytisch untersucht werden. Hierbei spielt folgender
Charakterisierungssatz metrisierbarer Räume aus der allgemeinen Topologie
(siehe Kowals’ky, [6], 28.8 und 31.4) eine wichtige Rolle: « Ein topologischer
Raum ist genau dann metrisierbar, wenn er in das abzählbare Produkt

eines Sternraumes einbettbar ist ».

1. Zwei Lemmata.

Die im Folgenden verwendete Symbolik schliesst sich den in [1J-[3]
eingeführten Bezeichnungen an. Für einen Limesraum X sei C (X) die R-
Algebra aller auf X definierten, stetigen und reellwertigen Funktionen. 6c (X)
sei die Algebra versehen mit der von X induzierten

stetigen Konvergenz, d. h, der gröbsten Limitierung ~. auf e (X) mit der
Eigenschaft, dass die Evaluation definiert durch

stetig ist. Für eine Unteralgebra A von
e (X), die im Folgenden stets die konstanten Funktionen enthalte, sei j4.c
die mit der von induzierten stetigen Konvergenz versehene Limes-
algebra. A° sei die Algebra aller beschränkten Funktionen aus A. ckoma, sei
die Menge aller stetigen Algebrenhomomorphismen h : für die

h (1) =1 gilt. Es ist cyom Ac e e (~4c). Mit werde der Raum cyom 4,
versehen mit der von C~~ (A,) induzierten stetigen Konvergenz bezeichnet.

Sind B und B’ Limesalgebren mit Einselementen und ckom B sowie B’

nicht leer, so induziert jeder stetige Algebrenhomomorphismns v : B -+ B’
eine stetige Abbildung v* : B’ --&#x3E; definiert durch v* (h’) (b) =
= h’ (ro (b)) (h’ E cyom B’, b E B). Sind .~ und Y Limesräume, so definiert

jede stetige Abbildung v’ : Y- X einen stetigen Algebrenhomomorphismus

Pervenuto alla Redazione il 9 Dicembre 1970.
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durch ( Eine

Limesalgebra A mit Einselement, die der Bedingung geor;n A =F 0 geniigt,
besitzt die Gelfandda,rstellung A), die durch die folgende univer-

selle Eigenschaft charakterisiert ist: Sei der stetigeA igebrenhomomorphismus
d : A -+ e, (geomc A) definiert durch

Dann gibt es zu jedem Limesraum Y und zu jedem stetigen Algeb-
renhomomorphismus 2c : A genau einen stetigen Algebrenhomo-
morphismus (11/)*: ~4) ---+ ec(Y), der durch eine stetige Abbildung
u’ : Y- (Yom, -4 induziert wird, derart, dass das folgende Diagramm
konlIDutiert:

1.1) 1 Sei X ein vollstiindig regulärer topologischer 
Il c e (X ) sei eine Unteralgebra, die die konstanten Funktionen enthalte und

die zudem die Eigenschaft besitze, dass A 0 dicht in A~ ist. Dann sind alle

stetigen aus geom A, durch Punktevaluatioiien darstellbar.

BEIVEIS : Es gilt eo (X). Sei A 0 die abgeschlossene Hülle von A 0

bezÜglich der Supremumsnorm. Dann ist A 0 sowohl eine Unteralgebra als auch
ein Unterverband von C° (X). Ein Homomorphismus h’ aus A° ist auch
uniforu1 stetig. Er lässt sich zu einem verbandstreuen Homomorphismus
h : A 0 ~ il stetig bezüglich der Normtopologie fortsetzen. Es werde ange-

nonimen, dass h nicht durch eine Punktevalnation induziert wird. Dann

gibt es zu x aus X stets aus A°, so dass gilt :

Man beachte, dass A° uniform dicht in A° ist, d. h., dass es zu ö &#x3E; o und

zu f aus stets g aus A° derart gibt, dass

gilt.
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Da die Funktionen fx (x E .g’ ) stetig sind, gibt es zu 3 mit 0  ~  1/4
und x aus X stets eine Umgebung Uö" von x derart, dass

gilt. Aufgrund der zuvor erwähnten Approximationsmöglichkeit lässt sich

eine Funktion gx aus A° mit

fin~len. Hieraus folgt einerseits

Andererseits folgt aus der Stetigkeit des Homomorphismus h bezüglich der

Normtopologie von A 0 :

Nun definiere man fiir ö mit 0  ~  1/4 und x aus X :

Nach dem soeben Gezeigten ist Du nich leer. Es werde nun gezeigt, dass
die Familie

die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt. Seien aus T).
Definiere d ---- min ~~2 I i = 1, ... , it). Bilde die Funktion :

die in A° liegt, da A° ein die Algebra A° umfassender Verband ist. Die

Funktion f hat, wie man aufgrund ihrer Definition und der Verbandstreue ,
von h sofort nachrechnet, die folgenden Eigenschaften:
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Wegen lässt sich g aus A° mit ! 1 finden. Dann folgt
nach soeben durchgeführter Schlussweise aus (a) und (b) :

Folglich liegt g in jeder der Mengen Die Familie (D besitzt

demnach die endliche Durchschnittseig.enschaft, ist also Subbasis eines

Filters 9 auf A°, der nach Definition der stetigen Konvergenz gegen die

Funktion 1 konvergiert.
Andererseits nimmt aber der Homomorphismus h anf keinem Element,

der Filtersubbasis T) und somit auch auf keinem Element der davon erzeug-
ten Filterbasis einen Wert &#x3E; 1/4 an. Es gilt also

Andererseits müsste aus der Stetigkeit von h auf Ao c

folgen. Hieraus resultiert ein Widerspruch. Folglich ist h h’ genau
dann stetig, wenn sich h’ als Punktevaluation darstellen lässt. Sei nun A

wie in der Voraussetzung. lz’ sei aus A~ . Dann ist aus cyom Ao
und demnach durch eine Punktevaluation darstellbar. Da nach Voraussetzung
A° dicht in Ac ist und die h’ darstellende Punktevaluation auf einer

dichten Teilmenge von A, mit h’ übereinstimmt, müssen beide auf A~ aus

Stetigkeitsgründen übereinstimmen.
Als ein Iiorollar hierzu ergibt sich :

1.2) KOROLLAR : Wenn zusätzlich zu den Voraussetzungen in (1.1) A

punkteseparierend oder gar tologieerzeugend ist, so kann man X in natürlicher

Weise mit Ac identifizieren.
Die soeben bewiesenen Ergebnisse liefern für die Gelfanddarstellung

einer Unteralgebra A von e (X) das folgende Resultat :

1.3) LEMMA. : Seien X ein vollständig regulärer Raum und A eine Unte?’.

algebra (x), für die gilt :
(i) A enthalte die konstanten Funktionen.

(ii) A erzeuge die Topologie von X.
(iii) A 0 ist dicht in AG.



201

Dann ist Ce (X) die Gelfanddarstellung der Algebra A,.

BEWEIS : Nach (1.1) und (1.2) folgt wegen (i)-(iii):

im Sinne der Isomorphie in der Kategorie der Mengen. Aus der Stetigkeit
der Einbettungsabbildung Ac -~ e" (X) folgt bei Anwendung des Funk-
tors die Stetigkeit von j 1 : Als vollstäudig

regulärer Raum ist X c einbettbar. Demnach gilt in der Kategorie der

Limesräume X = Ferner ist i ste-
c

tig. (Hierbei trägt die von der Algebra A auf A, induzierte

schwache Topologie). Da A die Topologie von X induziert und da mengen-
theoretisch Won1 Ac = X gilt, folgt in der Kategorie der Limesräume

Aus dem Diagramm

folgt dann aber X = so dass die Gelfanddar-

stellung von A, ist.

BEMERKUNG : Im Beweis zu (1.1) gehen Schlussweisen von W. Feldman
und F. T. M. Schroder ein.

2. Algebraische Besclll-eibullg von Sternräumeu und deren Produkten.

Im Folgenden sei J eine nichtleere Indexmenge. Mit 1 werde das

Einheitsintervall [0,1] bezeichnet. Auf dem kartesischen Produkt 8 (J) : _
== I X J werde eine Äquivalenzrelation via wie folgt definiert :

Für 1ni) aus gelte genau dann,
wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfüllt ist:

(I) Xi = x2 = 0 ; und m. sind beliebig.
(11) x, = x2 und Ml = m2 .

2.1) DEFINITION: Der Quotventenracum wird Sternraum

genannt.
Ein Sternraum entsteht durch Verheften der Nullpunkte einer Familie

von Einbeitsintervallen. Seine Elemente sind von der Form 0 (wo 0 die

Äquivalenzklasse der Paare der Form (111 E J) ist) beziehungsweise
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Die Menge wird

der durch bestimmte Strahl des Sternraumes genannt. Auf »

wird eine Pseudometrik d wie folgt definiert :

Diese Pseudometrik ist kompatibel mit der Äquivalenzrelation. Sie definiert
auf dem Sternraum 8 = S (J) eine lBfetrik d, bezüglich der 8 vollständig
ist. Im Folgenden sei 8 stets durch die Metrik d topologisiert. Die Punkte
der Form (1~) (mt E J) werden Eckpunkte des Sternraumes genannt. Für

zwei verschiedene Punkte (1, mi) und (1, m2) gilt d ((1, m1), (1, m2)) = 2.
Hieraus folgt :

her Sternraum 8 (J) ist genau dann konzpakt, wenn die ihn definierende
Index1nenge J endlich ist.

Jede abgeschlossene b-Umgebung des Punktes 0 enthält alle Punkte

der Form (d, wobei in aus J beliebig ist. Für zwei verschiedene Indizes

an1 1 und m2 aus J gilt dann d ((~, m1), (ö, 1n2)) = 3~. Hieraus erkennt man,
dass notwendig für die Lokalkoyaktheit des Sternraumes 8 «1) die Endlich-
keit der Indexmenge J ist.

2.2) Für einen Sternraunz S (J) ’Bind die folgenden di-ei

A itssagen äquivalent:

(a) S (J ) ist kompakte.
(b) 8 (J) ist lokalkompakt.
(c) Die Iiidexmenge J ist endlich.

Die von der Metrik d auf 8 induzierte Topologie lässt sich wie folgt
beschreiben :

Für einen Punkt (x, m) aus 8 ((x, n1) # 0) gibt es eine Umgebungsbasis
offener Mengen, die sämtlich in lm liegen und mit einer Umgebungsbasis
offener Mengen des Punktes x aus I identisch ist. Eine Umgebungsbasis
des Punktes 0 lässt sich wie folgt beschreiben : Zu vorgegebenem ö &#x3E; 0
sei Uö die Menge aller Punkte (x, in), für die 1 x I  d gelte und für die 1n

aus J beliebig ist. Die Familie U~ b ) 0) bildet dann eine Basis offener

Umgebungen von 0.

Aus dieser Betrachtung folgt: Ist J ein unendliches Indexsystem, so

ist der Punkt 0 in S (J) der einzige Punkt, der keine kompakte Umgebung
besitzt. Hieraus folgt für die Stone-Üeeh-Kompakti-fizierung ,03B2S von 8: Die

abgeschlossene Hülle von in ~S ist ~ 8) U tU}.
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2.3) Definition und Eigenschaften der Algebra P.

Sei S = S (J) ein Sternraum. Man unterscheide die Fälle, in denen J

endlich beziehungsweise unendlich ist.

(a) Sei J von endlicher Kardinalzahl. Dann ist S = S (J) kompakt.
.Po (I) sei die Algebra aller Polynome mit reellen Koeffizienten - aufgefasst
als Funktionen auf I -, die in 0 verschwinden, d. h., deren konstanter

Term 0 ist.

Man definiere:

Das heisst: besteht aus allen Funktionen auf S, die in 0 verschwin-
den und deren Einschränkung auf jeden Strahl des Sternraumes ein Poly-
nom der oben genannten Art ist.

Die Polynomalgebra P (8) des Sternraumes S werde definiert durch

Nach dem Satz von Stone-Weierstrass ist wegen der Kompaktheit von S

die Algebra P (S ) dicht in (Man beachte hierbei, dass auf Funktio-

nenalgebren über lokalkompakten topologischen Räumen die stetige Konver-
genz mit der kompakt-offenen Topologie übereinstimmt). P(S) erzeugt fer-

ner die Topologie von 8 und besteht wegen der Kompaktheit von S nur

aus beschränkten Funktionen. P (S) erfüllt also die Voraussetzungen von

(1.3). Es gilt Ferner ist die Gelfanddarstellung
von P, (S ).

(b) Sei S ein Sternraum mit Indexmenge J, deren Kardinalzahl nicht
endlich ist. ~l sei eine endliche Teilmenge von J und 1no sei aus M. Das

Paar (ll, mo) werde endliche Teilmenge von J mit ausgezeichnetem Element

mo genannt. Im Folgendem sei das System aller endlichen Teilmengen
von J mit ausgezeichneten Elementen. werde eine Ordnungsre-
lation » wie folgt definiert :

Für mo) und (M’, mo) aus 7(J) gelte (M’, genau dann,
wenn eine der beiden folgenden Relationen erfüllt ist:

Mit der soeben definierten Ordnung ein gerichtetes System.
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Für eine endliche Teilmenge M von J sei S~ der kompakte Sternteil-

raum von S, der durch die Indizes aus M definiert wird. Für (H, aus

7(J) sei identisch mit wobei allerdings der durch mo definierte

Strahl Imo besonders ausgezeichnet sei. Für (M, mo) werde die

Projektion

definiert durch :

Man verifiziert sofort, dass stetig ist und dass die Familie 1no) E
E :1 (J)t die Topologie von 8 induziert. Man betrachte nun den Algebrenho-
momorphismus

Er führt die Algebra P (8;;°) in die Algebra über

Man rechnet nun leicht nach, dass die Algebren
ein aufsteigend gerichtetes System von Unteralgebren von e (S) bilden, so

dass

eine Unteralgebra ist. Die Elemente der Algebra P sind stetige.
Funktionen auf S, deren Einschränkungen auf die Strahlen des Sternraumes
Polynome sind, die auf fast allen Strahlen des Sternraumes identisch sind.

Da die Unteralgebren P (8;°) die Topologien der Sternräume 8;° und die

Projektionen 8~ die Topologie von S induzieren, folgt, dass P eine

topologieinduzierende Unteralgebra von e (s) ist. Da alle Algebren nur

beschränkte Funktionen enthalten, besteht P nur aus beschränkten Funk-

tionen. Nach einem Theorem von W. Feldman [5] ist P eine dichte Unteral-

gebra von ee(8). Nach (1.3) besitzt die Algebra Pg die Algebra ec (8) als

Gelfanddarstellung.
Die Punkte eines Sternraumes können durch eine Familie von Funk-

tionen, die die Algebra P erzeugen, beschrieben werden. Hierzu definiere

man für nt aus J :
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Falls J unendlich ist, adjungiere man zu J ein neues Element c~, so dass

man Jw : = J U ~c~~~ erhält und definiere

Die Unterscheidung zwischen endlichem und unendlichem Indexbereich ist

notwendig, weil im Falle eines endlichen Systems J bei entsprechender
Definition von gilt : Pro = ~ pm und daher das System der Funktionen

mEJ

pm und Pro algebraisch abhängig ist, was hingegen nicht der Fall ist, wenn J
von unendlicher Kardinalität ist.

Es gilt, wie man leicht nachrechnet:

(i) p~ (iil 6 J) mcd pw aus P.

(ii) (a) Wenn J endlich ist, so ist ( pm ) m E J) U (1) ein minimales

Erzeugendensystem der -Algebra P.
(b) Wenn J unendlich ist, so ist mini-

males Erzeugendensystem der Algebra P.
Zwischen den Funktionen pm (m E J) und pro bestehen die folgenden

Relationen:

(iii) Für mund m’ aus J mit m =1= m’ gilt : pm pm- = 0.
(iv) Wenn J unendlich ist, so gilt für m aus J:

2.4) Untersuchung des Quotienten der Stone.Öech-KouipafitifizieruY1g 03B2S,
der durch die Algebra P definiert wird.
Im Folgenden zeigt sich, dass die Algebra P einen in gewisser Hinsicht

minimalen Quotienten von 03B2S beschreibt, wobei das Erzeugendensystem
( pm I m E Jw) im Hinblick auf diese Kompaktifizierung miuimal ist. Im vor-

liegenden Falle genügt es, nur Sternräume mit unendlich vielen Strahlen

zu betrachten.

Sei S = S (J ) ein Sternraum. Für (M, mo) und (~f~m~) mit

(M, nto) » (M’, definiere man eine stetige Projektion

durch

und
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Aufgrund der Ordnung auf 97(J) und der Definition der Abbildungen

11~~’~° folgt für (M, 1no) , (M’, und (M ", m ") (J) mit (M, 1no) »
stets

Das bedeutet : Die kompakten Räume 8;;’° bilden zusammen mit den steti-
m ,

gen, surjektiven Abbildungen ein projektives System kompakter
Sternränme. Nach bekannten Sätzen aus der allgemeinen Topologie existiert
der projektives Limes dieses Systems und ist ein kompakter Hausdorffraum.
Sei

Man betrachte nun für (M, m.) aus 97(J) die Projektionen 8 - 8:;° .
Wie man leicht nachrechnet, sind diese Projektionen mit den Abbildungen
des projektiven Systems kompatibel. Nach der universellen Charakterisierung
des projektiven Limes induzieren die Projektionen eine stetige Abbil-

dung

2.4.1) Behauptnng: II ist eine .Einbettung von S irt den kompakten 
liegt.S, deren Bild dicht in S liegt.

BEWEIS: n ist injektiv : Seien 1nt)  (x2 , m2) aus S. Setze M -
= 1 M2) falls n’l # m22 gilt, sonst M == Betrachte (M, m1) aus 
Dann folgt :

d. die Projektion trennt die Punkte 1ni) und (x2, m2). Nach der
Definition bzw. Konstruktion des projektiven Limes trennt II dann auch

diese Punkte. Folglich ist II injektiv.

Es werde nun gezeigt, dass II ein Homöomorphismus von 8 in 8 ist.

Hierzu genügt es, ein Systein F von stetigen Funktionen auf derart

anzugeben, dass die Familie die Topologie von S erzeugt.

Seien hierfür die zum projektiven System und
zu dessen Limes gehörenden Projektionen. Dann folgt für

Die Abbildungen 1120 induzieren aber die Topologie von ~’. Da für (M, »i~)
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aus 7(J) stets gilt, folgt nach Definition des projektiven
, 

+

Limes, dass II (S) dicht in 8 ist. Im Folgenden werden 1I (S) und S stets

miteinander identifiziert.

Der Raum S lässt sich nun auch durch einen Raum beschreiben, der

Sterngestalt besitzt:
Sei co der zu J adjungierte Index. Der zu definierende Raum S’ habe

die Gestalt 8 (1 U loi», i. e. der Sternraum mit dem adjungierten
Strahl Iro.

Die Funktionen Pm (m E J) und werden wie folgt in natürlicher Weise
auf S’ fortgesetzt:

Diese Funktionen trennen die Punkte von S’. Demnach induzieren

sie eine vollständig reguläre Topologie auf S’. Da ferner ihre Einschriin.

kungen auf S - wie man leicht nachrechnet - die Topologie von 8 in-
duzieren, folgt, dass S - versehen mit der Sternraumtopologie - ein Un-
terranm von S’ ist. Die soeben definierte Funktionenfamilie besitzt ferner

die Eigenschaft, auf jedem Strahl von S" die vom Einheitsintervall I kom-
mende Topologie zu induzieren.

2.4.2) ist dichter Unterraum von S’.

BEWEIS : Sei «x", ma)) eine Moore Smith-Folge in S’.

(i) Es gebe eine Teilfolge von (ma), die konstant m ist. Do n n

liegen die (x03B2 ~ m03B2) = (x~ , m) auf dem kompakten Strahl Im und haben dort
einen Häufungspunkt (x. 

Die Folge ((xa , ma)) besitzt demnach auch den Häufungspunkt (xo’ 111).
(ii) Die Folge ((Xa, besitze eine Teilfolge ((,x03B2, 7az03B2)) derart, dass

x03B2 ~ 0 gilt. Da, wie man sofort erkennt, eine Nullumgebungsbasis in ~’

durch alle Mengen der Form beschrieben wird
folgt, dass ~~x03B2 ~ m03B2)) gegen 0 konvergiert und somit ((xa , ma)) den Punkt 0
als Häufungspunkt besitzt.
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(iii) Die Folge ((.1’0 . w«)) besitze keine Teilfolge ((xp, für die 
eine konstante Folge ist, bzw., die gegen 0 konvergiert. Die Folge (xa) be-
sitzt in [0,1~ einen Häufungspunkt x0. Man betrachte nun den Punkt

(xo , w). Für nt aus J ist (xa , ma)) aufgrund der Voraussetzungen eine
Folge, die 0 c~) als Häufungspunkt besitzt. Andererseits besitzt
die Folge als Häufungspunkt.
Aufgrund der Voraussetzungen über ((xa, m",» folgt hieraus aber, dass (xo’ w)
Häufungspunkt von ((xa, 1na)) sein muss. Aus (i)-(iii) folgt, dass S’ kompakt
ist. Die Dichtheit von 8 in S’ folgt einerseits aus der Einbettung von
8 in S’ und andererseits daraus, dass jeder Punkt (x, co) aus Iro Häufungs-
punkt der Teilmenge {(x m) m aus J beliebig) von 8 ist.

1*1

2.4.3 Die 8-’ sind homöomorph.

BEWEIS : Definiere eine Abbildung 03C8:S’ 8 aufgrund der universellen

Eigenschaften von 8 mit Hilfe eines Systems von stetigen Abbildungen
das mit dem projektiven System kompatibel

ist : o

Die Verträglichkeit der Abbildungen mit dem projektiven System ist leicht

zu verifizieren. Die Abbildungen sind stetig, denn die Topologie von 8.Z’
wird von den Funktion (nt E M) induziert, and es gilt :

n

Mithin ist eine stetige Abbildung 1p: S’ - S durch dieses System von Ab-

bildungen definiert. Beachtet man ferner, dass ’fjJ~o 18 = gilt, so folgt
, , 

~ 
, ,

= II. Da S sowohl dicht in S’ wie in S ist und da II eine Einbettung

ist, folgt notwendigerweise wegen der Kompaktheit der Räume S und S’,
dass 03C8 surjektiv sein muss.
Betrachtet man wiederum das Abbildungssystem so

verifiziert man ohne Schwierigkeiten, dass es die Punkte von trennt
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, ,

nnd y folglich injektiv sein muss. Da S’ und 8 kompakt sowie 1.J’ stetig
und bijektiv sind, folgt die Homöomorphie der beiden Bäume.

Nach dem soeben Bewiesenen ist S’ ein Quotient der Stone-Üech-Kom-
paktifizierung 03B2S von S. Das Funktionensystem ist ein

minimales System, das S’ beschreibt.
Die Funktion Pro beschreibt im Wesentlichen die Symmetrie des Stern-

raumes S. Die Kompaktifizierung S’ besitzt nun die folgende charakteri-
stische Eigenschaft:

2.4.4) Behauptung : Für jede gompakti fczierung k8 von S, für die es eine

stetige Abbildung kpw : kS ----&#x3E;- I derart gibt, dass

kommutiert, folgt : S’ ist ein Quotient von kS.

BEWEIS : Es gilt . Man definiere nun

durch

Es ist nun zu zeigen, dass die Abbildung a stetig ist. Jede Funktion

lässt sich stetig auf ks fortsetzen, indem man und

definiert.

Die Abbildung a ist genau dann stetig, wenn die Abbildungen pm o a
und po o a (m E J) stetig sind. Aus pm o a = kpm und j) o a = Kpco folgt die
Stetigkeit von a. Da a nach Definition den dichten Unterraum S von M

homöomorph auf den dichten Unterraum 8 von S’ abbildet, folgt, dass a
surjektiv und folglich S’ ein Quotient von k8 ist.

2.5) Es können nun die Punkte eines Sternraumes S = S (J) gekenn-
zeichnet werden als die reellen Algebrenhomomorphismen h auf der Algebra
P, für die für m aus J stets die Relation 0 ä h ( pm)  1 erfüllt ist. Wenn

für alle Indizes m aus J gilt : h ( pm) = 0, so wähle man 0 als den reprä-
sentierenden Punkt. Da die Familie zusammen mit der

14. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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Eins die Algebra P erzeugt, und aus Pm pf~ = 0 auch h = 0 folgt,

impliziert dies, dass für g aus P stets h (g) der konstante Term von g sein
muss (nach (2.3) (ii)), so dass h durch die Evaluation im Punkte 0 darge-
stellt wird. Ist andererseits für ein ~2o aus J die Relation h (Pmo) &#x3E; 0 erfüllt,
so folgt aus (2.3) (iii), dass für m aus J gelten muss : h = 0.

Aus (2.3)(iv) folgt h ( p~,) = h (Prno). Man betrachte den Punkt

Es ist leicht nachzurechnen~ dass die Evaluation in diesem Punkt den

Homomorphismus darstellt. Da P überdies die Topologie auf S induzierte
lässt sich S beschreiben als die Menge ges (P) aller Homomorphismen h
auf JPy die auf Werte zwischen 0 und 1 annehmen, wobei
qes (P) mit der von P induzierten (schwachen) Topologie versehen ist.

Es soll nun eine zu P isomorphe, abstrakte R-Algebra, konstruiert

werden, die ein wesentliches Hilfsmittel zur Beschreibung metrisierbarer

Räume sein wird.

(I) Sei J endlich. Man betrachte die freie kommutative Algebra
und definiere einen Algebrenhomorphismus

durch Vorgabe der BiJdwerte von T auf dem Erzeugendensystem der freien
Algebra : T (1) == 1 und l’ E J).

Jedes Polynom g aus ist in der Form

darstellbar, wobei J = (~rz1.... , Dann ist

Für ein l-tupel (ni e ... na) für das ni und ni, (i --1= 1’) mit ~~-: 0 existieren,
tritt im Term

der Faktor Pmi auf, der auf’ S nach (2.3) (iii) verschwindet,. 3lithin ver-

schwindet der ganze Term, so dass - nach Weglassen überflüssiger Indizes
- Tg von der folgenden Form ist:
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Bei Einschänkung von Tg auf den Strahl I"", (i’ = 1, ... , l) erhält man

nach Definition der Pm :

Dieser Ausdruck verschwindet genau dann, wenn ao und die a;,n alle ver-

schwinden. Da Tg = 0 äquivalent dazu ist, dass die Einschränkung von
Tg auf jeden Strahl von S verschwindet, ist für Tg = 0 notwendig und

hinreichend, dass ao = ai. = 0 (i = 1, ... , l ; n = 1, ... , k) gilt. Das bedeutet,
dass Tg genau dann verschwindet, wenn jeder Term von g einen Faktor
der Form (i ~ i’) enthält. Folglich ist der Kern von T genau

das von den Polynomen erzeugte Ideal Q.
Wie man sofort sieht, ist T surjektiv, so dass aufgrund des Homomorphie-
satzes die Algebra .P isomorph zu der Faktoralgebra

ist. Die kanonische Abbildung R [X"" 1 in E J ]--&#x3E; B werde mit der durch

T induzierte Isomorphismus B - P mit T bezeichnet.
(II) Für den Fall eines unendlichen Indexbereiches J betrachte man die

erweiterte Indexmenge J ro = J U (co) und darüber die freie kommutative

Algebra R 1 m*E J ro ]. Nun definiere man wiederum einen Homomorphismus
T : R [X~,, 1 nt’ E Jw] -~ P durch

Ein beliebiges Element g aus . ’. ist von der Form :

wobei ml 9 ... , &#x3E;1i endlich viele Indizes aus J sind. Nach Definition von T

gilt : 
- .

Nach denselben Überlegungen wie in (I) kann man aufgrund von (2.3) (iii)
Tg auf die folgende Form reduzieren :
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Bezeichnet man mit Q das Ideal in das von den Polynomen der
Form erzeugt wird so folgt, dass jedes g aus
wird R [X1nf m’ E J~] folgende Gestalt besitzt:

wobei gQ aus Q ist. Berücksichtigt man weiter die Relation (2.3) (ivj, so

erhält man als eine notwendige Bedingung dafür, dass g aus dem Kern
von T ist :

Wählt man nun m aus J so, dass m =t= =1, ... ,1 ) gilt, was möglich
ist, da J unendlich ist, so ist I’g ==0.

Hieraus ergibt sich insbesondere a. = Cn = 0 (n z= 1, ,.. , k). Für g aus
Kern (T) kann man also annehmen, dass gilt:

wobei a~n = 0 filr it = k + 1 ~ .... 2A- und i =1, ,.. 1 gesetzt wurde. Für

festen Index nii gilt dann :

woraus für 1 = 1 , ... , 1 und fz=2?...,21c folgt.

Ein Polynom g aus liegt demnach genau dann im Kern
von T, wenn es in der Form

darstellbar ist und die Relationen
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erfüllt sind. Dann folgt :

Hieraus ergibt sich : Notwendig dafür, dass g im Kern von T liegt, ist die

Bedingung, dass g in dem von den Polynomen X~, Xm, und ~m Xco - X"2,
erzeugten Ideal Qw liegt, wo m, m’EJ und m + m’ gelte. Umgekehrt erkennt man
wegen der Beziehungen (2.3) (iii)-(iv) sofort, dass jedes Polynom aus diesem
Ideal Q~, auch ein Element des Kernes von ~’ ist, so dass Kern(T)== Qw
gilt. Da man sofort sieht, dass T auch surjektiv ist, folgt unmittelbar nach
dem Homomorphiesatz, dass die Algebren R [Xm~ 11n’ E und P isomorph
sind. Es ergibt sich folgendes kommutative Diagramm:

Die Algebra R [Xm, m’ werde wiederum mit B bezeichnet. Die

kanonische Abbildung von R E J, "] - B sei wiederum T. Der kon-

struierte Isomorphismus B --&#x3E; P sei T. Es induziert T eine bijektive Abbil-

dung i4 der Menge der reellen Homomorphismen auf P in die Menge der
reellen Homomorphismen auf B vermöge wobei h ein

reeller Homomorphismus auf P und g ein Element aus B seien. Man erkennt
nun unmittelbar, dass die reellen Homomorphismen auf B, die auf den
Klassen T wo m’ aus Jro sei, stets Werte zwischen 0 und 1 annehmen,
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in bijektiver Beziehung zu den Homomorphismen aus (P) stehen. Man
definiere :

reeller Homomorphismus, m impliziert

Nach den vorangegangenen Betrachtungen entsprechen sich ge (B) und S

bijektiv und zwar so, dass für h aus 9«B) und g aus B gilt :

Hieraus folgt : 9(, (B) ist - mit der von B induzierten Topologie versehen -

bomöomorph Z11 einem Sternraum S.

I)ieses Ergebnis werde als Satz formuliert :

2.5.1) SATZ : Sei J eine nichtleere Indexmenge. Ein topologischer Raum X ist

genau dann homöomorph zu dem zur Indexmenge J gehörenden Sternrau,1n S (J),
wenn er homöomorph zu 9fa (B) ist, wobei B eine Algebra vom Z’yp

Seien S ein Sternraum und B wieder zu S konstrniert. Versieht man nun

B mit der von der Evaluation m: 9ts (B) 2013~ R induzierten stetigen
Konvergenz und bezeichnet man die so erhaltene Limesalgebra mit Be, so
sind Be und P, bistetig isomorph. Da nun 6c Gelfanddarstellung von
Po und somit von Be ist, kann man aufgrund der universellen Eigenschaften
der Gelfanddarstellung als Folgerung zu (2.5.1) formulieren:

2.5.2) KOROLLAR : Ein c-einbettbarer ist genau dann ein

Sternraum, wenn seine Algebra stetiger Funktionen ee (X) Gelfanddarstellung
einer Algebra Typ Be ist.

2.6) BEMERKUNG : Bei dieser Charakterisierung eines Sternraumes wurde
der Versuch unternommen, diesen Raum durch eine « minimale » Unteralgebra
der Algebra aller stetigen Funktionen zu charakterisieren. Aufgrund der
Struktur des Sternraumes liegt dabei die Verwendung von Funktionen nahe,
die Polynomcharakter besitzen. Zur Beschreibung der Punkte des Sternrau-
mes allein würden die Funktionen Pm, wo m aus J ist, genügen. Diese
Funktionen induzieren aber im Falle eines unendlichen Slernraumes nicht

die Topologie des Sternraumes sondern eine gröbere Initialtopologier mit
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der der Sternraum S ein kompakter Hausdorffraum wird. Aus diesem Grunde
wird im Falle des unendlichen Sternraumes die Funktion p hinzugenommen,
die insbesondere auch die Symmetrie des Sternraumes beschreibt, damit man
so ein topologieerzeugendes System von Funktionen für die metrische

Topologie erhält.
n

Man kann nun das rc-fache Tensorprodukt Q9 B der Algebra B bilden.
1

Es werde mit Bn bezeichnet. B~1 ist in natürlicher Weise eine kommutative

R-Algebra mit Einselement, wenn man die Multiplikation wie folgt definiert :

Das Einselement ist der Tensor Für jede natürliche Zahl n
erhält man eine Einbettung , definiert durch

Die Algebren ~ mit den Einbettungen j"",-1-1 bilden ein induktives System,
wenn man die Einbettungen durch 

definiert. Der induktive Limes dieses Systems werde mit B bezeichnet. B
ist eine kommutative Algebra mit Eins, deren Elemente wir in der Form

darstellen, wobei die einzelnen Summanden formal Tensoren mit abzählbar
vielen Faktoren sind, von denen fast alle gleich 1 sind.

Für natürliche Zahlen n und n’ mit n" - n kann man Einbettungen
definieren durch

Man kann ferner für n:2: ~a’ Projektionen 1ln, n’ : ~~, -»- B definieren durch

Analog definiert man B. Es gelten die folgenden Relationen:

Hieraus folgt, dass die j03B2, , j,,, injektiv und die ~c~l, surjektiv sind. Da
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-

1 und die wo 7n E ,J bzw. 1n EJ"" ein minimales Erzeiigeiidensystem
der Algebra B bilden, erhält man durch die Tensoren der Form g1 Q9 ... 

00

beziehungsweise ® gk , wobei fast alle gk gleich 1 und die übrigen von der
., 1

Form T (gm) sind, ein minimales Erzeugendensystem der Algebra Bn bezie-

hungsweise der .Algebra B. Dieses Erzeugendensystem werde mit E (Bn)

beziehungsweise E (B) bezeichnet. Man definiere als die Mengen
aller reellwertigen Algebrenhomomorphismen, die auf E (Bn) Werte zwischen
0 und 1 annehmen. Analog definiere man 9( (B). Aus den Definitionen der

Abbildungen erkennt man sofort, dass sie surjektive Ab-
bildungen

beziehungsweise injektive Abbildungen

induzieren, die den Bedingungen

genügen. Diese Abbildungen induzieren wiederum Abbildungen

Man beachte hierbei, dass ~~" wohldefiniert ist, da in dem 
1
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(i) 
00

fast alle gleich 1 und somit in dem Produkt Z7 hn ( fn,(i)) fast alle Fakto-
n=1

ren gleich 1 sind. Folgende Beziehungen lassen sich leicht verifiziern :

n 
_

Das bedeutet : Die Mengen und X beziehungsweise ~C (B) und
1 

’

00

(B) sind in der Kategorie der Mengen isomorph. Man erkennt nun

1
_ 

n

ferner, dass die Erzeugendensysteme E (Bn) vermöge - auf X 
1

_ 
00

hungsweise E (B) vermöge n* auf x 9~(~) die Produkttopologie induzieren.
1 

°

Folglich erhält man :

2.7.1) SATZ : Ein topologischer Rattm X ist genau hornöo1norph zu

endlichen (abzählbaren) Prodn7ct eines wenn er homöomorph
zu einem Raum vovt Typ ist.

Sei der zur Algebra B gehörige Sternraum. Für jede natürliche
Zahl n bilde man Sn und definiere 03C0n: sn - S als die k-te Projektion, wo

1 - k  n gelte. Analog definiere man die k-te Projektion 814 - ~S. Dann
n

lässt sich die zu Bn isomorphe Algebra Q9 P in der Form
1

darstellen. Analog ist die zu B isomorphe Algebra

darstellbar in der Form

Diese Algebren sind topologieinduzierende Algebren stetiger, beschränkter

Funktionen auf beziehungsweise SN. Versieht man Bn beziehungsweise
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B mit der stetigen Konvergenz, die von den Evaluationen ccy: Bit X

X -~ R beziehungsweise co : B m % B) -~ Il induziert wird, so sind

wegen der Homöomorphie von Sn und (Bn) beziehungsweise SN und 
sowie der Isomorphie der Algebren Bn und Pn beziehungsweise P und B

die Algebren (Bn)e und beziehungsweise Bc und Pc bistetig isomorph.
Man erhält mit (1.1)-(1.3) somit das Analogon zu Korollar (2.5.2):

2.7.2) KOROLLAR : Ein c-einbettbarer Limesraum X ist genau dann h01nöo.

1norph zum end lichen (abzählbaren) Produlct eines Stern ra um es , wenn 

Gelfanddarstellung einer Algebra vom Typ (Bn)e (bzw. Be) ist.

3. Charakterisierung metrisierbarer Räume.

Im folgenden sollen nun metrisierbare Räume charakterisiert werden.

Hierzu wird der in der Einleitung zitierte Satz über metrisierbare Räume

und Sternräume verwendet. Demnach ist ein topologischer Rallm X genau
dann metrisierbar, wenn es eine Algebra von dem in (2) eingeführten Typ
B gibt, so dass X homöomorph zu einem Unterraum von ist. Sei

H : X-~ %(jS) die Einbettung für einen metrisierbaren Raum X. Sie indu
ziert einen stetigen Algebrenhomomorphismus

Andererseits sei d1: Bc-+ die Gelfanddarstellung, die nach den

Ergebnissen von (2) (bistetige Isomorphie von Bc und eine homöomorphe
Einbettung ist.

Durch H* o d1 wird die Algebra B auf eine topologieinduzierende
Unteralgebra A beschränkter Funktionen in abgebildet. A ist nach

dem schon zitierten Ergebnis von W. Feldman eine dichte Unteralgebra
von ee(X). Nach (1.3) besitzt Ac die Algebra ee(X) als Gelfanddarstellung.

Sei nun umgekehrt G : (.ä’ topologisch) ein stetiger Alge-
brenhomomorphismus. Dann existiert wegen der universellen Eigenschaft
der Gelfanddarstellung ein stetiger Algebrenhomomorphismus

derart, dass das folgende Diagramm kommutiert :
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Es werde nun angenommen, dass A die Topologie von X induziere, so dass
nach (1.3) die Gelfanddarstellung von ist. Da die Gelfandabbildung
dz : mit der Einbettung identisch ist, erhält man das folgende
kommutative Diagramm :

Die Anwendung des Funktors ergibt das folgende kommutative

Diagramm :

Nun ist A, eine Unteralgebra beschränkter Funktionen von ec(X), die

zudem die Topologie von X erzeugt, also nach dem Ergebnis von W. Feld-

man eine dichte Unteralgebra von Da A das Bild von B unter G

ist, muss aufgrund der Kommutativität des ersten Diagramms 
die Algebra ~. umfassen und folglich auch dicht in sein. Hieraus
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folgt, dass (G’)* ein Epiinorphismus ist. Das wiederum impliziert, dass G’
ein Monomorphismus ist. Da andererseits die Algebra A die Topologie von
X induziert, folgt, dass G’ eine Einbettung in ist. Das ergibt den

folgenden Satz :

3.1) SA’rz: topologischer Raum X ist genau dann metrisierbar,
wenn es eine Algebra vom Typ Be und einen stetigen Algebrenhomomorphisntus
G : Be --)- e, (X) derart gibt, dass die Algebra G (B) die Topologie von X erzeugt.
Bemerkung : Wenn X metrisch ist, so ist G (B) c ee (X) dicht.

3.2) BEMERKUNG : Es werde an die in (2.4) gegebene Definition des

kompakten Hausdorffraumes S’ erinnert. Da der Sternraum S ein dichter

Unterraum von S’ ist, ist auch ~’N ein dichter Unterraum des kompakten
Raumes (S’)N. Zu jedem metrisierbaren Raum X gibt es einen Sternraum

S derart, dass X homöomorph zu einem Unterraum von 81~ ist. Folglich
ist X auch homöomorph zu einem Unterraum von (S’)’~. Die Einbettung
X- (8’)N gestattet nun eine Kompaktifizierung aX von X, indem man die
abgeschlossene Hülle des Bildes von X in (S’)N, bildet. Diese Kompaktifi-
zierung verläuft analog der Kompal,-tifizierung eines separablen, metrisier-

baren Raumes, wenn man ihn nach dem Urysohnschen Metrisationstheorem
einbettet und dort abschlie8st.

Die separablen, metrisierbaren Räume können wie folgt charakterisiert

werden :

3.3) SA 1’Z: Für einen topologischen X sind die folgenden Aussagen
äquivalent ;

(1) X ist ein ,separabler, metrisierbarer Raum.

(2) Es existieren eine Algebra vom Typ Be und ein stetiger Algebi-enhoinomoi,

phisimus G : .Bc --&#x3E; ee(X), so dass das Erzeugendensystem E (B) abzählbar

ist und G (B) die Topologie von X induziert.

(3) Es existieren eine Algebra (Bt)c und ein stetiger Algebrenhomomorphismus
G : ee(X) dera,rt, dass die Algebra Bi von der Eins und nur

_

einem weiteren Element T (X) erzeugt wird and G (B1) die lopo logie von X
induziert.

(4) Es existieren eine Algebra vom Typ B, , so dass die stetige Konvergenz

auf Be nor1nierbar ist, und ein stetiger Algebienhomomorphismus G : Be --&#x3E;

(X) derart, dass G (B) die Topologie von X induziert.
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BEWEIS : (1)=-&#x3E;(2): Zn X existiert ein Sterraum S = S (J) derart,
dass .~ als ein Unterraum von SN aufgefasst werden kann. Da X separabel
ist, existiert eine dichte, abzählbare Teilmenge in X. Für jede
natürliche Zahl k sei nk : die k-te Projektion. Definiere nun die

Indexteilmenge Jo von J wie folgt :
J° : = es existieren k, n E N, so dass nk (xn) E Es ist sofort

ersichtlich, dass Jo eine abzählbare Teilmenge von J ist. Sei S° der von J°
definierte Sternteilraum von S. So ist ein abgeschlossener Unterraum von S.
Hieraus folgt, dass (8’9),N ein abgeschlossener Unterraum von SN ist. Man

erkennt ferner aus der Definition von J °, dass (S°)N die Menge
und folglich auch deren Abschluss in SN enthält. Wegen
folgt dann aber,dass X in (S°)N liegt. Die zu dem Sternraum S° gehörige
Polynomalgebra P besitzt dann aber nach ihrer Definition ein abzählbares

Erzeugendensystem. Demnach ist das Erzeugendensystem E (B) der zu P
isomorphen Algebra B ebenfalls abzählbar. Nach Konstruktion der Algebra
B folgt, dass dann auch E (B) abzählbar sein muss. Es gilt dann (

Sei d: Be -~ ee((So)N) die Gelfanddarstellung und

die Restriktionsabbildung. Dann ist ein stetiger

Algebrenhomomorphismus und G (B) induziert die Topologie von X.
(2) =&#x3E; (3) : Da die Algebra G (B) die Topologie von X induzierte

induziert auch schon das höchstens abzählbare Erzeugendensystem G (.E (B))
die Topologie von X. Sei G (E (B)) = E N }. Man betrachte das Gelfand-
diagramm

Nach I)efinition des Erzeugendensystems .E (B) gilt und

für h aus (fes (B) stets Hieraus folgt für x aus X : G (g) (x) ==
Das bedeutet, dass alle Funktionen fn

aus G (E (B)) ihre Werte in 1 annehmen. Man definiere nun eine Abbildung
durch T (x) : = ( fn (x)), wo x aus sei. Trivialerweise ist T

stetig. Da andererseits die Familie E N ~ die Topologie von induziert,
ist T eine Einbettung von X in Also kann X als ein Unterraum von

IN aufgefasst werden. Sei nun B1 die zum Sternraum I gehörende Algebra.
Sie wird von der Eins und dem Element 1’ (X,) erzeugt. Die Algebra be-
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schreibt dann IN. Konstruiert man nun den stetigen Algebrenhomomorphismus
G : (B 1)C -+ wie im Schluss (1) --&#x3E; (,2 ~, so vcird von G (B) die Topologie
von X erzeugt.

(3) &#x3E; (4) : Man betrachte nun die Algebra Es ist

ein kompakter Hansdorffraum. Folglich ist die von ~ auf B, induzierte

stetige Konvergenz die gleichmässige Konvergenz auf Also ist (Bi)c
normierbar. Die Aussagen in (4) sind somit erfüllt.

(4) &#x3E; (1) : Sei Be normierbar. Die Vervollst~~ndigung A von Be bezüg-
lich der Norm ist dann eine Banachalgebra. Da Be dicht in A ist, gilt

A = 9(olii Be. Da A eine Banachalgebra ist, A ein kompakter
Hausdorffraum. Die Einbettung A definiert eine stetige, bijektive

Abbildung exomsA = Nach (1.3) und dem im Beweis

von (1.3) auftretenden Diagramm ist exs (B). Also ist

ein kompakter Hausdorffraum. Da die Algebra Be das abzählbare

Produkt 8’N eines Sternraumes 8 durch 2~2 SN beschreibt, folgt, dass
S~ kompakt sein muss. Dies wiederum impliziert, dass auch der Sternraum
~ kompakt sein muss. Nach den Betrachtungen in Abschnitt 2 über Stern-
räume folgt, dass nur endlich viele Strahlen besitzt, woraus folgt, dass

die Algebra B, die S beschreibt, ein endliches Erzeugendensystem E (B)
besitzt. Nach Konstruktion von B ist dann aber E (B) abzählbar. Nach Vor-

aussetzung induziert G (B) und folglich auch G (E (B;) die Topologie von

X. Sei wiederum . Definiere wiederum T : X- RN
durch 3 wo x aus X sei. Die Abbildung T ist stetig. Da

die Familie G (E (B» aber auch die Topologie von X induziert, ist T ein

Homöomorphismus von X in R N. Da jeder Unterraum von I~N separabel
und metrisierbar ist, folgt, dass X separabel und metrisierbar ist.

BEMERKUNGEN : (a) Bei genauerer Betrachtung der hier durchgeführten
Schlussweisen erkennt man sofort, dass gleichzeitig aus dem hier verwen-

deten allgemeinen Metrisationssatz das Urysohnsche Metrisationstheorem

hergeleitet wurde.
(b) Die zweite Aussage von (3.:~) besagt insbesondere, dass fär einen

separablen, metrischen die Algebra separabel ist. Dieses

Ergebnis wurde in anderem Zusammerhang mit Untersuchungen über das

zweite Abzählbark eitsaxiom für von W. Feldman gefunden.
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