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COOMOLOGIA E FORME DIFFERENZIALI

SUGLI SPAZI ANALITICI COMPLESSI(*)

ALDO FERRARI

Introduzione.

In [2] era stata introdotta la definizione del fascio QP (X) dei germi
delle forme differenziali olomorfe definite su uno spazio analitico complesso
ridotto X ; si era dato inoltre un teorema di annullamento (rispettivamente
di finitezza) dei gruppi di coomologia, a coefficienti complessi, di X’ nell’ipo-
tesi che X fosse coomologicamente qo-completo (rispettivamente qo-convesso)
e localmente contrattile ad ogni suo punto (cfr. teoremi (4.2), (4.3) in [2],
nel nostro contesto si parlerà sempre di locale contrattilità nel senso della

definizione (3.2) in [2]).
In un recente lavoro, Bloom ed Herrera (cfr. [5]) danno alcuni risultati

sulla coomologia di uno spazio analitico complesso, alla luce dei quali, è

stato possibile provare i teoremi di annullamento e di finitezza sopra citati

in generale, senza cioè fare l’ipotesi aggiuntiva che gli spazi siano local-

mente contrattili.

Nel primo paragrafo si richiamano le varie definizioni di fasci di germi
di forme differenziali olomorfe, definite su spazi analitici complessi, introdotti
nella letteratura da altri autori : Grauert, Kerner, Reiffen, Rossi, Vetter ;
si confrontano con QP (X) e si prova che tali fasci coincidono nel caso di

spazi che siano intersezione completa e soddisfacenti ad opportune condi-

zioni sulla codimensione dell’insieme dei loro punti singolari (cfr. Prop. (2.1)).
Si prova inoltre che il fascio dei germi delle p-forme olomorfe « di ti-

po a » (cfr. def. (1.1)), quozientato per la sua torsione da esattamente il

fascio (X) definito in [2].

Perveuuto alla redazione il 14 Agosto 1970.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività di ricerca del C. N. R.
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Nel secondo paragrafo si danno i due principali risultati di questo
lavoro e precisamente :

TEOREMA (1.2). Sia X uno spazio analitico complesso coomologicamente
qo.completo e sia n = dima X.

Allora Hq (X, ~) = 0 per ogni q &#x3E; qo + n.

TEOREMA (2.2). Sia X uno spazio analitico complesso coomologicamente
qo-convesso e sia n = dima X.

Allora dima .H q (X, ~)  + oo per ogni q &#x3E; qo + n.

Ringrazio il prof. V. Villani per avermi dato utili consigli durante la

redazione di questo lavoro.

§ 1. Fasci di germi di forine diiferenz a i olomorfe sugti spazi analitici

compiessi.

Sia A un insieme analitico complesso immerso in un dominio G di en;
il fascio di ideali di tutte le funzioni analitiche su G e nulle su A; QP (G)
il fascio dei germi delle p-forme differenziali olomorfe definite su G. Per

ogni y E G diremo che il germe wy E QP (G)y, appartiene a quando esi-

stono degli elementi fi , ,.. , fs , 9 ... gr appartenenti a 9y , al , ... , 9 a,, appar-
tenenti a S~p (G)y e {l~,... , t3r appartenenti a (G)y tali che si abbia :

(per p = 0, 9).
La collezione dei y E G, da luogo ad un fascio analitico su G.

DEFINIZIONE (1.1). [4] [6] [9]. Se C~~ = A è il fascio strutturale
di A, il fascio

è il fascio dei delle differenziali olo&#x3E;iorfe « di tipo a » definite
sullo spazio analitico complesso (A, 

Per ogni intero p, il fascio è analitico coerente ; Grauert e

Kerner hanno provato in [4] che il fascio è indipendente dall’immer-
sione di A ; Reiffen ha provato in [6] che tale risultato vale anche per i

fasci Q#(A)( p &#x3E; 1). Per ogni spazio analitico complesso X è possibile
definire pertanto, in modo naturale, il fascio Q# (~ ). Se Xsg denota il sot-

toinsieme dei punti singolari di X, sussiste l’uguaglianza ~2f (X) I X - Xgg --
- QP (X - Si definisce, in modo canonico, un operatore di differenzia-
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zione esterna e, per ogni x E X, si ha la successione :

la cui esattezza è stata discussa da Reiffen in [6] [7] [8].
Richiamiamo ora la definizione di fascio dei germi di forme difieren-

ziali olomorfe introdotta da H. Rossi in [10] (per ragioni di omogeneità, le

notazioni usate sono quelle di [9]).
Sia A un sottoinsieme analitico di un dominio G di ", 9 il fascio di ideali

di A · definiamo S A : ( al .,, an x E ’ · z E 
" n 

z = 0 er o nidi A ; definiamo S (A) : = (a , ... , z) E C ; S’ É 2013-()== O per ogni( ) a &#x3E; &#x3E; ) &#x3E; ,,=1 azy 
( ) p g

e denotiamo n la proiezione canonica (a1, ... , - z di S (A) su A. 
,

S (A )z : = n -1 (x), x E A, dicesi spazio ta~ngente ad A in x ; (8 (A), n) dicesi

spazio tangente ad A. (8 (A), n) non dipende dall’immersione di A e per-

tanto, per ogni spazio analitico complesso X, può definirsi lo spazio tangente
(8 (X), n); (~S (~) ( ~ - ~sg , ~ ) coincide inoltre col fibrato tangente definito

in senso classico sulla varietà X - Xsg. Maggiori dettagli sugli spazi tan-

genti potranno essere trovati dal lettore in [10].

DEFINIZIONE (2.1) - [10]. Indicato prodotto cartesiano di p-copie
di 8 (X ), una p forma difle;enziale « di tipo g » su un aperto U e X

de, finita su I U, p-lineare alternante sulle fibre.

Il fascio delle jp forme differenziali olomorfe « di tipo g» che in tal
modo si definisce su X verrà denotato ~(2T).

Vale : H. Rossi ha dato in [10] la
seguente caratterizzazione del fascio ,Q~ (X) ; supposto che lo spazio X sia
biolomorficamente equivalente, in un intorno U di un suo punto x, ad un
sottoinsieme analitico A di un dominio G c (tn, definiamo per ogni y E G

che, se w è un rappresentante di (Dyy si abbia su

un opportuno intorno V di y, co I 8 (A n V) = 0).
La collezione degli 9Sy ? ~ ~ G, da luogo ad un sottofascio analitico coe-

rente di Risulta ~(~)~==~(~)/92’~.
Dalla coerenza di 92~ si ha conseguentemente la coerenza di .Q~ (À).

Quanto detto si estende ai fasci di p-forme « di tipo g » (~ &#x3E; 2).
Sia sempre G un dominio di A un sottoinsieme analitico di G, 

l’insieme dei punti regolari di A ; l’immersione naturale i : Areg 2013~ ~ induce
per ogni aperto U c G un 

Si dirà che una forma ha restrizione nulla ad A o

semplicemente è nulla su A, quando ~y(~)=0.
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Sia il sottofascio di QP (G) dei germi delle p-forme differenziali
olomorfe nulle su A.

DEFINIZIONE (3.1) - [2]. Il fascio 
di germi di forme diferenziali oloinorfe definite sullo spazio analitico (A, OA)-

Il fascio è un fascio analitico coerente (cfr. [2]) e non dipende
dairimmersione di A. Per ogni spazio analitico complesso X può pertanto
definirsi il fascio vale inoltre 

Per ogni punto x E X si ha la successione

la cui esattezza è stata discussa in [2].
Richiamiamo ora, per ragioni di completezza, due definizioni di fasci

di germi di forme differenziali olomorfe; si tratta di definizioni che com-

paiono nella letteratura per fasci di 1-forme, ma che si estendono in modo

ovvio a fasci di germi di forme di grado superiore e precisamente : se U
è un aperto di uno spazio analitico complesso X, un « campo vettoriale »
è una sezione olomorfa nel fibrato (~ (~) i U, ~ ). Indicato il fascio

dei germi dei «campi vettoriali » su X, H. Rossi ha provato in [10] che
a (X) è un fascio analitico coerente ; se 0 (X) è il fascio strutturale di X,
si ha la seguente

è il fascio dei germi delle p forme tipo h » sullo

spazio analitico (X, Õ (X)).

Dalla coerenza del fascio a (X) segue la coerenza di 

e pertanto S~h (X ) è un fascio coerente ; F omomornsmo canonico

D~(~2013~Hon ~~, (~l~o(~~0(~)~) è inoltre bigettivo per ogni 

(cfr. [13]).

DEFINIZIONE (5.1 ) Sia X uno spazio analitico complesso, i: X - X1g-+
--&#x3E; X l’immersione naturale; il fascio Sb (X): = io Xs9)), zero im-
,»iaginc diretta del fascio mediante la applicazione i, è il fascio
dei germi delle differenziali olomorfe « di tipo b » definite su X.
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Tra i fasci D: (), S9 (X), Sb () sono definiti degli omo-
morfismi canonici in modo tale che il diagramma

sia commutativo per ogni intero p 1. I morfismi e.P e ap sono surgettivi.
Ci proponiamo ora di approfondire lo studio dei legami esistenti tra i fasci

precedentemente definiti. A tale scopo premettiamo alcuni lemmi e proposizioni.

DEFINIZIONE (6.1). Sia X uno spazio analitico complesso (non ne-

cessariamente localmente irriducibile), Òx il suo fascio strutturale ; 9

un fascio analitico coerente su X. Il fascio i (9~) = ker ( ~ canon 9
è il sottofascio di torsione indica il biduale del fascio 9;
~ ~~ : = (Hom o g) (9, C-) (X», O (X».

Poiché è un anello noetheriano ridotto e poiché Jx è un
di tipo finito, si può concludere che la spiga i di z (J)

nel punto data dalla :

per cui esiste A E non zero divisore, tale che ~,f = 0)
(cfr. ad esempio [11]).

Nel caso in cui lo spazio g sia supposto localmente irriducibile, la
definizione di sottofascio di torsione ora data coincide con quella usuale

(cfr. ad esempio [1]).
Poiché il duale di un fascio analitico coerente è un fascio analitico

coerente, il sottofascio di torsione è anch’esso coerente. Si estende la pro-

posizione 9 § 6 in [1] mediante il seguente

LEMMA (1.1). Sia J un fascio analitico coerente privo di torsione (cioè
x (y) == 0) sullo spazio analitico complesso X, allora ‘~ è localmente isomorfo
ad un sottofascio dz (Dnx.

7. Annali della scuola Norm. Sup. di Pisa.
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DIMOSTRAZIONE. Sia x un punto di X; poiché = Hom C) (X) (X))
è un fascio analitico coerente, è

di tipo finito. Si ha allora la successione esatta di moduli

La coerenza di garantisce Resistenza di un intorno U di x su cui si

abbia la successione esatta di fasci

Dualizzando la precedente si ottiene la successione esatta

can

dall’iniettività di e dall’isomorfismo (Òi)* ’ Ò segue l’asserto.

LEMMA (2.1) Sia X uno spazio analitico complesso, Ox il suo fascio
01 la somma, diretta di p-copie del fascio Ox ed sottofascio

non nullo di O:; allora 9 non può essere concentrato su un sottoin8ieme

analitico di codimensione ¿ 1.

DIMOSTRAZIONE. Lasciata al lettore.

LEMMA (3.1). Sia X uno spazio analitico complesso, 9 un fascio analitico
coerente su X. Se 9 è concentrato su un sottoinsieme analitico Y di X con
codim Y -,- 1,:J è un fascio di torsione (cioè F = r ( 

DIMOSTRAZIONF,. Si consideri il fascio : = g/z (7) ; G è un fascio

coerente senza torsione, pertanto, in virtù del lemma (1.1), localmente iso-
morfo ad un sottofascio di C)n . Per ipotesi g è concentrato su Y, per il

lemma (2.1) ~ = 0 o equivalentemente ~= ~ 

LEMMA (4.1). Sia X uno spazio analitico complesso; il fascio í P(X) è
privo di torsione.

DIMOSTRAZIONE. Sia xo E X un punto di X. Se X è irriducibile in xo
l’asserto è banale. Se X è riducibile in xo il germe individuato da X in

xo si spezza in un numero finito di componenti irriducibili, siano X2 , ...
... , .~~ tali componenti. Sia QP(X)xo; se 0 e se w è un rappresen-
tante di wXo su un opportuno intorno di x0 , a w dovrà essere non nullo su almeno

1
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una delle componenti irriducibili di X, sia Se allora ~60~,a~ ~ tale che
Àwxo = O dovrà aversi À nulla su Xi e pertanto À sarà zero divisore in 

PROPOSIZIONE (1.]): Sia X uno spazio analitico complesso ; per ogni in-
O vale

DIMOSTRAZIONE. Proviamo la prima uguaglianza ; si considera la suc-

cessione esatta di fasci 
°

poiché è un sottofascio di S~à (~) coerente e concentrato sul sottoin-
sieme analitico ~8g dei punti singolari di X, in virtù del lemma (3.1)
ker n è un fascio di torsione.

Poiché Q# e è privo di torsione (cfr. lemma

(4.1 )) si avrà 

In particolare se p &#x3E; dima X, QP (X) è il fascio nullo, pertanto Dp (~ ) =

= i (,~à (~)). Il fascio dei germi delle forme differenziali olomorfe « di tipo
a » è un fascio di torsione al di sopra della dimensione complessa dello

spazio X.
Identico ragionamento può essere fatto sostituendo al fascio il

fascio Sl9 (X).
In [9] si hanno alcuni risultati sull’iniettività e bigettività del morfismo

B~ (cfr. satz 1) ; con metodi che ricalcano considerazioni di Reiffen e Vetter

(cfr. [9] e [14]) ci proponiamo ora di estendere tali risultati.

Ricordiamo che uno spazio analitico complesso X è intersezione com-
pleta in un suo punto x quando, supposto biolomorficamente equivalente,
in un intorno di x, ad un sottoinsieme analitico A di un dominio

(~ la spiga Elx del fascio di ideali di A è generata da n - dimx X

germi di funzioni olomorfe. Se in particolare si dirà

ipersuperficie in x.

PROPOSIZIONE (2.1). Sia X uno spazio analitico complesso intersezione

completa nel punto a E X, Se codimx Xsg : = dimx X - dimx Xsg h p + 1
allora

se codimx à p + 2 allora
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DIMOSTRAZIONE. Per ogni intero p si hanno gli omomorfismi canonici
hp 

D~(Z)2013~.~(~)~ (dove Qa (X)** indica il biduale del fascio ,~à (X )), De-
finiamo inoltre i morfismi ~c’~ : S~a (X )~~ -~ S~b (X) nel modo seguente : per
ogni aperto U c X e per ogni w E HO (U, Q# (X**)) si considera la restrizione
c!/ di w ad poiché vale 

- Q: (X )) si pone (w’) (essendo i: X - Xsg -- X l’immer-

sione naturale) ; risulta 
Se p =1 l’.asserto è conseguenza immediata del satz 1 in [9] e della

commutatività del diagramma

Supponiamo allora che i morfismi ei , 1  i  -1, siano iniettivi ; ne

conseguirà l’iniettività dei morfismi hi e pertanto gli Q/(X) saranno senza
torsione. Poiché S~à (~) _ ~1i S~~ (X), si ha (cfr.
[14] pag. 7 dimostrazione Satz 4).

Pertanto codh Q: dimx Xsg -f -1 nella ipotesi in cui codimx 
h p + 1, e codh 33 (X)x dimx Xsg + 2 nella ipotesi in cui codino 
~jp+2.

La tesi segue allora dal Satz I e dal corollario del Satz III in [12].

In generale non è detto che i fasci Q: (X) ed coincidano ; ad esem-
pio sulla ipersuperficie X: = ~(xi , z2) E (~2 t. c. zi = immediato ve-

rificare che S~2 (X) = 0 e ~(~)=t=0. (Vale codimx Xsg =1).
Interessanti esempi possono essere trovati in [9].

§ 2) Un teorema di annullamento (rispettivamente di finitezza) della

coomologia degli spazi coomologicamente q.conipleti (rispettiva-
mente q-convessi).

DEFINIZIONE (1.2). a) Uno spazio analitico complesso X è coomologica-
mente qo-completo se Hq (X, y) = O per ogni intero q &#x3E; qo e per ogni fascio
analitico X.

b) Uno analitico complesso X è coomologicamente qo-convesso
se per ogni intero q &#x3E; qo e per ogni fascio analitico
coerente c;¡ su X.
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TEOREMA (1.2). Sia X uno spazio analitico complesso coomologicamente
qo-completo e sia w = dimaX. Allora Hq(X, (t) = 0 per ogni intero q &#x3E; qo ,

TEOREMA. (2.2). Sia X uno spazio analitico complesso coomologicamente
qo-convesso e sia n = Allora dimz Hq (X, (t)  + 00 per ogni intero
q &#x3E; qo .

In [2] i teoremi (1.2) e (2.2) sono stati provati nel caso in cui lo spa-
zio X fosse supposto localmente contrattile ad ogni suo punto ; usando
risultati di Bloom ed Herrera [5] ci proponiamo ora di dare una dimostra-
zione valida anche per spazi non necessariamente localmente contrattili

A tale scopo premettiamo alcune considerazioni di natura puramente
algebrica.

Sia dato il complesso doppio A di G-moduli ; Aij la sua graduazione,
d1 e d2 i suoi differenziali di gradi (1,0) e (0,1) rispettivamente. Supponiamo
che = 0 per ogni p h n -~-1.

Graduiamo e filtriamo A ponendo :

La graduazione e la filtrazione cos  introdotte sono compatibili, Ap = O per
ogni p &#x3E; n, e la graduazione è inferiore alla filtrazione essendo O

per ogni k 1.

Indicheremo H (A) la coomologia del complesso A con la graduazione
Ar e con il differenziale totale d = à1 + d2 ; ~(~p~) sarà inoltre la coomo-
logia del complesso Ap,~ con il differenziale d2 ; sussiste il seguente

LEMMA (1.2). Dato il complesso doppio Apj con Apj = O per + 1
(n fissato), se i gruppi di coomologia Hrn. (Ap, ~) sono spazi vettoriali di dimen-
sione finita su G per ogni m &#x3E; qo e per ogni p &#x3E; 0, allora dima C -+- 00
per ogni m ~&#x3E; qo + n.

Se ~) = O per ogni m &#x3E; qo e per ogni p &#x3E; 0, allora = O

per ogni m &#x3E; qo + n.

DIMOSTRAZIONE. Si consideri la successione spettrale associata al com-

plesso A con la graduazione AP e la filtrazione Ap. Per ogni risulta

Infatti (usando le notazioni di [3] pag. 87) e

dim gg "Hq (A) = dimgg Hq (Ap, )  + cxJ per ogni q &#x3E; qo per ipotesi. Per il
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teorema di Leray

pertanto dimz  + oo per ogni r 2 e q L qo. Si conclude allora che

dimgg  + oo per ogni q &#x3E; qo.
Se ora è la filtrazione della coomologia di A definita da

vale

Poiché A’= 0 per ogni p &#x3E; n anche per ogni _p &#x3E; n e conseguentemente

Se q &#x3E; qo vale allora

dalla ( ~ , ~ ) e dalla  + cxJ segue che

(A) fl  + oJ.
Procedendo analogamente si perviene alla conclusione che

fl ~1  + 00; pertanto dalla

e dalla dima -E0, q+"  + 00 segue allora dima Hq+n (A)  + oo per ogni
q &#x3E; qo o equivalentemente dimc  + oo per ogni m &#x3E; qo + n. Se

ora all’ipotesi dima Hm(Ap,.)  + 00 sostituiamo l’ipotesi Hm (Ap,.) = O

per ogni 1n &#x3E; qo si avrà = 0 per q &#x3E; qo e conseguentemente

0 = .E~-1’ q+1= (A) f1 e cos  proseguendo si ottiene O = 
= (A) f1 2’o = (A) per ogni q &#x3E; qo o equivalentemente = O

per ogni + n. L’asserto è cos  provato.
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DIMOSTRAZIONE DEI TEOREMI (1.1) e (2.1). Si consideri la successione

Per ogni p può considerarsi la risoluzione canonica fiacca eli (X, (X))
del fascio 12P (X) ; applicando poi al tutto il funtore r (sezioni globali) si

ottiene il complesso doppio r e* 5- (X)). Si definisce coomologia di De

Rham HjR (X, C) dello spazio X a coefficienti complessi, la coomologia del

complesso doppior e * (g, S) X )) con la graduazione ed il differenziale totale
definiti in modo ovvio :

Bloom ed Herrera (1) hanno provato (cfr. theorem 3.11 [5]) che sussiste

la seguente :

dove H~ (~, ~) è la usuale coomologia di X a coefficienti complessi.
Tenendo ora presente che il fascio DP (g) è nullo al di sopra della

dimensione complessa di X, si vede che il complesso 
soddisfa alle ipotesi cui soddisfaceva il complesso A del lemma (1.2); pertanto:

dim,Z BDR (X, ~)  + oo per q &#x3E; qo + n nel caso in cui .g sia coomologica-
mente qo.convesso, (X, ~) = 0 per q &#x3E; qo + n nel caso in cui X sia

coomologicamente qo-completo.
La ( ~ ) permette allora di ottenere i risultati cercati.

Università di Genova

(*) In realtà il teorema 3.11 in [5] è stato provato nel caso analitico complesso usando
il fascio delle forme differenziali « di tipo a » QÉ (x) (cfr. def. (1.1) ~ 1) ; ma nnlla cambia

ee in tale dimostrazione si sostituisce al fascio D: (X) il fascio (X).
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