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QUELQUES REMARQUES SUR LES DIAGRAMMES
DE HEEGARD EN GRANDES DIMENSIONS

Par VALENTIN POENARU

1. Introduction :

Le présent travail développe les remarques du dernier paragraphe
de [5]. En particulier on veut démontrer qu’une certaine conjecture sur le
«unknotting» en dimensions supérieures (et codimension 2) implique que
toute variété de dimension 3 qui a le type d’homotopie de S;, est (différen-
tiablement) S; (la conjecture de Poincaré). One montre done, que la topo-
logie «en grandes dimensions», pourrait étre utile pour prouver des choses
en dimension 3.

Pour pouvoir énoncer explicitement notre résultat, on aura besoin de
quelques définitions et notations. Si X» est une variété C>~ (de dimension n)
et @1: 8; <X Dy—y — 6X,, un plongement <, on définit:

X+ (p1) = Xp Uy, Dy X Dy

(X, «auquel on a attaché I’anse d’indice 4, @;»). Il est entendu que, dans
Xo+ (92) chaque 2€8;_ ;3 >X Dy 3 € 831 X Dy_y+ D3 X Bpiy =0 (D3 X Dyy)
est identifié avec ¢, (#) € §.X,,. On sait que X, 4 (¢;) est déterminée (& difféo-
morphisme prés) par la classe d’isotopie (0*) de ¢;|83—; X On—2 € PI®°(83—1, 0Xy)
et par la trivialisation du fibre normal de ¢; (8;—; < 0,_3), dans 8X,, induite
par @; (Si—1 X Dn—;) (Op—z = le centre des D,_;, Pl® = Despace de plon-
gements (C).

On aura besoin aussi d’ anses négatives. On va considérer un plongement:

("7 (D;_ y S;_..1) —> (Xn ) aXn)

Pervenuto alla Redazione il 29 Aprile 1970.
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tel que:
v, 1 (0Xy) = 81

et que vy;(D;) rencontre 60X, transversalement.
On remarque qu’il existe un plongement O :

T}.:D}. X -Dn—l_)Xn

tel que:
a) P, | Dy X Op—y ==y,
b) P (0Xy) = i1 X Dui,
) ¥, | Dy < Sp—1—1 rencontre 6X,, transversalement.

L’existence de ¥, et son unicité (& difféotopie pres) sont immédiates
(vu que le fibré normal de v, (D;) est trivial, sa trivialisation unique,
e. a. d. 8.).

Par définition :

X, — (y1) = X — Wi (D; X< int Dy_y).

(le « —» du membre gauche est un symbole désignant une « anse négative»
tandis que le « — » du membre droit est la différence habituelle, ensembliste).

C’est X, avec une anse d’indice A, négative. On obtient X, en ajoutant
& X, — (y1) Danse («positive») d’indice n — A: @p—y = ¥1| Dy X Sp—s—1:
Dy X Bp—i—1 —> 0 (Xn — (y2))-

On remarque que X, — (y;) est déterminé (a difféomorphisme prés) par
la classe d’isotopie (C*) de

Y1 € P1° (D1, 0D3), (Xn , 0.X)).

Pour les anses négatives il n’y a pas de différence entre la « chirurgie
abstraite » et la « chirurgie plongée », puisqu’une anse négative est toujours
plongée.

Considérons maintenant :

T = (8; X D) #... #(8; X Dy) (p fois)

et p cercles, différentiablement plongés, 2-2-2 disjoints: ;€ 8TF, ¢ =1,...,p
tels qu’ils existent p plongements différentiables, 2-2-2 disjoints :

9it (Dy, 6Dy) — (TS, oTF), (97" (0TF) = 6.Dy)
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avec la propriété :
9i(0D,)N y; = & 8i i =4 et g;(3.Dy) rencontre y;

exactement en un point, transversalement.
On choisit un entier n = 2, qui sera fixé dans la suite et l'on consi-

ddre la variété O~ de dimension (n 4 3): T3 X S,. IT€8, sera un point
«base », fixé, dans §,. On considére p plongements €, 2-2-2 disjoints :

¥y 8, X Dugy —> 8(TS < 8) = § T < 8,

(t=1,...,p), tels que
Wy (8; < Ony1) = yi < IT.

On remarque que:
(1) Yis = T8 X S+ (Py) 4o 4 (PF) =

T < 8, y D} < Dy, Y D} X Dity U u D} < Diys
2 2 2

dépend seulement de p et de », & difféomorphisme preés. On considére p
plongement, 2-2-2 disjoints :

Bup1: (Datry 0Dnt) = (Vlis, 0X019)
avec

(Ppy1) ™" (0XPs) = 8Dt

et qui rencontrent aY,,’fi_a transversalement (on peut donc les utiliser comme
anses négatives).
Les @:..,.1 geront supposés tels que :

i1 (0Dn1y) = 05 < 0Dp €05 (i=1,..,p).

Notre résultat peut s’énoncer maintenant comme suit (en fait, comme
le lecteur va le remarquer plus loin, on va prouver quelque chose d’un
tout petit peu plus fort, mais pour des raisons de commodité on se contente
ici d’un énoncé un peu plus restrictif).

THEOREME A : n étant donné (= 2) et p arbitraire, I’assertion (+), ci-
dessous implique que toute sphére d’homotopie de dimension 3, différentia-
ble, est difféomorphe a Sy:
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ASSERTION (#),: Si:
1
Yo — (Pug)) — oo — (Php)) =TF < 8,

(difféomorphisme), il existe une isotopie (U =):

he € Diff (Y, 5)
telle que
a) hy = id (¥, 143)
b) he| 0¥ty == id (0 Y 1s)

¢) il existe un n’€8,, tel que

by (Bry1 (Dagr)) N(TF X a')= @ pouri=1,...,p.

REMARQUES :

1) Le sens de Dassertion (*), devient, peut-étre, plus clair si 'on
remarque que ¢) est impliqué par:

¢’) hy (Dh41(Dnya)= 0} < Dy

Dans le méme ordre d’idées, le théoréme A reste vrai si ’on remplace
Passertion (), par l’assertion (s,),.

ASSERTION (%,):

Soient Y, s, <I),f+1 comme dans D’assertion (x),. Soit W un voisinage
régulier O de 0Y2,5U (U Diyy(Dnpr) dans Y5,; et W’ un voisinage
régulier €= de §¥,’5U (U 0f < Dayy) dans Y,55. Il existe une isotopie
C>:

gu€ Diff ( ¥.2y5)
telle que:
a) go=1id (Ynle)
b) gt, d Ynlil-s———idlayngl%
o) 9, (W)= W".

La démonstration est la méme que pour le théoréme A.
2) Je ne sais pas 8i la réciproque du théoréme A est vraie, mais
une fois qu’on a compris les techniques de ce travail, ¢ga parait trésplausible.
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3) Le théoréme A reste vrai, si P’assertion («), est remplacée par as-
sertion plus faible : la (démonstration est la méme que pour le théoréme A).

ASSERTION (%% ),:

Soient Yyﬁ[.g, di,f_,_l comme ci-dessus (c’est-a-dire comme dans ’hypothése
de D’assertion (x),). Ils existent p plongements (', 2-3-2 disjoints :

‘P;3 (Dzy apz) —> Tspv

et une isotopie O>: h;€ Diff (Y, 4), tels que:

a) TS — (g2) — v — (@F) = Dy
b) by == id (X ,}}s)
6) h; l 0 Ynzzl-:‘) =1id (6 an+3)

d) il existe un =’ € 8,, tel que:
B (Pnts (Dny1) N[(U ¢d (D) X a']= B
La démonstration est la méme que pour le théoréme A.

4) PROPOSITION (DE LA REMARQUE 4):

Soient Y, @p+1 comme ci-dessus (c’est-d-dire comme dans I’énoncé
du théoréme A). Soit Wc Y,,; un voisinage régulier 0> de Y, ;U
u(u 45:,4_1 (Duy)), dans Y,'5. Ils existent p anses d’indice 2 et une anse
@indice 3 qu’on peut ajouter & W dans Y,’,:

YiadW, = W+ (v3) + . + h) +(wy),
et une isotopie 0 : g, € Diff (Y,%;) telles que:
a) 9o = id (Y. ys)
b) 9:| 0¥ 5 =id (9 7ys)
o) il existe un =’ €9,, tel que g, (W,)n(T§ X a’) soit un voisinage
régulier (= tubulaire) ¢ de 477 < =’ dans T3 < x’.

~d) (qui implique ¢): on considére un voisinage régulier de §7Tny3VU
U (U 02 X 8D,4,)) dans Y5, qu’on désigne par V. On a des difféomorphi-
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smes « canoniques » (voir la fin du travail):
Ol (Ynys — V)= T8 X 8u = Dyyn + (¢}) + - + (@2) + (,) + (#L,)

+ e + (99,1:4_1).

Par la dualité des anses:
V, = Y25 — int (Dggn + @) + o + @2) = V + (9) + oo + (@2) + (@)

ol 5; et 9—93 sont certaines anses d’indices 2 et 3 qu’on laisse au lecteur le
goin d’expliciter.

On a
g (Wy)=7,.

2. Spheres d’homotopie (de dimension 3), multipliées par des disques.

On va désigner par X; une sphére d’homotopie ¢, de dimension 3,
et par S la sphere habituelle.

LEMME 1: Soient 3 € X5, d; c §; deux disques de dimension 3, diffé-
rentiablement plongés, et D, (n = 3) le n-disque, de bord 4D, = S,—; .

On désigne par i: 03— 25, j: d3—> S; les plongements canoniques.
Ils existent deux difféomorphismes: vy (n,Z3): 23 X Dy — 8 X Dy,
@: 65— dy, tel que le diagramme suivant soit commutatif :

y(n, 2
33X Dy AL N 8y < D,

i < id (D) j X< id (D)

85 < D, dy < Dy

—_—
@ X id (Dy)

En particulier, si v, (n — 1), 33) =y (n, Z3) | Z3 X Sa—y, On a un dia-
gramme commutatif de difféomorphismes :

23 < Sn—l > SS > Sn—l
yy (n— 1, 2y)
i 5 id (Sp) § < id (Su_y)
63 X Sp—y —>  d3 X 8y

@ X id (8p—)
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DEMONSTRATION : On peut toujours partir d’une décomposition en anses:

23 =Dy () + .. +(92) + (@) + - + (@) + (®,)
ou
@€ PI™ (S < Dy, 8Dy), i€ PI° (Sf X Di, 8Dy + §pl (@ ))
et
oo 1 4 3 4 {
mere (s, o (0+ 2 i)+ 2 wh)).

(On suppose ici que I’anse d’indice 3 de la décomposition de X3 donnée
ci-dessus est D; et on désigne 4D; par S;).

Sans perdre la généralité, on peut supposer que 3 € int D;. La variété
D; + (¢}) + oo 4+ (@) + ... + (9?) = W, étant contractible, il résulte tout
de suite du théordme de h-cobordisme ([1], [3], [6]) que: W3 <X D, = Dy,
(pour cela, il suffit de remarquer que = =1, implique déja que
7, (8 (W3 <X Dy)) = 0).

On remarque que @, est un difféomorphisme entre §.D; et 8 W, et on
désigne par P, € Pl° (S, X Dy, §Dsyn) le plongement O

1 1 (p3><@d(-Dn)
Sz > Dn=8D3><Dn'———"‘"> 8W3><Dnc6“73><])n+ staDn

=4 (Wg X Dp) = 8D3+n .

Alors
(33X Dy 83X D) = (Doyn Y (Ds X Dy, 83 X Dy)).

Il existe un plongement ¥, € PI®° (9D} < D, , 8Dy 1) tel que:
(83X Dpy dg X Dp) = (Dogn Y (D33X Day 83X Dy
(L’égalité étant un difféomorphisme

Yt 83 }X Dy —> Dyyn Y D; < D,
3
qui induit:
@1 X 4d (Dy) 2 dg X Dp—> 83 X Dy,

ol ¢ est un certain difffomorphisme ¢ : d;—> d).
D’autre part

o (Pl (8y X Dy y Sugz) =0 (si n=3).
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[En effet, par « position générale » : my (PI*(8,, 8)) =0 8i k > 5; d’au-
tre part un fibré vectoriel trivial de base S, et de dimension ! n’admet
qu’une seule trivialisation (puisque deux trivialisations difféerent par un élé-
ment de 7, (80O (1)) = 0)].

Il s’ensuit que:

(Datn Y (D3 X Dy, 85 X Dy)) = (Dsyn Y (D3 X Dy, 83 < Dy))

ol D’égalité est un diffSfomorphisme qui induit
id (03) X< td (Dy) : 83 X Dy —> 03 X Dy, ,

ce qui finit notre démonstration.

3. Diagrammes de Heegard et homomorphisme de Stallings.

On rappelle que toute variété de dimension 3, fermée, orientable, M,
admet des « diagrammes de Heegard », qui sont des paires (M;, Xj) telles
qu’ils existent des difféomorphismes: k: X;— T4, h': M; — int X, — T .
Par définition p est la longueur du diagramme de Heegard (M,, X;). On
montre (facilement) qu’une sphére d’homotopie qui admet un diagramme de
Heegard de longueur 1 est difféomorphe & .

On va désigner par G, le groupe m, (p # (S, < 8,)) et par F, le groupe
libre & p générateurs.

Par définition, un homomorphisme de Stallings (de longueur p) est un
homomorphisme :

pn: @, — Fy, <X F,

(o > désigne le produit direct (cartésien) de groupes) tel que, si

F, <X Fp—— F,, (F, X F,—— F,) sont les projections de Fy <X F, sur
7y 2

le premier (second) facteur, alors: m;o u: G — F, (i =1, 2) sont des surje-
ctions. (voir [2], [5], [7].
Deux homomorphismes de Stallings (de la méme longueur):

Gp—f——>Fp>< F,
—

4

B

sont dits équivalents, s’ils existent des isomorphismes «, 8, y qui rendent
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le diagramme suivant commutatif :

6, m <7,

S

Gp— > F, < F,.

Si (M, X;) est un diagramme de Heegard (de longueur p), on lui at-
tache un homomorphisme de Stallings, déterminé & équivalence pres, de la
manidre suivante. On choisit un point de base X € §X;, et l'on considére
les inclusions :

byt (0X3, %) — (X3, 20)

iyt (0X3, @y) —> (My; — int X, ).

On a les homomorphismes d’inclusion pour les groupes fondamentaux

(ii/ 7y (X3) a:o) Fp
Gp= 12 (60X, , %)

(%g) u ny (Mg — int X, 2)) = Fy

et, clairement les (¢,),, (iy), sont surjectifs.

Par définition, ’homomorphisme de Stallings u = u (M;, X3) attaché &
(M, X;) est I’homomorphisme unique qui rend commutatif le diagramme
suivant :

Fy

(ii) >

Ry

F P
On a le:
LEMME 2: (Stallings [7], voir aussi [5]):

« p est surjectif si et seulement si m, (M) = 0 ».
Le lemme suivant combine des résultats de Stallings [7] et de Jaco [2]

(voir aussi [5]).
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LeMME 3: « Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

A-1): Soit p: G,—> F, X F, un homomorphisme de Stallings SURJE-
oTIF, de longueur p > 1. Il existe un produit libre, de groupes de présen-
tation finie, non trivial, G!+ G*, et un diagramme commutatif (d’homomor-
phismes de groupes):

vy FpXFp

I
Gy
(2)
\ /
G x g2

tel que a soit une factorisation «mnon triviale », dans le sens suivant: les
images de @, dans G' et G® sont non triviales. (On considere ici les
« projections » canoniques G!x G? — G! — G?, obtenues en tuant G! € G1x G2
ou G*c @'« @),

A-2) Soit p: G, — F, >< Fp un homomorphisme de Stallings SURJEOTIF,
de longueur p > 1. Il existe un élément non trivial & du Ker u qui puisse
étre représenté par un f€ Pl (8,, p#(8, < 8,) (f1=4&.

A-3) Si X3 est une sphére d’homotopie différentiable, alors 2; = S, ».

REMARQUE: En fait, on peut remplacer 4-1), A-2) par les assertions
(& priori plus faibles, mais en fait équivalentes) A’-1), A’-2) qui ont la
méme forme que A-1), A-2), sauf qu’on suppose, en plus, que u est I’ho-
momorphisme de Stallings d’un diagramme de Heegard (de sphére d’homo-
topie). Ceci résulte du fait que d’apres le théoréme de Jaco tout homomor-
phisme de Stallings provient d’un diagramme de Heegard.

Pour notre travail, on a besoin seulement des implications A’-1)—>
=> A’-2) =—> A-3) dont on va rappeler briévement la démonstration.
A’-2)=—> A-3) est presque immédiate: d’aprés le lemme de Dehn [4] ils
existent deux plongements C*:

@: (Dg ’ 3D2) — (X3, 8X3)

@’ 1 (Dy  0Dg) — (23 — int Xy, 6.X;)

avec @ | 9D, = f=¢’| 9D, (€ PI”(8,,8X;). En coupant T3’ = X; suivant ¢
on obtient deux tores pleins 75, TS (a+bdb=p;a bdb>0). De méme pour
23 — int X (voir [5], lemme 3). Donc 8, = ¢ (D,) + ¢’ (D)< 23, induit une
décomposition de (X5, X;) en « somme connexe» de deux diagrammes de
Heegard (de sphéres d’homotopie) de longueurs strictement inférieures & p.
Puisque pour p =1 il n’y a pas de problémes: A’-2)—> A-3).
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Trivialement : 4’-2)=—> A’-1). En partant de A’-1) on démontre A’-2)
comme suit. On peut trouver deux polyeédres finis: X,Y tels que
7, (X, w) = @1, 7, (Y, y,) = G?. On considére le « wedge» Xv Y, et on re-
marque qu’il n’y a aucune obstruction pour construire un diagramme
d’applications polyedrales, commutatif (3 homotopie prés):

P i
a 3 Vv &

t=1

oT%

TN

XvyY

tel que (2) soit le diagramme commutatif induit par (3), pour les groupes
fondamentaux. Soit x, (= y,)€ Xv Y. Sans perdre la généralité, on peut
supposer que g—! (x,)c 0TF est un sous-polyédre de dimension 1. Il suffit
de montrer que g—! (x;) contient un lacet simple qui soit non trivial dans
71, (0T4). Par des homotopies de f, g, h, on peut s’arranger de telle fagon
que ¢! (»,) n’ait pas de bouts (libres) et ceci sans toucher au type d’homo-
topie de g1 (x,).
On voit ceci de la maniére suivante : on peut trouver un disque
D,c T3 tel que: 1) 4D, N g1 (r,) consiste d’ un point unique P,
2) Dyng~1(x,) est un arbre (D,N g~ (w,) — P cint D,),
3) 97! (xy) — int Dy, N g~ (x;) a moins de bouts libres que
g1 (,)-
On voit que g (D,) est contenu dans 'un des facteurs X,Y de Xv ¥,
disons que g (D,)c X (Ceci résulte du fait que g~ (x,) N D, ne sépare pas D).
Si g|int D,:int D,— X était un plongement on pourrait contracter
4 un point D, N g1 (x)c 8T et g(Dy N g~ () X ce qui nous donnerait un

y: 8TPDIU g e = g TP — (Xl Pang~' @)y ¥
homotope & g. De plus on aurait:

Y~ (@) = g7 () — (int Dy N g~ ().

Pour se ramener & cette situation on ajoute & X une celle de dimen-
sion 2, D;, de bord g(8D,) et & Xy, D; une cellule de dimension 3, de
bord g (D,)u Dj. On obtient un X’ homotope & X et on change g sur D,
en envoyant D, homéomorphiquement dans Dicx’.

Soit €< g~ (x,) un lacet simple. Si [0]4=1 on a pagné, si [C|]=1 on
sait que C borde un 2-disque dans 67{. On change ¢ & lintérieur du
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2-disque, en l’envoyant entiérement dans x,. Ceci ne change ni f (& homo-
topie prés) ni g¢,: x, (3T5)— 7, (Xv Y). On a une nouvelle factorisation de
f (& homotopie preés) par un g, : 875 — Xv Y. Sans changer le type d’ho-
motopie de 91—1 (@) on peut s’arranger (par homotopie de g,) de telle maniére
qu’il devienne polyédre de dimension 1, et clairement

dimz, Hy (97 (w5)y Zp) < dimg, (97 (@), Zy).

On peut continuer, par induction. Si g—!(x,) consiste d’un seul lacet
simple, il faut que [g~* (x,)] 3= 1, autrement l’image de G, dans l’un des
@' serait nulle. (puisque g1 (x,) séparerait 973" dans deux régions dont
DPune s’en irait dans X, lautre dans Y).

4. Diagrammes de Heegard en dimension supérieures (voir aussi [5]). Soit
Vats une variété C«, fermée, avec n = 2.

Un diagramme de Heegard de V,,, est une paire de variétés différen-
tiables : (Vuis, Xuys) telle qu’ils existent des difféomorphismes :

h: Xn+3——> Tap > Sn
h Vn.{_a — int Xn+3 — qu > Sp.

Puisque § (T X 8,) = 8T <X 8p, 0Xnis = 8 (Vays — int Xuys) et
H,(8TF X< 8nyZ)==H, (§Ts X S,y Z) (8i p=£¢g) on voit que p=gq. p est
appelé la longueur du diagramme de Heegard (Viys, Xnys).

Par définition T3 = D;.Va;s n’admet pas nécessairement un diagram-
me de Heegard mais si (M, X;) est un diagramme de Heegard de dimen-
sion 3, la variété M; < S, adment clairement le diagramme de Heegard
(M5 < 8y X3 X Sp)e

Puisque n =2, 8, est simplement connexe, donc tout & fait comme
dans le cas tridimensionnel, on attache & (V,43, Xn43) un homomorphisme
de Stallings:

/A(Vn_.l,g ,X”+3)= n: Gp—')'FpX F,.
On a, trivialement, le:

LEMME 4: «Soit (My, X;) un diagramme de Heegard de longueur p,
en dimension 3. Si n =2, les homomorphismes de Stallings :



diagrammes de Heegard en grandes dimensions 729

u(Msy, X)

e > F, < F,
P aMy X 8ay, Xy < 8 Y

sont les mémes, & équivalence pres ».

Soit maintenant X, , une sphére d’homotopie différentiable de dimension
3, et (Xy,X;) un diagramme de Heegard de longueur p. D’aprés le lemme
1, on a un difffomorphisme J'5 >< 8, = 83 <X 8, (n = 2), donc (I3 < 8,,, X; <
X 8p)= (83 X 8, X3 < 8,) (ol c’est entendu que la seconde paire n’est
pas le produit d’une paire de dimension 3 par S, tandis que la premiére
Pest). Un diagramme de Heegard (S; < 8,,X;>< §,) obtenu comme ci-des-
sus, sera appelé spécial. La connaissance des homomorphismes de Stallings
pour ces diagrammes permettrait done, en principe, de décider si 35 est
S; ou pas.

5. Diagrammes de Heegard spéciaux :

Dans les deux paragraphes qui suivent on va faire les premiers pas
pour dégager la structure géométrique (c’est-a-dire la position de X >< S,)
dans un diagramme de Heegard spécial (S; >< 8, , X; >< S,).

On va considérer un diagramme de Heegard de longueur p:(S,, T4)
tel qu’ils existent 2p plongements C>:

gi:(Dg 3 81)2) — (T;,r ‘9T3p)

hit (Dy , 0Dy) — (83 — int T3 , 4T7)
tels que:

g (0T = 4Dy,
R (8TF) = oD,,

9: (0Dg) N gj (0Dy) == hi (0 .Dy) N 1 (6.Dy) = hi (8.Dy) N g (8.Dy) = & (si i =)
et
9:(6Dy) N hi (0.Dy)

congsiste en un seul point (d’intersection transversale).
On désigne h;(3D,) = p; c 817 .

Cest facile de voir que (Sy, 7'f) est déterminé, a difféomorphisme pres,
par les données ci-dessus.

10. Annali della Souola Norm. Sup. - Pisa.
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D’autre part, Waldhausen [8] a montré qu’il n’y a pas d’autres dia-
grammes de Heegard de ;.

On va considérer (83 < 8, , T3 X Su) = (83, T¥) >< S8, . On peut ajouter
a TY < S, des anses:

Py: 8, X Dpys —> 8T < 8,

(comme au paragraphe 1), plongées dans S; >< S, , correspondant aux h;(D,).
Donc, en reprenant la formule (1) du premier paragraphe on a un:

Y,?+3 [ SS > Sn,

et, une fois que le diagramme (S; < 8, , T < 8,) est donné, le plongement
(de Y r3dans Sy < 8,) est déterminé (3 difféotopie prés) par:

D; < 02.,.1 = h;(Dy) X 7 (m€8,, comme au paragraphe 1).
On a le:

THEOREME B : « Soit (Z4 X;) un diagramme de Heegard de longueur
p de la sphere d’homotopie X, et:

Yy (M, Zg): T3 X By —> 83 X 8y

le difféomorphisme du lemme 1 (rn = 2).
On considére Y2 3 c 83 < 8,, comme ci-dessus. Ils existent p plonge-
ments 2-3-2 disjoints:

Doy (Dut1y 8Dngr) = (Yihsy 0 Y 4s)
tels que

@) (Pngr) " (0¥ 4s) = 8Dny1 €t Dpy1(Dnys) coupe 5Y04s
transversalement.
b) @:1+1(6 Dny) = 03 < BD:.+1 coYuts-
c) On a un difffomorphisme de paires de variétés différentiables :
(83 3< 8y Yiys — (Pngr) — o — (BPp1) =

= (83 XX 8, (w4 (ny 23))) (X3 <X 8p) ».
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(REMARQUE : pour le premier membre de 1’égalité ¢), on remarque que
la chirurgie négative est automatiquement plongée).

6. Démonstration du théoréme B :

On va commencer par décrire une certaine paire de variétés O=.
On commence par considérer (D3, §D3=28,), avec une orientation
donnée, et 2p plongements C*, 2-3-2 disjoints:

%:Dy—>8,, pi:Dy—>8, =1,..,p)

tels que les a; conservent l'orientation et les §; la renversent. On considére
aussi

8, =D,V D, (DN Dy = 8,_y = 08D, = 08D,), et un point q€9D,.

On définit la variété O=:
ZPy =Dy < 8y U(I' X Dy X Dj) ... (If X DP < DY),

ottles I D; =< D:. sont des exemplaires de I < D, <X D, et I f D; > Di.
est recollé & Dy <X 8, = Dy X (Dy U Dy) en identifiant 0 < <X y €I : > D; >
< Dh (oh 0I' =1 —0, €Dy, y€Di) & a;(®) X y€8, X Dy c 8 (Dy < D)
No(Dyg <8y et 1>X&>xy & fi(x) <y (Done Zy; est Dy <X D, avee p
anses d’indice 1, qui conservent l’orientabilité). On remarque que:

8§ = (@ (@) = Dby + (I < g < 8DL) + (s (@) < Di)  (oit q€ 4D, = oY),

est une sous-variété de 4Z,s; qui est une sphére de dimension n. (Par un
arrondissement d’angles, on peut supposer que c’est une sous-variété (=,
difféomorphe & §,). (On conseille au lecteur de prendre p = n =1, de rem-
placer T; =8, X D, par 8§, < I, et de faire un dessin, pour comprendre
exactement de quoi il s’agit).

Clairement S,fn Si= @ (si 15=j). La paire de variétés qu’on va consi-
dérer sera (Z,;,U Sf,). A difféomorphisme prés, cette paire ne dépend que
de p et n (pas de a;, fi, ¢,...). Ceci résulte du fait que si (2,,..,x,) c §,,
Yy yeee sy ¥Yp) €8, (@i, yi3=y;), alors les (p 4 1)-triples:

(8 X 8py @) X By eeey #p XX 8p)
et

(Szxsn)yixsn""7yp><sﬂ)
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sont difffomorphes, par un difféomorphisme qui respecte la projection
8y X 8p—> 8.
On a le:

LEMME 5: Soit W, une variété C> telle que g Wyis= & et m, (Wnys) =
== 0. Soient

Sy g € PI°(Ziysy Ways)
tels que f|D; < 8, et g|D; < S, soient isotopes (C=). Alors les triples de
variétés O :

(Wars s £(Zhvs), £(USL)
et

(Waiss 9 (Zles), g(USw)
sont difféomorphes.

(REMARQUE ; on n’affirme pas que le difféomorphisme k: W, 43— Woys
entre les deux triples induise Videntité sur Z, 3 ou u 8S,).

DEMONSTRATION :
On peut supposer, sans perdre la généralité, que

S| D3 <X 8p=g| Dy < 8
FIT' < Ohx Ok =g | I* < 0} < O},.
Ceci nous montre déja que les paires (W, s, f (Ziys) €6 (Ways, g (Z,’f+3))
sont difféomorphes.

La seule chose par laquelle f et g puissent étre différentes c’est, pour
chaque ¢ =1,...,p, un difféomorphisme

£:1° < Db < Dyi— 1" < Dy < Dy,
qui induisent 1’identité sur:
(I' < 0% = Oy (8I' = D =< Db
Un tel difféomorphisme définit d’une manidre évidente un élément de

7, (I, 8I), (SO~ 2), €)=, (8O0(n+ 2))=12, (ot ¢ €S0 (n+{ 2) est. la
matrice identité), qui le détermine, & isotopie (C*=°) prés. Puisque n =2, on
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a la suite exacte :
7, (80 (n)) — =, (SO (n 4 2)) — O
donc &; peut étre supposé de la forme suivante : On se donne un

ni:(I¥, 8I1%)—- (SO (n), €)
et
g =1id (I' < D3) X< .

Notre lemme en résulte tout de suite, puisque le difféomorphisme qu’on
vient de décrire laisse invariant le sous-ensemble S,f n(I'*x< Dh < Dy).

LEMME 6: « Soit J: Z}3— 83 < 8, un plongement (<, tel que, pour
une certaine décomposition S; = Dy y Dy (D3N D3 = §,) on ait:

J| Dy < 8, =id (Dyg) < id (8y) : D3 X 8y —> D3 X 8p (D3 U D3) X S
On a un difféomorphisme de paires :
(83 > 8n — int J (Zf4s), U Bn) = (Tdys, U 03 X 3D01a)
oll Y,f’+3, 0"2 > 6.D:,+1 c 8Y.l,; sont comme au paragraphe 1 ».

DEMONSTRATION : D’aprés le lemme 5, il suffit de construire un senl
plongement Z., 3 — 83 >< 8, pour lequel le lemme 6 soit vrai. On considére
un bouquet de p cercles : Siv..vis? (« wedge ») qui est considéré comme
C W-complexe avec une cellule de dimension O et p cellules de dimension 1.
S, est considéré comme COW-complexe avec une cellule de dimension O et
une de dimension n. Ceci définit pour (S}v. .v 8% < 8, une décomposition
cellulaire avec une cellule de dimension O, p cellules de dimensions 1, une
cellule de dimension »n et (p 4 1) ceéllules de dimensions (n 4+ 1). Cette
décomposition cellulaire peut étre considérée comme « recette » pour obtenir
une décomposition en anses (définie & difféotopie prds).

T3 < 8n = Dyyn + (@) + oo + @) 4 (@n) + (@rt1) + - + (@E4).

En particulier on considére les n-sphéres:

@nt1 (8 XX 05) = @nts (Sn) € 8 (Dot + (@1 + oo + (@0) + (@)
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On remarque tout de suite que:

(DagnH( @) + oo (@) + (@n)y U @rtr (8n) = (Z245, S5

D’autre part, si I'on part du diagramme de Heegard (unique!) (83, 7%)
et on consideére

(ng Sn’TgX Sn)=(S3’TI?:) < Sn’
on peut considérer :
(Ss X 8, D3+n + (‘P}) + ..+ (‘P{’) + (o)) € (Ss X 8, T.g: > 8p),

et, on remarque que:

(85 < 8 — it (Dyn 4 (@1) oo+ (@F) 4 @)y Prts (80) = (T P45, U 0% < D).
q.e.d.

On considére maintenant des plongements 2-a4-2 disjoints:
i: (D1, 8D;) — (X, 6.X,) G=1,. k)
ol X, est une variété C> quelconque, tels que la « chirurgie négative » :
X, =>X,— ) — . — (¥})
goit définie. Comme au paragraphe 1, on a des plongements 2-3-2 disjoints :

Ti (D;, X Dy y Si—1 X Dp—3) — (Xn ] 0Xy)
et la paire

(Xn— () — o — @3), U PL(01X Spsy)
(o
P3(03 X Sni1) € 8 (X — (1) — o — (1))
est compldtement définie (3 difféomorphisme prds) par (X, , v}, .., tp,’{ )e

LEMME 7: «Soient wi:(D,, D) —> (I, 8TF) (=1,..,p) p plonge-
ments 0=, 2-4-2 disjoints, tels que:

TP — () — ... — (pf) = Dy.
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On considere =€ S, et:
V= b X 71 (Dy, 0Dy — (T < Su, 8 (T < 8a)).
On a un difféomorphisme de paires :
(T < Sp — () — oo — (98, U PE(0y X S0)) = (Z24a, U 82).
La démonstration est la suivante:
T X 8y =Dy u(I* X Dj) U .. u(I® X D) X (Dnu Dy) =

Dy X (Da U D3) U (Y (I* < DX D)) u (Y (I* < Di < Dy)).

Sans perdre la généralité, on peut supposer que:

T8 < 8y — (y3) — o — (vh) = (Dg X (DU D) U (Y (I* < D} < D).
On remarque que :

(I* X Dy > D) 0 ((Dg < (Dnu Dy)) U (Y (I Dy >< Da))

L3

=8I'x D} x DyuI'x Dy dD,=8, e.a.d.s.

Maintenant, on peut prouver le théoréme B: On part d’un diagramme
de Heegard de X;:(Z3, Tf), quon considére plutdt comme décomposition :

S, =Ty T?, avec TP =3, — int TP,
On considere pour T¥, p disques de dimension 2 :
ys : (Dy, 0Dy — (T4, 3TY)
comme dans le lemme 7. On prend n€ 8, et on définit Zp\; = tp; X 7, /!f’; :

(Dg X Dpyy, 8 < D,,+1)——>(T§° X< 8n, 8 (T < 8,). On peut considérer, au
lieu de: 35 <X 8, = (TF < 8») U (T¥ < 8,) la décomposition :

Sy < 8= [(TF < B) — (93) — e — @EU[TE< 8+ U Bh (D, X Duy).
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D’aprés le lemme 7, (T8 < 8u) — (93) — .. — (p), U P (D, X D))=

=(Z,f+3,US,';), et d’aprés le lemme 1, en appliquant le difféomorphisme

y, (n, 33) & 33 < 8y, on trouve un plongement Z ;< 8, >< 8, qui est comme
dans le lemme 6. Le lemme 6 implique alors, tout de suite le théoréme B.

7. Démonstration du théoreme A4 :

D’aprés le lemme 4, les homomorphisme de Stallings: u(Z;,X;) et

pu=pu(8 <X 8, v, (n, Zy) (X5 < 8y)) coincident. On va essayer d’expliciter
p, en utilisant le théoréme B et I’assertion (conjecturale) (*),, du théoréme A.

LEMME 8: «Si DPassertion (), est vraie, il existe une présentation
de ﬂi (3X3 > Sn):

(@3 5 oee y Bpy Yy g ooy Yp = %4 Yy oty Ty Yy @y’ 2 .. Zp Yp '7/';1 (’/p_1 =1)
tel que ’homomorphisme de Stallings

p=p (83X 8n , w; (0, Zy) (X3 X< 8p)) :

\,

71 (8.X;5 X Sn)

ait la propriété: =, o u (@) =1, 7y o p (y;) = 1 ».

REMARQUES: 1) Ceci est la seule maniére par laquelle (%), intervient;

on peut donc la replacer par des conjectures plus faibles ..

2) Simy o u(x) =1, @0 u(y;) =1, alors =, o u induit un isomorphisme
entre le (sous)-groupe libre des (y) et le premier F,, tandis que m, o u
induit un isomorphisme entre le (sous)-groupe libre des (x) et le second F,,
donc u est compldtement déterminé; en particulier, il est nécessairement
surjectif.

3) Le lemme 8 implique le théoréme A. En effet: u (v y, w;‘l yhH =
=1X1€F, < F,, ce qui permet de factoriser u (d’'une maniére non tri-
viale) par le produit libre

1 (0 X Sp)/N = G* « G2,
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o Nca, (6X; < 8,) est le sous-groupe distingué engendré par ”1-’/1'”1_]-'/1_1’
et G, G* sont:

Gl=(x,,9; » Yy wT‘yTI =1)

@P= (‘1"2 1Yo 5 000 s Xpy Yps oYy "‘772_.1 .’/5—1 e Xp Yp m;l y;I =1).
Le lemme 3 donne alors la conclusion du théoréme A.

DEMONSTRATION (du lemme 8): En revenant aux notations du para-
graphe 1, on considére les 2p cercles plongés: y;, ¢:(6D,) € ¢T% . En les
poussant un peu on peut toujours supposer qu’ils ont exactement un point
commun (le point de base de =, (377)) et alors [y;]= ;, [9:(8Dy)] = y; est
un systéme de générateurs de =, (37T4)= G,, avec une seule relation,
comme ci-dessus.

Pour d’ecrire :

7ty (0 Xy X 8a) = 7, (8 (Ylys — (D) — v — (Bh11))

(théoréme B), on remarque qu’il existe un difféomorphisme :
i 8 (Yihs — (Pnr) — o — (DE41)) = 8 (Tigs — (03 X Do)
T e — (0’2? X D3+2))

qui induit lidentité en dehors d’u'n voisinage des anses négatives (ceci est
évident puisque Py (0 Dnt1) = 03 < 8D, ). On a un difféomorphisme « ca-
nonique » :

Yis — (03 X Dyyy) — oo — (08 X Ditg) =T < 8,

ce qui nous permet de définir

yi X 7, 9i(0D5) X 7t € 8 (Y hg — (03 X Daty) — v — (05 X DB ,)).

Ils vont représenter les générateurs du s, , et par h,, les générateurs
de 7, (8 (Y213 — (Pry) — o) ‘

I’existence des anses (positives!) correspondant aux @,4; nous dit que
les [h—1(y; < m)] sont tuées par linclusion de & (Y23 — (Prty) — ...) dans
Padhérence du complémentaire de Y. ; — (Prt1) — o , tandis que ’assertion
(4)» nous dit que les [h=1 ((g: (8.Dy)) < n)] sont tuées par l'inclusion :

8 (Yhs — (Pogr) — +0) © Yy — (Prg)) — e



738 VALENTIN POENARU : Quelques remarques sur les

En effet:
[ (9:(8Dy)) <X m)] = [A=1 (9: (9Dy)) < 7")]

n’ étant le point =’ € S, du théordme A.
Puisque n’ est «loin» de m et h est l'identité en dehors de...

h=1 (9:(8.Dg) XX a') = gi(0Dg) X n/,

et comme d’aprés ()., ¢:(Dy) <X #’ existe comme sous-ensemble de
Yrs — (Ppgy) — ooy OD B

(2= (9:(8Dp) X @)] = 1 € 71, (T g5 — (Dpr) — -o.)):

Ceci finit la démonstration du lemme 8.

8. Démonstration de la remarque 4° du paragraphe 1:

Comme on l’a remarqué au cours de la démonstration du lemme 6, on
a une décomposition en anses (plus ou moins canonique):

Tsp > Sn = D3+n + ((Pi) + see (‘Pf) + (q’”) + ((p,lH.l) + ot + (¢3+1)‘

On va désigner Dyyn+ (9]) + ... 4 (#P) par Tys.
En se placant dans les hypothéses de ’assertion (,). qui nous dit que:
(Cl = adhérence).

(@) CL(YP s — W)=TF < 8,

et en appliquant la dualité (des anses) & la décomposition qu’on vient
d’écrire, on a une nouvelle decomposition en anses :

Y —int Tops = W4 () + ... 4 (2) + (w) = W,

Puisque =, (Y1s) = 0, le plongement i: T} ,c ¥, (défini par le
plongement « canonique» T}, ;c Ty < S, et le difffomorphisme (a)) est
univoquement déterminé & difféotopie prés. En particulier on peut trouver
une isotopie C>:

G4 € PI” (TP, 5, int Y2y5) telle que:

a) G°=i
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b) T < a’ — int @, (T'},;) est un voisinage régulier 0> (= voisinage
tubulaire) de 4T >< =’ dans T < n’.
On peut recouvrir G, par une isotopie C%, globale g€ Diff (¥,,s),
constamment égale & Videntité sur 6Y,,s, et ceci finit notre démonstration
(le point d) se trouve démontré implicitement).
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