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ALLGEMEINE LEGENDRESCHE
DIFFERENTIALOPERATOREN II

HANS TRIEBEL (Jena)

(Definitionsgebiete gebrochener Potenzen, Interpolation von Sobolev - Besov - Riumen mit
Gewichtsfunktionen).

In der Arbeit wird die Untersuchung der allgemeinen Legendreschen
Differentialoperatoren, die in der Arbeit [7] begonnen wurde, fortgesetzt.
Das Ziel besteht in der Bestimmung der Definitionsgebiete gebrochener
Potenzen allgemeiner Legendrescher Differentialoperatoren. Dazu ist die
Untersuchung von Interpolationsriumen von Sobolev - Besov - Riumen mit
Gewichtsfunktionen notwendig.

Im Abschnitt 1 werden die Riume H ,, eingefiihrt, u, », und x, sind
reelle Zahlen u = 0. Ferner sei [a, b] ein beschrinktes Intervall, — co <l a <
< b < co. Ist u nicht ganzzahlig, so besteht H); ., aus denjenigen Distri-
butionen % von ' (a,b), fiir welche 4 and «(#) Distributionen vom Typ
einer Funktion sind und

b b 1 %1 b
g% (@) ulle) () — g2 (y) wiled (y) |2
f | | x—y [1+2(ﬂ—[,u]) I de dy + | ¢ (%) I u (x) l2 dr < oo
a a b

gilt. Fiir ganzzahlige Werte von u hat man diese Definition in der iiblichen
Weise abzuindern. ¢ (x) ist hierbei wie im ersten Teil der Arbeit eine reell-
wertige Funktion aus C* [a, b], die sich im Punkt a (bzw. b) wie ¢, (x — a)
(bzw. ¢y (b — 2)), ¢a ¢» == 0, verhilt. q (x) > 0 fiir x € (a, b). Ist », = 0 und
pu = m eine natiirliche Zahl, so erhilt man die im ersten Teil der Arbeit
betrachteten Riume H, . Es wird gezeigt, dass CJ° (a, b) dicht in Raum
HY ,, ist, sofern », = %, | 2u gilt.

Pervenuto alla Redazione il 27 Giugno 1969.
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2 HaNs TRIEBEL : Allgemeine Legendresche

Im Abschnitt 2 wird die Interpolation der Riume Hj; ,, mit x, = %y 2u
untersucht. Gilt neben »; = %, -+ 2u die Ungleichung ¢, = o, + 2» und
ist » (¢, — %) = pu (0, — 0p), 80 ergibt sich (H); ,,, Hy oo 2 = H, ,, mit
p=pn(l—06)+v0 und o; = (1 —0) 4 0:0,i= 1,2, u 3F=». ()95 it
hierbei das reelle Interpolationsverfahren von LioNs-PEETRE [1, 3], 0 <0 < 1.

Es zeigt sich, dass die Untersuchung der Interpolation der Réume H/ ..
fiir », < %, 4 2u mit zusiitzlichen Schwierigkeiten verbunden ist. Im Ab-

-]

schnitt 3 werden die Riume (Iol,fj',,z, H,,  o)p, 2 bestimmt, s, < x, 4 2p,
03 = 0, + 2v. Hierbei ist ﬁ,’,‘h,,, die Vervollstiindigung von Cf° (a, b) in der
entsprechenden Norm. Es ist (I; s Ho,_: 0106, 2 = HO,’Z,.l_z,, . Dabei haben 7
und o, die gleiche Bedeutung wie friiher. Es zeigt sich, dass 1?1,’{.(,‘_2,, im

allgemeinen nicht mit ﬁal,a, iibereinstimmt. Vielmehr ergibt sich, dass man
die Interpolationseigenschaften dieser Rdume zur Konstruktion von Gegen-
beispielen zur Interpolationstheorie verwenden kann. H, sei ein separabler
Hilbertraum. Dann gibt es zu jeder natiirlichen Zahl » ein Paar von sepa-
rablen Hilbertriumen H, und H, mit den Eigenschaften: 1. H, ist stetig
in H, eingebettet, H, € H,, 2. H, ist ein Teilraum von H, mit der Kodi-
mension 7, 3. Auf H, sind die Normen der Riume (H,,H,): 2 und

’

(Hy , Hy)1 , iniiquivalent. Gegenbeispiele dieser Art sind bekannt (2],
7

S. 190, Punkt e.

Hat q(x) die gleiche Bedeutung wie oben, so werden im Abschnitt 4
die Definitionsgebiete gebrochener Potenzen allgemeiner Legendrescher Dif-
ferentialoperatoren A betrachtet. Dabei ist A durch

I = (— 1) (g* ulm)m

Au = lu, D (A) = €= [a, b] n Om—*=1 [a, D],

bestimmt, ¥k =1,..,2m —1(!). Ist m —k —1 < 0, so hat man D (4) =
= (O« [a, b] zu setzen. In [7] wurden diese Operatoren ausfiihrlich untersucht.
Insbesondere wurden die Definitionsgebiete der ganzzahligen Potenzen von

A bestimmt. Es zeigt sich, dass die Berechnung der Definitionsgebiete der
gebrochenen Potenzen von A relativ kompliziert ist. Es ergibt sich, dass
man hierbei die Ridume H{ , mit %, &= 0 verwenden muss. Im Abschnitt
4 wird der Fall 0 <k <<m,k=0(2) und (k,m)=1 (d. h., dass & und m

: 0.
() Die Riiume C* [a,b], ¢’ [a,b], ¢/ [a,b] usw. haben die gleiche Bedentung wie im
ersten Teil der Arbeit, Fussnote 1.
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teilerfremd sind) untersucht. Ist » eine reelle Zahl, » = 0, und (4m — 2k)
%=1 (2), so ist @ (4*) die Vervollstindigung von Q) (4*) in der Norm des
Raumes Hyo. Dem entsprechen die Resultate aus der Arbeit [7], Satz 6,
Dort wurde ) (A*) bestimmt, wobei » eine natiirliche Zahl war.

Abschnitt 5 enthélt eine vollstindige Behandlung des wichtigen Falles

— 1 —
k = m = 1. Es zeigt sich, dass @ (4") = Hay , fiir » = - wd Q4=
— HY, fiir 0§u<—12—ist.

Die Interpolation der Riume H/ ., wird nach den gleichen Prinzipien
wie in der Arbeit [6] durchgefiihrt. Es zeigt sich, dass die dort entwickelten
Methoden wesentliche Verallgemeinerungen zulassen. Dabei ist eine Be-
schrinkung auf den Hilbertraumfall, wie es in [6] und in dieser Arbeit ge-
schehen ist, nicht notwendig. In diesem Zusammenhang ist die von PEETRE
entwickelte Interpolation von Quasibanachriumen von Interesse[4]. Eine unein

geschrinkte ﬁbertragung der Resultate aus [6] auf allgemeinere Gewichts-
funktionen in Sobolev-Besov-Riumen ist jedoch nicht zu erwarten. Die Sitze
dieser Arbeit, Abschnitt 3, konnen als Gegenbeispiele dienen.

1. Die Riume H ., .

Es zeigt sich, dass man zur Bestimmung der Definitionsgebiete gebrochener
Potenzen allgemeiner Legendrescher Differentialoperatoren nicht mit den im
ersten Teil der Arbeit eingefiihrten Riume H," auskommt. Es ist auch
nicht ausreichend, H, auf nicht ganze m auszudehnen, obwohl in den
Sitzen der Abschnitte 4 und 5 nur solche Riume erscheinen.

Ist [a, b] ein abgeschlossenes Intervall, — co << a < b < oo, 80 sei

q (x) € C~ [a, D], ¢ (x) > O fiir x € (a, D)
und
q (x) q (@)

li = 0 lim —— = 0.
co>lim Fo0 = >0, o>l I =6, >

Sind x, und x, reelle Zahlen und ist u eine natiirliche Zahl, so wird mit
HY ., die Gesamtheit der Distributionen aus <)’ (a, b) des offenen Intervalls
(@, b) bezeichnet, fiir welche » und #* vom Typ einer Funktion sind und

b
) j (@ [ 2 4 g [ w[?) dw < oo
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gilt. Ist u eine positive nicht ganze Zahl, so wird u = [u] + ju! gesetzt, (1]
ganz, 0 < ju}{ < 1. Sind », und x, reelle Zahlen und ist u eine positive
nicht ganze Zahl, so wird mit H} ,, die Gesamtheit der Distributionen aus
D’ (a, b) bezeichnet, fiir welche v und u(#) vom Typ einer Funktion sind und

2}

. el b
| g2 (x) w4 (@) — g2 (y) uled (y) 2
(2) fj (o — [ dwdy+/q"“|u|2dx<oo
a

gilt. Die Riume H}, ,, werden normiert, indem man die linken Seiten der

Ungleichungen (1) und (2) mit || » ”23;;‘ , bezeichnet.

o
1

Aus der Formel (2) und dem Satz von FUBINI folgt, dass ¢2 w(x) zu
£, [a, b] gehort. Daraus erhiilt man, dass fiir jedes 6 > 0 u zu Wi [a + 6,
b — 48] gehort. Somit sind séimtliche Ableitungen u(/), j = 0, ..., [u] vom Typ
einer Funktion [5]. Ferner kann man leicht nachweisen, dass fiir jedes 6 > 0

b—48
3) J Wt [ a2 < 0, [ u]/be
atéd

gilt. Da die Sobolev - Riiume W Y[a + 6, b — 8] vollstiindig sind, gewinnt
man aus der letzten Abschiitzung nach der iiblichen Schlussweise, dass auch
die Riume H}, ,, vollstindig sind und somit Hilbertriume darstellen.

LEMMA 1. Es sei %, = %, + 2u. Dann gibt es eine Konstante C, so dass
p—J
12

fiir 0 < j < p,j natiirliche Zahl, und » = =, i_ + %,
b

[e1wpae <oy,

o1y %2
a

gilt, v e HY ..
BEwEIS. Es sei v€ W4 (I), wobei I ein Intervall der Linge 1 ist. Aus

g p=i
(4) 1921, iy = Gl g iy I lLg, o)
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folgt fiir 0 < & < e, und 8, > 0

, 2 | o) () — wllid (y) |2 _ 2
[vD) Pde < 6,87 (& — y [t dw dy + 0y (8,) e #=i| | v |? dw,
I IXI I

sofern u nicht ganzzahlig ist. Entsprechend fiir ganzzahliges u. Daraus
gewinnt man durch Koordinatentransformation fiir ein Intervall I, der
Linge o

(0D (@) — oD () |2

2u
h12a 7 o2 (u—4) ;
/[U!]dmééislgﬂf [o— g oo dx dy -+
5) Ip X4y
o
+ C3(8y) e # oY |v|?da, vE W (I,).
I

e

1
Setzt man & = o* mit 7 2u (—)= #y — %y —2u = 0,0 = g,, 80 folgt

r

wk B (6] () — (D) (y) |2
e”f|w>|2dx§a,e+ o [ e o ay
I

[z — y [FFeom
) To X1,

j
K — = () —2g)
+0C;(0)0 * /|v|2dw.
IL’

und ¢ = g,, so erhilt man

Beriicksichtigt man » = %, % + =, i ; J

()] () — v(u) (v) l2

v
6 ¢ /I v [P de = 4 9’“[‘ o —gFem @+ 0,0)e" [[’u[z dz.
I ToxI, 1

e

Dabei ist d, >0 beliebig wihlbar. Entsprechende Abschiitzungen gelten
fiir ganzzahliges u.

Es sei jetzt w€ H, .,. Das Intervall [a, b] wird wie folgt zerlegt.
1
u [b b— 1 }

1 1
L=|e+gmeaet+ 5 — 50 S|

1= N,

1 1
IN—1=[a+W,b——27v‘]-
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Bei den Betrachtungen beschridnke ich mich wieder auf den komplizierterén
Fall ju{ > 0. Aus der Formel (6) erhdlt man

fd . (Le)) — ullel 2
> 2—’*f|u(1)|2dw§53 s - lnf'“ @ — G P gy ay 4

I=N—1 I=N-1 | @ — gy |12t

(8)

l=N—1

+0,8) 3 2ta f |u[? da.
I

Unter Verwendung von Lemma 3 aus [6], wobei man p =¢—'und ¢ =1
zu setzen hat, erhilt man

oo ([u]) — (s
g [0 (@) — uleD (y) 2
(9) 2 2 / (& — g dedy &

lq (%) ulleD (2) — q g (y) uled @) 2 o
l_N—l f | @ — y [rH2iu 4w dy +
X1,
| @) —q* (y) |?
+ G Z_Z_ 1 wlled) (y) |2 | IH'?{M} I dz dy =
X

b

=0]u ”if»«’f.u,"'_ Cq f g2t | ulled |2 da,

a

b
Die linke Seite der Formel (8) darf man durch f q* | w9 |? de  ersetzen.
a
Wihlt man %, =%, — 2u und j ={[u], 80 kann man » =2, — 2 }u{ setzen.
Fiir diesen speziellen Fall folgt durch geeignete Wahl von J; aus den
Formeln (8) und (9) die Aussage des Lemmas. Im allgemeinen Fall ist
#y =%, — 2u. Somit kann man die rechte Seite der Formel (9) durch Cy|| ““%:Z,u,
abschitzen. Daraus folgt das Lemma.

SATZ 1. (a) Es sei », = %, + 2u. Dann ist Oy (a,b) dicht in HY ..
(b) Ist ausser =, = u2-|-2,u noch o, = 0, + 2v, so ist COg(a, b) dicht
in Hi 0" Hy, g
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BEWEIS. Mit y, (v) wird eine Funktion aus g (a+ yb— —) be-
zeichnet, die im Intervall [a +¢,b —¢] gleich 1 ist und fiir welche | 7 (@) | =

S_% gilt, ¢ > 0. X, (x) wird ausserhalb des Intervalls [a—l— ?,b ——%—]

mit Null fortgesetzt. Zur Abkiirzung wird voriibergehend I, = [a,a -} €]u
[b — & b] gesetzt. Fiir ganzzahliges u folgt der Satz sofort aus Lemma 1
und der Abschitzung

b
“w
fq”l | wk) — (u Xe)(”) I2 de = Giifz g2 (=) l w® 12 dx.
=0
I

a
Dabei wurde benutzt, dass man & 26—% im Gebiet [a—]—%, a + e]u

u lb — &g b— -%—] durch ¢—2®—?) abschitzen kann.
Es sei jut > 0. Dann ist

(10) ]flq l (w (1 — gD () — ( (L—2 ) @) y <

| r—y 11+2{M}
b b " 0
I qT wlled (@) — q? w(lx)) () I2
éoisz(l—%e)(w) (o — g e dx dy +
a a

1 — 2
+ 012[/ “ (y) | wd (y) 2 A | x—y |(1+2</4> 21 do dy +

“
[/4] lfflq u(" [y]—r (x) — q2 w® (‘[,‘]_r) () |2

(@ — y [ dx dy.

Der erste Summand auf der rechten Seite strebt gegen Null, wenn ¢ gegen
Null geht. Um den zweiten Summanden abzuschitzen, verwendet man

b
[(1— ) @) — (1 — x) @) O3
f I x—1 |1+2¢M} do = = gRut
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O ¢
g¥rtl (y)

de = fiir yel—1I,,.

b
f [(1— gy (@) — (1 — 2. (y) 7
| x—y |1+2§M

Mit diesen Ungleichungen kann man unter Beriicksichtigung von ¢! <
= 0,9 (y), y€I,,, den zweiten Summanden der Formel (10) durch

i’ e
Cis f g2t (y) | uled (y) |2 dy + Oy j T Be (y) ) | wleD (y) | dy
T2s I-I,

abschitzen. Lemma 1 zeigt, dass dieser Ausdruck gegen Null strebt fiir
¢ — 0. Der dritte Summand wird nach der in [6] entwickelten Abschiitzun-
gstechnik bebandelt. Unter Verwendung einer Ungleichung vom Typ der
Formel (4) erhélt man fiir » < [u] —1

*1

[| g2 u) yed—n II2W;m =

»

b
jaa! Jad Smt
=0, [f; |(q2 uy x(g[.ul—r) |2 —+ ] q% u x(s[#]—r+l) Izg dx| <
a

b
<[ [ar 1w p g pas [
a

| x® |* wird durch ¢=% abgeschiitzt. Verteilt man die entstehenden Potenzen
von ¢ passend auf die beiden Ausdriicke in den eckigen Klammern, wobei
man

2l —niptd2(pl—r Q=) =2@—r—1) uf+ 2@ —7r) 1 —iu)
und
2(pl—r+ Db+ 2([pl =@ —3u) =2 —)ipt + 2 (p— ) (1 —ju)

beriicksichtigt und ersetzt man ¢ durch ¢ (x), so folgt schliesslich

*1

7 — 2
” q2 u xi[#] 7) “WJ”} =

= Cyp f (o= %e=r=D (y) | w1 (y) |2 4 g2k (y) | u® (y) [*) dy.
IB
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Da r =[u] —1 ist, streben diese Ausdriicke nach Lemma 1 gegen Null,
wenn & gegen Null geht. Daraus folgt der Satz.

2. Die Interpolation der Riume H/ ., mit », = %, + 2u.

Die Bestimmung der Interpolationsriume von H) ., und H, , mit
%, = %, + 2p und g, = o, + 2» geschieht nach dem gleichen Verfahren wie
in [6]. Hierbei muss (%, — %,) v = (9, — @,) u erfiillt sein. Um die Formulie-
rung der Sitze zu erleichtern, wird ab jetzt statt .92' o stets Hno'x geschrie-
ben. Analog zu den Betrachtungen in [6] werden einige Lemmata hergeleitet.

Haben die Mengen I;, l=N —1, N,..., die gleiche Bedeutung wie
friither, so gibt es Funktionen w;(x)€ Cp° (Licyu ;v Iiyy), i=N,N 41, ...,
mit

Oy s

(11) !V’Ek)lé ik ? k=0,1,2,.., =z ye=1 0=y @ =1,

und Funktionen @i (.Z') € 0000 (Ii-—l ul;u IH-I); 1= N, N+ 1, ey mit 0 =< ¢; (./E) é 1,

" C
(12) @i(@)=1 fiir «€supp v;:(x), lo® | =< :-z%ko , k=0,1,2,...

LEMMA 2. Fir w€ 0y (a,b) und %, = %, - 2m, m natirliche Zahl, ist
b
(13) f(qnl |um 2 4 g |ul?)de co 3 f(2—.’x1 | (w2 4 2% | y; — u |?) da.
=N
a Ry

BEMERKUNG. cv ist dass Aquivalenzzeichen.

BEWEIs. Die linke Seite der Aquivalenz (13) kann man unmittelbar
durch die rechte Seite nach oben abschiitzen. Die Umkehrung erhilt man,
indem man die Eigenschaft (11) und anschliessend Lemma 1 verwendet.

Wie in [6] wird die Interpolationsfunktion

(14) R (tyw, By Hel o) =1nf (|| 0|l + &[0l )

€1, €02

eingefiihrt, wobei dass Infimum {iiber alle Darstellungen % = v + w mit
veHY ., und we€ H, , zu nehmen ist.
Mit B, wird die Achse der reellen Zahlen bezeichnet.
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LEMMA 3. m und 1 seien nicht negative ganze Zahlen. Ferner mogen fiir
die reellen Zahlen x,,%,,0, und o, die Ungleichungen

%y = %y + 2m und 04 = 0y + 21

gélten. Bezeichnet man mit Wzlf(i) (R,) und Wy (R,) den Raum Wy (R,) mit
den Normierungen

2 —tx —t
(19 01y = [ o o 2 2 oy s
By
und
(16) || v ”2W,2k“ =f(2-igl | k) |2 + 2—tes | v lz) de,
R,

so st fiir uw€ Cy° (a, b)

Bty 0y B gy Hovo) 00 Kty Wity (By), Wil g ()

BEwEIs. Die Funktion . (#) habe die gleiche Bedeutung wie im Satz 1.
Nach Satz 1 wird jede Fuuktion v aus H. . durch die Funktionen vy,
approximiert. Entsprechendes gilt fiir Funktionen w aus Hgll,e,. Ist v 4
4+ w=u€ 0> (a,b) mit veH ., und weH, ,, so folgt vy, 4+ wy, =u
fir 0 <e=<e¢,. Somit kann man sich in der Formel (14) auf Funktionen
beschrinken, die in einer Umgebung der Punkte a und b verschwinden.

Ist m=1 und ve fogm [a 4 8, b — J], so folgt aus der Approximation von v
durch Funktionen aus C;°(a 4 6,b — ) in der Norm des Raumes W,",

dass w=u — v in der Norm des Raumes VW durch Funktionen aus
Cy° (@ + 8, b — 8) approximierbar wird. Somit kann man sich in (14) auf
Funktionen v und w aus OC;° (a,b) beschrinken. Schreibt man zur Abkiir-

zung I/;\= I,_juI;u Iy, , so folgt aus Lemma 2

f(t) Uy H’:?. *g ) Helb 92\ _Z_ 021 inf ( 2 f(z—i"x | (% ,v)(m) ]2 + 2=% | Yiv |2) dw +
vtw=u \t=N
€ 0° (a,b) B

+ E t* ‘/‘(2“9l | (s w)® |F 4 2% | yyw [?) dae) =
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o

= 021 P inf [ f(2-i"l | vgm) |2 + Q—ixg | v, lz) dx +
=N ’vi-{—’wi:y}iu
wedg dy

+ t2f(2—l’gl | wd |2 4 2—e | w, [?) dwl >
Ry
12 “ (25 | o [ - 2% | o, ) da +-
0 [laie | o p 4 2t | 1) as] — e =
Ry

b b
=0, \ ﬁq’ﬂ |5 2 - g 519 ds 4 2 [iga | W0 g [ ) d] ez
a a

= Cpy K (tyuy HY oy, Hy,\ o) — &

Dabei ist v,—{— z‘:).__ wiu, %€ Op° (/I\ v;=0 fiir i> i,. Durch geeignete

© o o © o
‘Wahl von ?J kann man & > 0 beliebig klein machen. v=3 v, w= 3% w;,
1=N i=N

w=0 + w. Die auftretenden Konstanten sind positiv. Somit ist
an K (tyuy, HLY vy Hy,, g) ,ZNK (& wiu, Wa'ty (I), W g (T
=

Auf Grund der Definition der Funktion K erhilt man

18) K (t,uy, Wate (R, Wi (R) = K (t, wiu, Waly (1), Wy, g5, (I9).

Um die Umkehrung zu zeigen, werden die Funktionen ¢;, Formel (12),
verwendet.

Aus v+ w=y;u, v€Cy (R,), folgt ;v + @;w = wiu, p;v€ Cy (’I\.-). Es
ist

m
f(z_iu, | (s v)m) Iz + Q—ixng |<P¢ v |2) de < 024 > [(2-;';:,+2ir‘ p(m—r) |2 -+ 2—ixa I” |2) dx.
r=0

A
I



12 Haxs TrieBEL: Allgemeine Legendresche
Aus %, = %, + 2m,

m—r

. ; ) .
19) 2 || v [y = O @[ 0 )" 0 l] 2= Oua (0l +- 22 ] 0]

und einer entsprechenden Betrachtung fiir ¢, w folgt schliesslich die Umkeh-
rung der Formel (18). Zusammen mit der I&quivalenz (17) fiihrt dies zum
Beweis des Lemmas.

Fiir die weiteren Betrachtungen ist die Interpolation der Ré&ume
Wi (R,) und W; (R, von Interesse. Es wird fiir v€ C;° (R,)

1

o]l = ([t” o Wi (), Wi () ), 0 <0<,

(=)

gesetzt.

LEMMA 4. m und 1 seien nicht negative ganze Zahlen. %, ,%,, 0, und g,
seien reelle Zahlen. Es gelte (x, — x%,) | = (o, — g5) m, wobei man im Falle
m=1=0 %, =x, und @, = o, 2w setzen hat. Fiir eine vorgegebene Zahl
0,0 <01, wird g=[m(1 —06)+4 18] und r =3m (1 — 0) + 10} gesetzt. Es
9ibt zwei positive von ¢ unabhingige Konstanten ¢ und C, so dass fir r =20

¢l vy = 27i—0—ed f | v@ (x) | dow +

+ 2—a(1—6)—ies6 f| v@)Pde = O||v |2
und fir r >0

mt)—i00 [ 179 @) — 99 @) P
¢ H v ”% =2 ‘(1—9)—“"9/ [ | z—y |1+2r | dedy +

Ry X Ry

e f| o) Pde = Cllv|3
gilt. ve Oy (R)).

BEWEIS. Es wird m = 1 vorausgesetzt. Fiihrt man in der Formel (15)

= syt

mit k = m die Koordinatentransformation y = 22m *# durch und setzt
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man v (x) = w (y), so erhilt man

X [}
iRy o (1—ng) f( I w(m) lz + | w I2) dy.

Ry

o [gn, =2

Auf Grund der Voraussetzung (», — %,) 1l = (¢, — 0,) m bekommt man bei
der gleichen Koordinatentransformation

. ]
—10y— o (%1—ng)

””“2W§,[,~] = f(]w(z) B+ |w [?) dy.

R,

Es sei jetzt v€ Oy (R,). Dann ist

Votvi=v
voe 057 (B

B(tyo, Woltg (B), Woig B) = inf  ([[og|m + [0 ).
2, () 2, [

Verwendet man die angegebene Koordinatentransformation und setzt man
vy (@) = wy (y), vy () = w, (y) und v (x) = w (y), 8o ergibt sich

K (t, v, Wa'y (R,), W 1 (R,) =

T [
—ing— = (#y—g) . 9 - (%a—e) 2
=2 o inf (“wo Hw"' + (22 )2 ”wi ”Wl)
wotwr=w 2 2
woe OF° (By)
da— o (yg) > e
—iHg— — (H—H3) o~ — (#g—
=2 VK@ w, W, W),
Somit ist
‘. 0
—_—y— —— —x9)4160(2g—03) ~ dt
@0 fols =g [, i, wh

0

Dabei wurde noch eine Transformation der Grosse ¢ vorgenommen. Das
Integral in der letzten Gleichung ist unabhiingig von ¢ und dquivalent zu
|| w |I2vv(1_9>”‘+9’ . Andererseit ist

2

[| 20 |5, a—6ym-+o1 C"f(l w® 24 |w [*) dy fir r =0
R’y
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und

9 () — w 2
w3 l_e)m-l’elmflwlx—yibf"‘”(y)l dwdy+j|w]2dy fiir » > 0.

B X B

Macht man die obige Koordinatentransformation riickgingig, so folgt
im Fall »r >0

I| || (1=0)m+6l 0O

(1—6) m—l—&l i
_ n)—l——(;q—ng) (@) ./L')—-—’)J(g)(y — (1 — xg)
oo 2 m 2 I ‘ pam— |l—|—2r | dx dy 4 22m ” v “?Qz

Ry X R,

Entsprechend fiir » = 0. Setzt man diese Aquivalenz in die Gleichung
(20) ein, so erhidlt man das Lemma. Im Falle m = I = 0 vereinfacht sich
die Rechnung wesentlich.

SATZ 2. m und l seien nicht negative ganze Zahlen. Fiir die reellen Zahlen

Hyy Koy 0y UNA 0, gelte xy =y 2m, 0, = 0o+ 21 und (%, — x,) l = (0, — gg) M.
Dabei hat man im Falle m =1=0 %, = x, und g, = g, 2u setzen. Dann ist

(Hyt ) Hoy, oo, 2 = H o
mit g = (1—0)m + 0l, 6;= (1 — 0)%; + 0g;, 1 =1,2,0<0 < 1.

BEwWEIS. Es ist o, = g, + 27. Nach Satz 1 und des Ergebnissen der
Interpolationstheorie ist es ausreichend, auf O; (a, b) die Aquivalenz der

Normen der Riéume (H. . ,H. o).» und H , nachzuweisen. Es sei
u € 07 (a, b). Zur Abkiirzung wird wieder g = [1 — 0) m + 61] und r =}1 —
— 0) m -+ 01} gesetzt. Nach Lemma 3 und und Lemma 4 ist fiir r = 0

(21) ||“”( moogl )y, o Z [2—'“lfl wiw)9)|? do + 2—""[| yiu|? dw]
" » %3, 91|9n )
und fiir » >0
2 (oo [ (wiw)@) (@) — ()@ () [?
(22) [, a" o 92)02Ni§N2 l - (o —y [ FF dw dy +
b v ' B X R

+ 2—""21!:[ yiu? dw] .
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Die weiteren Rechnungen verlaufen weitgehend analog zu den entspre-

chenden Uberlegungen in [6]. Die rechte Seite der Aquivalenzen (21) und (22)
wird mit A bezeichnet. Im Falle » = 0 folgt aus der Formel (11)

b
4 < 027/ (néo ¢e1—29—™) (1) | u®) () I2 + ¢= (x)| w (x) |2) dx.

a

Lemma 1 zeigt nun, dass

b
A = Oy j (g7 @) | @ @) P + ¢ (@) [ v (@) ) dw

gilt. Ersetzt man in der rechten Seite der letzten Ungleichung » durch

S y;u, so folgt sofort, dass man die rechte Seite bis auf eine Konstante
=N
durch A abschitzen kann. Daraus folgt fiir r = 0 der Satz. Es sei jetzt

r > 0. Die Integration iiber R, < R, in der Formel (22) darf man durch
die Integration iiber ﬁ X R, ersetzen, wobei ?. die gleiche Bedeutung wie
frither hat (Beweis zu Lemma 3). Nach der gleichen Methode wie friiher,
Formel (10), erhélt man

(23) A= 0y

* —io '(l’t Wt(?/
i=2N2 1[/'“(0) |2| y|1+2’| dx dy +

I)(R

JELLELL,
+fm el asay +

Iix R,
I ( ) (. (n) ) (g—n) |2 ;
9= ul® () plo=") (&) — u™ (y) pI—™ () ] /
i i dy dx 3 () | (x) |2 daet .
+3 g yio| + [ ¢ (@) @)
Lx R, @
Aus

i (@) — wi(y) |?
Ix —_ y|1+2r

dy = Oy, 2%
T

folgt, dass man die erste Summe in der Ungleichung (23) durch

b
f e (@) | w9 (2) |? da
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abschitzen kann. In der zweiten Summe kann man die Integration iiber

/I\; > R, durch die Integration iiber il: > f. ersetzen. Beriicksichtigt man
dies, so kann man die zweite Summe in der Formel (23) durch

Iq (@) w9 (@) — q2 (y) u® (y) |?
0311=N [f To— g [or dx dx +

%1,

4% (@) —q% () P
-|—j|u9) ]2| |x—y|1+2'ldwdy
%1

abschiitzen. Aus Lemma 3 der Arbeit [6] mit p = ¢~ und ¢ = 1 folgt

) ~
flqlw_qul-l-%)‘ dyé()32q¢1"2r(x)’ x€1;.

Somit kann man zweite Summe in der Formel (23) durch

b

Oullullyy O [~ (@) |40 0} 2

1 ) O

abschitzen, Unter Verwendung von

2i(g—n) (n+l) (n) 2(1— r)
2 ” ”B (I)H ”_@ (I)
2i(g—n)+2ir (n) 1—r 2i(g—n—1)--2ir (n+1) | 2 r
= (2 ” “g [) - (2 H “B (I)
wird die dritte Summe der Formel (23) durch
2 ! (n) (g n) (n) (.g—n) 2(1—7) <
034”_0 'f 2 ” % “W ) H i ”'92 (R) =
9=1 ©  _ig  2i(g—n)-2ir (m) 2 2(g—r) | (n41) 2r ), 2(1— r)
= 2
=05 2 2270 [ PR S i PPN [ )

a
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abgeschiitzt. Aus diesen Abschitzungen und dem Lemma 1 erhilt man
schliesslich

= Oy llu “Hl o'
Die umgekehrte Ungleichung

” s “ H,,, o3 — GSBA

ist im dritten Beweisschritt des Satzes 1 der Arbeit [6] enthalten. Daraus

folgt auch im Falle » > 0 die Aquivaleuz der Normen der Riume (H.,.,,
H;  o)e,2 und H] , auf OF (a, b). Damit ist der Satz bewiesen.

Das Reiterationstheorem der Interpolationstheorie [1, 3] erlaubt jetzt,
Satz 2 zu verallgemeinern.

SATZ 3. u und v seien wicht negative reelle Zahlen, u == v. Fiir die re-

ellen Zahlen x,, x,, 0, und g, gelte s, = x, 4 2u, 0, = 0, + 2y und (%, —
— %) v = (0 — Qp) u. Dann ist

(H oy Hgy, 06,2 = Hg, o
mit n=(1—0)pu-+0v,0, =1 —0)% 4 Op;, 1 =1,2, 0 <6 <1.
BEMERKUNG. Im Satz 1 war die Einschridnkung u =& » nicht notwendig.
BEWEIS. Man wihlt zwei nicht negative ganze Zahlen ! und m, so dass
I=<vy=<m und | =< u =< m gilt. Da u == v vorausgesetzt wurde, gibt es
Zahlen 6, und 0, zwischen 0 und 1 mit
p=01—06,)m+06,l,y=(1—6,)m+4 6,1 0.+ 0,.
Bestimmt man «,, «,, #, und B, aus
(1 —6,)+ B,0,=2x, o (1 —0,) 4 B, 0, = 2,
% (1 —6,)+ f, 0, =g, %y (1 — 6,) + B3 0, = ¢y,

so gilt o, = a, + 2m, B, = B, + 21 und (a, — ay) L = (B, — By m
Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 2 erfiillt und es ist

l v l
H’::v"! = (H‘ZL’ og ) Hﬂuﬂs)ﬂ,.? und HQI! e = (H::t- ag ) Hﬂlyﬁs)9v2,

Der Satz folgt dann aus dem Reiterationstheorem der Interpolationstheorie.

2. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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3. Die Interpolation der Riinme Eof,’; w Mit %, < %, 4+ 2u.

Fiir die Anwendungen sind die Resultate des vorangegangenen Ab-
schnittes nicht ausreichend. Es zeigt sich, dass man auch Aussagen iiber die
Interpolation der Riume H,; ,, mit », < %, + 2u bendstigt. Diese Riume
kann man jedoch nicht mit der obigen Methode behandeln.

Mit l-iff « Wird die Vervollstindigung von 5 (e,b) in der Norm des Raumes

H) ., bezeichnet. Die Interpolation dieser Riume kann man teilweise
auf die Resultate des letzten Abschnittes zuriickfiihren. Es zeigt sich jedoch

auch hier, wie durch Beispiele belegt wird, dass eine formale ﬁbert;‘agung
der Sitze 2 und 3 nicht richtig ist.

LEMMA 5. u sei eine nicht negative Zahl und », eine reelle Zahl. Ferner
sei w, —2u = —1,—3,..,1 —2[u] (fir 0 = u<<1 entfillt diese Bedin-
gung, fir 1 = u < 2 ist sie als 2, — 2u 5= — 1 zu verstehen). Fiir Funktionen
u (x) aus Cf (a,b) gibt es eine von w unabhingige Konstante ¢, so dass

b
fq"l—2.“ @) ju(@) Pde < O u “i{”

1, %3
a

gilt. Hierbei ist x, eine beliebig wdahlbare reelle Zahl,
BEWEIS. q(x) hat die gleiche Bedeutung wie in den friiheren Absch-

nitten. Die Voraussetzungen des Lemmas erlauben eine iterative Anwen-
dung der Formel (3) aus [7]. Somit ist

b b b—4
[qxl—Z# IuIZ da é Osgjq"l-z{.u} | wlleD |2 dw—l— 04()] u |2 dx
a @ a+4

mit einem geeignet gewihlten 4. Lemma 7 aus [6] fiihrt nun zu

b

o e 2 ] 9
[emmtupan < oula¥ e it 107 v,
2

Das ist die Aussage des Lemmas.



Differentialoperatoren 11 19

SATz 4. (a) Ist A =0 und 7, reell, so gilt

" . =mH}
T, Tg 7, —21

sofern 1, =1, — 24 und v, — 244 —1,—3,...,1 — 2[4] ist.

(b) p und v seien nicht negative vreelle Zahlen, u=Fwv. %,,%,, o, und
0, seien reelle Zahlen mit », = x, 4 2u und o, = g, + 2v. Ferner gelte
o —2uf—1,—3,...,1—2[u] und 9y — 2v = — 1, — 3,..., 1 — 2]
der gleichen Interpretation wie im Lemma 5. Dann ist

[J o (-]
ad v — 7 — n
(H"x )y %39 Hé‘l 92)9. 2 = Hox yo—2u — e, 01—2u

mity=pu(l —06)+ 0 und o, =, (1 — 0) 4 o, 0.

BEWEIS. Der Beweis der Aussage (a) folgt sofort aus Lemma 5 und
Satz 1. Somit ist nach Satz 3

o o o
“ v — (* v —
(H"l, g9 HQI: 92)9» 2= (H"l ) 1—2u ) Hel s 01—27)9. 2= Hﬂ’l y 01—24 °

BEMERKUNG. Sind x und » ganzzahlig, so kann man auf die Voraus-
setzung u ==» verzichten. Statt auf Satz 3 muss man dann auf Satz 2
zuriickgreifen.

Es soll durch ein Beispiel gezeigt werden, dass (iﬂf ',,,,1‘31;,@,)9,2 nicht

immer gleich ﬁ‘:zm mit o, =%, (1 — 0) 4 g, 0 ist. Dabei haben » und o,

die gleiche Bedeutung wie im Satz 4. Es sei u=x, = 2 und » = g, = g, =
%, =0, also Hi , = H;, und H;, .= £L,[a,b]. Dann ist nach Satz 4 (b)

[
2 1
(H2,0 ,v@2)i 2 = H],—l .
2’

H!'_, ist die Vervollstindigung von Cg°(a,b) in der Norm

b 1
1 2
(florrgiray’
a
Wiire in diesem Beispiel (Hi .., Ho o)1, = H. ,,, 80 miisste H; _, = H; ,

2 2

gelten. Nach Satz 2 aus [7] ist aber H11,0=H11,0. Insbesondere miisste also
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die Funcktion u (2)=1 zu Hll,_l gehoren, was nicht sein kann. Somit ist
(24) (Hzvo, L)1 = Hy,—1 == Ho=Hi,o.
2 Al

Betrachtet man andererseit den Legendreschen Differentialoperator
Au = — (qu’Y, D (4) = C=a, b),

so folgt aus den Betrachtungen der Arbeit [7], insbesondere aus dem dor-
tigen Satz 6 (b)) und Lemma 6, dass

1
D(4)? =H}, und D(A)=H;,

gilt. Insbesondere ist

(25) (Hs oy Bp)1 , = Hio -
o

Die Formeln (24) und (25) kann man jetzt zur Konstruktion von Gegen-

beispielen zur Interpolationstheorie verwenden.

SATz 5. H, sei ein separabler Hilbertraum und r eine natiirliche Zahl.
Dann gibt es zwei Hilbertraume H, und H,, so dass H, stetig in H, einge-
bettet ist, H, ein Teiliraum von H, mit der Kodimension r ist und auf H,

die Normen der Riume (H,, Hy)1 ) und (H, , H,)) \ indquivalent sind.
2’ 2’

BEwEIS. Es ist ausreichend, diesen Satz fiir einen speziellen separablen
Hilbertraum und fiir »r =1 zu beweisen. Nach Satz 2 aus [7] ist dim

H;o/flf,o= 2. Wihlt man eine Funktion u (x) aus Hj ,, die nicht zu Hog?o
gehort und setzt man ﬁ:o= {u} —I—jlf o, 80 sind die Kodimensionen von
ﬁ;o beziiglich H; o und von ﬁf‘o beziiglich 1722 o jeweils gleich 1. Die For-
meln (24) und (25) zeigen nun, dass entweder die Normen der Riiume

(sz,o y L)1 \ und (1~122'0,,92)1 \ auf 1'\['22 o oder die Normen der Riume (ﬁf‘o ,
2 ] ?l

L) 1, und (119!22,0,.82)1 , auf ﬁf o indquivalent sind. Daraus folgt der Satz.
2’ 2’

BEMERKUNG. Gegenbeispiele zu dieser Frage sind bekannt. Literatur-
hinweise findet man in [2], S. 190.
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4. Definitionsgebiete gebrochener Potenzen allgemeiner Legendrescher
Differentialoperatoren. Der Fall 0 <k <m, k= 0(2), (k, m)=1.

Die Funktion ¢ (x) habe die gleiche Bedeutuug wie im Abschnitt 1. Im
diesem Abschnitt werden die allgemeine Legendreschen Differentialopera-
toren

(26) Au = (— 1" (¢tum)m, D (4) = 0=[a, b] n "=+~ [a, ],

betrachtet. Dabei ist vorerst 0 << k < m. Im Falle ¥ = m hat man QD (4) =
= O>[a, b] zu setzen. Operatoren dieser Form wurden im ersten Teil dieser
Arbeit ausfiihrlich betrachtet. Insbesondere wurden im Satz 6 aus [7] die

Riume P (4%, 1 =1,2,..., bestimmt. Es ergab sich @ (4A~)= IQI(D(;U)Q
€ C>[a, b]. Es zeigt sich, dass man Satz 6 aus[7] leicht verallgemeinern
kann. Um die Schreibweise zu vereinfachen, wird ab jetzt in Ubereinstim-

mung mit den Bezeichnungen aus [7]

Hi o = Hi
gesetzt.

SATZ 6. Ist A der Differentialoperator (26) mit 0 =k = m, so ist
1

D (;1— 2_)l= 0,1,2,.., die Vervollstindigung von(Z)(Zm) in der Norm des

1
Raumes H;;" -

BEWEIS. Nach Satz 6 aus [7] ist des Satz fiir | =0, 2, 4, ... richtig,
Durch partielle Integration folgt sofort, dass er auch fiir | =1 giiltig ist.
Im Sinne eines Induktionsschlusses nehmen wir an, dass der Satz fiir
l=0,1,..,n -1, bewiesen sei, » = 1. Unter Verwendung von Lemma 1
aus [7] und unter Beriicksichtingung von nk -+ 2k — 2 < 2 (mm + m) —1
erhiilt man fiir « € D (4%°) € 0= [a, b]

b

lulf »,, m[(q"mAuwm Bt [0 do o
DAt )

a
b
N](anﬂk | u(nm+2m)l2 + I u |2) die oo ” w “2 (n2)m -
Hip i)k
a

Daraus folgt der Satz.
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Die Bestimmung der Riume D (A% mit allgemeinem 6 > 0 erweist sich
als wesentlich komplizierter. Zur Vorbereitung sollen zwei Lemmata her-
geleitet werden.

LemMMA 6. H, und H, seien zwei stetig ineinander eingebettete Hilbert-
riume, H, € H,. N set ein endlichdimensionaler Teilraum, N € H,. Es sei

Hy=H,O) N und H = H, anH,. Dann ist

(Hyy Hy)o,2=(Hy y Hy)o,an ﬁo

~

und die zugehorigen Normen sind suf (ﬁo, H,), o dgquivalent.

BEWEIS. Man sieht leicht, dass die Biume H, und (H,, H,)es nH,
vollstindig sind. Es sei u € (ﬁo ) ﬁ1)9,2 . Dann ist auch u € (H, , Hy)p, o nﬁo und

(27) ” % ”(Ho, Hyg,2 é 042 ” % ”(ﬁo,ﬁﬂg’z

Es gei uE(HO,Hi)g,znﬁo. Dann gibt es eine im Intervall (0, co) lokal H,-

v (t)

integrierbare Funktion v (t), so dass u = / dt ist., Dabei hat man das

0
Integral im Raum H; zu betrachten. Es ist v ( w (t) + w (t) mit u(t)Eﬁ1
und w (t)€ N. Aus ||u Mz =||v@® |z und

le@lm=I[v@m—+lw®lm=]v0n+ Cullw®|m= Cullv® |

folgt, dass w(f) lokal ﬁi-integrierbar ist und auch = f“—t(tl dt im Raum

TYO gilt. Daraus folgt, dass u zu (ﬁo,ﬁi)e,g gehort [3]. Somit stimmen

(Ho,Hi)g,znﬁo und (ﬁo,ﬁi)e'z als Mengen iiberein. Da die Normen ver-
gleichbar sind, Formel (27), sind sie dquivalent. Daraus folgt das Lemma.

LeEmMMA 7. Hy, H, und H, seien Hilbertrdume, H € H,,H,C H,. H,
und H, mdogen mengentheoretisch iibereinstimmen. Ferner sei Hy = M ¢ N,
und Hy=M@ N,, dim N;<oco,i=1,2. Dann folgt aus ||&|m co| | m
Jiir alle x € M, dass die Normen der Riume H, und H, dquivalent sind.
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BEWEIS. Es sei «# € H, und # = &y -+ xy,, x€ M, 2y € N,. Dann ist

1= O (| 2ae ||+ || 2 |[m) = Cho (1] @t |7+ || 23 [72) = Cus || @ [, -
Entsprechend wird die Umkehrung bewiesen.

SATZ 7. Es sei entweder k=0 oder 0 <k <<m, k= 0(2) und (k,m) =1

(d. h., dass k und m als teilerfremd wvorausgesetzt werden). Ist A der Diffe-
_t,r
rentialoperator (26), so ist D (A2+2m yp=0,1,...,m —1,1=0,1,2,.., die

Vervollstindigung von @ (A®) in der Norm des Rawmes H;';'_I_";c"i
m

BEWEIS. 1. Schrittt. Nach Satz 6 ist es ausreichend, 1 <p<m —1
zu betrachten. Ferner folgt aus diesem Satz und den Sitzen der Interpo-

lationstheorie fiir u € 07 (a, b)

[l Hi = Oy o

-3 - g im
(DA?), DA * )y, @y B e,

Satz 4 zeigt, dass
[ o
Hi" H ((zl-f-lhll));f)e, 2 = HiaS5 k 146) —am (1—0)
ist. Setzt man 6 = %, go ist kO = k% entweder 0 oder nicht ganzzahlig.

In beiden Fillen folgt wiederum aus Satz 4

o o o

Hlm H(l+1)m — Hml+p .

(H 1, (l+1)k)1%'2 kl+p%
Somit ist

b
kitp —
28) [l oy = O [ | g
@(22 2m) 4

2. Schritt. Es sei I = 1 und wiederum 1 =<p =m — 1. Es sei u €D (;1°°).
Dann ist

(73
qm —k

PBu =

€ 0> [a, b].

Aus Satz 6 erhdlt man unter Verwendung von Lemma 1 aus [7] und unter
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Beriicksichtigung von k¥ =0(2) und 1 =1

b b—38
(29) flu]* & oo / q* | (@™=* Bu)n) |2 dx 4 ] | Bu [? de
D) & s
b b—s
qukl+2 (m=8) | (QBu)m) |2 dgp +fx Bu |* de,
a a+4
b b—3
(30) ” w ”2 1 OO qu(H-l)-I-Z(m—k) | (C}au)((l-l'-l)m) |2 dx + f l %M |2 dx
(D(Z 2) a a+td
b b—8
N_/ (g8 4= | (g™ (Wu)Im)om |2 4 gk (=2) | gm (QBu)¥™ [2) da +f| Bu |? de,
a a+s
4 > 0 ist hierbei geeignet gewiihlt.
Somit ist.
(31) | B ||, im 1) m = Oy u|| 1 41
(H B ) s adl
+2 (m—k)? L (A4+1) k+2 (m—Fk) )0, 2 @G, DI o
=Oyllull 140 .
D ?)
Es gilt nun
b
@2) ol e f =D | o) 2 dn, 0 € By oty O §Poms:
k42 (m—F)
a

Um diese Aquivalenz zu beweisen, hat man zu zeigen, dass

b b
fI v |2 dz = Osoqu(l—2)+2m| p(im) 12 dx, vE H;lky_?_z(m_k) (5) g@lm—-l%y
a

a

gilt. Nach Lemma 5 und Satz 2 aus [7] ist die Einbettung von ka”.'m (m—Fk)
in .2, [a,b] kompakt. Gibe es keine Konstante (5, mit der obigen Eigenschaft,
go wiirde man nach dem gleichen Verfahren wie beim Beweis von Lemma

5 aus (7] zu einer Funktion » kommen mit || v, = 1,0 € B, . O }Pu—}
]
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und o™ () = 0. Das ist ein Widerspruch. Nach dem gleichen Prinzip
kommt man zu einer dquivalenten Normierung im Raum

11 ! ~
H((z-?-_l))k'iz m—k) N (Higt 2 (metty S (Prm—1})-

Unter Verwendung der Formel (30), wobei man Bwu im zweiten Teil der
Aquivalenz durch v zu ersetzen hat, erhilt man

b
|0 11 ¢rnm o f 1gR =D | (gm vltml)m) [2 - gk (1=D) | yltm) gm 24 da,
(14-1) k+-2 (m—4)
a

(33)
v € HET e aimen) 0 itz ety O }Prm—r}).

Die Formeln (32) und (33) zeigen nun, dass der Operator Cv = g™ v(") eine
eineindeutige Abbildung von H;lk'f‘m i) O3 Pim—r} in Hgy_z und von
H(ﬁ'll))k”_f_z(m_k) n(H;lk'f,'_2 m—k) O 1 Pim—1}) in Hyz—;) vermittelt, wobei man noch
Formel (3) aus [7] verwendet hat. Bezeichnet man mit B (C) den Wertevor-
rat des Operators C, so ist

C5 (a,b) € R (0) € Hygy -

Somit sind die Bilder von C gleich Hyi—p und Hy(_;. Nach Satz 4 ist
0 o m ° mb
(Hy—2) y Hr(1—1))0,2 = Hr 1=2) - k6, k 1—2) + k9—2m0 +

Insbesondere ist fiir 0 = _:I nach Satz 4 auf Grund der Voraussetzungen

(34) (Hl?(l——2) 9 Hﬁl—l)) = H? k

p
= E(l—2)4—p-
) 2 (t—2) r

Nach Lemma 6 ist nun fiir v € C*[a, b] © }Pyu—1}, Wobei ) in der Norm des
Raumes Hi\zm—z zu verstehen ist,

o || Oul? o

v ||2 l g+ .
k(l—z)'i'mp

ERY oty BT k-2 (m—tk) g, 2

(35)

k
oo f @ | (@ oD 2 [ ) de oo

a
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b

k
k(I—2) + —p+2
o [ it oy do oo [0yt
: f"i_l:f (m—k)+p P

Lemma 7 zeigt nun, dass diese Formel auch fiir v€ C* [a, b] und damit auch

fiir v € H™? » giiltig ist. Kehrt man jetzt zur Formel (32) zuriick,
k42 (m—k) +p s

so erhidlt man durch nochmalige Anwendung von Lemma 1 aus [7] fiir
=2
m —_—
(36) lwllgmir = OCaaflwll 2 » ,  w€ED(A™)
lk+p’7 (D(ZZ 2m)

Zusammen mit der Ungleichung (28) und unter nochmaliger Verwendung
von Lemma 7 erhilt man schliesslich die Aussage des Satzes fiir I = 1.

3. Schritt. Es sei | =0 und wiederum 1 = p =m — 1. Unter Verwen-
dung von Lemma 1 aus [7] erhélt man fiir v€ D (4)

b
k_,i.
I a0l + 101, [ @ (402 P+ [0 dw oo

nt

b
| a2 2 : 2 y
o [ (g [ ot 2 4 [0 dw oo || v ||z 2mir o[l v 5, F o]l -
a 2+ 0 D (4%™)
mn

2
Auf @D (A*)S) N (A) sind somit die Normen der Riume Hé und P (4*™)

m
dquivalent. Lemma 7 zeigt dann die Richtigkeit des Satzes auch in diesem
Fall.

SATz 8. Ist entweder k=0 und =0 oder 0 < k<m, k=0 (2),
(b, m) =1, 2 = 0 und (4m — 2k) » nicht gleich einer ungeraden ganzen Zahl,
80 ist D (A) die Vervollstindigung von D (A>®) in der Norm des Raumes H;,:;‘" .

BEWEIS 1. Schrz’tt. Man kann sich wieder auf den Fall & > 0 besch-
rinken. Aus u € (4*) folgt u(? (a) = w(d) (b) = 0 fiir j =10....,m — k — 1.
Ist p=20,..,m — k4 1, 8o gehért nach Lemma 4 aus [7] v zu H},’i. Dazu

1

m
hat man lediglich m —k— 1 =p — K%z’f + 1) ?] — 1 nachzupriifen. Fiir 0 <
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— &k ist dies sofort zu sehen. Fiir p=m —k -+ 1 folgt es aus

fIA

p=m

37) 1’7‘ 1+ (m — &) (k — 1),

.

p

Nach Satz 7 ist somit Hp = D ( ™). Aus Satz 4 erhilt man nun

m

op
(38) DA™= BZ,CD(Azm))e =, B )0,2 —Hepk 0% sy

2. Schritt. Es sei jetzt entweder ! =1 und 1 < p < m oder I =0 und
m=p>m—Fk-4 1. Fir u€ 0; (a,b) ist nach Satz 7 fiir 0 <0 <1

-1, 6 = Cs ” u “ 0 Im+4p—1 ° lm+p )
o T o k k
Ut (p=1) o R 02

Jull
i 2m 2m)

D(4?
1
Setzt man » = o™ (Im + p — 1+ 0), so folgt aus Satz 4

= .
* Cs || w ”szkl”‘

39) 1l ey = ol e,

Andererseits ist

(40) “ u ”(Hlm-l—l"—l Hlm+p ) = o ” w ”(Z) (A !
-+ (p—l)— k+p

Wie die Formel (37) zeigt, ist stets kI -+ %k> 1. Daraus folgt nach Lem

ma 1 aus [7]

b
“ u ”Hlm+p c\)/ kl+p qu(ml+p—-1))/ |2 _|_ q -H'm' wm—+p—1) 12 _|_ I“ |2

k+— pood P
Beschriinkt man sich auf Funktionen aus C*[a, b](Z)}Puutp—2}, Wobei (&) in
der Norm des Raumes H;l:rp (1 y 2 verstehen ist, so sieht man wie friiher,

LA

dass man in der letzten Aquivalenz den Anteil f | w|? dw weglassen darf.
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Eine entsprechende Aussage gilt fiir die Norm des Raumes Hllk'”:i_(l "
L
m

Daraus folgt aber unter Verwendung von Lemma 1 aus [7] und Lemma 6
fiir w € 0% [a, b] ©) }Pim4p—2{ Dach dem gleichen Verfahren wie friiher fiir
Ou = quim+r—1) .

(41) 1K ”(Hlm-HD—l Ep ) ) O [| Ou ”(HO 1

’

)o, 2*
Wt (p—1 s tp Mt (p-Dm—3  Hip =2

Nach Satz 4 und Lemma 7 aus [6] gilt nun

o
Hklﬂ% +2)6,2

(H} =

Mt (p—1)% —2

° °
6 [

=H & ok k o =H k ok -

kl+ (P—l); =24 - Bl (p—1)— —2+ — —26 kit (p—D— —2+—'rr—r,

Dieses Resultat wird in die Aquivalenz (41) eingsetzt. Nach Lemma 7
gilt die so erhaltene Aussage fiir beliebige Elemente wu(x) aus C>[a,b].
Die Ungleichung (40) und die Definition von x fiihren dann zu

< -
(42) [ w ”H;’}Cmn% = Oy || w ”(D @

Die Formeln (38), (39) und (42) und nochmalige Anwendung von
Lemma 7 zeigen dann die Richtigkeit des Satzes.

5. Definitionsgebiete gebrochener Potenzen allgemeiner Legendrescher
Differentialoperatoren. Der Fall k= m = 1.

Im Abschnitt 4 wurde in den Sétzen 7 und 8 k¥ = 0 (2) vorausgesetz.
Dadurch wurde es mdoglich, Lemma 1 aus [7] ohne Einschrinken anzuwerden.
Im Falle = 1(2) muss man neue ﬁberlegungen werwenden. In diesem
Abschnitt soll der Fall k = m = 1 behandelt werden. Es zeigt sich, dass
man zu abschliessenden Resultaten gelangen kann. Insbesondere erhélt
man fir den iiblichen Legendreschen Differentialoperator mit ¢q () = (b — )
(x — a) eine explizite Bestimmung der Definitionsgebiete D (4%). q (x) habe
die gleiche Bedeutung wie friiher. In der Formel (26) wird k¥ =m =1 ge-
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setzt, d. h., es wird der Differentialoperator

(43) Au = — (qu’), D (4) = (*[a, b],

betrachtet.

Zur Abkiirzung wird 25" = £, [a, b] O P} gesetzt, wobei wie friiher
{Pr—1{ die Gesamtheit der Polynome ist, deren Grad hochstens gleich
k—1ist,k=0,1,..,2°%=.0,.

LEMMA 8. m set etne natiirliche Zahl.

(d) Im Raum Hiwn £, k=0,...,2m, ist
b
” u ”2 om N[l (qm u(k))(2m—k) I 2 dx.
Hyyp,
a
(b) Im Raum H,r o L™ ist
b
2
U= o | g™ | u™ |2 da.
) o [ |
a

BEWEIS. Zum Beweis der Behauptung (a) ist es nach Lemma 2 aus
[7] ausreichend, die Existenz einer positiven Konstanten (, nachzuweisen,
so dass

b
(44) /l (g™ u®))em=H) 2 dg = C,, [ | w[? day € ng,,'f n 2(") )
a

22

gilt. Das geschieht nach dem gleichen Verfahren wie frither. Die Einbettung
von H.™ in L, ist nach Satz 2 aus [7] und Lemma 5 aus [7] kompakt.
Wenn keine positive Konstante Cy, existieren wiirde, so dass (44) gilt, so
wiirde man wie friiher eine Funktion u () aus Ham n.25" mit || u|| g,=1
und

q" u®) = Py

k
finden. P_; = 0. Ist P,—x—1 5= 0, so folgt, dass ¢ ul® entweder bei a oder

1
bei b ein Lokalverhalten wie «* an der Stelle Null mit %« < m — i —_——
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k 1 *
—m 4 =~ 73 zeigt. Somit gehort g2 u®) nicht zu .2, [a, b]. Das ist aber

k
ein Widerspruch, da man aus der Formel (3) von [7] schliesst, dass ¢2 u®)
zu 2, gehort. Algo ist u®) () =0 und somit u ()= Py—; (). Da u im
Raum H.% 020 liegt, muss u ()= 0 sein. Das ist ein Widerspruch. Der
Beweis der Aussage (b) geschieht nach dem gleichen Verfahren, wie der
Beweis des Teils (a) im Fall & = 2m.

LEMMA 9. Bei geeigneter Normierung vermittelt Pu = qu’’ eine unitire
o
Abbildung von HYn 2P auf L, [a, b] und von HinL? auf HE.

BEWEIS. Nach Lemma 8 kann man H: n .2 durch

b 1

2
o ([e1wpas) =y,

a

und H;n L durch

1

b % b =
(46) ( f| (¢® u")" |2 dx) — (]\ (q “Bu)" 2 dw)

normieren. Aus der Formel (45) folgt, dass 3w den Raum H; n.2 isome-
trisch auf einen Tailraum von .2,[a,b] abbildet. Andererseits sieht man
sofort, dass qu” = f(x)€ 07 (a,b) zu einer Losung w aus Hf fithrt. Da
Cy (a, b) dicht in L, [a, b] liegt, ergibt sich die erste Behauptung des Lem-
mas. Nach Lemma 8 ist die rechte Seite der Formel (46) gleich || Bu ||H§,
wobei ||-|| eine mogliche Normierung des Raumes Hj ist. Bezeichnet man
mit R (98) den Wertevorrat des Operators 93 als Abbildung von H{ n.2¥ in
H; betrachtet, so ist :

C (@, b R (V) c HE.

Hierbei wurde Lemma 4 aus [7] verwendet. Daraus folgt die Behaup-
tung des zweites Teils des Lemmas.

Ein wesentlicher Unterschied gegeniiber des Betrachtungen im voran-
gegangenes Anschnitt zeigt sich bei der Untersuchung der Abbildungsei-

m

genschaften des Operators g2 u™,m=1,2, ...
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Hierzu wird der Raum H; _, benotigt. H _, ist die Gesamtheit der
Distributiones aus <)’ a, b), fiir welche

b 1
(47) (/(q]u’|2—|—%|u|2)dw)2<oo

a

ist, Formel (1). Nach Satz 1 ist Os° (a, b) dicht in Hy _,. Es ist zweckmiis-
sig, eine zu (47) dquivalente Norm anzugeben. Durch partielle Integration
erhiilt man fiir w € 07 (a, b)

b b
1
(48) /|(q’ u)’ |2—|—|u|2)dwc\3/(q|u’ [> 4+ %[ulz)dw=||u||;1{_l.

m
LEMMA 10. Bei geeigneter Normierung vermittelt Cu=q2 u™,m =1, 2, ...,

eine unitiire Abbildung von Hown25™ auf £, [a,b] und von Haitln ém)
auf Hll, -1

BEWEIS. Lemma 8 (b) zeigt, dass Cu eine isometrische Abbildung von

Hy o 5" in L, [a, b] leistet. Da der Wertevorrat von C die Menge O, (a, b)
umfasst, folgt daraus der erste Teil des Lemmas. Fiir u € O [a, b] ergibt
sich nach Formel (48) durch partielle Integration

m-+1

b
I Gulfit o [11"F w0y Bt g o s
a

(49)
b

2
N[(qm+1 | wimty 2 — m ;‘ 1 (g ') | um |2 _I_(m ‘i" 1) g1 2 | ulm 2
a
+gm | um |2) da.
Nach Formel (3) aus [7] ist

b b ?—6
fqm—l q12 I w(m) |2 dx é _;7% (1 _|_ e)fqm—l—l | w(m=+1) l2 dw-l— 058] | um) l2 d.’l},
a a+4d

a
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wobei ¢ beliebig klein gewihlt werden darf, ¢ >> 0. Beriicksichtigt man, dass

1\ 4
(m + 1) (% — %) o < 1 ist, 8o folgt aus der Formel (49)

b
|| Cu |[2511 o j (gL [ utn ) 2 - gm | ulm) [2) da.
a

Man beweist jetzt nach dem gleichen Verfahren wie friiher, dass die
Norm auf der rechten Seite der letzten Formel dquivalent zu || u Ilzﬂm-_l-H ist,
m—+1

sofern man sich auf H,:ﬁ_'llnﬁg(m) beschriinkt. Somit vermittelt O bei gee-
igneter Normierung eine isometrische Abbildung von Hafy n Q™ in H} _,.
Da andererseits der Wertevorrat von C die Menge O; (a, b)) umfasst und

07 (a, b) dicht in H{ _, liegt, wie oben bemerkt wurde, folgt daraus der
zweite Teil des Lemmas.

LeEMMA 11. In einem Intervall (¢, d) sei 0 < p, (x) = p, (x), p, () € C=[c, d],
P, () € C= [c, d] - p, (®) soll an der Stelle ¢ eine Nullstelle erster Ordnung
haben. Dann gibt es eine Konstante C, so dass

(50) 17 W]t + ([ Lo, < O D2 Wl ||yt + [ )

gilt, W/ = Wi (e, d), x = 1, u € = [e, d].

BEWEIs, Fiir ganzzahliges » sieht man sofort die Richtigkeit der I'or.
mel (50). Durch die Voraussetzungen an p, (x) iiberzeugt man sich davon,
dass im Falle nicht ganzzahliger x - Werte Formel (50) richtig ist, wenn man
Wgw durch 2, oder durch WY, ersetzt. Hierbei hat man nach partieller In-
tegration eine sinngemiisse Abwandlung der Formel (3) aus [7] zu verwen-
den. Dann ergibt sich das Lemma fiir gebrochene x - Werte durch Interpo-
lation.

LEMMA 12. Die Menge C* [a,]] ist dicht in Raum H, »=1.

BEWwEIs. Ist x ganzzahlig, so folgt Lemma 12 aus Lemma 6 der Arbeit
[7]. Man kann sich somit auf gebrochene x beschrinken. Da » > 1 gilt, ist
die Einbettung von H) in H[ stetig. Weil die Einbettung von H!”in £,
kompakt ist, ist somit auch die Einbettung von H; in £, kompakt. Nach
dem gleichen Verfahren wie friiher zeigt man nun, dass auf H, (2 }Ppj—1t
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die Norm des Raumes H, durch

Prox ad B
q? (@) wl (@) — ¢ (y) WD (y)
/ | [ — y |+ i ay + | ¢ (#) | u® (@) [* do
a

a o

»

ersetzbar ist. Dabei ist » = [x] 4+ }»!. Somit leistet ¢? u(l*) eine eineindeu-
tige Abbildung von H. O {Pu—,} auf Wi*. Da C=[a,b] dicht in W;* ist,
liegen somit diejenigen Funktionen u (x) aus € (a, b), fiir welche || u || ;. < co

gilt, dicht in H, . Man kann jede solche Funktion in der Form wu ()=
= u, (#) -+ up () schreiben, wobei u, (#) = u (#) fiir « € (a,a + J) ist und
%, () = 0 fiir « €(b — &, b) gilt, entsprechend fiir wu, (¥). Man kann sich
somit auf die Approximation von Funktionen u () mit den obigen Eigen
schaften und u (x) = 0 fiir # € (b — 6, b) beschrinken. u (x -+ 7) € 0°[a, b]
fiir 0 < 9 < 6. Das Lemma ist bewiesen, wenn man || u () — u (x + %) || z.—> 0

fiir # — 0 zeigen kann. Wihlt man ein festes ¢ > 0, so kann man die in
der Norm || u (x) — u (@ 4 #) HZBu auftretende Integration iiber [a, b] X [a, D]

durch Integrationem iiber [a -} & b — &] X< [@ 4 &, b — €], [a + 2¢,b — 2¢] <
X [a, a + ¢, [@ + 2&, b — 2¢] X [b — & b], [a,a + & X< [a+ 2¢ b — 2¢],
[b— ¢ b] X [a-+ 2¢b— 2¢], [a,a § 2¢] < [a, a | 2¢], [a, & | 2¢] < [b — 2¢, D],
[b — 2¢, b] X |@, @ + 2¢] mit dem gleichen Integranden nach oben abschiit-
zen. Bin Integral iiber [b — 2¢, b] < [b — 2¢, b] tritt nicht auf. Man sieht
leicht, dass bei festgehaltenem & die Integrale iiber die ersten 5 und iiber
die letzen zwei Integrationsgebiete fiir  — 0 gegen Null gehen. Das Inte-
gral iiber das Integrationsgebiet [a, @ 4 2¢] < [a, a | 2¢] schitzt man durch

e ) i T () ulD () 2
Os f f — |J£w)_—y|ql+z(&) v OF 4 ay 4
i a
e S ) 3 () D 2
+ 0, |4* (@) u) @ -||;n_)_—y ﬁwﬁ/;) il el )1 i P
P

ab. Im dem zweiten Integral ersetzt man x -} 5 durch 2 und y -} 5 durch
y. Es wird 0 < n < & gewihlt und ¢ so bestimmt, dass ¢ (x) im Intervall
[a, a + 3¢] monoton wichst. Dann kann man nach Lemma 11 das letzte

3. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Integral gleichmiissig in % durch

a3 a+3£| * ) 2 (1] |2
g2 (@) ul) (@) — q2 (y) ulD (y)
(@ — y o dady
a a

abschitzen. Das Lemma folgt jetzt aus ¢ — 0.
SATZ 9. Ist
Au = — (qu’), D (A) = C[a, b],
wobet g (x) die gleiche Bedeutung wie friiher hat, so ist fiir

1

x>%@(z»¢) = HZX und fir 0 < x_s_‘—2—fb(2~)=£z;;

l
BEWEIS. Nach Satz 6 ist Q(A42)=H/, 1=0,1,2,... Nach Lemma
6 und Lemma 10 gilt fiir =1 und u (x) € H' 0.0

l
o [ g¥ ut],

l 7]
full, Ly ooful

D4 ) ", ”zlﬁf) o2 Ly, HY _Dg o )

Nach Satz 4 ist nun

(L,, H _))o.o = Hyg o= Hg.

2]
t3

o~

Somit ist auf @ (4 ) n L3P

l ]
” w ”(D(Z?_'_?) oo ” U “le_tee .

1,6

Lemma 7 zeigh nun, dass diese Aquivalenz auf @(Z?-F?) gilt. Fir 1 =1

und 0 <6 <1 folgt nun der Satz aus Lemma 12. Es fehlt noch die Be-
— 1 1

stimmung der Ridume D (47) mit 0 <9y < 5 Fir 5y = 5 folgt aus Satz 2

1 o
der Arbeit [7) D(4 ?)= H, = H;. Ist B der Operator aus dem Lemma 9,

8o leistet (1_1 + E)-!' B bei geeigneter Normierung eine unitéire Abbildung
von H; n 2(” auf Hy und von an,@z(z) auf einen Teilraum ﬁf von H;.
Es ist Hf c Hé c H{. Nach dem schon bewiesenen Teil des Satzes ist
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(Hf, H44)0,2=H22_|_+2290. Ferner folgt aus Satz 4

o ° 92420 9 2420
(Hj , Hi)p,»= Haiw, —2—90 = Hz-i-*-ze

1 ~ ~
fiir 0 < 6 < . Somit fiihrt die Interpolation (HY, Hf)p y = Hjis5 zu einem
1
Teilram von H22++2%9, 0oL 5 und damit zu einem Teilraum von

DA+ .(4 + B )1?22_,"_'225 ist somit ein Teilraum von @ (A4°). Andererseits
folgt aus den vorangegangenen Betrachtungen und aus Satz 4

— ~ o
(A4 B)H = Hy.

1
Da Cg”(a,b) dicht in Q (A 2) ist, liegt Cy° (a,b) auch dicht in D (4% mit

1
0oL % . Daraus folgt nun aber der Satz im Falle 0 < 6 < -

BEMERKUNG. Der Satz 9 zeigt, dass
(51) (Ha HYo,, = Hisote, p=1, =x=1,

gilt. Daraus folgt, dass die Rdme H, und H, wesentlich verschedene

Interpolationseigenschaften besitzen. Die Interpolation der Riume H, un-
tereinander wurde im Satz 4 beschrieben. Man vergleiche hierzu auch die
Formeln (24) und (25).
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