ANNALI DELLA
SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PIsA
Classe di Scienze

GIANCARLO PoccI
Trasformazioni termomeccaniche dei continui bidimensionali

Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 3¢ série, tome 23,
n° 1 (1969), p. 205-222

<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1969_3 23 1_205 0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1969, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1969_3_23_1_205_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

TRASFORMAZIONI TERMOMECCANICHE
DEI CONTINUI BIDIMENSIONALI

GIANCARLO Pooor

Introduzione.

Ci proponiamo con questo lavoro di iniziare lo studio per via deduttiva
dei sistemi continui sottili, che possono essere schematizzati come continui
bidimensionali dotati di opportune proprieta.

Nella prima parte ricaviamo le equazioni generali della meccanica e
della termodinamica di tali continui, equazioni che risultano formalmente
identiche a quelle di un continuo polare tridimensionale ().

In una seconda parte sviluppiamo una prima applicazione, applicando le
equazioni trovate ad un caso noto, e forse il pin semplice; una lamella
liquida soggetta ai fenomeni di tensione superficiale.

1. Premesse.

1. Poiché faremo uso della terminologia e delle notazioni accennate ad
esempio in [1] ed applicate pid sistematicamente in [2], inseriamo qui per
comodita del lettore alcuni richiami essenziali.

I tensori A che considereremo sono individuati da espressioni del tipo

A=Ztpm -2, QDR Cn ...

dove a,, b;, ¢, sono vettori appartenenti a spazi vettoriali propriamente
euclidei a n dimensioni.

Pervenuto alla Redazione il 27 Luglio 1968.
Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei Gruppi di ricerca Matematici del C.N.R.

per 'anno accademico 1967-68 presso I'Istituto Matematico della Facoltd di Scienze della
Universita di Pisa.

(!) Vedere anche [7].
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Indicheremo con A-B il prodotto scalare fra i due tensori A e B in-
tendendo che questa ® una operazione distributiva e che se A=2a,Qa,& ...

wQan e B=bQb,R..Qb, &:
A-B — (am'bl) ﬁ1®...®am_1®b2®... ®bn

essendo a,,-b, il prodotto scalare fra i due vettori considerati.

Si osservi che il prodotto scalare fra tensori di ordine non inferiore al
secondo & associativo e che questa operazione ammette un elemento unita,
che & ovviamente un tensore del secondo ordine, e che indicheremo con I.
Per costruirlo prendiamo una base di riferimento, cioé » vettori linearmente
indipendenti g;, e consideriamo i vettori reciproci g”, che sono definiti in
modo che g; -8 =J;.

Se poniamo g¢;=g; -g; e ¢g?=g' - g/, sappiamo che le due matrici g; e
¢Y sono l'una Dlinversa dellaltra e che & g;=g¢;;g/, g = ¢¥g;. Abbiamo:

I=2Q8=2Q8=08QR8=0"28:.Q¢g;

ed I risulta un tensore simmetrico (?).

L’utilitd della notazione adottata risulta dal fatto che le componenti,

di un certo tipo, del tensore A (ad esempio del terzo ordine) nella base g,
sono i numeri:

Al =[(4-g)-g] &

Infatti moltiplicando tensorialmente prima per g; e sommando, poi per g;e
sommando, e cosl via abbiamo :

A= A%e R Qe

Risulta anche A%, = g,-[& - (g'- A)] e per un tensore del secondo ordine &
(ad esempio) Ty =1+ T - Em .

Si noti che lordinaria regola di contrazione sugli indici segue allora
dall’osservare che :

A-B=A-I-B=(A-2)Q(E"B) =....

(%) L’operazione di trasposizione AT @i 4 va intesa come una operazione distributiva
cosl definita :

a® HI=1Qa a,b vettori qualunque
AQ®8T=8BTQ 4T 4, B tensori qualunque
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Dati ancora due tensori A ¢ B (di ordine non inferiore al secondo la
tr {A-B}, traccia di A-B, & una operazione che gode della proprietd distri-
butiva e che per due tensori A e B del tipo pit semplice gia considerato
& cosi definita :

r{A-Bl=tr(a, @2, Q.. Qan) b, @b, Q.. QY b,) =
= (Am - D1) (Am—1-b2) (2, ® ay ® ® A2 ® b; ® ® by).

Le considerazioni precedenti sono valide in generale.

Noi opereremo perd in uno Spazio a tre dimensioni (in J; brevemente)
ed in questo considereremo anche l'operazione A A B come una operazione
distributiva e che per tensori semplici & cosi definita :

3, R2,Q .. QanAd,Q .. b, =
=4,R ... R @ @ Ab) R Q... @b,
Sempre in JJ; ricordiamo che, fissata la base g, e considerati i prodotti
misti,

V=[g17g27g3]=g1/\g2'g3 e V’=[g17g2’g3]

©:
1 __BaA8s L. giag?
/g - V sgi‘"‘ V/
o __ 83AEy giag!
(1'1) - Vv Ig,‘,’, vV’
3_ 8178, _giAgz
g - V \gs—' V/

2. Nello spazio euclideo a tre dimensioni sia ora stabilito un generico
riferimento curvilineo P = P (x!, % #%). Al punto P venga associato il rife-
. - . opP .
rimento naturale [1] di vettori base g, = e (3), in modo che un campo
tensoriale 7 (x1, «%, #3), definito in un certo dominio dello spazio euclideo
potrd essere individuato dalle componenti di 7 (P) rispetto al riferimento

naturale. A questo punto riportiamo le seguenti relazioni, che coinvolgono

(3) Per comoditd ai fini del nostro lavoro converremo d’ora in poi che gli indici
greci vanno da 1 a 3 e quelli latini da 1 a 2,
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i simboli di Christoffel, e di cui faremo frequente uso:

08a

B w8 83
(1.2)

og® «

aiﬂ =—1je
(1.3) Igs=I's;

6 log Vg

(1.4) i-a—i,,}/—g =T {9 =19as))

T . .
Per il campo tensoriale T'(P) il tensore gﬁ—@g“, gradiente di T, sara

indicato con P T, e le sue componenti sono le derivate covarianti delle

T
componenti di 7. Se T (P) & uno scalare porremo V 1'::%0—(1l g%, mentre

per un vettore v = v° g, risulta:

av ov?
Vv= oux® ®ga= (630“ g + v’ ij;g,;)@g“.

Si noti che g* @ ;% e il trasposto di V' v.

L’operazione div 7 = g?-ga ci da invece l’ente ottenuto per contra-

zione nei due ultimi indici di ¥ I. Vale, sotto le opportune condizioni di
regolarita, il teorema di Gauss-Green:

(1.5) ff/dideV:/fT-n as
v P

dove n & la normale esterna alla superficie 2 frontiera della regione V.

3. Sia ora £ una superficie sufficientemente regolare di rappresentazione
parametrica Pg = Pg (¢!, #%). Riferiamo i punti di un dominio dello spazio
che comprende {2 al sistema di coordinate definito dalla

(1.6) P (at x? a%) = Pg («! %) -+ n a8,

essendo n la normale alla superficie [3].
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D’ora in poi useremo sempre questo riferimento in modo che per i vet-
tori base su £ risulta :

930 = Juz = 0
O35 = 1.
Posto 82 =g, | dove 8 = [8,, &,, n] & area con segno del parallelo-

grammo formato con i vettori g, e &, abbiamo, su £2:

AN 2AN
glngS g1=gS/
., _NAg, nag! 887 = 1.
g = S g2= S’

Osserviamo che gli indici latini si trasformano, cambiando «! e #?, come
indiei tensoriali in uno spazio bidimenzionale e che l'unitd si puod scrivere
I=g, Qe =g@¢g + n@®@n, mentre il tensore 4 =g, R g'=g'@ g ¢,
in un punto di £, Punita per i tensori di superficie, cio& nello spazio bidi-
menzionale ottenuto dalla combinazione lineare di prodotti tensoriali fra
igr,g.

I simboli di Christoffel su £ si ottengono calcolandoli con le (1.6) in
3 e ponendo poi #® = 0 [3]. Si trova ad esempio:

1

/Frls=?gl'gr,s

Fsla=gl-g3,s=8l-“.s

(1.7) Fiﬂ:gs'gm,nzn'gmm
Fi=TIh=1TI3=0
1 aVg
le___._‘/g_ g:'gnl,

“T Vg o’

Se su {2 & definito un campo tensoriale, tridimensionale, T (Pg) le due quantita
oT . . aT
—_—— T=22.gl(4
vr PP Qg e div oo gt

(4) div T & sempre la contrazione rispetto ai due ultimi indici di /7T le cui componenti
sono le derivate covarianti superficiali delle componenti di 7.

14
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sono formalmente invarianti rispetto ad un cambiamento delle «!. Si osservi
che in base alle (1.7) & le3= div n.

Sempre in ipotesi di sufficiente regolaritd consideriamo una parte X di
£ limitata dal contorno chiuso y, e sia n la normale esterna (rispetto a X)
a y in ogni suo punto, cioé il vettore tangente ad (2 e normale a y.

Con questa posizione vale il teorema :

(1.8) ffdiv TdY = 96 T-n, dy 4- [[T-nl’lg as =
2 4 )

=¢T-n,dy —}—f/T-n divnd> (%)
7 =

Essendo, com’¢ noto :

1] . .
Oy = — I3 = — divn, ¢, = curvatura media,

la (1.8) puo scriversi:

ﬁdiv Td2‘=95T-n,,dy—ffT-n em d3.
= L4 =

Terminiamo questa prima parte introducendo il tensore curvatura nella forma
seguente C = I3, g™ ® g" = — Vn. Per gli scopi del presente lavoro & suf-
ficiente notare che gli autovalori di C sono le curvature prineipali (cio® la
massima e la minima) in ogni punto di £,

2. Le equazioni di moto.

1. Le considerazioni precedenti stanno a fondamento degli sviluppi di
teorie meccaniche nelle quali & possibile schematizzare un continuo materiale
come una superficie, intesa eventualmente come supporto di un certo numero
di enti tensoriali. Indichiamo in questo paragrafo proprieta di carattere mec-
canico di tali continui, specificando naturalmente alcune precise ipotesi. Le
prime due ipotesi che accettiamo sono :

(°) Una dimostrazione elementare della (1.8) si pud ottenere definendo nella regione
dei punti P= P, (x'2? + n2® con |2®| <4 il campo 7'(P) con T’ (x!a?ad)= T, (z'2?),
applicando poi a questo campo la (1.5) e passando al limite per & — 0.
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a) La massa m di una qualunque porzione X di Q ¢é valutabile come
totale di una densitd superficiale o :

m(Z):[[QdZ.
p>

b) Istituito su 2 un sistema di coordinate lagrangiane x* vale equazione
di continuita :

(2.1) o Vg?: cost..

Osserviamo che se v (P,t) & il campo delle velocitd dei punti di Q
d N
poiché, come si verifica facilmente, © %log Vg = div v si pud dare alla (2.1)

la forma classica

d
(2.2) dit’ + o divv=0.

Inoltre, se A (P,t) & un qualunque campo tensoriale su £, valgono anche
i teoremi del trasporto

(2.3) %fjAdZ:%ffAﬁdmi dm2=ff(d_d‘%Vg"+AﬂgT;)dxid.wz=
Py D D
aA .
=ff(W+Adlvv)dZ
P
d dA
(2.4) mf[gAd2=foWdZ.
Py P

In riguardo alle proprietd dinamiche facciamo le seguenti ipotesi :
c) Se y & il contorno di 2 le azioni di contatto della parte esterna a
y sull’interno sono completamente rappresentate, al generico istante t, da due
vettori < (P, n,), sforzo risultante specifico (per unitda di lunghezza), ¢ m (P, n,),
coppia risultante specifica.
d) Le aziont esterne sono rappresentate da due campi vettoriali f e ¢,
forze e coppie esterne per unita di superficie.
In base alle ipotesi fatte possiamo scrivere che

Lffdé‘—i—?s-.dy:fzfgadz‘.
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Ragionando in modo analogo al caso tridimensionale, si vede che una
prima conseguenza di questa relazione & la ben nota possibilitd di rappresen-
tare t (P, n,) nel seguente modo; < (P,n,) = T (P)-n,, dove per il tensore di
stress T (P), anzi T (P, t), vale la definizione usuale che riportiamo nella
seguente forma [2]: presi su £ due versori n; ortogonali fra loro (e tangenti
alla superficie), si considerano gli sforzi relativi T; e si pone T =
= Tl ® n;.

Si vede immediatamente che T-n = 0 da cui segue che la (1.8) applicata
a T si riduce ad una espressione formalmente identica al classico teorema
di Gauss-Green. Da essa si deduce che

(2.5) oa = f + div T.

La seconda equazione cardinale ci dice che

(2.6) ffch‘+9§[(P—0)Ac+m]dy+ff(P—-0)Afd2_—_
> 14 Py
= ZfQ(P—O)AadZ

essendo 0 un punto fisso. Una prima conseguenza della (2.6) & la possibilita
di rappresentare anche il vettore m nella forma m (P,n,) = M-.n,, dove il
tensore dei momenti M (P,?) e definito in modo simile a 7. Risulta ancora
che M-n =0.

Per trasformare la (2.6) osserviamo adesso che (P — 0)at= (P — 0)A
A(T-n)=[(P — 0)AT]-n,. Essendo [(P — 0)A T]-n = 0, abbiamo:

95[(P—0)A T)-n, dy = fdiv[(P—O)A T)ds =
14 P

=f[(P—0)AdiV Taz + fg;/\ T.-gldz,
= b

[(P—0)AT]

avendo tenuto conto che div[(P — 0)A T] = 9 = 9(P—0) A

1
ot & ot
T .
A T'gl+ (P— O)Am'gl =glAT'gl + (P—O)AdIVT.
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La (2.6) tenuto conto della (2.5) da luogo ora alla seconda equazione
indefinita

2.7 c+divM +g AT gt =0.(%

Se ¢ + div M =0 dalle (2.7) si puo ricavare che T é un tensore di superficie
ed & simmetrico.

3. Considerazioni energetiche.

Premettiamo che se v(P) & un campo vettoriale (su &) e 7 (P) un
campo di tensori del secondo ordine é:

div(v-T)=v-div T + tr {TT.V v}.
Dalla (2.5) ricaviamo ora che

oa-v=Ff.v+v.divl=~Ffv+4 div(v-T)— tr {TT.V v}

1
e, tenuto conto che v-7-.n = 0, abbiamo che, posto ’C=f[7gv2 az, e&:
=

%% = PW 4 pt) — p(D)

(®) Le (2.5) e (2.7) valgono formalmente non solo in tre dimenzioni (dove 'indice va
da 1 a 3) e si ricade nel caso del continuo polare, ma anche in un continuo unidimensio-
nale P (x,t) operando gli opportuni cambiamenti, quali ad esempio:

P .
a) Un riferimento naturale & uno in cui un vettore & g=% e gli altri due sono
due versori normali fra loro e alla linea.

b) I tensori di stress e dei momenti in un punto sono definiti da T=1:®t, M=m®t
essendo t il versore tangente alla linea.

Posto divT = D—T.g’ (g’ = _g_) abbiamo ancora le
0% g’

ea=f+div7T, c+divM +gnaT.g'=0,

con f, ¢ azioni esterne per unitd di lunghezza,
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con,
PO — / f.yds
¥

J _P(V) = ¢ \ & T.ny d)l

P(T)=[[tr (7T V v} ds.
g

i

11 termine P (T) deve essere ora decomposto in due addendi: uno eci
da la potenza delle azioni interne a X, e l’altro delle azioni esterne sul
contorno y di 2.

In proposito va osservato che una tale decomposizione non &, come in

un continuo tridimensionale, univocamente determinata dalle circostanze
cinematiche.

Noi adotteremo il procedimento seguente :
Osserviamo anzitutto che :

/ftr (Tr. Vv}dz—//g‘ rr.9% dz_/f gl T7. dg‘dz

Sia K un tensore opportuno, per ora non completamente precisato,

d . .
tale che —6%’ = K-g e decomponiamolo in un tensore generico D ed in uno

antisimmetrico — £. Se ® & il vettore associato a £ dall’osservare che
2.8 =aA 0, segue che:

fftr(TT-Vv} az =/fg’-TT-D-g; az —f/g‘-TT-(g;A(o)dZ.
P b i

Ma :
—f/g‘-TT-(ngm)dZ=-—//(g'-TTAgz)-de=
2 .
=ff(gMT'g')“DdZ //0 wdz“"ﬁde 0dS =
=—ff de—f[dlv(a) M)dx 4+ /:[tq (Mr-Vo}dZE =
=_/fc.wd2—96w.M.n,dy —|—fftr{MT-Vw}dZ.
= Y P>
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Poniamo infine :

ac i
¥C _ pw L PO L Py __ PO
(2.8) a =T + +
con
’P(f) =/ff-vd2
P>
P = /:/ c-odX
b
(2.9)

PO = v-T+ o M- n,dy

4
PO = /fg’-TT-D-gl az +fftr (MT.V o) d53.
\ "2 b

I tensori K e £, che non sono completamente individuati dalle due

condizioni ‘;—%‘ = K-g;, devono soddisfare al requisito che P() e P rappre-

gsentino effettivamente la potenza delle coppie distribuite e degli sforzi sul
contorno y. Rimandiamo ad un lavoro successivo il problema della speci-
ficazione completa di K e £ npei casi di maggior interesse, e supponiamo
qui d’averne scelta la giusta determinazione in modo che i ragionamenti
termodinamici seguenti abbiano coerenza e validita fisica.

4. Considerazioni termodinamiche.

Per dare una formulazione analitica dei prinecipi della termodinamica
adatta ai nostri scopi introdurremo una energia interna dipendente dalla

massa E_—-ffge d% ed una dipendente dalla superficie E’ = /:/a’ az. In-
b5 b

trodurremo altresi un flusso di calore h (vettore di superficie)(?) e delle
sorgenti di calore per unitd di massa ¢ ed eventualmente per unitd di su-

(") L’introduzione nella seconda delle (2.10) di un vettore h(P,t) per calcolare
il flusso di calore attraverso una linea 8i giustifica applicando alla prima delle (2.10)

lo stesso tipo di considerazioni, sempre valide in casi simili, che abbiamo invocato per
introdurre i tensori 7 e M,
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perficie s (es. irraggiamento) e porremo che :

Lod( B+ E’
\ (t+dt+ ) =PO L P4 PO Q

% =—95h-“yd7 +//(ep+s)d2-
Y P

Sulla configurazione attuale avremo, tenuto conto dei risultati del pa-
ragrafo precedente,

(2.10)

‘Z‘i + ¢ div v =tr (TT-D} + tr M-V o} —

de
Qﬁ‘l‘
—divh 4+ pq +s.

Introducendo analogamente una entropia per unitd di massa x ed una per
unitd di superficie 5’ e le corrispondenti energie libere F =1z — 0y e
F’ = ¢’ — On’. Dalla relazione fondamentale di Clausius-Duhem

d h.n [ s
E/[(en-l—n’)dZZ—?S gl [ e
= p>

ricaviamo infine le:

dy | dy’ ’ q . (h\ | 0qg+s
(2.12) Q%—I——dT—I-n leV2d1V(9)-+— 8

d aF . ae
(2.13) Q_d.EtZ+ th +Cf’-leV+(Q17—{-—n’)ﬁ—tT{TT-D} —

— ity el + R 0

5. Applicazione alle lamine liquide.
1. Come prima applicazione dei ragionamenti precedenti consideriamo

un continuo costituito da wuna lamella liquida sottoposta ai fenomeni di
tensione superficiale, continuo che schematizziamo come bidimensionale.

(%) Essendo T.n == 0, abbiamo che gl. 17, D.g= g‘l. 77, D.g;+n. '.Don=tr [TT.D}.
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Per un tale continuo le esperienze mostrano che per spessori sufficientemente
piccoli i fenomeni di superficie sono preponderanti rispetto a quelli di massa.
Tradurremo questa informazione nella ipotesi che il nostro ideale continuo
bidimensionale soddisfi alla proprieta :

a) Le grandezze per unita di massa & n, F(%) ecc. sono nulle.

Non esiste inoltre per la lamella una configurazione con stress nullo
che possa servire da configurazione naturale di riferimento. Lo stress dipende
quindi solo dagli elementi che caratterizzano lo stato geometrico, cinema-
tico e termodinamico del sistema nella configurazione attuale. Siccome pen-
siamo al caso ideale di una lamella costituita da un liquido privo di attriti
interni, ammetteremo anche che:

b) Lo stress in un punto dipende, oltre che da costanti materiali, dalla
densita o (1°) e dagli elementi che caratterizzano lo stato geometrico e termo-
dinamico del sistema.

I’ultima proprieta :

c) M é sempre nullo e quindi (se anche ¢ = 0) T é un vettore di super-
ficie ed & simmetrico,

corrisponde ad immaginare che il nostro continuo sia costituito da un
liquido non polare.

Le equazioni fondamentali da tenere presenti sono allora :

ca=f-+|+divT

do .
= =0
i + odivy

(4.1) de’
71?+s’divv=tr{1’-l7v}—divh+s

’ . _[7
ddgt —|—?7'divv—|—n’9—tr{T-l7v}—|—l—l—~6££0

ed in queste compaiono tre scalari ¢, %/, </, un vettore di superficie h, ed
un tensore simmetrico e di superficie 7.

(®) E q per coerenza.

(10) Benchd le esperienze mostrino che, almeno per spessori non troppo piccoli (del-
Iordine di raggio d’azione molecolare), lo stress non dipende dallo spessore della lamina
e quindi dalla densitd superficiale g, noi non abbiamo escluso a priori tale dipendenza in

virth del principio di equipresenza, perchd il flusso di calore h dipende dallo spessore e
quindi da p.
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Noi vogliamo adesso ricavare, con l'uso delle (4.1), dagli assiomi a), b),
¢), i semplici risultati classici. In effetti la dimostrazione sara data nella
ulteriore ipotesi che le grandezze che compaiono nelle (4.1) siano esprimibili
solo in funzione di o, 0, V0, A, VA, Tale ipotesi corrisponde a ritenere che
lo stress in un punto dipenda dalla geometria del sistema fino ad un intorno
del secondo ordine del punto stesso.

Per motivi di invarianza le grandezze &', 4’y #', h, T devono essere fun-
zioni isotrope di queste quantita almeno per cambiamenti operati sulle coor-
dinate «* (11).

Il tensore A (di autovalori 1, 1, 0) & ’unitd nel sottospazio dei tensori
di superficie nel punto considerato, e la sua conoscenza determina solo la
giacitura del piano tangente, essendo tale giacitura quella comune a tutte
le autodirezioni di A corrispondenti all’autovalore 1.

Consideriamo VA.

_aA I — a(gm®gm) I — 08m m 1
ra=—LQe=2EnBM g, gy

8g”‘ o m m __a
+en @y O =118.Q8" Qs — e @ Ius" 8 =

=Imn®@e Q" +Ime®e" Q" — 5 g.Qn® g —

—I, 808" Qg =mn-g ) nQeRs™— (8" n )5, InQ g =
=m-g ) nReRQe™ —8™ (& 1) QNP g =

=M -gn)nNQERE"+ M-8 1)R®nRe.

Osserviamo adesso che la proprietd di isotropia ha il seguente signifi-
cato. Si consideri per fissare le idee una rappresentazione completamente
covariante delle grandezze in considerazione, allora nel riferimento naturale
indotto in ogni punto di £ dalle coordinate ', esistono delle funzioni in-
dipendenti dalla scelta delle ', che legano le componenti covarianti delle
grandezze dipendenti a quelle delle grandezze indipendenti (le componenti
di A essendo le g¢;,). Nel caso di VA queste funzioni devono contenere le
variabili (VA)sj =n-g;, m provenienti dal primo addendo di VA e le (FA);; =

(14) E da osservare che & la dipendenza delle grandezze citate dalla sola configura-
zione attuale che ci assicura tale isotropia delle funzioni in considerazione.
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= N-g,,; provenienti dal secondo addendo di VA ; si osservi che le (V A)3
sono uguali alle precedenti. In altre parole VA compare in queste funzioni
solo attraverso le quantitd n - g; , che si possono considerare come le com-
ponenti covarianti del tensore C =n-g; »-g & g™ gia introdotto.

Quindi &, n’, F',h, T dipendono solo da o,0,V8,C (ed A sempre sot-
tinteso).

2. Essendo gli scalari ¢ e 6 sempre sottintesi, proponiamoci di vedere
quanti invarianti scalari, indipendenti, possiamo formare con le grandezze
e e C.

Si tratta di tensori di superficie e il sottospazio dei tensori di super-
ficie nel punto considerato di £ & un ordinario spazio tensoriale a due di-
mensioni, o,. D’altra parte ogni invariante (generale) & anche invariante
ortogonale e reciprocamente ogni invariante ortogonale pud essere messo in
forma di invariante generale. Ora in JJ, un tensore simmetrico (C) ed un
vettore (V'8) sono dati assegnando in un prefissato riferimento ortonormale
le loro componenti, cioé 5 dati. Quindi il numero massimo di invarianti fun-
zionalmente indipendenti che si possono formare & 5. Di piu osserviamo che
due insiemi diversi di numeri, rappresentanti le componenti delle stesse
grandezze rispetto a due diversi riferimenti, hanno gli stessi invarianti.
Quindi gli invarianti che si possono costruire con le grandezze date si ot-
tengono anche dando, in un riferimento in cui C e diagonale, gli autovalori
¢, ¢, di O e le componenti di V0, in totale 4 dati. Il numero massimo di
invarianti scalart indipendenti é percio 4, e questo mumero é effettivamente rag-
giunto perché ad esempio gli invarianti c,, c,, (V9)% (C-VO)® sono fra lore
indipendenti.

Possiamo ora asserire che :

a) &, n’, F sono funzioni di g, 0, ¢,, ¢y, (V0)?, (C.V0)* al piu.
g) 11 vettore h, applicando un teorema di Noll (vedi ad esempio [4]),
risulta dalla forma

h=0h A4 1 0)-V06
dove gli scalari h, e h, sono funzioni di g, 8 degli invarianti indipendenti

scelti.

y) Infine per il tensore T = T (g, 0, V0, C) ci basta osservare che esso
81 pud mettere nella forma

T=T(Q,9)A+T1(Q,9,V9, C)

dove T, si annulla per C =0 e V9 =0, e 7 (g, 6) == 0.
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Infatti T (g, 6, 0, 0) corrispondente ad esempio ad una configurazione
piana isoterma e con densitd costante & necessariamente sferico e non nullo.

3. Osserviamo ora che, seguendo procedimenti noti ([4] e [5]), dati ad
arbitrio (econ le opportune limitazioni al contorno) P (x! x%¢) e 0 (! % ¢) @&
sempre possibile con campi f e s opportuni soddisfare le prime tre equazioni
(4.1) tenendo conto delle equazioni costitutive enunciate nei punti «), f), y)
del comma precedente. La seconda delle (4.1) pud essere soddisfatta dando

allistante , la o (!, 2%, ¢,) in modo che f / o (x! #® t)) d¥, = M massa to-

[
tale del continuo. L’insieme di questi campi legati dalle prime tre equazioni
(4.1) costituisece un processo termodinamico.
Le P (z* 22 t) e 0 (¢! x2 t) possono essere supposte sufficientemente de-
rivabili in un punto (! z?) e all’istante ¢.
B facile convincersi che :
I) Considerate in un punto e in un istante assegnati le grandezze

do d a 2P
v — — 7
dt’g’dt’ V0.3t V0, O OVV =g ®8

esiste almeno un processo termodinamico con la proprietda che nel punto e
nell’istante considerato tali quantitd assumono le determinazioni prefissate ad
arbitrio ed indipendenti fra loro, nei limiti di certe ulteriori condizioni che
fissano « il dominio di liberta » di queste grandezze. Per le grandezze con-
siderate le condizioni da imporre & che esista almeno un vettore n (la nor-
male alla superficie) tale che sia contemporaneamente V6.n =0, C-n = 0,
pv-n=0. Inoltre 6 > 0 (1?), :

Esprimeremo questo fatto dicendo che le grandezze considerate formano
in un determinato dominio un insieme di variabili libere, o che esse sono
libere fra loro [6].

II) Le variabili g, 6, 6, ¢, , ¢y, 'c,,o'g,(Ve)z,(o-VQZ) (0 179)2, o WOR, 7Y

sono libere fra loro, nel dominio di liberta definito dalle condizioni 0 > 0,
¢, e ¢, e derivate temporali comprese fra loro — oo e -+ oo, (0-V6)? com-

d, . .
(12) d_Lt’ e div v non devono mai avere lo stesso segno.
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preso fra cZ (V0> e c2(V6)?, V0 e Vv qualunque purch® esista almeno un
versore N (normale alla superficie) per cui & '6-n =0 e Vv.n = 0, e pur-
ché ¢ e div v non abbiano mai lo stesso segno.

III) Nelle precedenti proposizioni 1) e II) al posto di V'v possiamo so-
stituire div v, con un opportuno ritocco del « dominio di liberta » degli in-
siemi considerati.

I processi termodinamici che esistono per una assegnata scelta dei va-
lori delle variabili considerate nelle proposizioni I), IT), 1II) sono in numero
infinito.

E ragionevole allora ammettere che fra questi me esiste almeno uno che
soddisfa all’ultima delle (4.1), ammettere cioé che la considerazione dell’ultima

delle (4.1) insieme alle altre tre lascia gli instemi di variabili considerate an-
cora libere fra loro.

4. L’ultima delle (4.1) 8i pud scrivere, essendo tr {4 .V v} = divy,

—d%-+(9:'~t)diVV—|—17’9—-—tr[T1-l7v}-I—I—l%?g().

(E;’l o4

d
i si vede che F’ = F’(0) al pit, che aaje 4+ =0e

Esplicitando 1la

quindi %’ = %’ (@) al pit. Ponendo nella restante relazione ¢ =0 e 1’0 = 0
s8i ricava che deve sempre essere (¥’ — 7)divv <0 e quindi ¥’ = Di-
sponendo infine dell’arbitrarietd di V/ v segue che 7, = 0. Rimane infine che

0
deve sempre essere << 0. In definitiva:

0

T—10)4

2) F’ (0) = 7(6)
r_ _9F
R T

1 l
Osserviamo ora che div A = (&8 g = 98 Reg-g™+ QR 081

fx™ T fam ax™
8" =—Ting" + 8 QUingy)g"=—TIhg +8 I'm=—Tmn=cun:
quindi Vequazione di moto diventa
(4.3) ga=f—i—div(tA)=f+cmn+g—;l79
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e da questa ricaviamo che le condizioni di equilibrio con f= p n (posizione
che corrisponde al caso fisico di una lamella sottoposta ad una differenza
di pressione p fra le due faccie) sono:

b

(4.4) !

V0 =0 e quindi 6 e 7 costanti su Q.

- c-m

Queste condizioni c¢i permettono di identificare v con il doppio della
tensione superficiale caratteristica del liquido costituente la lamina (13).

(33) e dipendente pii esattamente anche dall’ambiente gassoso in cui & immersa,
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