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REGOLARITÀ PARZIALE DELLE SOLUZIONI
DI SISTEMI ELLITTICI QUASI-LINEARI

DI ORDINE ARBITRARIO (1)

E. GIUSTI

1. Introduzione.

In questo lavoro ci occuperemo della regolarità delle soluzioni u E (S~)
(vedi DEFINIZIONE 1) del sistema

dove .5u sta per DY uh (h = 1, 2,...,  1nh), ed i coefficienti sono

funzioni continue dei loro argomenti e verificano le condizioni :

Per quanto riguarda le bà si supporrà che

Pervenuto in Redazione il 6 Luglio 1968.
(1) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di Ricerca del C. N. R. nel-

l’anno 1968-69.
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dove

Nelle ipotesi suddette verranno dimostrati i seguenti teoremi di regola.
rità parziale :

TEOREMA 1. Per ogni soluzione u della (1.1) esiste un aperto S~a c D tale che :

TEOREMA 2. Si ha :

dove .gn_1 è la misura di HAUSDORFF (n - I)-dimensionale in 1Rn (2).
La dimostrazione del TEOREMA 2 si basa sul seguente risultato annun-

ciato da FEDERER [3] :
Se f E (Q) ed ha derivate misure, allora, posto

si ha :

Dal TEOREMA 1, grazie a risultati relativi ai sistemi lineari (vedi ad
es. [7], § 6.4), segue che ogni ui ha derivate di ordine m 2013 1 hölderiane

in S~o con qualunque esponente minore di 1. Se poi i coefficienti e le

bà hanno derivate di ordine s hólderiane [sono analitiche] allora ogni ui ha
derivate di ordine mi -f - s hölderiane [è analitica] in Q0.

Lo studio della regolarità delle soluzioni deboli dei sistemi ellittici

quasi-lineari in dimensione arbitraria è stato iniziato da MoRREYy che ha
ottenuto in [8] un risultato del tipo del TEOREMA 1 per alcune classi di

sistemi. La tecnica che qui si usa è comunque differente, avvicinandosi

piuttosto a quella introdotta in [5], dove si dimostrano i TEOREMI 1 e 2

nelle ipotesi = 2, 0 e =1.
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I risultati di questo lavoro non sono però del tutto disgiunti da quelli
di MORREY ; anzi, almeno nel caso del primo gruppo di ipotesi (vedi § 7
e [8], ipotesi (1.2)) si può dire che il TEOREMA 1 contenga il MAIN THEOREM
di [8] in ipotesi senz’altro più generali.

Osserviamo infine che la classe di sistemi discussa in questo lavoro

contiene gli esempi di sistemi dotati di soluzioni singolari riportati in [4] e [6].
Trattandosi di risultati di carattere locale, non sarà restrittivo supporre

S~ limitato ed i coefficienti (x, q) definiti e continui per x che varia

in cosa che faremo senz’altro nel seguito.
Il § 2 è riservato alle notazioni, nel § 3 si dimostrano alcuni lemmi

relativi a sistemi lineari, mentre § 4 è dedicato alla dimostrazione del

LEMMA 3, che è da riguardare come il punto centrale di tutto il lavoro.

Nei §§ 5 e 6 si dimostrano rispettivamente i TEOREMI 1 e 29 ed infine
nel § 7 si fa un confronto con i risultati di [8].

Ringrazio E. BOMBIERI, S. CAMPANATO, E. DE GIORGI e M. MIRARDA,
con cui ho discusso i risultati di questo lavoro.

2. Notazioni.

In tutto il lavoro Q indicherà un aperto limitato di lRn; inoltre per

xo E 1Rn ed R ) O si pone :

Se a = (a1, (X2’ , ... , an) è un multi-indice (tutti gli ai sono interi non

n

negativi) si pone I (X I = I ai e si dice che a  03B2 se e I (X i  ] fl ).
i=1

Si pone

CD (D) è lo spazio delle funzioni a supporto compatto contenuto 

ed infinitamente derivabili ; [0 (D)]N è il prodotto cartesiano di N copie
di 9D (S~),

Se k è un intero positivo e p un numero non inferiore a 2, H k, p (Qj,
(D) e (Q) sono gli usuali spazi di Sobolev.
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,... ~ è una n-pla di interi positivi, si pone: m ===

= max e :

Analoga definizione per (Q) ed (Q).
Lo spazio in cui si porrà il problema è il seguente :

DEFINIZIONE l. è lo spazio delle funzioni vettoriali u =

== 5 U2 ... , uN) tali che per ogni i si abbia :

( V è dato dalla (1.5)).
Le (2.4) sono evidentemente equivalenti alle :

Se inoltre p = 2, (S~) è lo spazio delle funzioni vettoriali u tali

che ui E g loc ~ 2 (’~~ ÍÌ g 7n~ ~’ 2 ( ~).
Con c2 , .,. indicheremo delle costanti ; verrà sempre sottaciuta la

loro dipendenza da L, m, 1V-, n, p. Qualora si abbia a che fare con costanti

che ricorrono in più di una parte del lavoro, queste verranno indicate con
lettere speciali (r, H, A, ecc...).

3. Preliininari.

Questo paragrafo è dedicato alla dimostrazione di due lemmi. Il primo
di questi è una nota maggiorazione di CACCIOPPOLI, che è stata usata da

molti autori. Verrà dimostrata per completezza, peraltro senza indugiare
troppo sui dettagli.

LEMMA 1. Sia p misura positiva in B (xo, R), funzioni ,u-misn-
rabili, verificanti le (1.2) e (1.3) e dà funzioni di .L2 (u). Siano Uj funzioni
appartenenti ad L2(p) in-sieíne a tutte le loro derivate fino all’ordine mj e

tali che per ogni g~ di (B (xo, R))]N si abbia,
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Per ogni e, si ha :

DIMOSTRAZIONE. Sia 0 ~ ~ ~ 1 r q « 1 in e

tale che per ogni a,

Posto si 
. 

ha:

dove le -yay e May contengono q e le sue derivate fino all’ordine

i e, in virtù della (3.3) verificano le maggiorazioni :

Se si introduce nella (3.1) la 99 cos  scelta, si usano le (3.4), (3.5), (3.6)
e (3.7) e si ricordano le (1.2) e (1.3) e la maggiorazione

si ottiene :
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da cui segue la tesi, ricordando che 17 « 1 in B (xo , e).
c.v.d.

Un risultato di cui si farà largo uso nel seguito è espresso dal :

TEOREMA DI POINCART. rSe u (x) è 2c7ia funzione di Hl’P (B (xo, R))
( p ~ 1) con nulla in B (xo , R), allora :

Sia ora il un aperto di 1Rn e w una funzione di (3). Per ogni xo E {
ed R, O  dist (xo , esiste (unico) un polinomio Pi = P E ; x)
(i = 1, 2~ ... , N) di grado minore di m2, tale che

Qualora non vi sia luogo ad equivoci, scriveremo al posto di

P (2c;,, xo , R ; x) ; inoltre si converrà sempre di scrivere il polinomio nella

forma :

Porremo inoltre :

Possiamo ora dimostrare il

LEMMA 2. Siano Aj delle costanti verificanti le (1.2) e (1.3) e dà delle
funzioni di .~2 (B), Sia u E ~’~’ 2 (B) -soluzione del sistema :

Esiste una costante tale che per ogni (} S 1/2 si abbia :
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dove si è posto :

$:

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la soluzione del problema di Dirichlet :

e la funzione v = u --- w~ che evidentemente verifica :

La v è infinitamente derivabile in B, ed ogni sua derivata è ancora

soluzione di (3.19). Fissato un numero positivo k si può dividere l’inter-

vallo (2/3,1) in k parti uguali ed applicare più volte il LEMMA 1 ; si

ottiene :

Se k &#x3E; n/2, da un noto teorema di SOBOLEV segue :

e da questa, se
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Per quanto riguarda la iv si ha, tenendo conto della (1.2) e del fatto

ó

Dalle (3.22) e (3.23) segue :

Si osservi ora che u - P°, 1 è ancora soluzione di (3.14).
Si può allora scrivere la (3.24) con u - 1 al posto di u.
Tenendo conto del TEOREMA DI POINaA.RÈ si ha :

e

da cui segue la (3.15).

4. Un lemma fondamentale.

In questo paragrafo dimostremo il lemma su cui si basa tutta la suc-

cessiva teoria.

LEMMA. 3. Per ogni 0 e per ogni T (o  1: C 1 esistono dzce co-

stanti EO = so (T, M) ed Ro = Ro (z, M) tali che se u E (~) è soluzione di

(1.1) con i coefficienti Aj verificanti le (1.2), (1.3), e se per xo E Q e per
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quactche R n dist (~o ~ a D) (3) si ha :

allora (4) :

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che per un ed un z non esistano 80
ed Ro. Vi sarebbero allora una successione xv di punti di il, due succes-
sioni infinitesime -,, ed Rv ed una successione u(v) E (Q) di soluzioni
di (1.1), tali che :

mentre

Se si pone

(3) a O b = min (a, b).
(4) ~1 è la costante determinata nel LEMMA 2.

(5) Con si indica la derivata di ordine a fatta rispetto alla variabile x, mentre, a

evidentemente in Da le derivate sono da intendersi fatte rispetto ad y.
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la verifica il sistema :

dove

Le (4.6) e (4.7) diventano

dove si è posto

Facciamo ora tendere v all’infinito. Passando eventualmente ad una

successione estratta si può supporre che(6)

uniformemente in B

debolmente in L2 (B)

quasi ovunque in B

(6) Le (4.20)-(4.29) verranno dimostrate più oltre.
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debolmente in

debolmente in

debolmente in

(4.28) La convergenza nella (4.25) è forte in L2 (B (0, p)) per ogni Lo  1

Infine la v è soluzione del sistema :

e quindi, per il LEMMA 2, dovrebbe aversi :

mentre passando al limite nella (4.16) e tenendo conto delle (4.25), (4.26) e
(4 28) si ottiene : ,

e

Queste ultime contraddicono la (4.30).
c. v. d.

Dimostrazione delle (4.20), (4.29).

(4.20) : È evidente.

(4.21) : Se 1 oc = mi - 1 dalla (4.15) e dal fatto che 1 segue che
Da v(") sono equilimitate in L2 (B).
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Po ehè le Da (j ex | iii,) hanno media nulla in B, dal TEOREMA. di

POINCA.RT segue allora Pequilimitatezza anche se Passando
eventualmente ad una successione estratta si ha la (4.21).

(4.22) : Segue dalla (4.21).

(4.23) : Segue dalle (4.20), (4.22) e dalla continuità dei coefficienti.

(4.24): Osserviamo dapprima che, se x~==~20131~ si ha :

da cui, tenendo conto del TEOREMA di POINOARÈ :

D’altra parte si ha (7) :

Da questa, tenendo conto della (4.20), della (4.34) e della diseguaglianza :

valida per segue la (4.24).

p-2

(4.25): Evidentemente (8) T~r" 2 D« VB") , essendo equilimitate in L2 (B),
tendono debolmente in L2 (B) a qualche funzione D’altra parte, usando

p-2 p-2

le (4.21) e (4.24) è semplice dimostrare che Da tendono a Vo 2 Da vi

nel senso delle distribuzioni. La (4.25) segue allora per l’unicità del limite.

(~) Si può evidentemente supporre R,, --- 1.
(8) Qui, come altrove, si sottintende l’eventuale passaggio ad una successione estratta.
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(4.26): Segue dalla (4.15).

(4.27) : Osserviamo dapprima che dalla maggiorazione

tenendo conto della diseguaglianza di Holder e della (4.34) si ottiene :

Da questa dalla (4.15) e dal LEMMA 1 applicato alla (4.12), con dp =
= dy, segue che

e quindi la (4.27).

(4.28) : Per noti teoremi di compattezza, basterà provare che le fun-
p-2

zioni g" = Wy 2 JD" hanno gradiente equilimitato in L2 (B (O, é)) ( a =
= m~ -1). 

-2p-2

Poichè, per la (4.39), la W" 2 V .Ba v/"&#x3E; è equilimitata in L2 (B (0, e)), ba-
sterà considerare la quantità :

dove e’ è la n-pla tale che ey = ó8.
Dalla (4.40) segue che



128

e quindi, per la (4.39) e (4.38) :

da cui la (4.28).

(4.29) : Consideriamo la quantità

Il termine generico della (4.43) si può scrivere :

dove Q è stato scelto in modo che supp 99 c B (0, o).
Dalle (4.23) e (4.27) segue che i primi due termini tendono a zero ;

analogamente l’ultimo termine, come si può vedere se si usa la (4.15) e

(4.24) e si tiene conto che se in LP allora in 

per ogni a, 9 O  a  p.
Con considerazioni analoghe si prova che :

e quindi la (4.29).
Il LEMMA 3 è quindi completamente dimostrato.

5. Il Teorema di regolarità parziale.

Possiamo ora passara alle dimostrazione del TEORElBlA 1.

Prima però occorre dimostrare alcuni risultati intermedi, che sono con-
tenuti nei LEMMI 4-6.

Trattandosi di risultati locali, tutte le sfere che considereremo avranno

raggio minore di 1.
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4. Esiste una costante H = N, m) tale che per ogni
e lJe1’ ogni intero positivo k, si abbia (R ::-- 1) :

DIMOSTRAZIONE. È noto (g) che esiste una costante c24 tale che per

ogni polinomio in ii variabili, di grado non superiore ad 

si abbia, per ogni e &#x3E; 0 :

Fissati due numeri Q ed R (0 ~ ~o ~ R ~ 1) poniamo

Dalla (5.3) segue :

Se si tiene conto del TEOREMA DI POINOARÈ e del fatto che V &#x3E; 1 ~
si ottiene :

Da qui, con semplici calcoli :

da cui segue immediatamente la (5.1).
e. v. d.

(9) Vedi ad es. [2] LEMMA [2.I).
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LEMMA 5. _Esiste una costante Q = Q (n, N, ni) tale che per ogni e (0 
 e  1) si abbia :

DIMOSTRAZIONE. Dalla diseguaglianza : 1

e dal Teorema di Poincarè, segue :

Se p = 2 questa è la (5.8); se p &#x3E; 2 si ha :

e per la diseguaglianza di Hólder :

dove si è fatto uso della diseguaglianza :
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Se nella (5.11) si introduce la (5.12) e si sceglie opportunamente e&#x3E; O
si trova : -.

da cui, tenuto conto della (5.10), segue la (5.8).
c. v. d.

Conviene a questo punto scegliere la costante c, finora arbitraria.
Porremo d’ora in poi :

1

Si ha allora il

LEMMA 6. Sia u E è soluzione di (1.1) con le bà verificanti
la (1.4). Per M&#x3E; 0 poniamo (10) 

Se per Xo E Q e per un certo R .:--- ro f1 dist (xo, si ha :

allora per ogni intero k &#x3E; 0 :

Si ricordi la (5.15).
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DIMOSTRAZIONE. Poniamo per semplicità : 1

I LEMMI 4 e 5 forniscono le maggiorazioni :

Dimostreremo, per induzione su k, la (5.21) che riscriviamo (11)

insieme alle

Per questo scriviamo le seguenti relazioni sussidiarie :

Il procedimento di induzione e il seguente :
(jo) e (_p 0) non sono altro che le (5.19) e (5.20).

Da queste e dalla (5.240) segue (bo).
Supponiamo ora (jh) (Ph) e (bh) per ogni h ~ k ; si ha allora il seguente

schema deduttivo :

Se k = 0, si intenda
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(5.25k), (5.26k), (5.27k) e LEMMA 3 &#x3E; (5.28k)

L’induzione è cos  completa ed il lemma è dimostrato.

c. v. d.

Dimostrazione del L Teorema 1.

Dalla diseguaglianza di Holder segue :

e poicbè per quasi tutti gli xo E il :

e

si 
. 

ha : o

V R dist ~xo , aQ)

q. ov. in n~

D’altra parte per quasi tutti gli xo di Q :

Sia allora xo un punto di S~ per cui valgono ambedue le (5.32) e (5.33);
esisterà un R  ro (M) n dist (xo, tale che :
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Per x E B (xo ~ R) poniamo

Per la continuità di [p x, Rx] e J (x, Rx) esisterà allora un b, 0 ,ó  R,
tale che per ogni x E B (xo , á) si abbia :

Dal LEMMA 6 segue per ogni intero k :

e quindi, a maggior ragione (si ricordi la (3.16)) :

Sia ora o un numero compreso tra 0 e R - ~5; esisterà un kà 0

tale che :

Si ha, allora per tale e (12) :

e quindi, per ogni x E B (xo , ~) :

(12) Si ricordi che (vedi [1]) :

dato che, per I non sono altro che le medie delle corrispondenti
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Dalla (5.41), per un risultato di CAMPANATO ([1], teor. [1.2]) segue che

La tesi segue allora dalle (5.32) e (5.33).
c. v. d.

5. singolare 

Questo paragrafo è dedicato alla dimostrazione del TEOREMA. 2 ; per
questo ci occorre il

LEMMA 7. Per ogni xo E Q e per ogni R  dist (xo, 8D) si ha :

DIMOSTRAZIONE. Se p = 2 la (6.1) segue ovviamente dal TEOREMA di

POINOARÈ ; supponiamo allora p &#x3E; 2. Dalla

e dalla diseguaglianza di Hólder, segue per ogni j e = 
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Da questa, tenuto conto del TEOREMA DI PoiNOARÈ (3)

Ora si ha, se I Ct 

D’altra parte, per ogni funzione f (per cui i due membri abbiano senso)
si ba (14) :

Dalle (6.4), (6.5) e dalla (6.6) con j si

ottiene la (6. 1), quando si tenga conto del fatto che R] l.
Per provare la (6.6) osserviamo che è sufficiente dimostrarla per xo = 05

R=1 

Se ora non esistesse nessuna costante C39 si potrebbe trovare una suc-
cessione di funzionifi con media nulla in B(0,1) tale che:

Posto

Per il Teorema di RELLICH esiste una sottosuccessione (che chiameremo
ancora pi) fortemente convergente in .L2 (B (O, 1)) ad una costante a.

(13) Si suppone R 1.

è la media di f nella sfera B R).
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Da ciò segue che I fi 1 converge a x ]2’P in LP.
D’altra parte per la prima delle (6.7), una sottosuccessione delle fi con-

verge debolmente in LP ad una funzione f ; ne segue la relazione a = ~ x ~l-~~p f,
e, poichè f ha media nulla, a = 0. Ciò è in contraddizione con la prima
delle (6.8).

c.v.d.

Dimostrazione del Teorema 2.

Basterà evidentemente dimostrare che per ogni parte compatta g di
si ha:

Per questo consideriamo i due insiemi

Si ha:

Infatti se E U F allora

e, per la (6.1) :

Esisterà allora  ro per cui valgono le (5.33) e (5.34) e quindi
xo 

Poichè i polinomi hanno coefficienti che sono combinazioni lineari

delle medie delle derivate  nella sfera B (xo, R), e poichè
tali derivate appartengono ad (S~), per il risultato di FEDKRER (vedi
Introduzione) si ha :

Proviamo ora che :
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Per questo si ponga

e

Si ha evidentemente :

Fissato un s &#x3E; 1, sia si ricopra con un numero

finito a (Lo) di sfere aventi raggio e e centri nei punti X, x2 , ... , Fs.
Si può supporre che sia

Per ognuno dei punti Xi si deve avere

e quindi, sommando su i e tenendo conto della (6.21) :

dove si è posto

Se si fa tendere p a zero, l’integrale a primo membro della (6.23) tende
a zero (ricordiamo che g è chiuso e di misura nulla) ; tenendo conto della

definizione della misura di Hausdorff si ha allora

Da questa e dalla (6.19) segue la (6.16) e quindi la tesi.
c.v.d.
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7. Confronto con i risultati di Morrey.

Nel suo lavoro sui sistemi ellittici [8] MORREY considera sistemi del

tipo :

dove ogni (S~} (i = 1~ 2,..., N) e ~u sta per [ mh).
Le B. (x, q) si suppongono di classe nei loro argomenti, e verifi-

canti le maggiorazioni ([81, ipotesi (l. 2» :

dove, al solito,

ecc.

Il primo passo ([8], Teorema 1) consiste nel dimostrare che la soluzione
u di (7.1) appartiene ad ~m’ p f S~) e che le sue derivate D,1tj sono soluzioni
del sistema :
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con :

Scegliendo ggi = nella (7.6) e sommando su s, si ottiene che ai é

soluzione del sistema :

dove

Si verifica facilmente, usando le (7.2), (7.3), (7.7) e la (7.8) che :

e

Siamo allora nelle ipotesi del TEOREMA 1, per cui i risultati di [8] (16)
rientrano in quelli del presente lavoro.

Poichè la dimostrazione delle (7.1) richiede soltanto che le Bà siano di
classe Ci (e quindi non richiede le (7.4)), segne che il risultato di regolarità
parziale è valido anche in queste ipotesi meno restrittive.

Inoltre la tesi del TEOREMA 2 si estende evidentemente ai sistemi di

tipo (7.1).

(!s) Nel caso del gruppo di ipotesi (1.2) di [8]; il gruppo (1.5) non rientra invece in

questo schema.
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