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SULLI’INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI.
DELLA TERMOELASTIOITA
DI SOLIDI INCOMPRIMIBILI (*)

SERGIO LEVONI (**)

SUNTO. 8i espone un procedimento generale riguardante l'integrazione delle equazioni
che reggono le trasformazioni termoelastiche linearizzate di solidi incomprimibili ; il metodo
pud essere considerato come una estensione a tali problemi di quello delle fungzioni di
GALERKIN nell’elastostatica lineare. Si esaminano poi alcuni casi particolari.

1. Introduzione.

Nel’ambito della termoelasticitd sono stati considerati, per la prima
volta da T. MANACORDA [1], corpi incomprimibili nel senso piu generale di
SIGNORINI, per i quali ciod la dilatazione cubica relativa a trasformazioni
linearizzate & proporzionale alla variazione della temperatura ; I’Autore citato
ha ricavato [1] le equazioni che reggono tali fenomeni sia nel caso delle
trasformazioni finite che nel caso linearizzato ; relativamente a quest’ultimo
ha studiato poi le onde elementari [2]. Al momento non siamo a conoscenza
di altri lavori su questo argomento che certamente & anche di interesse pratico.

Nella presente nota ci si propone di dare un contributo all’integrazione,
nel caso generale e in alcuni casi particolari, delle equazioni linearizzate
introdotte da MANACORDA. Il metodo seguito & analogo a quello, ormai
classico, di GALERKIN della elastostatica [3] e alla sua generalizzazione alla
elastodinamica dovuta a M. JACOVACHE [4). Infatti, eliminando le altre’
incognite, si ottiene anzitutto (n. 2) una equazione nella sola incognita o:, vet-
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tore spostamento elastico; quindi si esprimono le componenti di u mediante
tre funzioni ¢;: queste si riducono alle funzioni di GALERKIN [3]e a quelle
generalizzate [4] nel caso particolare dell’elastostatica e dell’elastodinamica
rispettivamente. La determinazione delle tre funziani ¢; & legata alla risolu-
zione di un’unica equazione differenziale che ammette, tra le soluzioni, una
classe di funzioni dipendenti da una equazione delle onde. Inoltre le fun-
zioni ¢@;, cosl introdotte permettono di determinare (n. 4), oltre ad u, la
temperatura ©@ e lo scalare ¢ che rappresenta, nell’espressione degli sforzi,
il vincolo interno di incomprimibilitd. A conclusione del lavoro si conside-
rano alcuni casi particolari: onde di distorsione, conducibilita termica nulla,
q costante; in questi casi le equazioni in questione si possono ricondurre
facilmente ad equazioni note, quali quella delle onde, quella di FOURIER e
quella delle piccole oscillazioni elastiche nelle quali pero i coefficienti risul-
tano alterati, rispetto a quelli usuali, dall’interazione termoelastica.

2. Deduzione di una equazione nella sola w.

Le trasformazioni termoelastiche linearizzate di solidi incomprimibili
sono rette dalle equazioni (1)

ro_Tod® Lo~ adg
(1) FO=2 T T a VT T
32; -~ —
(2) 0055 = #pVPu+ (A4 pu)PV-u— LT, VO — Vg
at
3 V.u=aT, 6,

dove con g, e T, si sono indicate rispettivamente la densitd del mezzo e

la temperatara relative alla configurazione di riferimento; 6 = (T—T,))/T,

indicata la variazione specifica della temperatura, uw il vettore spostamento

elastico, k & il coefficiente di conducibilitd termica, @, ¢, L, i, e u, sono

delle costanti caratteristiche del mezzo; ¢ infine rappresenta nell’espressione

degli sforzi il termine che deriva dal vincolo interno di incomprimibilita.
Deduciamo da (3) le seguenti relazioni

, 1 -
20 — 2.
~V A

060 1 4 -
(4) o= al v

( 7'OV(~)=—1—|7V-;.
a
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Per le prime due di (4) la (1) si pud scrivere

99

(3) at

k
(ag + ) (£ u) V V- “)r
mentre, in virti dell’ultima delle (4), la (2) diventa

— L - 2u
(6) Vq=uTV%+(1T+ﬂT——‘;)VV-u—eoW-

Per ottenere una sola equazione in u, eliminiamo ¢ tra la (3) e la (6); a
questo scopo prendiamo il gradiente della -(5) e deriviamo la (6) rispetto
al tempo

69 __ (¢ , L\3o W F gy

M Vst —(?_'_ a)at VV-w a”TOVV @ u)
E _ 3 o= L Bu
(8) ot Vq—:“r'a_tV "’+(}'T+,“T_7)'—( — Q0 373 3t3 .

Ora uguagliando i secondi membri di (7) e (8) si ottiene la seguente equa-
zione nella sola incognita u

o3 - k _

O o0 =ty 8 VA (L iy — 22— )= PV ) + i P27 0) ().
ot a*T,

Questa equazione al limite per a — oo fornisce formalmente () l’equa-

zione delle piccole oscillazioni elastiche derivata rispetto al tempo o, se si

vuole, ’equazione dell’elasticita lineare in cui il vettore spostamento elastico

& sostituito da u.

3. Applicazione del metodo di Galerkin.

I’integrazione dell’equazione (9) puo essere ricondotta alla ricerca di
tre funzioni secondo il metodo di GALERKIN [3] dell’slastostatica.

(1) A tale equazione soddisfa anche la temperatura @ ocome si vede prendendo la
divergenza di ambo i membri di (9) e applicando la (3).
(2) Questo passaggio al limite deve essere inteso in senso formale, in modo ohe,

. .o, Lo k
qnando a - oo, i coefficienti — , — e o7 tendano a zero.
a’ a »
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A questo scopo introduciamo gli operatori

1 5% 1 0

—_p2_ -9 e —p2__ - %

(10) D: v 1)2 al2’ [:ll 4 a ot
dove 8i & posto

(1) PF=pgle,, = i , [

2L c

7 + ﬁ - (11'+ .“1')
Allora la (9) pud scriversi
(12 (@ +eatr)u=o

o anche, piu sinteticamente

dove gli operatori L; sono cosl definiti
2 0 2
(14) L=, r 85+ B [Ji6: 9

essendo 4;; il simbolo di KRONEOKER,

pp Toa*’

(").7 = 17 2’ 3)

P
(a,- = M),

Esprimiamo ora le u; mediante tre funzioni y; nel seguente modo

2 Ly Ly L, x Ly L,y
(15) ‘12 L22 ‘L23 y Ug = Lgi X2 I/23 y Ug = in
Xz Ly Lgs Ly 73 Ly L,

Introducendo inoltre le funzioni ¢; definite da

2

1 = [)3 )
(16) o=, %

le (15) si possono scrivere nella forma

an = [( 2% + 800 172) & — B[] & 31] @

Ly 74
Lyy 231-

Ly, 73

(i= 1,2, 3),

(¢ J=1,2,3)
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Le relazioni (17) ora trovate forniscono direttamente le componenti wu; del
vettor spostamento elastico qualora siano note le tre funzioni ¢;. Si tratta
ora di trovare le equazioni alle quali soddisfano le ¢;. Innanzitutto sosti-
tuendo le (15) in (13) si trova l’equazione che definisce le yx;

| L1y Ly, Ly
(18) Ly Ly Ly iy,=0 (i=1,2,3)
Ly Ly, Ly

questa sviluppata fornisce

a9) o5 (O +oOi)Diga=0 =123,

da cui segue, per le (16), che ciascuna funzione @; deve soddisfare all’equa-
zione

(20) (@ 2 + i) =0 (i=1,2,3.

4. Determinazione di © e q.

Le equazioni (17) dunque permettono di calcolare le componenti u; del
vettor spostamento elastico qualora siano note le tre funzioni ¢;. Vediamo
ora come si possano esprimere la temperatura © e lo scalare ¢ in funzione
delle @; o delle u;. La temperatura © si ottiene direttamente dalla (3)

1 i
(21) 6=—mu'=

([:12 +/3D117)6u—ﬂD18.8,](p}/-

Per esprimere q conviene invece servirsi della (5); da essa 8i ricava
99
2 (a2 + )

k 2 ..
_m;{([:ﬁ%'*'ﬂ Dsz)aij—ﬁDfa‘a’.][72¢J/t

( 2%t +‘BDIV) ij—ﬁDfa;a,-]q',f/-'_
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ossia, a meno di una funzione arbitraria del posto,

L
9; (:—24- a)—-———l”fdt}(pf/‘

dove, ovviamente, il simbolo ( / dt) J sta ad indicare una primitiva, rispetto

(22) q=

(O +p v a—st

al tempo, della funzione f.

Espressioni pill semplici (almeno formalmente) di (17), (21) e (22) per
le componenti u; dello spostamento, per la temperatura © e per g si pos-
sono ottenere in base alla seguente osservazione. Le (17) si possono scrivere

2 @ , )
Uy = (D;—a?‘{'ﬂ Oi 72) pi— B1 8059
da cui, in virti delle (20), si ottiene

2‘9 uza

( K R
23) 2% e 5y

r—2
i 10:0;97.
Le u; allora si possono esprimere anche nel seguente modo

(24) w=—B110:6;9 + wi (i=1,2,3)
dove le y; sono soluzioni dell’equazione, ben nota,

0
2 2 = i=1.2 3).
(25) P w=0 (i=1.23)

Ne consegue che per ® e q si possono avere le seguenti espressioni

1

(26) 0= aT, (wi* — B 8:9; 7]

¢ L k
= 4+ L) __"_p2
—(a,2+a) agT"V/dt
quest’ultima, sempre a meno di una funzione arbitraria del posto.

Infine dal confronto tra la (26) e la (27), come d’altra parte tra la (21)
e la (22), si puo dedurre la relazione

(27) [w! — B 058:0, 97

(28) g= gz'o (—Z— + L) —% e [df%ﬂ

che lega, in generale, ¢ e © direttamente tra loro.
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5. Alcune osservazioni sull’equazione (20).

In conclusione, il problema dell’integrazione del sistema delle equazioni
(1), (2) e (3) che reggono le trasformazioni termoelastiche linearizzate di
solidi incomprimibili, & stato ricondotto all’integrazione dell’unica equazione
(20). Anche se non & facile ricavare la soluzione generale della (20), se ne
pud tuttavia ottenere una classe abbastanza vasta di soluzioni particolari.
Infatti & immediato verificare che ogni soluzione ¢; i tale equazione si
puo scrivere come somma di due funzioni

o= fi+ o
definite dalle equazioni (%)

im0 e (Ii—(,"—,+ﬂ[1?72)g.-=o;

ora le soluzioni della prima di tali due equazioni sono ben note essendo le
soluzioni dell’equazione delle onde. Quindi una classe di soluzioni partico-
lari dell’equazione (20) & fornita da tutte le soluzioni dell’equazione

(Jogi=0 (i=1,2,3).

In questo caso particolare le (17) diventano
w= BV 85— &:8)) ¢’ (i=1,2,3)

Analogamente, da (21) e (22) si ottengono le corrispondenti espressioni per
e yq.

Dimostriamo infine che dal punto di vista matematico i risultati dedotti
dalle equazioni (20) contengono, come caso particolare, quelli ben noti del-
Pelasticita lineare. Si ¢ gia osservato infatti, alla fine del n.2, che per
a — oo ’equazione (9) fornisce quella delle piccole oscillazioni elastiche in

(3) Osserviamo che nel caso della sola elasticita, le funzioni gener;lizzate di GALER-
KIN 8i possono ottenere come somma di due funzioni f e g soluzioni rispettivamente del-
Vequazione delle onde di distorsione e di compressione. Nel nostro caso le f; sono ancora
soluzioni di una equazione analoga a quella delle onde di distorsione mentre le g, sod-
disfano an’equazione pid complicata di quella delle onde di compressione.



522 SERGIO Lkvoni: Sulllintegrasione delle equacioni

cui lo spostamento w* sia sostituito dal nostro u. Passando quindi al limite
per a — oo (), le (20) diventano

(29) (= e ) (7 — Z)o=0 =123
ur/e, 8t (2ur+An]e, 8¢ ’ 4

Quindi le funzioni }})‘, per a — oo, diventano soluzioni della equazione ri-
petuta delle onde in cui le velocita delle onde di distorsione e di compres-
sione sono date rispettivamente da ur/o, e (2ur + Ar)/g,. L’espressione del

vettore spostamento elastico u* segue dunque dalle (17) ancora facendo a — co

) .
(30) wr=u= |05+ — T T+"T (V% 85 — éi6))|p? (t=1,2,3).

Queste coincidono formalmente con le espressioni che forniscono il vettore
spostamento elastico nell’elasticitd lineare (°) ossia le funzioni ¢;, soluzioni
delle (29), non sono altro che le funzioni generalizzate di GALERKIN [4](5).

6. Aleuni casi particolari.

Consideriamo ora, per concludere, alcuni casi particolari nei quali &
particolarmente agevole l’integrazione del sistema delle equazioni (1), (2) e
(3).

a) Onde di distorsione.

Se supponiamo che sia

(31) Viu=20

(1) e (3) diventano rispettivamente

2@ = 1o 07 __ &
(32) v kot k ot
(33) aly, 6 =
(%) Dalla (11), per a ~ oo, si ricava §—0 e (f/a) * — iﬁ__’ll_
kr

(°) Si veda, ad esempio, [5], pag. 26, (34).

(%) Nei probleml stagzionari e nell’elastostatioa le (29) si riducono a p?p? cp =0
(i=1,2,3), ciod le .p'. diventano biarmoniche e quindi si identificano con le fnnzioni di
GALERKIN 3]
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Nel caso a 3= 0, la (33) fornisce ® = 0, cioé la soluzione particolare in que-
stione & isoterma, mentre da (12) si ottiene

0 9 —
3 — sy =20
(34) ot [l

ciod u & soluzione dell’equazione delle onde con velocitd data da uz/g,.

Infine la (32) fornisce % = 0 cio¢ ¢ non dipende dal tempo.

Nel caso invece di a = 0 la (32) diventa

¢,T, 00

35) . 20 =
(35) v P

"

per cui il problema termico & quello tradizionale ed & indipendente da
quello dinamico. Per avere u consideriamo la (2) che ora si pud scrivere

n2
(36) (172_. M}e (W)u—V(LT 0+ q) = 0.

La (36) & soddisfatta se si prende, per esempio,

1 92
2 _ =0
(V urley 5t2) v=0e

A(LT, 6 + q)=0.

Sono cio¢ possibili per u le soluzioni dell’equazione delle onde di distor:
sione mentre per ¢ ne consegue l’espressione

(37) - g=— LT, 0+ (),
dove f (t) & una funzione arbitraria del tempo e 0 ¢ ottenuta dall’equa
zione di FOURIER (35) (8).

b) Mezzo con conducibilita termica nulla, k = 0.

In questo caso l’equazione (1) diventa

9q
T —V «L—o
(38) T, m +1, u— -

(") Con ¢, 8i & indicato ¢id a cui si riduce ¢ per a =0,
(8) Per questi risultati, nel caso delle onde elementari, si veda [2], n. 2.1, pag.
504-505.
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mentre la (9) assume la forma

33 u on 0 -
— 72 1» N .
= url” — + (&% + ur) S ppu

o u
at3

(39) 9

dove si & posto
40) =g (2L + 2
( =TT al

Si deduce quindi che la velocita di spostamento u & soluzione dell’equa-
zione delle piccole oscillazioni elastiche in cui il coefficiente A1r & alterato
secondo la relazione (40): in questo caso la presenza del campo termico
modifica solo le onde di compressione. Ricavato in tal modo » dalla (39) e
quindi «, dalla (3) si ottiene il valore della temperatura © ; infine, dalla (38),
tenendo presente la (3), si ricava

(41) ¢= TO(L+§) A+ g(P)

dove g (P) & una funzione arbitraria del posto.
¢) q = costante.

Se si suppone costante la funzione g che rappresenta il vincolo interno
di incomprimibilita, le equazioni (1) e (2) diventano rispettivamente
¢T,00 | L 8 , —
—_— .u

[y 2 — o e —
(42) 6= kL ot k ot

0% u

(43) 0 5z =M Veu 4 (A, + ug) PV -u — LT,V 6.

Da queste, per la (3), si deduce
T 90
2@ — _0 -
(44) V: o= Z (¢ + La) P

8% u — L —
(45) 00 S = V7 + (zl. tougp— 7) v

Si conclude quindi che la temperatura soddisfa a una equazione di FOURIER
in cui il coefficiente di diffusione & alterato dall’interazione termoelastica e
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analogamente il vettore spostamento elastico soddisfa all’equazione delle
piccole oscillazioni elastiche in cui sono alterate solo le onde di compressione.
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