
ANNALI DELLA

SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PISA
Classe di Scienze

G. TOMASSINI
Complessificazione di un gruppo di Lie reale
Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 3e série, tome 22,
no 1 (1968), p. 101-106
<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1968_3_22_1_101_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1968, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique l’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1968_3_22_1_101_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


COMPLESSIFICAZIONE DI UN GRUPPO

DI LIE REALE

G. TOMASSINI(*)

Dato nn gruppo di Lie reale G si da la nozione di coimplessificato di G.
È un gruppo di Lie complesso Ga che contiene G come sottogruppo di Lie
reale e chiuso, ed è tale che il germe della varietà complessa Ga lungo G
sia una complessificazione della varietà analitica reale G. Osservato che in

generale, dato un gruppo di Lie reale 0, non esiste un complessi ficato, si

dimostra che :

1) se G è un sottogruppo di Lie reale e connesso di GL (n ; IR) allora
G ha un complessificato (Proposizione 1).

2) se G è un gruppo di Lie reale e connesso, allora esiste un sotto-

gruppo discreto No del centro di G tale che GINO abbia un complessificato
(Proposizione 2).

In particolare se il centro di G è ridotto alla identità e, G ha un com-
plessificato. Da ciò si deduce che se G è un gruppo seiniseimplice di Lie ed
è connesso allora G è un sottogruppo chiuso di un gruppo di Lie di ma-

trici (Corollario 3).

a. Sia g un’algebra di Lie reale. L’algebra di Lie complessa g @ (t si
1R

chiama la coiitplessificata dell’algebra g. Con X + iY, X, Y E g! indicheremo
un elemento di g @ d.

t0
In

Se una base di g allora è anche una base (su d) per
n

iie segue che se g = n allora g @ G = n.
1R

L’algehra g si dice anche una forma reale di g Q (t. In generale una
1R

algebra di Lie complessa gc può avere più forme reali non necessariamente
isomorfe (cf [1], cap. III, § 6).

- - -- - - -- -

Pervenuto alla Redazione il 18 Settembre 1967.

(") Lavoro eseguito nell’ aimbito del gruppo di ricerca UO 35 del C. N’. R., nell’anno

accademico 
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Sia ga un’algebra di Lie Un’aniiinvoluzione su 90 è un’ap-
plicazione z : gc -  50 antilineare, che è un automornsmo di 00 come algebra
di Lie reale, ed è tale che 12 = id. Si verifica subito che g è uua forma

reale di 00 se e solo se esiste un’antiinvoluz one t su go tale che g =

L’antiinvoluzione è allora univocamente determinata.

Osserviamo che è un’antiinvoluzione allora (XE g a : T(X) =X)
è un sottospazio vettoriale reale di dimensione 1&#x26; = dime g (cf. [5] § 7).

b. Sia G un gruppo di Lie reale e sia Ga nn gruppo di Lie complesso.
Diremo che Ga è un complessificato di G se esiste un’applicazione j : G - 60
tale che :

i) j : G -j (G) è un isomorfismo di gruppi di Lie reali
ii) j (G) è una sottovarietà reale, chiusa, di Go ed il germe di Gc

lungo G è una complessificazione di j (G).

Se g e go sono rispettivamente le algebre di Lie di G e Gc e Ga è un
complessificato di G allora g è una forma reale di ga . Quindi se G~. e Ga
sono due complessificati di G semplicemente connessi, allora le rispettive
componenti connesse della identità sono gruppi di Lie isomorfi.

In generale, dato un gruppo di Lie reale non esiste un suo complessi-

ficato. Si consideri ad esempio G = KÀI (2 ; 1R), il rivestimento universale

di ~SL (2 ; 1R). Sia Gc un complessificato di G : allora sl (2 ; sl (2 ; 1

è 1’algebra di Lie di Go ed il rivestimento universale di Gc è SL (2;C).
Poichè SL (2 ; 1R) è connesso, il sottogruppo di Lie reale di ~’L (2 ; (t) gene-
rato da exp ( ne segue allora che esiste un omomor-

fismo surgettivo SL (2 ; --&#x3E; SL (2 ; 1R) : assurdo (1).
Un’antiinvoluzione su un gruppo di Lie complesso Gc è un’applicazione

antiolomorfa a : Go 2013~ Ge che è un automorfismo di Ga come gruppo di Lie
reale ed è tale che o2 = id. Se ge è l’algebra di Lie di a determina

una antinvoluzione z su ga : ne segue che G = (x E 00: a (x) = x) è non

vuoto ed è una sottovarietà analitica reale di dimensione it = dime y di

cui il germe della varietà complessa Ga lungo G è una complessificazione
(cf. [5] teorema 19 e § 4). Quindi il gruppo di Lie Go è un complessificato
del gruppo di Lie reale G. ,

(1) Questo esempio mi A stato comunicato da Koranyi
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PROPOSIZIONE 1. Sia G un sottogruppo di Lie reale, connesso del gruppo
GL (n ; ;1R). Allora esistono un complessificato 00 di G ed una antiinvoluzione
a : Ga --~ Ga tale che Go ~x E Ga : o (x) xi.

DIMOSTRAZIONE. Sia g l’algebra di Lie di G ; g è una sottoalgebra di

gl (n ; 1R). Inoltre GL (n ; 1R) è canonicamente immerso in GL (n; C) e GL (1&#x26;; C)
è un suo complessificato. Se z e Q sono le antinvoluzioni naturali rispettiva-
mente su sl (n ; C) e d) allora _ GL (n ; O : = x) ;
i nolre exp o r = a o exp. Se Ga è il sottogruppo di Lie complesso, connesso,
~li GL (n ; C) generato da exp (g ® C) allora G e Go e o (x) = x per x E G.

1R
Sia Ue un intorno dell’identità e di Ga su cui si considerano coordinate

u’n (m = dim d Le coordinate ... , u’~ si possono sce-

gliere in modo che su Ue , y nell’intorno di e, ’o I Ga sia definita, nel si-
stema di coordinate iii , 9 ... da ... um) 2013&#x3E; (u1 ... , um) : ne segue che ’a
è bianalitica e quindi che è un’antiinvoluzione su Ga tale che G c (x E Ga :
’o (x) = x) = Gi . Poichè G e G’ hanno la stessa dimensione, G coincide con
la componente connessa G§ di G’ e Go è un complessificato di G.

Consideriamo più in generale un gruppo di Lie reale, connesso, G e sia

(1 la sua algebra di Lie. Sia G il rivestimento universale di G, n : G - G
la proiezione canonica ed N= X è un sottogruppo normale discreto

contenuto nel centro Z di li. Sia Go il gruppo di Lie complesso, connesso
e semplicemente connesso che ha o C come algebra di Lie (cf. [4], L G §8

"R
teorema 3).

Poichè G è semplicemente connesso, il monomorfismo naturale

determina un omomorfismo j : G-+Ga(cf. [4], ZG" § 8 teo
1R

rema 1).

LEMMA. (4M) di N è un sottogruppo discreto contenuto nel
centro Za di Go.

DIMOSTRAZIONE,. (1) Consideriamo le applicazioni esponenziali exp : 1

; allora il diagramma
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è commutativo. Qaindi G, j (G) hanno la stessa algebra di Lie e j è un
isomorfismo locale di G sli j ( G) : ne segue un sottogruppo di-
screto di Go .

(2) Sia a = j (xo), e sia pa la l’applicazione definita

da .x’2013~-a.m’~a!’~;~ è un’applicazione olomorfa. Sia x = j (x1), 
po ehè (centro di 6’) si ha ~(.r)==c: quindi Lo. ~~tÚ) = e. Sia Ue un
intorno aperto, connesso di e in Ge su cui si considerano coordinate normali

U’2 ..., zcn (n = dime Ga). Dal diagramma precedente risulta

tenendo conto che exp : Go è un omeomorfismo di un intorno di
1R

0 E risulta che exp o j è un’ immersione in Ue di un intorno
1R

di 0 in g.
Se a E j (N), per l’inclusione precedente, si lia oa (x) = e per ogni x E Ue;

da ciò segue che éa (x) = e per ogni x E Ga . Ciò prova che ax = xa per

ogni x E Ga e dunque che a E Za .
Possiamo ora provare la .

PROPOSIZIONE 2. Sia G grulJpo di Lie reale e connesso. Allora esiRte

un sottogruppo normale e discreto No tale che GINO ha un complessificato.

DIMOSTRAZIONE (1) Con le notazioni precedenti sia z
w w

l’antiinvoluzione definita Poichè Ga è semplicemente
connesso, z determina un’antiinvoluzione a : G~~ -+ Ge ed exp o T = a o 

Sia

61 è un sottogruppo di Lie reale di chiuso, e Ge è un complessificato
di G1. Proviamo c Sia x = j (a) ; U è connesso quindi cc =
= exp Xi ... exp Xr con ..., À""r E g. Poichè exp o j° = j o exp si ha

d’altra è un sottogruppo di Lie, connesso, della stessa di men-

sione di G1, quindi coincide con la componente connessa Gò di GI. Inoltre

Ge è un complessificato di Gò . -
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(2) Sia Per il lemma precedente j (N ) è un sottogruppo
normale, discreto, contenuto nel centro Zo di quindi Ga/j (N ) è un
gruppo di Lie complesso e l’omomorfismo j determina un omomorfismo

G - Gol.i (N). Se x = (~r~)~ a E N, si ha o (x) = a (xo) o (j (a)) = o (xo)j (a),
quindi o passa al quoziente e definisce un’antiinvoluzione ’o : Gelj (N ) --~
Gclj (N). Sia

Go/j (N) è un complessificato di G2. ed cr = n (x), ~ è
la classe in Go/j (1~’) di j (x) e ’6 ( jo (a)) è la classe di a ( j (x)) = j (x) : cioè

~o(~)=~ per 
Ne segue che jo (G) c G2 ; poichè jo ( G ) è connesso ed ha la stessa di-

mensione di G 2, jo ( G ) = Gó , &#x3E; la componente connessa di G2@ e ~ Ga/j è

un complessificato di jo (G ). Si verifica subito che se No = Ker j allora

Alo = Ker jo = n (Nó ) : poiché 27 è un isomorfiamo locale, N0 è un sottogruppo
normale, discreto di G e Gelj è un complessificato di 

COROLLARIO 1. Sia G un gruppo di Lie reale, connesso. Se il centro

di G è (el allora G ha un complessificato. In particolare se G è semplice
come gruppo (i. e. è un gruppo semplice di Lie) allora G ha un complessificato.

COROLLARIO 2. Se G è un prodotto diretto di gruppi semplici di Lie
(i. e. è un gruppo semisemplice di Lie) allora G ha un complessificato.

COROLLARIO 3. Sia G un gruppo semisemplice di Lie, reale e connesso.
Allora G è un sottogruppo chiuso di un gruppo di matrici.

DIMOSTRAZIONE. Sia Gv un complessificato di G. Poichè G è un gruppo
semisemplice di Lie la sua algebra di Lie g è semisemplice e tale risulta

allora (cf. [3], 11-7). Allora Go è un gruppo di Lie complesso semi-
1R

semplice e quindi ha una rappresentazione fedele di dimensione finita (cf.
[2] ; XV1L3 teorema 3.2). ,

Università di Pisa
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