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EQUAZIONI QUASI-ELLITTICHE E SPAZI £7%Q,é) (11)

ENRIOO GIUSTI (*)

Introduzione,

Sia B(u)= X  D*(a.s(x) Dfu) un operatore fortemente quasi-ellit-
SR
tico in un aperto limitato 2 di R" e sia u (#) una soluzione debole (varia-

zionale) in £ dell’equazione
(1) Buy=f.

In un precedente lavoro (°) [7] ho dimostrato, sotto opportune ipotesi
per i coefficienti aqg(¥) che se f= 3 Deof, con f,€.L%29(2, ) (cfr. 1)
allora ogni solnzione debole di (1) ha<(ilé§i>va7€e Db ({B,qdm)in L20(Q,,8.),
essendo £2, un qualsivoglia aperto tale che Q,c Q.

In questo lavoro si continuera lo studio delle soluzioni deboli di (1)
in ipotesi di maggiore regolarita del secondo membro e dei coefficienti.
Sotto opportune ipotesi per questi ultimi si troveranno i seguenti risultati:
1) Se f(x)e H™ (M, £) (cfr. 1) ogni soluzione debole della (1) appartiene ad

Hm™UG+H2) (m, Q) (j =0, 1,..)) (cfr. teor. 3.1).

2) Se f(x)€ H™:%(m, 2) ogni soluzione « ha le derivate D> Df u ({ a, g ) <<m,
(Bg><=m(j+1) in L£L29(2,,8,) (cfr. teoremi 4.1 e 4.III).

3) In particolare, se f(x) & hdlderiana (rispetto ad una opportuna metrica
0) in O, allora ogni soluzione debole di (1) ® una soluzione in senso
classico, intendendo per questo che esistono e sono holderiane (rispetto
a 8y, ) le derivate delle u(x) che figurano nell’operatore E. (cfr. teor. 4.1I).

Pervenuto alla Redazione il 16 Dicembre 1966.

() Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca N. 46 del C.N.R.

(°) Questo lavoro @ il naturale proseguimento del primo. Pertanto si rimanda a quello
ed in particolare al Cap. I° per tutte le notazioni e le definizioni.
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4) Se fe H™?(m, Q) (p==2)ed u & la soluzione del problema di Dirichlet
B(u)=f

u € H()”l (m, .Q)

allora le derivate D*Dfu({a,q)<<m,{B,q) << m(j -+ 1)) appartengono
ad L7 (L) (efr. n° 5).

1. Aleuni spazi funzionali.

Sia m una n-pla di interi positivi m,,..,m, e sia m = max m;; indi-
chiamo con ¢ la n-pla (m/m,,..,m/m,) e con {a,q) il « prodotto scalare »

n
2 oy qi.
i=1

J () & Vinsieme dei razionali non negativi &k per i quali esiste almeno
un multi-indice o = (ot , .. , %s) (@; interi non negativi) tale che {«,q)=*k.
0 () & la metrica su IR™ cosl definita:

n . 1/m
Bm(x)—_—lwlngifl || g .
Indichiamo con £ un aperto di 1R™

OF(m, Q)(k€J (m)) & lo spazio delle funzioni continue in € insieme
alle loro derivate D*u con {a,q) <k

C*(m, 2) & uno spazio di Banach con la norma

(1.1) Ilullck(m,§)=sgp sup | Dru(x)l

<a,g> <k

Ckx(m, Q), 0 <<% <1 & lo spazio delle funzioni u € C* (m, Q) aventi
tutte le derivate D*wu (o, ¢ << k) holderiane con esponente » rispetto alla
metrica d,,. B uno spazio di Banach con la norma

(1.2)

- |- D*u (@) — D*u (y)|
g, 7y =1 e g, )+ P <ogrsk O @—y

Sia @ un cubo di R" di lato I; OF (Q) & lo spazio delle funzioni

@ () € C=(IR") periodiche su G (periodiche con periodo I rispetto ad ogni
variabile).
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Cf (m, @) [risp. C&* (M, Q)] & 1o spazio delle funzioni u ()€ O (m, IR™)
[risp. C**(m,R™)] e periodiche su G. B uno spazio di Banach con la norma
(1.1) (risp. (1.2)).

H* (m, Q) [risp. H{ (m, ©), risp. H{ (m, Q)] & il completamento di C*(Q)
[risp. O5° (Q), risp. O (G)] rispetto alla norma

12
— a 2
1ol g g(a'q{Skle ul dw%
Q

) m, Q), ¢ (m,§) ed H{;(m, Q) sono spazi di Hilbert con il prodotto
gcalare

z fl)"‘ul)“’vdw.

<a,q> <k

g

(u7 ,U)Hk (m’ g) =

OSSERVAZIONE. Per ogni @ € (;° (Q) esiste una ed una sola funzione
@1 € Of (G) tale che @ (¢) = @41 (x) su §. I’immersione canonica ¢ (x) — @ ()
applica C;° (@) in un sottospazio di Cy (G). Nel seguito noi identificheremo
0s°(Q) con la sua immagine e scriveremo C;° (Q)e Cf ().

Analogamente of (m, @) [rispet. H{ (m, @)] sard considerato come un
sottospazio di Cf; (m, @) [rispet. Hf (m, Q).

Indichiamo con I (x,,0) la sfera aperta di centro x, e raggio ¢ nella
metrica 8, e poniamo (v, ,0) = 2N I (x,, o)

£20(2,8,,),0=0, & lo spazio delle funzioni u € L?(2) per cui

2
[u]’@%B(Q P )= Slll_) ‘Q(w07 Q)l—e Iu(w) — Uz, 0) * dw < + ©0o
’"m Zp€ 2
>0 (@, 0)

L£29(0Q, 6,,) & uno spazio di Banach con la norma
u—>|lu|lL,(m-|—[u]32_9(9,6m).

Per le proprieta di questi spazi, che saranno utilizzati nel seguito, si
veda [6] e [7], par 2.
2. Spazi 8" (m, Q) e loro proprieta.

DEFINIZIONE 2.1. Sia G un cubo di R" e sia v €TR.

4. Annalt della Scuola Norm, Sup.- Pisa,
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87(m, Q) é lo spazio delle distribuzioni u periodiche su Q') e tali che(?)

~ 1/2
—_ 2 o2r
(2.1) Ilullsr(m, o= Eszz" lug 12 (1 41812 < 4+ o0
S7(m, P) é uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare

5w (1&g

(u, v) ) =
TSI T ey

PROPOSIZIONE 2.1. 8™ (m, Q) ¢ isomorfo ad HI' (M, Q)(j =0,1,2,..).

DIMOSTRAZIONE. Per semplicitd supporremo che G sia il cubo di lato
2n. Sia w€ HY' (m, Q). Per il teorema di Parseval

(2.2) lulygmign, 0y = =Tl = &,
- &

<a, 9> =mj

Draltra parte

(2.3) S e I IER < e lE)™
<a,g>=mj kEJ(m)
k=<mj
(2.4) S =14 3 a4l = (L 1E .
<a,q>=mj <a,q>=mj

Dalle (2.2), (2.3) e (2.4) segue allora che w€ 8™ (M, Q) e si ha la mag-
giorazione

Y X i o °
”u”SmJ (m;(/)) < ”'u/ ”Hm] (nl;g)_<— (3” u”s’ml (m,g)

Viceversa se u € 8™ (I, @) allora le funzioni

w @)= 3 ue " @2n)"e 0T Q)
1€l =k

formano una successione che converge ad u (x) in L?(Q).

(1) Vedasi ad es. [9] tomo II® pag. 80.

T +
(®) Con X si indica la sommatoria X X .. 2‘?0

Eezh &1=--00 &y=—0co0 & =00
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D’altra parte per ogni « tale che {a,q) << mj, la successione {D*ug
¢ di Cauchy in L?(Q). Ne consegue che u;-— u in H&"j m, §).

PROPOSIZIONE 2.II. Se u€ 8*(M, Q) allora D2u€ 8™—<x2> (M, §) ¢ si ha

(25) ”Dauusr—-<a,q) gC”’M,“

m, @) s m, Q)
DIMOSTRAZIONE. Essendo (D/,,\ w); = ug &, la tesi segue dalla disegua-
glianza

0 (L4 &l o2 ee > e (14 1&ly ).

TEOREMA 2.I. Sia T una applicazione lineare di 87 (m, Q) in 8" (M, Q)
(i =1, 2) tale che N u €05 (Q)

I Tull < K [lull .,
§'(m, @) N

m Q)

Allora, per ogni 0 <<o<C1, T applica 8"(M,G)in 8"(M,Q)(r =7, (1 — o)+ ry0)
e 8t ha

(2.6) Il Twll < K7 K] llull

8 m, Q) — s'm,g) "

Si tratta in sostanza di interpolare tra due spazi I? (di successioni) rispetto

a misure diverse. Basta ripetere ad es,, con modifiche puramente formali,
la dimostrazione data da E. M. Stein e G. Weiss [12].

3. Regolarizzazione in H*(m, Q) delle soluzioni di equazioni fortemente
quasi-ellittiche.

Rammentiamo alcune definizioni date in [7] Cap. 2°(3).

DEFINIZIONE 3.1. Un operatore differenziale

E (u) = 2< De (agg () DF u)
SE>=m

(®) Vedi anche [2].
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si dice fortemente quasi-ellittico in £2 se esistono due costanti positive » ed N

tali che \fx €802 ¢ M EER?

vIElf <Re P (w,§)=Re 3 a @& <NIENQ.
<a,q>=m
<p,q>=m

DEFINIZIONE 3.IL. Si dice associata all’operatore E (u) la forma

B (u, v) =, F;SM fa.,ﬂ (#) DB w D*v dz
<;:g>5m!2

definita in H™ (m, Q) < H™ (m, Q).

DErINIZIONE 3.I11. Una funzione u (x)€ H™ (M, £2) si dice soluzione
in Q dellequazione

E@u)=f
con f€H™™ (M, Q), se M @€ C (Q), risulta
B (uy ) =S, )
dove €.,.) indica la dualits tra H™™(m, Q) ed Hy" (m, Q).
LEMMA 3.1 Sia w€ H™ (M, Q) soluzione debole in Q dell’equazione

M+ PDu=u+ 3 D*@yDiu)=f
<a,g>=m
<f,g>=m

con P (D) fortemente quasi-ellittico a coefficienti a,g costanti.
Se f€8" (M, Q) allora uw€ 8+ (m, G) e si ha la maggiorazione

(8.1) Il 1] gzmpr m, e = cllfl!sr(m’ o

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per semplicitd che @ sia il cubo di lato
2n. 8i ha, 3 £€Z":

(14 PE)w=r.

D’altra parte, essendo

ReP(&)zviflf{{‘
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risulta
(e =1L+ P @ <o [fel (L 1ERDT ey fel (X 41817

Allora u € 82n+r (m, §) con la maggiorazione
- 2 4m-4-2r)1/2
”““sszi"‘(m’g)z{é”“g' (14 1Ey) J12 <

<& (ZIf B+ 8PP = e, Fllgr o o

c.v.d.
Consideriamo ora loperatore

(3.2) B= 2 _ D(aep() D (v)
<a,q>sm
<Bg>=m

fortemente quasi-ellittico in @, con i coefficienti a,z€ 0% (M, Q) se {a,q) =
={f, q) = m, misurabili e limitati se (a4 B, ¢> < 2m. Sia B (u,v) la forma
associata ad K (u) e supponiamo che  u, v€ Hy'(m, Q) si abbia

2

H™ (M, §)

Holl

Re B (u,u) =c¢, |l ull
(3.3)

| B (u, v) | éazllullﬂm(m,g)

H™m, 9’

Per Disomorfismo tra H™(m,§) ed 8™(m,§), (prop. 2.I) nelle mag-
giorazioni (3.3) si pud sostituire |-z m con |l[lgm.

11 teorema di Lax-Milgram (cfr. ad es. [14]) assicura Vesistenza di una
applicazione lineare e continua 7, di §™(m, Q) su §™(m, §), con inversa
T,™' continua, tale che M/ u,v€ 8™ (M, Q) risulti

B (u,v) = (T, %, v)Sm(m,g) .

Consideriamo Doperatore f. q. e.

n
Ku=u-+ 3 Di"u
i=1
e sia A (u,v) la forma ad esso associata.
A (u, v) verifica le ipotesi del teorema di Lax-Milgram, e quindi esiste
un operatore T, tale che \/ u,v€S™(M, Q)

A (uy v) = (T uy ”)Sm(m, Q)"
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Posto allora T = T{l T; si ha
(3.4) B (u, v) = A (Tu, v).

- Lemma 3.I1. Se Voperatore E(u) ha i coefficienti a,z appartenenti a

oYM, Q) (j=1,2,..), allora T & un’applicazione lineare e continua, con
inversa continua, di S™+N(m, Q) su §7UtH(m, Q).

DIMOSTRAZIONE. Dalla (3.4) segue, per ogni ¢, v € Oy (Q),

(3.5)  B(p, Kiv) = (p, B*KJ )2y = (Tp, Kt y) a0y = A (T, K7 y)

dove

E*(w)= X  DFf(ap(x)D*u).
<a,g>» <m
<pig><m
Consideriamo ora gli operatori K/ E (u) e K/t (u),
FEssi sono ancora fortemente quasi-ellittici (). Esiste quindi, per il teo-
rema di Lax-Milgram, un’applicazione lineare e continua T, di § m(i+1) (m, Q)
su 8" (m, @), con inversa T; ' continua, tale che

B;j (u, v) = A; (T} u, v).
Essendo Bj(u, v) ed A;(u,v)le forme associate rispettivamente a K/ E (u)
e Kiti(u).
Dalla (3.6) discende, % @, y € O (Q)
3.7) () B* K7 @) o0y = (Tj ) K7 )20 -

Confrontando la (3.7) con la (3.5) si ottiene

(3.8) (Tp — Ty, K4 )z gy = 0 N 9y € OF (G).

(%) La parte principale di K TE() »

n i
F(u) =(2 Df’"i) > D%a,, DPw
i=1 <a,g>=m
<frg>=m
e si ha

n i ;
3 ™) R atf o | g 20D,
( g ,) o, I _ tat =g lEhy

i=1
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Indichiamo con w la funzione Te — Ty (w e S™ (M, Q)).
Scelta vy in modo tale che w; = d, (y € Z") la (3.8) diviene

~ % ooms j+1
w,, (1 -‘I" Z i "> =0
i=1
da cui W pe€Z™:

1/0\,, = 0.
Allora per ogni ¢ € Cf (Q) si ha

Ty =Tip
ed essendo Cf (Q) denso in ™ i+ (m, @) co HEUHY (m, @) si ottiene la tesi.

LeMMA 3.IIL Sia w(z)€ Hi (M, Q) wuna soluzione debole in G dell’equa-
zione

Bu)=f

con H(u) fortemente quasi-ellittico.

Se il secondo membro f appartiene ad S(i—m i, Q) (j intero =0, 0 <<
<7< 1) ed i coefficienti a,z(w) sono in O™ (m, Q), allora eV, @)
e 8t ha la maggiorazione

(3.9) Il |'s(]’+2—r)m(nl’ Q) =0 t “f”‘s(]'~r)m(m’ Q) + Ilw ”Sm(m’ g)}-

DIMOSTRAZIONE. Sia B (u,v) la forma associata ad F (u).
Esistono due costanti ¢, e Ay tali che \/ € Hi (M, Q) ()

Re B (u, u) = ¢, llull2, — Ao Il

"(m, @) LXG)"

La funzione » & allora soluzione in @ dell’equazione
B ()= B @)+ lu=f+iu=g

e la forma B’ (u,v), associata ad B’ (u), verifica la (3.3).

(®) Vedi ad es. [7], teor. 6.II. Questo teorema & stato enunciato nel caso in cui u (x)
sia a supporto compatto, ma resta valido anche in questo caso, poichd lo spazio Hﬁ‘ m, &)

® isomorfo allo spazio H™(m, T), dove T & il toro a n-dimensioni.
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Dimostriamo a questo punto che se w€ 87 (m, §) (m < p), allora % ap-
partiene ad S7(m, @), con ¢ = min {(j 4 2 — r)m, 2m 4 p} e si ha la mag-
giorazione

{ X
1 ga g, oy == ¢ UL gt gy, o F 1000 g )

La tesi seguird quindi con una semplice iterazione del procedimento.
Per ogni @ € O (Q) si ha

(g, 9> =B (u, ) = A (Tu, ¢).
La funzione Tw € 8? (m, @) & soluzione in G dell’equazione

con g€8t(M, Q) con ! = min {(j —r)m, p}. Dal lemma 3.1 segue allora che
Tue 82+t (m, Q) e si ha

I Tu ”s2m+l(m, g =0 g ”s’(m, 95h

Consideriamo Doperatore T—1. Esso applica con continuitd S™ (m, @)
in 8™(m, Q) e, per il lemma 3.II, SU+Am(n, Q) in SU+I™ (m, Q). Dal
teorema 2.1 segue che 7'—! applica S7(m, Q) in S72(m, Q) e si ha la mag-
giorazione
lull g

ScsllTullsq( < llgll

m,9) m,G) stm, ) =

£05{“fus(j—r)m(m’g)—I—”ullsp(m,g)} c.v.d.

TEOREMA 3.1. Sia u(x)€ H™ (M, 2) una soluzione debole in 2 dell’equa-
zione fortemente quasi-ellittica

Bu= =2 D*(a.,Dlu)=1.
<a,g> =m
<pg>=m

Se fe Him(m, Q) ed i coefficienti a,z€ O™ (m, Q) allora, per ogni
aperto Q,cc 2, u(x)€ HUTDm (m, Q) e si ha la maggiorazione :

(3.10) el om0y = © N gim . gy 1120 . )

by

dove ¢ é una costante che dipende da Q, e dalloperatore E (u), ma non da w
e da f.
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DIMOSTRAZIONE. Per semplicitd dimostreremo il teorema nel caso j=—0.
Ci si pud convincere perd che, con un semplice ragionamento per induzione,
la dimostrazione si estende a qualsiasi j intero.

Faremo vedere che per ogni punto z,€ £2 esiste un cubo ¢, per cui
& valida la (3.10).

Siano Q,, @, ..., @mt+1 di cubi di centro x, verificanti la relazione
QmyicCc Qpcc..cc@Q,cc
e siano ¢;(x) m -+ 1 funzioni verificanti la proprieta :

!‘PiE Oy (Qy)
01

—
-,

0,1,..,m).
pi=1 su @iy

La funzione ¢, u verifica in @, ’equazione :

(Bll) B =¢ f+ = {z(“)DwiDa-vwaﬂ(w)Dﬂu)Jr
Ghzmlz\y

+ = (’;) D* (a5 D, DP9 w)
8520
=g

da cui (%)

o o
B12 Bpw=or+ 3|3 (%) 0 D [pean D ol +
<o g><miy=0 \V
<B,q>=m y<aoa

+ 2 (5) D190 00s D20, D2 (o] =,
i |

dove si & posto
By(pyw)= 3  D*[pyaas DP (p,u)].
<a, g>=<m
<B, g>=m
Esaminiamo il secondo membro v, della (3.12).
Ovviamente ¢, f€ L?(Q,). Un generico termine della prima sommatoria &

Dt @, D=7 [p, aag DP (o u)).

(%) Infatti @, =0=> @, =1.
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Poichd ¢, u € H" (M, Q) < Hif (M, Q) si ha @, a5 Df (p,u)€ L*(Q,) e
quindi D? @, D*7 [@, tas DF (pou)] € S (M, Q) e si ha

| D* o, D> [ s DF (g9 1)] ”S —nH (. 0 < ¢, | 9y @ag DP (@5 %) HL2(QO) =

S™m, Q) H™(m, 2)

ed analogamente

Il D (@ dap D? py DF= (g w)] Il g —nts egllull,

<< .
m, Q) — "™ (m, 2)

Dal lemma 3.III segue allora che @, u € ™1 (I, @), con la maggiora-
zione

o ullgmir iy g = 0 M0 llgmmir gy o0 < KU o) F10llgm o gy

A questo punto consideriamo la funzione @,u = @, ¢, u.
Essa verifica in ¢, ’equazione

o
(3.13)  Ey(pyu)=eq,v, + = % > (/3) DY @y D=7 [y aag DE (@, u)] 4
<o, g>=<m | y%0
<B,g>=m y=<a

+ 2 (ﬁ)D“[‘Po“aﬁ D? @y DF=3 (o w)]i = v,
828

Si vede facilmente che ¢,v, = @, f; infatti @,v, — fp, = 0 perchd
P F 0=>¢, =1.
Si pud verificare anche che v, € §-"+2(m, Q,), e che

Wop g —mta iy, gy = o6 L1712 g, H 1 @utllgmin o))
Allora @, u € 8™+2(m, Q,) e si ha la maggiorazione

gt llgmia gy, g = 010 llg—maa g o) < B (Il ) Nl gm gy )

Iterando il ragionamento si ottiene che ¢ u € 82™(m, @,), con la mag-
giorazione

| @ u ”Sz’”(m, Q) < K, { “f“Lz(.Q) 4 1l “Hm(m’ Q)}.
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Dall’isomorfismo degli spazi 82" (m, Q,) ed HZ"(m, @, segue che
Pm 1w € HE" (M, Q) &, POichd ¢ =1 8u Quy1, si ha w€ H™ (M, Quis) €
ullgom g, g, = 11#m oy, ) = K UM ) H Tl o gy o))

c.v.d.

4. Regolarizzazione in L9 (Q, 6,).

Dimostreremo in questo paragrafo il seguente teorema di regolarizzazione :

TEOREMA 4.1. Sia Q un aperto di R, di tipo (A) rispetto alla metrica
Oy € sia w(w)€ H™(m, Q) una soluzione debole in 2 dell’equazione forte-
mente quasi-ellittica

Ew)= 3 D%t DPu)=1.
(4.1) ( ) <a, g>=m ( # ) f

Supponiamo che f appartenga a L%6(,0,), 006 <l + 2 e che i
M
coefficienti a.g(x)€ C™ "0 (M, Q), dove
0 se 6<1

¢ >0 arbitrario se 6=1

PO=D o 1<o<14 2.
2 Iz

Ao =

Allora per ogni aperto Q,cc Q la funzione u e tutte le sue derivate
D Dfu, con o, q)<<m e p,q)<m, appartengono ad L2°(2y,d,) ¢ si
ha la maggiorazione :

42)  coam DD Wl gr0 g oy =l llpn0 g5 Fullgmay o)

<a,g>=m
<f,q>=m

Come caso particolare del teorema 4.1, in virti delle proprieta degli
spazi L% (8, d,,) (vedi [6], [4]) si ha il seguente risultato :

TEOREMA 4.I1. Sia u (x) una soluzione debole in £ dellequazione f.q.e.

Ew=f.
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Se f€ 001"(@, Oyy) €d ¢ coefficienti aqp€ O™ (M, Q) allora, per ogni aperto
Q,ccQ, di tipo (A) rispetto a O, tutte le derivate D* DFu({a,q) < m,
(B, q> << m) appartengono a C®* (go ,0) € st ha la maggiorazione :

a N — — .
L2 DDl g g = el lgon g g 10l gm gy g)
<a. g>=m

In altre parole ogni soluzione debole in £ di E(w)=f ¢, all’interno, una
soluzione « classica ».

Prima di passare alla dimostrazione del teorema 4.I, dimostreremo un
lemma.

DEFINIZIONE 4.1I. Siano A e B due spazi di Banach, rispettivamente con
norme |-y e |-l costituite di funzioni definite su Q. Diciamo che A & uno
spazio di moltiplicatori per B se f p€ A ¢ M u€B si ha:

pue€B e llqullz<<cllgllyllulls.

2 .
Se 6 & un numero compreso fra 0 e 1 -+ ;, poniamo

0 se 60<1

¢ >0 arbitrario se =1

pO-—1
2

Uy =

ge 6 >1.

LeMMA 4.1 Sia Q di tipo (4) rispetto a 8y, .

0" (9, 8,,) ¢ uno spazio di moltiplicatori per L2 6(Q, Om)-

DIMOSTRAZIONE. a: 6 <1. Sia ¢€(°(2) e u€ £226(Q,4,,); allora

quulzdwgm_lp[(p(w)lzf [u|? do
)

Q(z0, @) 2zo, @)
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ed essendo 2% 9(Q, d,,,) isomorfo ad L*9(L, d,,)[6]:
2 2 2 2 _ 2
” (p’u, ”,92' 9(9’ 6m) S 01 “ @ ”CO(Q) ” u “L2, ] (.Q, 8m) é 02 “ @ ”00 (.Q) ” u ”.92, Q(Q’ 6"'()

b:0=1. Sia p€ 0% (2,8,) e ueL21(2),8,); si ha:

lup — {up), [* dz =/ lu (@) @ (o) + u (@) [ (@) — @ ()] —

Qo , 0) Q2 , @)

— fu (@) [ (®) — @ (@)]}e — %o @ () I dxr <

Scig|¢(w0)l2] Iu—u9|2dx+Q25|||¢7”|200,a(§,6m)f |u|2dw$g

Q2 , @) Q(xo, @)
7 2 - “ | ]2 2e, Hu—2¢ 2 _Z_e-
(N<<e, ”‘P”Cme(g,am) (e Il Il'eg,l(g’am)—i—g 0 llulle,l M(_Q,am)}s
2 — 2
S 03 Q” ” @ ”00, & (Q, am) “ w ”,@2‘ 1 (Q, an‘)

¢:0>1. I ovvio, poiché .£2(R,4,) & isomorfo a C”*0 (2, 8.).

Possiamo ora dimostrare il teorema 4.I. Facciamo vedere in primo luogo
che le dervate D; Df u ({$,q) << m,i=1,...,n) appartengono ad .29 (Q,, d,,)
per ogni 2, cc Q.
Sia £, un aperto verificante la relazione £, cc 2, cc Q.
Per il teorema 3.I w€ H?*(m,£,), avendosi la maggiorazione (3.10).
Allora D;u (i=1,..,n) appartiene ad H ™ (m, £2,) e verifica in 2, 'equazione
E(D;u)=Dif — X D*(Diasz-DFfu).

<a,g>=m
<B,g>=m

Per il teorema 10.I di [7]() DFfue 2%9(2,,d,,) e quindi, per il lemma

(") Si usa qui il fatto che 6, <<0,—=> £28%Q ) c 229 Q ) e si ha Fue
€% (0, 8)

< .
el s o g g Solelpnang s

(®) Tale teorema & stato dimostrato nel caso particolare in cui il secondo membro del-
lPequazione contenesse solo termini del tipo D“fa con f, € L%(2) e (a,q)=m. Non d dif-

ficile perd convincersi che esso resta valido anche se sono presenti termini D“_}"‘z con {a,q)<m.
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4.1, appartengono ad £2°9(Q,, d,) anche le funzioni

Qo == 2 D;aaﬁ-l)ﬂu.

<p,g>=<m

Allora, di nuovo per il teorema 10.I di [7], M f: € B, 9> < m, D;Dfuc
€.L%9(82,,4,,) e si ha la maggiorazione

lIDiDﬂu||£2,g(Qm6m)£01{“f”’ele(gyanl)_l_ 2 H (pa||£2,9(gl’6m)+

<a,g>=m

+ 1 Dellgm g o)

ed essendo
gl g0 g 00 =117 p20 g 5 )t Tellgm gy o)

1Dl oy gy < € {17 N 0 g+ el gm0 o
si ottiene

DDl oo g 5 < tflgn0g s )+ 10l mq o

Supponiamo ora che, comunque fissato un aperto 2, cc Q, tutte le

derivate D° Dy con o,q)<<m,lol<<k e {(f,q)<m appartengano ad
L£29(Q,,0), € che sia

o DB
1D DPull oo g 5 < elIFlpnog s+ ullmg o)

e dimostriamo che lo stesso vale per D*Dfu con {z,q)<<m,ltl="Fk+1
e {Byg><m.

Infatti siano £, e 2, due aperti verificanti la relazione 2, cc Q, cc Q.
DT ue H™(m, 2,) verifica in Q, Pequazione

EDwy=Df— 3 2(’)1)a(1)raaﬂ.1)r—r1>ﬂu).
<a,q>=m  y#0 7
<f,q>=m y=1

D’altra parte, essendo |t— yl<<k, D 7*Dfue L26(Q,,d,) e quindi
anche ¢, = X 2 (T)Draaﬂ.Dr—VDﬁuE,Qle(Q“a

<fg>=m yzo\ Y m
y<z
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Per il teorema 10.I di [7] si ha allora che D* Dfu€.£2%9(Q,dy,,) con
la maggiorazione

” DtDﬂ““,QZ'e(Qo,am)gci { ”f”'GZ'O(‘Q’&m)—'_ z |I¢a||£2,691’6m)+

<o, g>=m

FUD ullgm g o =e (Il p20 g ) Flullgm gy, o)

11 teorema & cosi dimostrato.

Con la stessa tecnica usata nella dimostrazione del teorema 4.1 si pud
provare che se f ha le derivate D°f (s, ¢)<<mj) in L%9(Q,4,) e se i
coefficienti a,g € €™+ %0 (M, 5—2_), allora u ha tutte le derivate

D Dfullr,q><<m(j+1),¢B,q><<m] in L29(2,, )
Si ha allora il seguente.
TEOREMA 4.II1. Sia u (x) una soluzione debole in Q dell’equazione f.q.e.
Bu)=f.

Se f ha le derivate D°f({o,q) <<mj) in L>6(R,05,) e se i coefficien-
Ui ap () € o™V, Q) allora per ogni  aperto 2, ccQ le derivate
D*Dfu(Ct,q><m(j+1),(B,q)<<m) appartengono ad .2%°%(Q, ;) ¢ si
ha la maggiorazione :

|| D* DF | <cf{ 2

<0, 9> <mj ” Daf]lﬁg, o 'Q’ 6]1\) + || u ”H m m, Q)}.

L2900y

5. Maggiorazioni in L? per la soluzione del problema di Dirichlet.

I risultati dei precedenti paragrafi ci permettono di dare un’ulteriore
teorema riguardante la soluzione del problema di Dirichlet

D: w€ Hy' (m, 92)
Ew+lu=f A1e(.

Con F (u) come in (4.1) ed f€ L?(£2). B noto (vedi ad es. [7], teor. 13.I)
che se Rel ¢ abbastanza grande il problema D ha soluzione unica, e si ha

(5.1) lll <clifll

H™m, Q) L2y ”
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Sussiste il seguente teorema :

TEOREMA 5.1I. Sia E (u) un operatore fortemente quasi-ellitéico con i coef-
ficienti a,g€ C™ (M, Q) per qualche e > 0, ¢ sia u (x) la soluzione del problema
di Dirichlet ®. Sia @ una sfera mnella metrica &%, (°) strettamente contenuta
in Q.

Se la funzione feL? (Q) (2 << p < + ), le derivate D* Dfu ({a, q) <<m,
(B,q><<m) della soluzione appartengono ad L? (Q) e si ha la maggiorazione :

. « DF
(5.2) W I Drull
<B,9> =m

=cllflp -

Per la dimostrazione di questo teorema si usera un teorema di inter-
polazione di G. Stampacchia (vedi [11], [10], [5]) di cui ricordiamo V’enunciato:

TEOREMA 5.ILI. Sia @ una sfera nella metrica of,. £ un aperto limitato
di R», T un’applicazione lineare di L? (2) in L? (Q) (p > 1) e di L*(Q) in
L11(Q, o1, tale che:

Il Zf 1l < O, Ifll

L (@) L@

Allora per ogni q, p<< q < -+ oo, T & un’applicazione lineare e continua
di L1(Q) in LI1(Q) e st ha la maggiorazione

(5.3) NT N o gy < K1 f 1l g )

dove K & una costante positiva che dipende da p, ¢, |21/1Q1, O, e C,.
Dimostriamo ora il teorema 5.1.

Sia @+f lapplicazione che alla funzione f€ L?(f) fa corrispondere la
restrizione a  della derivata D* Dfu della soluzione w di D.

Per il teorema 3.I, Q+f applica L? (Q) in L*(Q) e si ha la maggiorazione

(G4) 1D DAl g < e (1 A 1l m g o)) < 051715 g -

® 6;1 (%, y) ® la metrica cosl definita
mg

5*{11(w,y)=5t‘5p{lw,-~yilm |

ed & equivalente alla metrica Bm (2, ¥).
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D’altra parte, per il teorema 4.IT, Q< applica £2%1(Q,d}) in
L21(9Q,68)(1°) e si ha

(5.5) D= Doull 5,1 < llrll

Q,0m) L2 1,8k "

Il teorema 5.IT assicura allora che G+f applica L?(Q) (2 <<p < 4 o)
in L?(Q), con la maggiorazione

| D DAl <cllifll

LP(Q) L¥(@)

c.v.d.

Dal teorema 4.IIT discende, con lo stesso ragionamento il seguente
risultato :

TEOREMA 5.111. Sia u (z) una soluzione debole in Q dell’equazione f.q.e.
E (u)=1/.

Se la funzione f€H™ (M, Q) ed i coefficienti aq4(x)€ C™i+e(m, Q)
(¢ > 0 arbitrario) allora le derivate D* Dfu({r,qd<<m(j -+ 1), (f,q)<<m)
appartengono ad L? (Q) per ogni sfera @ mnella metrica of,, @ cc £, ¢ siha
la maggiorazione

” DT_Dﬂ’M/HLp(Q) Sc(j)“f”Hm},p(m’g)-

Universita di Pisa

(1% Ricordiamo (efr, [4]) che se due metriche 8, e §, sono equivalenti, gli spazi
£29(0 5,) ed £LP9(Q,8,) sono isomortismi ; e che gli spazi .71 (Q, 8 A=p<+ o)

sono tutti isomorfi tra loro.

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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[1] s.
[2] G.
[3] 8.
[4] 8.
[5] S.

[6] G.
[7] E.

[8] L.
[9] L.
[10] S.
[11] G.
[12] E.

[13] L.

[14] K.
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