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SU UN CERTO SPAZIO FUNZIONALE.

UN TEOREMA DI TRACCE (*)

LAMBERTO CATTABRIGA

Oggetto di questa nota è uno spazio funzionale già considerato da P.
I. Lizorkin e S. M. Nikol’skii [2] ed in casi particolari da M. Pagni [3], [4]
e B. Pini [5]. Come si mostra più oltre (n. 2) tale spazio è del tipo di quelli
studiati da L. Hormander [1] e da L. R. Volevic e B. P. Panejach [6].

Oltre a certe proprietà di questo spazio provo qui un teorema che

completa un risultato contenuto in [1] e [6], riguardante le tracce su un

iperpiano coordinato delle funzioni appartenenti a tale spazio e di certe

loro derivate. Casi particolari del risultato qui provato erano stati ottenuti

per altra via, ed in forma più esplicita, da B. Pini [5] e da M. Pagni [4].
Ringrazio Ennio De Giorgi per le assai utili discussioni avute con lui

sull’argomento di questa ricerca. Sua è la dimostrazione del lemma 3.3.

1. Sia cS (Ry) lo spazio delle funzioni indefinitamente differenziabili sullo
spazio euclideo v-dimensionale Rv ed ivi a decrescenza rapida ed cS’ (R") il

suo duale, cioè lo spazio delle distribuzioni temperate. Per ogni u E c5 (Rv) sia

la sua trasformata di Fourier. È

Pervenuto alla Redazione il 13 Settembre 1966. 
~ 

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei gruppi di ricerca matematici del

Consiglio Nazionale delle Ricerche.

9. Annali della Scuola Norm. Sup.. Pisa.



784

Come è noto se u E cS’ (Rv) si definiscono u ed n come le distribuzioni di

c5-’ ~R~) tali che

Da [1] e [6] (1) traiamo le definizioni

DEFINIZIONE 1.1. funziorce positiva ,u (~) continua su Rv si dice una

funzione peso temperata se esistono due costanti _positive 0 e d tali che

DEFINIZIONE 1.2. Se ,u (~) è una funzione peso temperata in R", con

.g~ (R") si indica l’insieme di tutte le u E c5’ (R") tali che Z è una funzione e

È stato provato (2) il

TEOREMA 1.1. Hw (Rv) è uno spazio hilbertiano con la norma definita da
( I.l ) ed è

anche in senso topologico ; inoltre c5 (R") è denso in g~ (R").

2. Nello spazio euclideo n-dimensionale Sn siano dati i punti ri =
, ~ _, . - __ . _. -

Nello spazio euclideo n-dime~sionale Rn sia

Per , Indichiamo con 0
l’inviluppo convesso in S n dei vertici dei parallelepipedi Q (ri), i = 1, ... , ,1YI.
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LEMMA 2.1. 1P è un poliedro convesso n-dimensionale e indicati con si -

iii) per ogni h =-- 1, ..., n esiste lk tale

Dimostrazione. Se

Osservato che ciascuno dei vertici sl coincide con uno dei vertici dei pa-

rallelepipedi Q (ri), avremo per ogni e E R?1

Se poi s 8 É p, allora per un t E ]0~ 1[ ts sta su almeno una faccia

di f3 non situata su alcun iperpiano coordinato. Siano rj, j = 1, ... , ~c~ i coseni
direttori della normale all’iperpiano su cui sta tale faccia, diretta verso

l’esterno di 1P e d la distanza di tale iperpiano dall’origine di Sn. È ~
n 

.._~a . ~ .

D’altra parte per la convessità di P risulta

~ simbolo di Kronecker).
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Da queste maggiorazioni segue che ~ L non può restare limi-

tato per 
Le altre affermazioni del lemma sono immediate conseguenze della de-

finizione di C3.
In Rn siano

LEMMA 2.2. Per ogni $ E Rn valgono le

con C costante _positiva.

Dimostrazione. La maggiorazione P’2 (~)  N o2 (~) è immediata conse-

guenza del fatto che ciascuno degli sl coincide con uno dei vertici dei 
Alla e2 (~) C 2lVIP’2 (~) si giunge osservando che i punti ri si possono espri-
mere come combinazione lineare dei vertici sl di 

onde per ogni

Ì2 poi evidentemente

Per ogni ~ E Rn e per ogni 1 = 1,..., N è infine
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ove C’ dipende soltanto da p ed R (~) è una somma di termini del tipo
I ~2a I, alcune coordinate di a essendo eguali a quelle di sl e le rimanenti

nulle. Per il lemma 2.1, ii), tutti tali punti a appartengono a ~ onde per
ciascuno di essi è

N . - N

e quindi

Dunque per una opportuna costante positiva C

LEMMA. 2.3. Esiste una costante _positiva d tale che

Dimostrazione. P,

onde

e quindi

Dai lemmi 2.2 e 2.3 segue subito

TEOREMA 2.1. Le funzioni e (~), P (~), P’ (~) definite dalle (2.1)-(2.3) sono

funzioni peso teinperate in Rn. spazi H, (R’~)~ Hp (Rn), Hp, (Rn) definiti
mediante esse secondo la definizione 1.2 coincidono, le relative norme riuscendo

equivalenti (4).
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3. Supponiamo ora che

Indichiamo con ~~z (R) lo spazio lineare rispetto al corpo complesso
delle (classi delle) funzioni 99 (t), t E R tali che

consideriamo la forma hermitiana

quale prodotto scalare in ~~~ (R) e indichiamo con

la relativa norma in tale spazio.
Con (a), o&#x26; &#x3E; 0, denoteremo il più grande intero non negativo inferiore

ad a.

LEMMA 3,1. I funzionali lineari

sono continui in

Dimostrazione. Riuscendo 2h - 2Jnn  - 1 è infatti per
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Per sia

TEOREMA 3.1..Le funzioni

appartengono a ,

Dimostrazione. La prima affermazione è di immediata verifica ; la seconda

si prova osservando che dalla (3.1) segue

mentre è

Sia

LEMMA 3.2. Per ogni ~’ E Rn-1 esiste un elemento (ed uno solo) xh (~’, ~ ) E -Qiii

tale che

ed è

dove l’ultimo estremo inferiore è relativo al variare di tutti i coefficienti 
sul corpo complesso.
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Dimostrazione, La prima affermazione è conseguenza del fatto che Ah
è un insieme convesso di i (R), chiuso rispetto alla norma ,~7(~’; ~) per
ogni ~’ 

Sia poi

N (~’) il sottospazio di (R) generato dalle

È

Dunque

è il sottospazio chiuso di ~~(jR) ortogonale ad N (~’), per ogni 
Sia f E allora N1 se e soltanto se (P E Ah e

D’altra parte per noti teoremi è

ove i coefficienti Ak possono assumere qualunque valore complesso.

LEMMA 3.3. Siano ~~z ed h interi non negativi, h non superiore ad ’In.

.Esiste una costante positiva C1, dipendente soltanto da m ed h tale che

qualunque siano i numeri complessi ak, k + h, k = 0; ..., m, e qualunque sia
la funzione positiva p (t) decrescenteiín R+ = (o t  + oo) e tale che
4-00
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Dimostrazione (5). Basterà provare il lemma nell’ipotesi che i coefficienti

ak siano tutti reali. Sia e E ]0,1[ e

E (s) è riunione di al più m intervalli aperti disgiunti di R. Sia

T = (a  t  ~~ uno qualunque di tali intervalli e T’ = (0  t  fl). Il

cambiamento di variable 1: = trasforma l’intervallo T nell’intervallo

l’intervello T’ nell’intervallo ~-c’ = 10  z  1).

Fissato y &#x3E; 1 siano
Utilizzando la formula interpolatoria di Lagrange, si ottengono per i coef-

ficienti b3 ~ j = 0, ,., ~ rra~ di nel polinomio a primo membro di (3.2) le

maggiorazioni

con C(j) costanti positive dipendenti soltanto da j, oltre che da m e y.

Per j = h si ottiene allora

È poi

per ognuno degli intervalli T di cui E (e) è riunione. Pertanto è

(5) Questa dimostrazione mi è stata indicata da Ennio De Giorgi.
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e quindi

qualunque siano gli c~k e la funzione v (t) soddisfacente alle ipotesi indicate.
Da questa maggiorazione segue subito l’affermazione del lemma.

con °2 costante positiva dipendente soltanto da h.

Dimostrazione. Anzitutto per ogni $’ E è

Dal lemma 3.2 posto

segue poi

Dunque ancora per il lemma 3.2 e per il lemma 3.3 con ~
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4. Sia

É immediato che

LEMMA 4.1. Le funzioni
sono funzioni peso temperate su Rn-I. 

’

Mediante la definizione 1.2 restano quindi definiti gli spazi

Dimostrazione. La u è funzione di E’ in Rn-1 a valori

per quasi tutti gli ~’ E .Rn-1. Per tali ~’ poniamo

Dal teorema 3.1 segue poi

e quindi

quasi ovunque in Pertanto

TEOREMA 4.2. Per ogni assegnata
esiste una tale che



794

ove C. è la costante che figura nel l teorema 3.2.

Dimostrazione. Poniamo

ove wh (~’, t) è la funzione indicata nel teorema 3.2. Per ogni
quindi

Posto

risulta pertanto, per ogni ~’ E 

COROLLARIO. 4.1. Qualunque siano le distribuzioni

con C3 costante positiva.
Il corollario è immediata conseguenza del teorema 4.2. Basta prendere

ove le uh sono le funzioni indicate in tale teorema.
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indichiamo

la restrizione ad

Prolunghiamo le applicazioni su tutto H. (Rn) ponendo

Dal teorema 4.1 e dal corollario 4.1 segue allora

TEOREMA 4.3. Nelle ipotesi a), b), c), l’applicazione 

Nota (9-12-’66). Come appare dalla dimostrazione, nel teorema 4.3 alle

ipotesi a), b), c) si possono sostituire le

a’) la funzione e (E) è una funzione peso temperata su R’z ;

Ferrara, Università

(6) Per la densità di c5 (Rn) in H (R’1) ed il teorema 4.1 l’applicazione

prolungamento per continuità ad H e (Rn) d ell’ applicazione

(7) Il fatto che l’applicazione indicata, definita in abbia i valori in
- - - - - .- . r.a~ ~ --1 1-1 À

) segue anche dai risultati contenuti in [6]. In [1 J e [b] 0

anche provato ohe l’applicazione u - yo u è lineare e continu (
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