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SULLA INFLUENZA DELLA FORZA DI CORIOLIS
IN UN PROBLEMA MAGNETOFLUIDODINAMICO (¥)

G1ULIO MATTEI (**)

Introduzione.

Il comportamento magnetofluidodinamico (m.f.d.) di un fluido dotato
di una rotazione uniforme attorno ad un asse fisso e stato esaminato da
vari Autori con riferimento ad una terna rotante col fluido studiando con
particolare attenzione gli effetti della forza di Coriolis. B. LEENERT in due
lavori del 1954 [1] e [2] ha messo in evidenza l’importanza di tali effetti
sulle onde m. f. d. piane nel suddetto fluido (). Essi possono avere notevole
rilievo anche in stelle lentamente rotanti come il sole (cfr. anche H. ALFVEN
[4] p. 90). Riferendosi precipuamente allo studio di fenomeni m. f. d. solari,
in [1] PAutore tratta I’interno del sole come un fluido incomprimibile omo-
geneo non viscoso e di conducibilitd elettrica infinita, trascura la corrente
di spostamento ed in tutto il lavoro usa equazioni linearizzate. Sempre rife-
rendosi ad onde piane in [2] I’Autore lascia cadere I’ipotesi di assenza di
viscositd e, allo scopo di esaminare onde di ampiezza arbitraria, usa equa-
zioni non linearizzate. IL’effetto della forza di Coriolis si & poi rivelato di
particolare importanza sulle oscillazioni m.f.d. toroidali di un fluido rotante
secondo quanto stabilito da T. G. CowriNG in [5]. In [5] 1’Autore esamina
un fluido incomprimibile omogeneo non viscoso gravitante e rotante unifor-

Pervenuto in Redazione il 14 Marzo 1966.

(") Lavoro effettuato nell’ambito del Gruppo di Ricerca N. 7 per la Matematica del
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(1) Nell’ipotesi di assenza di viscositd e con ’uso di equazioni linearizzate cfr. anche
S. CHANDRASEKHAR [3] N. 50.
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memente attorno ad un asse fisso sotto l’ipotesi, di particolare interesse
Astrofisico, di simmetria rispetto all’asse di rotazione degli elementi del
moto relativo e del campo magnetico. In tutto il lavoro I’Autore usa equa-
zioni linearizzate e adotta le ipotesi, consuete in questo genere di problemi,
di conducibilitd elettrica infinita e di corrente di spostamento trascurabile.
Il problema oggetto di [5] & stato poi ripreso e largamente sviluppato, sempre
nell’ambito delle equazioni linearizzate, da P. C. KENDALL in [6] ().

Lo scopo principale della presente nota & lo studio nell’ambito delle
equazioni non linearizzate dell’influenza della forza di Coriolis sul compor-
tamento m. f. d. di un fluido incomprimibile omogeneo dotato, come quello
di [5] e [6], di simmetria assiale. A differenza di [5] e [6], oltre all’uso di
equazioni non linearizzate, si considera qui il fluido, come gid in [2], viscoso,
esaminando via via come caso particolare quello del fluido non viscoso. Al
N. 1 di questa nota si danno le condizioni, indicando Deffetto su di esse
della forza di Coriolis, affinché siano possibili i moti m. f. d. in esame;
esse si traducono in quattro equazioni differenziali alle derivate parziali
cui devono soddisfare le quattro funzioni incognite fondamentali del problema:
vy, funzione di Stokes del moto relativo meridiano, wx funzione del campo ma-
gnetico, v, e B, componenti azimutali della velocita relativa e di B. A1 N. 2,
supponendo preesistente un campo magnetico uniforme diretto come P’asse
di rotazione, si esamina il problema nel’ambito della approssimazione lineare,
ritrovando, fra Valtro, ’equazione differenziale, che sta alla base del lavoro
[6], cui deve soddisfare v,. Uno degli effetti della forza di Coriolis si ma-
nifesta nel far permanere anche nelle equazioni linearizzate Vinterazione
fra il moto m. f. d. meridiano e quello attorno all’asse. Esaminando poi il
problema nell’ipotesi di stazionarieta nel N. 3 si sviluppano le equazioni
non linearizzate nel caso viscoso e nel N. 4 nel caso non viscoso indicando
alcune soluzioni particolari apparse di interesse (). Nel caso non viscoso si
riduce il problema a una sola equazione in una sola funzione incognita e,
dall’equazione di moto, siricava un integrale, analogo a quello idrodinamico
di Bernoulli, atto a determinare la pressione.

(®) La forza di Coriolis gioca un ruolo preponderante anche in altri fenomeni m.f.d.
fra i quali segnaliamo: instabilita gravitazionale di un mezzo omogeneo infinito in pre-
senza di un campo magnetico (S. CHANDRASEKHAR [7]; cfr. anche [3] N. 120 ¢) ; magneto-
turbolenza (B. LEENERT [8]) e onde m. f. d. dovute ad una sorgente puntiforme oscillante
armonicamente in un liquido rotante di conducibilitd elettrica infinita (S. D. Nicam, P.
D. Nigam [9]).

(®) Si tratta di soluzioni delle equazioni indefinite. In esse compaiono anche termini
singolari sull’asse z di rotazione i quali saranno accettabili se per es. si ® interessati ad
un flunide che oceupa la regione esterna ad un cilindro di asse z e di dato raggio.
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1. Equazioni caratterizzanti il problema e loro sviluppo.

Le equazioni fondamentali del problema sono :

ov P v?
(1.1) §=’)’A2V+VAr0tv+gI'ad U—l—UL———Q“——z— —291\7—'-
! rot BAB
+47Z #Q )
oB . .
(1.2) == rot (v A B), (1.3) divv=0, (1.4) divB =0,

dove U, e il potenziale centrifugo, € la velocitd di rotazione e gli altri sim-
boli hanno il consueto significato. Nello scrivere queste equazioni, usate
senza alcun commento da tutti gli Autori citati nell’Introduzione, entrerebbe
in gioco il problema concernente le equazioni di Maxwell e le relazioni
costitutive in una terna in rotazione. Il problema appare estremamente
complesso (cfr. J. CARSTOIU [10] p. 2745) per cui si seguird qui il punto
di vista degli Autori suddetti adottando le equazioni (1.1)-(1.4).

Agssumiamo come terna di riferimento rotante una terna sinistrorsa di
coordinate cilindriche ortogonali 2, r, ¢, con 2 asse di rotazione, di corri-
spondenti versori k, u, N. Nel problema in esame abbiamo :

v=uv.rt)u4tv@rt0Kk4v,#rt) N="v,(rt) 4 v,(r )N,
B=3B:@nrt)u++ B, (2r,t)k+ By (2,7, t) N =B, (2,7,t) + B, (2, r, t) N.
Avendosi div v, N= 0, da (1.3) discende :
(1.5) Vi = —;— grad y A N,
dove vy (2, 7,t) & la funzione di Stokes. Analogamente da (1.4):

(1.6) B, = % grad wg A N.

Stabiliamo innanzitutto le equazioni differenziali cui devono soddisfare, per
il realizzarsi dei moti m. f. d. in esame, le quattro funzioni vy, ywg, v, €
B, . Queste infatti sono le incognite fondamentali del problema perche dalla
loro conoscenza discende quella del campo elettrico dalla relazione E=BAv/c
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ed inoltre, assegnato U, quella della pressione mediante quadrature (cfr.
(1.11)). Nel ricavare tali equazioni si segue una via analoga a quella usata
per lo studio m. f. d. del fluido non rotante (2 = 0) in [11] p. 640-43.

Risulta :

rot v, =2WN,
dove

1 Py | Py 1 oy
(1.7) W=- (822 +or '37) :
Analogamente :

rot Bm = 2WB N,
dove
Wee=— L (%vs | Fys 1 0vE
B 9z* or? r oor )’
Inoltre :
_ 1 8%y 1 % 0%,

(1.8) roi;(ﬂ/\v)—Q[—T{Maqu—_r_&gu__a7 .

Prendiamo allora il rotore di ambo i membri dell’equazione di moto (1.1),
ai fini di eliminare da essa il termine contenente la pressione. Otteniamo
un’equazione che potremmo ancora chiamare equazione di compatibilita in
analogia con la corrispondente idrodinamica (cfr. R. BERKER [12] p. 3).
Proiettando tale equazione su N con 1’uso delle precedenti relazioni si trova:

ow w ) o
(1.9) a_tz”(A W—T)+(l+g)_i_

r 0z

_ By, B,  D(y,W/r) 1 D(yg, Wg/r)
dmppr oz Dz, ) dnpo D@,7)

dove D & simbolo di determinante funzionale. Proiettandola su k ed u si
ottiene :

8% (vg,7) 0 © 8 [1 Dy, rv,)
or ot —”W[’"("Z”‘”—Tz)] afr[ D(z,rT]Jr

_1 6|1 Diys, rB,) — 20 &y =0
dnpg or v D(z,7) orodz
%0, ] Vg 1 8 [D(yp,rvy)
—azat+”3_z'(A2”¢_r_2)+ﬁ67[ D(z,r)]—

1 3 |D(ys ’ ’i‘B,p)
" dnper? 9z | D(z, 1)
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Da queste si ricava l’integrale :

(1.10) %”— = (A2 Vyp — %) +
4 1 [D(yyro,+2r*) 1 D(ys,rB,) + ¢ (t)
r? D (z,7) dnpo Dz, 1) r?

dove ¢ & una arbitraria funzione del tempo. Per il calcolo della pressione,
posto :

da (1.1) si ha direttamente grad II. Avendosi:

1 601 _ 9% Vg
Gk OO

[D (p, rv, + Qr?) 1 D(ys, "’qu) ¢ (t)
Dz ) " 4mug Dz, 1) r?

8i giunge integrando all’espressione :

1 8% 1 oy o, , 2W sy
(1) M= f[r ator 4‘2(75)‘%7; 7 %

1 0B, W dys
+ g (B T =2 a?)] =

* 02

1 &Py 1 oy v ooy g 8(rvy) W oy
O e

L1 (&a(qu,)_ Wg oys

— L UL W) — 20 v,,,]z:“ dr ()@ + g (1)

1]
dove 2, e r, sono costanti arbitrariamente fissate e g (¢) una arbitraria fun-
zione del tempo. Ancora qui, come gia in [11], se, come 8i suppone, il fluido
occupa un dominio dove ¢ pud variare da 0 a 2, il termine ¢ (t)/r com-
porta, sotto Dipotesi tacita di uniformita di U, polidromia nella pressione
rigpetto a cammini circondanti 1’asse di rotazione. Porremo percio ¢ (t)=0
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con che (1.10) diventa :

9y __ _ Y% 1 [D(y, rv, + Q%) 1 D(yg,rB,)
(112) = (A Ve ﬁ) + 72[ D, 1) T Impe Dz 1)

Da (1.11) abbiamo inoltre: ¢ (t)= II(2,, r,,t) e quindi g (!) & nota se si
assegna in ogni istante il valore di IT in (z,, 7).
Da (1.2), procedendo come in [11] p. 643, proiettando su N si giunge a:

8B, _D(y,B,/r)  D(pg,v,/r) .
(1.13) atw_ D(z,q;') - D(z’,r;’ !

proiettando su k ed u le due equazioni scalari ottenute forniscono l’integrale:

dyg__ 1 D(y,yg)
S D) + 1 @),

con f(t) arbitraria funzione del tempo.
Facciamo anche qui, come gid in [11], ipotesi (*) f(f) = 0 con che:

(1.14) v __ 1 D (y,ys)

ot~ r Dizr)

Le (1.9), (1.12), (1.13) e (1.14) sono le quattro equazioni differenziali cercate;
esse caratterizzano analiticamente il problema. Osserviamo che queste equa-
zioni non sono influenzate dalla forza centrifuga la quale, come ovvio, in-
terviene solo nell’equazione della pressione. La forza di Coriolis, oltreché
nell’equazione della pressione, interviene in (1.9) e (1.12); si osservi che,
pur in presenza di questa forza, si sono potute integrare, cfr. (1.10), le due
equazioni scalari ottenute proiettando 1’equazione di compatibilita nel piano

meridiano e si & potuta esprimere la pressione per quadrature nella forma
(1.11).

2. Approssimazione lineare.

Limitatamente a questo numero, supponiamo preesistente un campo
magnetico di induzione B, = By k uniforme e che si verifichino le condizioni

(*) Questa ipotesi che, se ci si trov; in condizioni di stazionarietd, implica il paral-
lelismo fra v, e B, e quindi I'annullarsi identicamente di E_, @ comunemente usata da
vari Autori in problemi a simmetria assiale riguardanti fluidi non rotanti: ecfr. peres .
C. AgosTINELLI [13] p. 268, T. V. Davies [14] Eq. (1.12), T. ZeuLi [15] Eq. (8'),. (In
[13] con riferimento ad una massa liquida omogenea sferoidale viscosa 1’Autore tratta am-
piamente le piccole oscillaziomni m. f. d.).
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di applicabilita della approssimazione lineare ; siano cio® trascurabili i ter-
mini non lineari in v, b= B — B,k (perturbazione del campo magnetico) e
nelle loro derivate. In questa approssimazione le (1.9), (1.12), (1.13) diventano:

@.1) = (4w — W>+4f/‘;9 Va1 ¥,
(2.2) %:v(dng—%ﬁ)—i—lfl‘l—gi)—: 2%%‘%,
2.3) %”ti = B, %L: .

La (1.14) linearizzata diventa : 8;1;3 = B, gw da cui si deduce:
(2.4) 6?;3 = B, 9;_:.

Le (2.1) e (2.2) indicano che, a causa della forza di Coriolis, I’interazione

fra il moto m. f. d. nei piani meridiani e quello attorno all’asse permane
anche nelle equazioni linearizzate.

Nel caso del fluido non viscoso dalle precedenti si deducono facilmente :

(2.5) aatW vl ZZV + 0 S:Z";,

(2.6) %—Vﬁaw + 9B oazz,
(2.1 SreviTrea L
(2.8) 3;1)2 =Vi aab2 2 Qfo %Z%’

dove V4 & la velocita di Alfvén. Quindi, in generale, W, Wz, v,, b, a
causa della forza di Coriolis non soddisfano piu, al contrario di quanto ac-
cadeva per il fluido non rotante, all’equazione delle corde vibranti. A tale
equazione soddisfano ancora W e Wp nel caso particolare in cui v, non
dipenda da z: in questo caso quindi abbiamo per il fluido rotante il risultato
che il vortice del moto meridiano e la componente azimutale della densita
di corrente si propagano, obbedendo all’equazione delle corde vibranti, lungo
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le linee di forza del campo magnetico primario con la velocitd di Alfvén (5).

Se si & interessati, come in [5] e [6], allo studio delle oscillazioni toroidali,
basta eliminare y da (2.5) e (2.7) per avere un’equazione nella sola v, .

2
Cid si realizza applicando a (2.5) loperatore A e a (2.7) loperatore

0z ot
d {1 ¢ 42 . . . )
V2=ra7 757 +—az—2; s8i ottiene :
P , 02\2 ) PED)
(—ﬁ?‘—VAW) Vz(vq,¢)+4.(22raz2£2=0-

Questa coincide con la (18) di [6] e per la sua soluzione si rimanda ai N. 3
e segg. di detto lavoro.
3. Caso stazionario viscoso.
La (1.14) porge in questo caso l’integrale :
(3.1) ve = yg (¥)
Conseguentemente abbiamo da (1.5) e (1.6):

(3.2) B, =v5s Vm,

d . . .
con yp = 7;”5—, arbitraria funzione di v, costante sulle linee di flusso di
Vm . La (1.13), usando (3.1), fornisce l’integrale :
(3.3) B, — yp v, = rM(y)

con M arbitraria funzione di v (%). La (1.12) assume la forma :

D (rv, + 8v? — wgrB,/4m uo, v) .

) 1
(3.4) v (Az Yy — 7%) ) Dz, 1)

(3) Per le onde m, f. d. di vorticitd e di densitd di corrente in un caso non a simme-
tria assiale riguardante un fluido comprimibile non rotante cfr. per es. J. CarsTOIU [16]
e per il corrispondente caso del fluido rotante efr. dello stesso Autore [10], p. 2746.

10B . ..
(%) 8i osservi che nel caso in esame l'equazione di Maxwell rot E= v?%t— richie-
de che E sia conservative. Ed infatti avendosi, per (3.2) e (3.3):
Brv=grdq, 0= [y,

risulta : E = grad @/c, che fornisce anche il significato fisico di M.
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Sviluppando la (1.9) con l'uso di (3.1), tenendo conto che, sempre da (3.1),
discende :

Wz =vh W — % (grad yP,

si giunge a:

w = Y .av_‘p B, 1 4B, D (P, y)
0 (4w —T)——(E+ o) Gr 4T +

r 4mup 02 Dz’
dove :
w V3 Y ¥
—_ — 2
?== (1 4”.“9) T 8 no r? (grad y)"

Giovandosi dell’integrale (3.3) si potra eliminare da (3.4) e (3.5) B, riducendo
cosl il problema alla soluzione di due sole equazioni differenziali nelle due
funzioni incognite v, e y. Note queste B, si ha da (3.3) e B, da (3.2). Ci
si potrd poi giovare della arbitrarietd delle funzioni wp e M per la ricerca
di soluzioni particolari di dette equazioni. Una soluzione particolare, che &
apparsa di interesse, pud ottenersi nel modo seguente. Cerchiamo, se esistono,
soluzioni per cui sia y che v, dipendano solo da ». Da (3.3) discende che
anche B, sard funzione soltanto di ». Conseguentemente (3.5) diventa, te-
nendo conto di (1.7):

dy 2 By 3 By 3 dy
art v dr® T 2 dr? 8 dr

il cui integrale generale &

p()=a,r* 4 a,r*logr + a;r* + a, .
Percio :

(8.6) v,=0; v,=A, >+ Aylogr + A; (A,=4a,, A,=2a,, Ay=0a,2a,).

La (3.4) si riduce a:

d?v,, 1 dv, v,
@ Ty T
il cui integrale generale & :
(3.7) vy = ¢, ¥ = cy/r.

Corrispondentemente da (3.2) e (3.3) abbiamo :

(3.8) B,=0; B,=(A4,r*+ A,logr + Ay)ys; B, = (¢,r + 1) ¥+ rM.
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Le (3.6) e (3.7) descrivono un moto per eliche circolari di Strakhovitch (cfr.
[12] Sect. 30 «). Una soluzione del tipo (3.6)-(3.7)-(3.8) si & gia presentata
per il fluido non rotante (cfr. [17] p. 438). Il fatto che si presenti anche
qui & naturale dato che l’indipendenza di v e v, da 2z implica per (1.8)
Virrotazionalitd della forza di Coriolis che conseguentemente non appare
nella equazione di compatibilita. Naturalmente anche in questo caso la forza

di Coriolis porta contributo alla pressione la quale si calcola nel solito modo
facendo uso di (1.11).

4. Caso stazionario mon viscoso (7). -

Le (3.1), (3.2) e (3.3) permangono inalterate mentre (3.4) fornisce lin-
tegrale :

YE
(4.1) 0, + Qr* — P rB, = N (v),

con N arbitraria funzione di y. Se & y2 == 4mup da (3.3) e (4.1) possiamo
ricavare v, e B, :

. 72 yg
®.2) vy = — ¥+ 22 i — 207
T T
_ Y3 r? yp .
49 Bo= g (N0 () — 2| M )

Con Vuso di queste il problema & cosi ricondotto a una sola equazione, la
(3.5) con » =10, nella sola funzione incognita . In tale equazione (alle
derivate parziali del IT ordine non lineare) di notevole complessita inter-
vengono le funzioni arbitrarie di y: yp, M ed N. Di questa arbitrarieta
ei si puo giovare per la ricerca di soluzioni particolari.

Osservando il coefficiente delle derivate di ordine massimo nell’equa-
zione in v, si deduce che per:

(4.4) yp =47 pe
(") Questo caso per il fluido non rotante trovasi trattato nell’ipotesi di incomprimi-

bilita in [18] da S. CHANDRASEKHAR, in [19] da R. R. Loxg, in [20] da A. N. ERGUN e
nell’ipotesi di comprimibilitd in [157 da T. ZruLr e in [14] da T. V. DaVIES.
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questa presenta singolaritd. Tale singolaritd si presenta anche per il fluido
non rotante ed & stata in questo caso messa in luce da T. V. DAVIES in
[14] p. 176 (cfr. anche [20] N. 7). Osserviamo che se si verifica la (4.4) dai
due integrali (3.3) e (4.1) non si possono pilt ricavare le espressioni (4.2) e
(4.3) di v, e B,.

Ricaviamo ora dall’equazione di moto un notevole integrale analogo a
quello idrodinamico di Bernoulli. Da (1.11) tenendo presente (3.1) si deduce:

DULy) v, D(rv, + &% ) . B, D((rB,,v).
Dz, 7) r D (z, ) dnpor D(z, 1)

il secondo membro di questa per (4.1) e (3.3) diveunta:

M) D(rBy,,vy)
dmnup D(z,r) ’

per cui si ha Vintegrale :

P gt @R )
(4.5) —gv U+2— 2 +4n‘ug

,quo = F(W)’

con F arbitraria funzione di vy (8).

B quindi da rimarcare il fatto che sussiste anche per il fluido rotante
un integrale Bernoulliano, atto a determinare la pressione.

Passiamo ora ad indicare alcune soluzioni particolari.

Una classe di soluzioni si ha immediatamente prendendo per y una
arbitraria funzione di r. Infatti in tal caso da (4.2) e (4.3) abbiamo che v,
e B, sono funzioni soltanto di » e per conseguenza l’equazione in v resta
soddisfatta. Altre soluzioni possono ottenersi, come si & detto, particolariz-
zando le funzioni arbitrarie che compaiono nell’equazione in yw. Prendiamo
per es.:

My)=M,, N(y)=DN,, yi=c®=F4npo,
con N,, M,, ¢ costanti. Abbiamo in corrispondenza da (4.2) e (4.3):

. 1 r2eM,
T r(1—c¥dn o) |0 + 47 g

Vo

— .Qrz],

¢ eM,r?
B, =" .
v r(1—62/4n#9)[ o T g

— Qrz] + rM,.

(8) Questo integrale per £ =0 si riduce a quello Messo in luce in [14] Eq. (1.32)
per il fluido non rotante.
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L’equazione in v diventa :

(4.6) (1 - ) ? =@ (y),

da cui si possono trarre svariate soluzioni particolarizzando la funzione
arbitraria G :
a) se prendiamo G (y) = @, costante posto k = — 2G,/(1 — ¢®/4n ug
la (4.6) diventa :
iz__le 62_lp —_ __1_ 2"/_) E— k’r?’
or? 022 r or

equazione di cui sono note varie soluzioni di interesse fisico per le quali
si rimanda a R. BERKER [11] Sect. 21 f.

b) Se prendiamo G (y) = a, y (a, costante), posto h = 2a,/(1 — c*/4wug)
(4.6) diventa :

P’y
ar®

2
Lo _ 1w ey,

(4.7) e v ar

Di (4.7) cerchiamo soluzioni a variabili separate: v (r,2)= Z(2) R (v). Sup-
ponendo h<C0, posto h= —mn e detta 1 la costante di separazione (che
sard precisata caso per caso dalle condizioni al contorno) risulta :

 (ry2) = (0, V% ¢y e~ VI R (),
dove R (r) deve soddisfare ’equazione :

(4.8) r* R —rR" 4 (Av? — mrf) R = 0,

La (4.8) si riconduce a un’equazione ipergeometrica confluente nel modo
seguente. Poniamo :

R(r)=u(@), x=1r*|n,

4wu”-(w—-%:/—;)u=0;

con che (4.8) diventa :

quest’ultima ponendo :

u == ge—*2 y (x)
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gi trasforma nella:

(4.9) oy’ +(2—a)y —ay=0 con a=1—%(9).

La (4.9) & un’equazione ipergeometrica confluente in forma canonica, cfr.
F. G. TriooMI [21] p. 1, in cui la costante che compare nel coefficiente di
y’ & un intero; si ha percio, cfr. E. KAMKE [22] p. 428:

y =cg F(a, 2, x) + ¢, [F (a, 2, x) log x + F* (a, 2, x)),
dove

_ 2 a@+1) . (@a+k—1) 2*
mmam_l+é;um+nm@+k—nﬁi

¢ la funzione di Kummer-Pochhammer e

a x (1 1
F*(a,Z,w)=?ﬁ(_a__?_1)+

+a,(a—|—1)x2(1 1 1 1 1)

bt I oY e e A SR, [t
2e+1n21\a  a+1 2z 241 2

(Per uno studio approfondito del tipo di equazione cui appartiene la (4.9)
(efr. [21] Cap. II).

(%) Per h >0 lequazione in R si riduce ancora, con la posizione &= — ir? Vh, alla
equazione ipergeometrica confluente :

v amay—(1-45) o

ma questa fornisce per R (r) una soluzione complessa.
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