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SU UN TEOREMA DI INTERPOLAZIONE
DI G. STAMPACCHIA

SERGIO CAMPANATO

1. — Sia @, un cubo limitato di 1R" e u(¢) una funzione sommabile
su @, (). Si dice che u appartiene allo spazio £ (¢,) se per ogni cubo @ c @,
con lati paralleli a quelli di Q,,

(1.1) f[u(:c)—uQdenglK(u)
Q

dove K & una costante positiva, | Q| & la misura di Q e g ¢ la media in-
tegrale di « su Q.

€o(Qo) & uno spazio vettoriale e [u]c ()= inf K (*) & una seminorma in
€0 (Qo) )
Sia £ un aperto limitato di MR"® e T una applicazione lineare definita

su L' (Q). In un recente lavoro [2] G. Stampacchia ha dimostrato il seguente
teorema di interpolazione.

TEOREMA I. — Se T applica L® (2) in &, (Q,), L? (£) in L? (Q,) per un
certo p,1 << p < -+ oo, e si hanno le maggiorazioni

(1.2) [Tule, (9 < Mo | %l go0 gy M u€ L*(9)

1.3) | Tl @ =™, | wllze @’ V ueLr(Q)

Pervenuto alla Redazione il 23 Giugno 1966.
() Qui e nel seguito intendiamo che le funzioni siano a valori reali.
(® Linf. si intende rispetto a tutte le K per cui vale la (1.1).

(®) & (@) sipud normalizzare ponendo, ad esempio || u |Ié0 Q)= [“]60 (@0 + |lu “D @
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allora T applica L?(2) in L1 (Q,) per ogni q€[p, + o) e 8i ha la maggio-
razione
(1.4) || T ||Lq(QO)gC)7Z % llLe g u€ 12(Q)
N & una costante positiva che dipende da n,p,q, Mo, My da 2 e da Q,(%).
In questa nota si espone una nuova dimostrazione del teorema I.
In essa, come in quella di Stampacchia, si utilizzano un lemma di John-
Nirenberg e il teorema di interpolazione di Marcinkiewicz.
2. — Sia 4: @, = llg @ una partizione di ¢, in cubi @i a due a due

disgiunti, u () € L' (Q,), » €[1, + o). Poniamo

Kf(u)::sgp%ﬂQk|1_'(f|u—uqk|dw).
22

LeEMMA 2.1 (John-Nirenberg) — Se per un certo p, 1 < p < + oo, risulta
K, (u) < + oo allora (v — ug,) € Ly (Q,) e si ha la maggiorazione

(2.1) mis {2 € Qy: | u(€) — ug, | >t} << A (n, p) let(u)r’ M t>0.

Per la dimostrazione di questo lemma si veda [1] n. 3.
Supponiamo che I sia una applicazione lineare definita sn IL! (L) la
quale verifica le ipotesi del teor. I. SBia 4: @, = LkJ @1 una partizione di @, .

Per ogni € L? (L) indichiamo con T(u) la funzione, definita in @, , la quale
sul generico cubo @ della partizione 4 assume il valore costante

Wlﬂ fl Tu — (Tu)q, | d.
Qr

L’applicazione T & sub-lineare (%) e, in virta delle ipotesi (1.2) e (1.3),
applica L= (Q) in L= (¢Qy) e L?(£) in L?(Q,) e si hanno le maggiorazioni

(2'2) ” ‘Cu ”L°° (Qo) = Moo ” U ”L°°(g)
(2.3) “ Cu ”LP(QO) = 2MP “ u ”LP(Q)
(*) Pih precisamente dal rapporto l]g|l .
o

(®) Cid significa che | T(Au) |<S|A||Tu| e | T+ o) |<<|Tu|+ |Tv].
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Allora, per un noto teorema di Marcinkiewicz [3], C applica L" (2) in
L7 (Q,) per ogni p < r <-4 oo e si ha la maggiorazione

-2 2
(2.4) || Cullprgg=ec@n M " M ||w|q, N u€ L7 (Q).

Per Darbitrarietd della partizione 4, la (2.4) assicura che

2 2
(2.5) K, (Tw<e(p, )M " M7 |[ully g, Vel (@

La conclusione segue come nella dimostrazione di Stampacchia. La (2.5),
tenuto conto del lemma 2.1, e lipotesi (1.3) assicurano che 1’applicazione

lineare % — [Tu — (Tu)q) & di tipo (p,p)forte con norma < 2M, e

-2 2
di tipo (r, r)-debole con norma < Al (n,r)c(p,r) M ; TM » @ questo N r €

€ (p, + o0). Quindi, per il teorema di Marcinkiewicz, v — [Tu — (Tu)q,] & di
tipo (g, g)-forte M q€(p, 4 o) e si ha la maggiorazione

(2.6) | Tw — (Tu)g, “Lq(qo) <A (4yp,q, M, My) || w HLQ(Q) ) W u € L (9).

Di qui segue la (1.4) tenuto conto che (5)

| =

Q|-

| Q]\?
| T gy =1 70 — (T)g o + 20, (o) 1 e
Universitd di Pisa
O N1l g g SNTe = (T4 Mg g + N TWG N g 0y =

1

1
=|| Tw— (Tw +1@l7 T Tu

) |l I
Qo ''LT (Q0) LP (o)

|

12)
<7 — 0 Ny o)+ (o) el -

-
Q|-
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