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SULLA SEMICONTINUITA DEGLI INTEGRALI
DI FUBINI-TONELLI IN FORMA PARAMETRICA
NEL SENSO DI WEIERSTRASS

di Os0AR MoONTALDO (1)

Infroduzione.

La teoria degli integrali di Fubini-Tonelli in forma ordinaria e con
Pintegrale inteso nel senso di Lebesgue & stata sviluppata da S. Faedo, E.
Magenes e L. Lombardi, secondo l’indirizzo di L. Tonelli. Tale teoria, pure
essendo giunta a risultati assai ampi, come il conseguimento di teoremi di
esistenza dell’estremo e lo studio delle equazioni integro-differenziali di Eu-
lero, non aveva perd la completezza di quella sviluppata da L. Tonelli per
gli integrali curvilinei. In questa infatti si sono potuti caratterizzare gli
integrali semicontinui nella classe degli integrali quasi regolari, che si defi-
niscono direttamente con proprietd della funzione integranda; invece nella
teoria degli integrali di Fubini-Tonelli questa caratterizzazione & ben lungi
dall’essere soddisfacente e in particolare la nozione integrale quasi-regolare
¢ vincolata all’esistenza di un paraboloide opportuno, non univocamente
determinato, che ne rende fittizia la definizione.

Recentemente S. Faedo ha ripreso su nuove basi la teoria considerando
Pintegrale non pitt nel senso di Lebesgue ma in quello di Weierstrass, ana-
logamente a quanto era gia stato fatto da L. Tonelli, da C. Menger e dalla
sua scuola per gli integrali curvilinei; in tal modo si puo giungere al con-
cetto di integrale quasi-regolare con proprieta dirette della funzione inte-
granda, dando alla teoria lo stesso armonico sviluppo di quella per gli
integrali curvilinei.

Pervenuto alla Redazione il 20 Gennaio 1966.

(1) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di ricerche matematiche N. 31
del C. N. R..
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In questo lavoro considero gli integrali di Fubini-Tonelli in forma pa-
rametrica nel senso di Weierstrass.

Il concetto di integrale regolare e quasi-regolare viene stabilito nel
modo piu naturale e cosi l’esistenza dell’integrale nel senso di Weierstrass
su curve a componenti rettificabili. Mediante tali concetti si ottengono inoltre
le condizioni necessarie e quelle sufficienti per la semicontinuitd, che dimo-
strano che la definizione scelta di integrale quasi regolare & la piit oppor-
tuna e naturale.

Confronto poi i risultati ottenuti con quelli che si ottengono applicando
agli integrali di Fubini-Tonelli nel senso di Lebesgue la teoria classica.

In successivi lavori mi riprometto di sviluppare in modo completo la
teoria degli integrali di Fubini-Tonelli in forma parametrica.

PREMESSE

1. Definizioni.

Siano :

a) A,;[4,] un insieme chinso di punti dello spazio euclideo &, x =
=&, &) U=y, ) (!); A Vinsieme dei punti P(z,y) di Eon PrO-
dotto cartesiano di A, e 4,; A un insieme limitato e chiuso costituito da
punti interni di 4 ; B Vinsieme (P &;, ... ,&n ;M1 e Wn) cOn PEA € &1, én3
N1y .5 Wn due n-uple qualunque di numeri con i numeri di ciascuna n-upla
non simultaneamente nulli; B linsieme limitato e chiuso di tutti i punti

(Ps &1y Eny iy, mn) con PE A e &, Enyly e, n, verificanti le re-
lazioni

244 82=1, 72+ ..+l=1
b) F(P;«’,y’) una funzione definita e continua per ogni P€ A e per

ogni coppia di vettori x = v (&, ..., &), y=0(@1, ..,y di &, e omogenea
positivamente di grado 1 in «’, y” separatamente, cioe

F(P; ha', ky’) = hkF (P; a’, y’)

per ogni coppia di numeri positivi & e k.

() Ci riferiremo sempre a un sistema di assi cartesiani ortogonali.
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¢) €= (C,, G,) una curva appartenente ad A di componenti continue
Ci=@=w(t), a<t="D),

GQE (y =y, e<<r<d) [w (t) = (51 )y wee s E1), ¥ (r) = (771 (I); vee s N (T))]

2. Integrali di Fubini-Tonelli (F.T.) nel senso di Weierstrass,

Consideriamo una partizione degli intervalli [a, ], [¢, d] in un numero
finito qualsiasi di intervalli parziali mediante i punti di divisione

a=t, < t, < . < tm=D
c=1, <7 <.<tm=4d.

Diremo norma la massima delle lunghezze degli intervalli parziali cosl ot-
tenuti. Indicato con §; l'intervallo a due dimensioni prodotto degli intervalli
(ti) tit1), (zj, Tj41), consideriamo la funzione di intervallo

D (0i) = Flx (), y (zj), @ (tig1) — @ (t), y (wj1) — ¥ (z))] 5
se esiste finito il limite della somma

m-—1 n—1

S@C)= Z; Z; P (dy)
0 0

nella classe di tutte le possibili partizioni di [a, b] e [¢, d], al tendere a zero
della loro norma, tale limite lo diremo Uintegrale di F.T. nel senso di Weier-
strass e lo indicheremo con

Iw (@) = f f F(x, y, dw, dy).
e

3. Convessita di F.

Diremo che F(P;«’, y’) & in un punto P, interno ad A4, convessa po-
sitivamente rispetto a x’ se, qualunque siano i due vettori i, x3, si ha

F(P;o+ o,y )<F(P;ar,y)+ F(P;2,y)
e, se teniamo conto della omogeneita di F rispetto a &’

(1,) FPsayai+arsas,y)<<a F(P;x,y)+ as F(P;a3,y)

con &, € a, costanti qualunque positive.
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Analogamente dalla positiva convessita rispetto a y’ segue
(1) FP; 2,091+ by y2) < by F(P; ", 91) + by F(P; 2, 43)

con by, b, > 0.
Dalle (1,)(1,) segue, nell’ipotesi che F (P;x’,y’) sia in un punto P,
interno ad A, convessa positivamente rispetto a &’ e a y’ (separatamente),

(2) by[ay F(P; @i ,y1) + az F(P; a5, y)] 4 b2 [ar F(Pj a1, y2) +
+ay F(P;as, y)]=bi F(Pja,a; + ap a3, y1) + by F(P5 ay a1 + az 23, 43) =
= F(P; a;, x; + ay @3, by y1 + s i)

Diremo che la F & positivamente convessa in senso stretto rispetto a
z’ [y’] se vale la (1,) [(1,)] soltanto per il segno < qualunque siano i due
vettori @} == 0, af & 0, con O (@}) &= # (a) [yi == 0, y3 == 0 con & (y) = ¥ (35)]
avendo indicato con 0 il vettore nullo di &, e con ¢ (v) la direzione del
vettore wv.

Diremo che la F(P; 2’,y’) & quasi regolare positiva (q. r. p.) se in ogni
punto P, interno ad A, & positivamente convessa rispetto a «’ e y’ separa-
tamente.

Se la F(P;«’,y’) & positivamente convessa in senso stretto rispetto a
2’ e y’ separatamente in ogni punto P, interno ad A4, diremo che essa &
regolare positiva.

Diremo che Vintegrale Ty (©) (ove esista) & quasi regolare positivo, re-

golare positivo se lo & rispettivamente F (P; 2’,y’) per ogni punto P interno
ad A.

§ 1. — ESISTENZA DELL'INTEGRALE DI F.T. NEL SENSO DI WEIERSTRASS.

Per ogni punto P€ A consideriamo la funzione di intervallo @ (P; dy)
definita nella stessa famiglia di intervalli d; di D (6y)

D(P; 0i) = F(P; x(tigr) — 2 )y ¥ (Ti41) — ¥ (),

dove P & indipendente da d;;.
Si ha il

TEOREMA « 8¢ F ¢ q. T. p., la funzione D (P; ;) é per ogni P, interno
ad A, una funzione di intervallo subadditiva ».
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Per dimostrare Passerto bastera provare che se si dividono gli intervalli
(t:, tia), (75, Tj41) ciascuno in due parti rispettivamente col nuovo punto di
divisione ¢’ e v’/ [t; <t/ < tiy1, 7 <<71' <7vj41] e si considerano i quattro
intervalli prodotto di (t:,t") e (¢, t;41) con (rj, ") e (v/, 7j4,), che indicheremo
con 8% (k=1,2,3,4), si ha

¢
(3) D (P; dy) < zl‘k D (P; 6%‘))'
Posto infatti

X (t"‘H) — & (t,) , X (t,) — (tl)
rn = ———————— = 7

2
i —t v —t
g =Y (Tit) —y (&) yp =Y ) —y @)
1 Ty — t' ) 2 —1' — 1 0
a, =ty —t, ay =1t —1, b, =14, — 7/, by = 1" — 15,

sostituendo queste espressioni nella (2) si ottiene la (3).

TEOREMA «Se F & q.r. p. allora Jw (C) esiste finito sulle curve appar-
tenenti ad A con componenti C; e C, rettificabili ».
Poniamo

m—1 n—1

8C)= Zo‘i 207;' F (%, yj, dx;, Ay;)
e osserviamo che, per Pomogeneita della F, si puo scrivere
m—1 n—1
8(C)= i ?j | da; | | Ay; | F (i, yj, O (ds), O (dzj)).
0

La F (i, Yi» 9 (dxy), & (A.%)) =F (5({')7 e g 5&? s "7(lj) g vee s ns,j)v y(li)r ey 7’,(:)’
0D, .., 81) dove p, ..., y®, 8P, ..., 89 sono i coseni direttori di & (du),
¥ (dy;) rispettivamente, & calcolata in un punto dell’insieme chiuso e limitato
B ed & ivi continua. Detto M il massimo di | | in B, si ha

m—1 n—1
4) IS(G)ISM%MM%MS’H

m—1 n—1
dove 3| du; | [2 i | Ay; |} si mantiene sempre inferiore o uguale alla lunghezza
0 0

della C, [C,].
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Ora, per il teorema precedente e osservato che al tendere a zero della
norma, P (P, d;)— 0 in modo uniforme, essendo

| B'| < M| du:| | 4y;],

si conclude, tenuta inoltre presente la (4), che esiste finito il limite di S (C),

al tendere a zero, nella classe di tutte le possibili partizioni di [a, d] e [¢, d],
della loro norma.

§ 2. — CONDIZIONE NECESSARIA PER LA SEMICONTINUITA.

Si dira che la curva C appartiene ordinatamente all’ intorno (¢) di una
curva @ se & possibile porre almeno una corrispondenza (3) fra le due
curve, in modo che i punti corrispondenti distino fra di loro non piu di p.

Si dira che Vintegrale Jy (C) & semicontinuo inferiormente sulla curva C
se, preso ad arbitrio & > 0, si pud determinare un o > 0 tale che per tutte
le curve C appartenenti ordinatamente all’intorno (9) di C risulti

Iw(@ > Iw (@) — ¢

supposto, naturalmente, che gli integrali Ty (C) e Ty (C) esistano.
Se Jw () & semicontinuo inferiormente su ogni curva per cui esiste,

si dira che esso & semicontinuo inferiormente su tale famiglia di curve.
Si ha il

TEOREMA « Condizione mnecessaria perché Ty (C) sia semicontinuo inferior-
mente € che la F sia q. 1. p.»

Per la dimostrazione dell’asserto basta seguire un noto procedimento di
Tonelli con convenienti adattamenti.

Supponiamo che in un punto P (z, y), interno ad A, non valga la (2);
per la continuitd di F rispetto a P si pud determinare un ¢ > 0 e un in-
torno di P E € A tale che in tutti i punti P € E risulti, per certi valori
positivi di a,, a5, b, , b, e per 2/, 2’ e y’, y’ fissati, con i vettori di ciascuna
coppia non simultaneamente nulli,

@b, F (P; 9(a"), 3y’) + a,F (P59 (@), 3y") + a, b, F (P; %a’), 9(y")) +
(6) _ _ _ -
+ axb, F (P53 (27), 9 (') — F (P59 (a0 + aga’), 9 (byy"+ b,y°)) < — o.

(3) Per la definizione della corrispondenza 2 vedasi L. ToNELLI, Fond. di Calcolo delle
Variazioni, V. I, pag. 72.
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Si consideri la curva C = (C,, G,) costituita dal segmento C, uscente da =
e di direzione & (a,2” 4+ a2a?’ ) e dal segmento @2 uscente da y e di direzione
b,y -+ by y’); ogni punto di @ appartenga inoltre ad H.

Sia ora ©, una poligonale di 2n lati che ha gli estremi coincidenti con quelli
di (3,1, i lati aventi alternativamente la direzione 9 (') e & (¢’) e i vertici
situati alternativamente su Q_i ; ©, sia una poligonale situata in modo analogo
rispetto a @2 e con i lati aventi la direzione alternativamente 9 (y’) e 0@’).
Prendiamo inoltre n sufficientemente grande in modo che la famiglia di
curve C=(C,, C,) appartenga ad K.

Se

@ (u) =9 (a, 2" 4 ay ') (u—u) + o U U U
YO =30y + by )vo—v)+ ¥ vy =< v = v,

rappresentano rispettivamente @1 e @, Pintegrale Iy (é) ¢ dato dallinte-
grale

w n
© Iw@=[ [FEwi0,8 0 + 0,00,y +b Pl

Uo Vo

essendo la funzione integranda una funzione continua di u e w.
Consideriamo ora una qualunque curva C= (z(u), ¥ (v)) della famiglia
suddetta e calcoliamo su essa lintegrale Ty (©). Questo integrale riesce
uguale alla somma di 4 integrali come (6) ciascuno dei quali & esteso a un
complesso di intervalli del piano (u, v) e su essi #’(u) e y’(v) sono costanti.
Applicando il teorema della media per gli integrali di funzioni continue, si

trova che esiste in B un punto P* per cui &, per la (5)

gW (e) -_ 9W (é)——‘(ui—“o) ('vi—vo) {a1b1F(P*§ "9("”’)7 0(y’))+a2b1F(P*; 0(;)7 0(?/))
+ a, by F(P*; 9 (@), 9 (y)) + a, b, F(P*;9 (@), 3(¥"))

— F(P*; a2’ + axx’), 9(b,y’+ by’))} < — (w0, — uy) (v, — v,) 0.

Su © maneca pertanto la semicontinuitd inferiore, essendo € di accumulazione
per le curve C.

§ 3. — CONDIZIONE SUFFICIENTE PER LA SEMICONTINUITA.

TEOREMA « Se F é q.r.p., Iw (C) & semicontinuo inferiormente nella classe
G di tutte le curve con componenti rettificabili e di lunghezza superiormente
limitata ».
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Sia C=@=2(),a<<t<Db;y=y(t),c<71<d) una curva della fami-
glia 9 appartenente ad A .

Preso ad arbitrio e >0e 0§ < IV{TV_‘? con N,= Sup. lung. C,, N, =
== Sup. lungh @, dove @, e G, sono le componenti della generica curva C€ ¥,
si determini un ¢ > 0 in modo che se (P, «,y’), (P,a,y)€B e |PP| <o
risulti
(7 |F(P7x”?/’)—F(Pam’a?/’)l<6'

Si determini ora una partizione di [a, b] e [¢, d]

a=1, <t <. <tm=0D
(8)

c=1, <7 <.<t =d

con norma minore di ¢ in modo che risulti
9 8@ > Iw@ —e

avendo indicato con § (©) la somma di Weierstrass relativa alla partizione
suddetta

m~—1 n—1

%'i %'jF(-”iy Yj, Axiy Ay;) .

Ricordiamo che la somma precedente si pud scrivere

m—1 n—1

%'i ?j | dui | | Ay | F (i, y5, O (A, O (dy;))-

Essendo la F (i, yj, & (dai), # (4y;)) caleolata mnell’insieme chiuso e limitato
B e ivi continua, presoun & > 0 arbitrario, & possibile determinare un
0, > 0 con o, < o tale che se (z,y, #’,y"), (&, 9,2',y")€B per |a—z| <o,
ly—y| <oy, |2/—a"| <oy, |y —y'| <oy, siabbia

&

|F($,y,w'ay’)—F(5,?7,w_’,y—’)<

mmn

Sia ¢ un numero positivo <C 32‘— e C=(w (), y (1), a<t<b, e<<t<<d) (%)

(%) Abbiamo preso gli intervalli base delle rappresentazioni di C e € coincidenti per
semplicita.
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una qualunque curva di componenti rettificabili appartenente ordinatamente
allintorno (g) di C. ~
Tra le corrispondenze £, [£2,] esistenti fra i punti delle C, e C, [delle

G, e @2] e tali che la distanza fra i punti corrispondenti sia sempre non
maggiore di g, scegliamone una QFf [25] e indichiamo con &, , ..., Tm[Y; yeer y Yn)
i punti della @, |C,] che vengono cosl a corrispondere ordinatamente ai punti
Ty g weey Oy della Cilyy ey Yn della G,]. Per togliere ogni ambiguitd intende-
remo che, se in base alla corrispondenza scelta, a @; [;,-] venissero a corri-

spondere sulla C, [C,] pitt punti, #;[y;], sia il primo di essi, per ¢ < m [j<n]
e Vultimo di essi per i =m[j = n].
Cio posto, ne segue che

|[@ (tig1) — @ (t)] — [ (tipr) — 2 (8] ]| < 20 < o
|3 @) — 9 @] — [¥ (541) — 9y (0] | << 20 < oy
Si ha quindi
| Flx(t), y (1), @ (i) — @ (8, Y (z41) — ¥ (%))

&

— Flz )y @) () — o (), 9 (ma) — y )] | < .

Indicata con S (C) la somma di Weierstrass di Jyw (©) relativa alla par-
tizione (8) e alla curva @, dalla relazione precedente segue

(10) |8(@) — 8 @) < e.

Relativamente a Jw (C) consideriamo una somma di Weierstrass 8 (@) suc-

cessiva a S (@), cioe relativa a una partizione ottenuta dalla (8) intercalando
in ogni intervallo (¢, tiy1), (zj, 7i41) nuovi punti di divisione. Siano essi

=t << <tpy=tip, y=0 <1 <. <y =14

La parte di 8(C) corrispondente a questa partizione di (¢, tiyy), (zj, Tjiy1) ©
data da

ry—1 Sj—-l

Sij = %’h %‘k Flz (ti% K) (“1{)7 x (tz_‘_l) — (t;)y ) (T,Z+1) ) (Ti)]

9. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Si ha
85 (@) — Flx(ty y(5), @ (tipy) — a by ¥ (741 — ¥ (r)] =

ri—1 8§ —1

=2, 2, (Fle@), v, 26y — 2 6) 90 — v ]

0

Fx (&), t])) X (th-}-l — (ti)r Y (TI{+1) — Y (T;‘Z)]}

r;—1 8 —1

+ %‘h Ek [(l‘ (tl)7 (Tj)y x (t;.H-l) — X (t ) Yy (1k+1 (I J)]

— Flx(t), y (1)), & (tipa) — @ (), ¥ (rj41) — ¥ (7))
= 80 + 89 .
Ora si ha per la (7)

7 —1 8 —1

12,80 @1 =2, 2, Z{lel) — @) |y —yEd]

[ F@®), y@) », ) — W), y@i) — y@E)) —
F(t), y@), v(t,) —« ) y i) —y@E))|]:
o, ) — )] [yal ) —ya)d]|} <IN Ny <e;
mentre, essendo F q.r.p., per il primo teorema del §1, &
8§ (@ =o.
Pertanto risulta, sommando rispetto agli indici ¢ e j,

(11) 50 —8©@ = S.“} + 89> —-

Tenuto ora conto che si pud trovare una S(C) con

8@ < Iw (@) + ¢
ne segue dalle (11), (10) e (9)
Iw@>8C) —e>8(C) —2>8C) —3:> Ty (C) — 4e

che prova la semicontinuitd inferiore di Iy (C).
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§ 4. — CONFRONTI OON LA TEORIA OLASSICA DI TONELLI.

Supponiamo che la F(P; &, .., &y i, e, o) Sia definita per ogni
P=(& . &, Ny, ,na) € A e per tutte le coppie di n-uple (&,...,4&) ==
0,40, 0), (1,40, 7a) == (0, ..., 0), continua nel complesso delle variabili e
ammetta le derivate seconde rispetto a £&i,..,&. € %, .., 7, continue.

Introduciamo i due determinanti.

4, (P; o, y) = {thg"}
vj ..
, hi=1.,n
4y (P52, y") = {F,,f,,’,}
i'j
che risultano nulli per la positiva omogeneitd della F rispetto a & ,..,& e
Nl e, Y © indichiamo con A® (P;a’, y’), AP (P54, y), k=1,2, .., m, i
minori principali di 4, e 4, rispettivamente.

Posto
- (%) )
AT(Piw,’y,)’:Z!ﬂAl Ps o, y")
1
)
4 (P ayy) = 2 &7 (P52, y"),
gi ha il

TEOREMA « Condizione necessaria e sufficiente perché F(P; x’, y’) sia po-
sitivamente convessa rispetto a x’ e y’ separatamente in un punto P, é che sia
A (P;2,y) =0, A5 (P; o, y') =0 qualunque siano i due vettori x’ == 0,
y' = 0.» ()

Per n = 2 si ha
A? (517 527 N1y N2» Ei; ‘Eé} 77{7 Wé) = (512 + E?) F1 (517 52? MN4s Mo Ei; Eé; "ﬁ; ﬂé)
(12)
A;k (51, Eg; Ny My 51; &, 7]{; "7;) = (”7{2 + ’7§2) Fg (51 ’ 527 N1 Nos 517 Eé; "7{7 ﬂé)

dove F, e F, sono le funzioni di Legendre relative ad F' definite, per tutti
gh (51 ’ 527 Ny ')72) E.A, da

P82 = — By /68 = Fyy[67 so 840, £ 4 0
F1 (51) 527 N1 Moy 61'7 5%7 "]{7 né) == ¢ FfiE{/ég se Ei = 0} Eé :i: 0
Fsésé/é'f se &) + 0, =0

e analogamente per F, con lo scambio di &, & con %1, #2.

(5) Questo teorema, nel caso di una F (x, «’), & stato dimostrato da M. Fenchel nel 1938,
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Diremo secondo Tonelli che:
F ¢é q.r.p. in un punto Pe A se é F, =0, F, = 0;
In forza al teorema precedente e alle (12) si ha che:
la q.r.p. di F nel senso di questa Nota equivale alla q.r.p. nel senso di Tonelli;
Nella teoria di Tonelli all’integrale di F. T. nel senso di Weierstrass
esteso alla curva C di componenti rettificabili C, = (§, = &, (), & = &, (u))
e @ = (n, = n, (v), 1, = 7, (v)) corrisponde l'integrale nel senso di Lebesgue

9 = f f FIE, (), &, (), n, (), 75 (0), & (), £ (), ) () 7 (0)] dw dv;
[E

al teorema dimostrato in questa Nota al § 2 il seguente:
« Condizione mnecessaria affinché Uintegrale T(C) sia semicontinuo infe-

riormente é che sia

Fi(P;Ei,Eé,ﬂi,")-'z)20, Fg(P;§i3$éa"7{7"7é)20

in tutti © punti P € A e per tutte le coppie normalizzate (&1, &) € (41, 2). »
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