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SUR I’EXTENSION A ¢
D’'UN THEOREME DE LINDWART-POLYA

par V. AVANISSIAN

On se propose essentiellement de donner une démonstration de 1’énoncé
suivant:

THEOREME 1. Soit dans C" (n=2) une suite de polynomes .
(1) P (2,255 ey %) Pp (0) 4 0

de dégré m = 1,2, ..., uniformement convergente sur tout compact K contenu
dans un ouvert £ contenant 0. St Vaire o, de Uensemble analytique P, =0

vérifie
doy, (@)
2 || a Hzn—z+a =M
c’n

ol >0, M > 0 sont des constantes, alors la suite P,, converge uniforme-
ment sur tout compact de Q" vers une fonction entiére d’ordre aw plus o si
celui-ct est entier, et d’ordre au plus K (x)+ 1, si a n’est pas entier (E (x)
ftant la partie entiér de o).

Dans (! le théoréme est di1a Jentzsch-Lindwart-Polya [6], [7]. Dans [1]
il a 6té etable pour n =2 et 0 <a < 1. Le cas général s’obtient par la
méme méthode que dans [1] et grice & une représentation intégrale des
tonctions entiéres d’ordre fini de P. Lelong [2].

1. Rappel de définitions.

On renvoie le lecteur aux mémoires [3] [4] ou sont établies les pro-
priétés ci-dessous dont nous faisons usage. On note z = (2, , ..., 2,) un point

Pervenuto alla Redazione il 14 Aprile 1965.
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1

n _\2
courant de C" et par || z|| =(2zi z,-) , la norme euclidienne. B (z;r) est
i=1

la boule de centre z et de rayon r > 0, portée par Q"

1.1. Soit f(2,y..,2,) une fonction holomorphe, V = Log|f|. Le cou-
rant (au sens de G. Rham)

2y —
6—_ dszdzq
02p 0%

T="@d"V="23
JT T
est lopérateur d’intégration sur le diviseur f= 0; la mesure de Radon
positive
o==TAfBuy
oll
n—1

i _
ﬂ‘=?2dszdzp, ﬂn-—1=(;_l_—l)!a

o
est laire de l’ensemble analytique f= 0. L’aire ¢(2; R) contenue dans la
o o o
boule B (z; R), est pour z fixé, fonction croissante de K. Si f(2) =0, on a

3) 6 (2; B) = ton_s (1) R20—2

oll Tgp—s (1) est le volume de la boule unité portée par C"l. Dans le cas
n=1, ¢(0; R) est le nombre des zéros de f(z) de module inférieur & R
comptés avec leur multiplicité. Rappelons que o (z; It) s’exprime en fonction
de la moyenne A[Log|f|;z;R] de Log|f| sur la frontiére de la boule
B(z; R):

4) 6(2; B) = Tn_s (1) » (23 R) B2

4

ou ’I’(Z;R)=m‘§

A[Log |f|;#; R] est positive et croissante de R.

1.2. Noyau canonique de genre q, [5].

Par analogie avec les facteurs primaires de Weierstrass (dans le cas
n = 1) on introduit dans C" le noyau e, (a;z;q).
Soit pour a 3= 0, a € Q"

1 1 - o
Te—alP"=2 " [a]=2 + Py(a;252) 4 e 4 Py (a5 2i52) + e
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le développement au voisinage de 2z =0, du noyau de la théorie du poten-
tiel newtonien. Par définition le noyau primaire de genre I’entier ¢ = 0 est
la fonction

1 1 - -
en(@;2;q) =— “z — a”2”—2 + ”allgn_2 +P1 (aizi;zj)'i""' +'P9(a;zl';zj)'

On a la majoration pour tout 2z € C":

(n, q) L < o(n,q) 2
’ ” a ”-.»n—2+q(|| 2 ” + ” a ” y ” a ”2,,_1+q

(5) en(a;z;9)<c

olt ¢(nm, q) est une constante.

THEOREME [2]. Soit F (2, ,...,2,) une fonction entiére,

a .
F(0) =+ 0, v(t)=mllLog|F|;0;t], Logt | F| = Sup (Log | F|; 0)
8t
A[Logt | F|;0;t]= o (trt!) (¢ — o0)

00

av(t)
[ <

0

pour Ventier q=0, on a wuniformement sur tout compact de C* (Re désigne
une partie réelle),

K2 q! *92i)o
“——1 fdo(a)c (@;2;9)
Wan—2 (1) ) €n (05254

Won_s (1) étant la mesure-aire de la sphése unité de Q.

En particulier (6) est valable pour un polynome 2°,, de degré m,
P, (0) == 0, avec q entier = 0 quelconque. Rappelons que dans ce derniere
cas on a, pour tout »r =0 et m:

1
o 2n—2
(7) Tn Oy (") < Tap—2 (1) r
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Inégalité qui résulte de (4) et du fait que pour un polynome P, de degré

0 1 '
dLogR” |m ;05 1 1 que soit R = 0.
" GLoglil M Log| Pul|; 0; Rl <1, quel qu >

2. Démonstration du théoreme 1.

LEMME 1. o, (r) étant Vaire de Vensemble analytique P, = 0 contenue
dans la boule B (0;r), on a pour tout m et r =0

(8) o () << My—2te,

En effet m étant fixé, on déduit de (2)

00

(9) [om (2) t—(2n—2+a)]:° 4+ (2n — 24+ a) f i;’—i—f% dt << M.

0
A cause de (7) et du fait que o, (f) est nulle au voisinage de ¢ =0, le
premier terme de (9) disparait. En remarquant que o, (f) est fouction
croissante de ¢t on obtient en particulier pour tout r = 0,

. At an (1)
2n — 2 4 a) o, (r) ‘[ﬁnﬁ—f{»—a = ;:2"":2_*_; <M.

LEMME 2. Soit F,, (2, ,..,22) (m==1,2,..) une suite de fonctions intiéres
dont les zéros vérifient pour tout m et r > 0,

(10) oy, (1) << My2n—2te

a >0, M >0 étant des constantes. Alors il n’existe aucun zéro des F,, dans
la boule de centre 0 et de rayon

1,
Ton_z (1) (2n — 2= Ja

0= . .
1T (o =2 apte

o
En eflet, Phypothese (10) montre que F,, (0) == 0 pour tout m. Soit z un
[e]
point de Pensemble défini par F,, =0 (m fixé). Si r > r;=]| 2|, écrivons
o]

que Paire o, contenue dans la boule B (x5 r— ) est au plus égale a celle
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portée par la boule B (0 ;7). Tenant compte de (3) et de (10), on obtient

Ton—2 (1) (’I‘ - ro)zn—Z < On (2; r— 7'0) << Om (1‘) < Myn—2+a

kN

ou

a 1
(11) o — g My T M = (Mo, ()2,

Considérons la courbe convexe croissante

o

gy = tE2 r>o).

Menons la tangente de pente 1 (qui existe et est unique). Elle coupe l’axe
des r en un point d’abscisse d > 0. Alors on n’aura (11) pour tout » > r,
que si la droite y = r — r, est au dessous de la tangente en question. Le
calcul de J donne l’expression figurant dans I’énoncé.

Revenons au théoréme 1. D’apreés les lemmes 1 et 2, il n’existe aucun
zéro des P,, dans la boule B (0; ). La convergence uniforme des P,, dans
entraine la convergence des aires g, (f) portées par des boules contenues
dans ©Q, vers celle de la fonction limite (d’aprés (4) et le Th. 6 de [3)). Il
en résulte que dans 2N B(0; J), la fonction F limite de P, n’a aucun zéro.
Pour m fixé, les conditions de la représentation (6) sont vérifiées pour tout
q=0. En effett, les polynomes sont d’ordre zéro, d’oit la premiere condi-
tion. La seconde est aussi vérifiée car pour un polynome de degré m,

v (£) = l [Log | P |; 0; t] << m.

0
9 Log ¢
Dans la représentation (6) on peut donc prendre g = 0 arbitraire. Soit
;E(a) si a n’est pas entier
(1 —

a—1 si o est entier

Tenant compte de (5), Vintégrale figurant dans {6) est majorée pour tout
z e @™, par

. do,, (a) +
(12) ¢ (m, q)f”a“m o 1z [l

@n

si 2 est entier, ¢ = a — 1, et la derniére expression est majorée d’apres (2)
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par
c(nya—1) M| 2| (z€ Q).

Si a n’est pas entier, une intégration par parties montre que (12) est ma-
jorée par

F ot
c(n,q) (2n — 14+ q)ft‘l‘*‘_—_qj" || 21|t = K («, m, 9) || 2 ||B@+1 (2e Q™).

é

D’autre part la convergence uniforme de P, dans 2N B (0; 6) vers F (né-
cessairement holomorphe) entraine la convergence uniforme d’une dérivée
quelconque de P,, vers la dérivée correspondante de F. Or F ne peut s’an-
nuler dans 2N B(0; ) comme on a remarqué plus haut. Il en résulte que
les coefficients du polynome de degré q

3 Vm (0)

Vi (0) + 2 2 2 3

+ o 4 2 Xz 9 qV

Y Yoz ™
(Vi = Log | P |) sont uniformement bornés en module par une constante
K, ne dépendant que de ¢* Ceci équivant & une majoration en module de
ce polynome en tout point z€ ", par une expression de la forme K,(q) |||
(K, (g) = cte). Ce qui entraine la méme majoration pour sa partie réelle.

Finalement on constate que les polynomes P, sont majorés en module

uniformement sur tout compact de C" par des expressions de la forme
(13) K, |z~ +cna—1) ot (1)M|z]|°

2n—2

(14) K, || 2||P@ 4 K (a, n, 8) oyl , (1) || 2 ||+

suivant que « est entier ou non. Il en résulte d’aprés le théoréme de Stiel-
tjes la convergence uniforme sur tout compact de C* de la suite P, , vers
une fonction, entiére dont le module est nécessairement majoré par (13) ou
(14) suivant que o« est entier ou non. D’olt le théoréeme. Remarquions que
les zéros de la fonction limite doivent aussi vérifier (2).
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