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METODI ANALITICI PER VARIETA ABELIANE
IN CARATTERISTICA POSITIVA. CAPITOLI 3, 4.

Iacoro BARSOTTI (1)

I primi due capitoli sono pubblicati in questi stessi Annali, vol. 18,
1964, pp. 1-25; la numerazione prosegue quella dei primi due capitoli. Nel
capitolo 3 si fa largo uso di MC, anche se in alcuni punti un riesame delle
questioni ab ovo avrebbe potuto condurre ai risultati cercati ed a quelli di
MC in maniera pit elegante, ma piu lunga.

CArITOLO 3.

Gli ipercampi.

16. Sia & un corpo algebricamente chiuso di caratteristica p (vedasi n°
1 per le convenzioni), e sia K = vectk, K’ = K = corpo quoziente di K.
Un K-modulo canonico & un K-modulo (sinistro, unitario) M finito, libero, e do-
tato di un 7 semiendomorfismo 7, e un n—!-semiendomorfismo %, tali che nt =
= p = puy; qui, ¢y, od anche ¢ indica, come sempre nel seguito, I’applica-
zione identica, in questo caso di M. In un tale M, i p"M, presi come sistema
di intorni dello 0, definiscono una topologia K-lineare rispetto alla quale
M & completo, in quanto la loro intersezione si riduce all’elemento 0. Si
noti che in M* = K’M & p~—'n =1t"!, onde t (p~'a) =, e tw = p«. Il numero
di generatori liberi di M si dira il suo ordine. Le definizioni di 7-modulo
canonico ¢ II'modulo canonico sono come in MC (p. 317} usiamo solo il
caso w =p); qui perdo tratteremo solo quelli equidimensionali, e quindi
ometteremo in tutti i casi questo aggettivo. Sia » un isomorfismo di K su
K ; un » semiomomorfismo del K-modulo canonico M su un K-modulo canonico
& un x semiomomorfismo di K-moduli, necessariamente continuo, che commuti
con nn e t.

Pervenuto alla Redazione il 9 ottobre 1964.
(1) Ricerca svolta parzialmente sotto gli anspici dell’Oftice of Aerospace Research,
grant AFEOAR 6329,

1. Annuly della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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3.1 TEOREMA. Sia M un K-modulo canonico, e st definisca :
oo o0
M= (;1,. aM;  M,= Q" "M ;

M, = insieme degli x € M tali che lim t'r = lim z"r = 0.

n — oc n —+ 0

Allora My, M., M, sono rispettivamente un I modulo canonico logaritmico,
un II-modulo canonico logaritmico, e¢ un T-modulo (e II-modulo) canonico
radicale, ¢ st ha M =M, D M, D M,. Questa & Punica decomposizione di M
come somma diretta, di un T-modulo canonico logaritmico, un II-modulo
canonico logaritmico, ¢ un T-modulo canonico radicale.

Dim. M, & certamente libero e finito, perché K & a ideali principali;
inoltre nM,= M,, tM,S M, onde A, & K-modulo canonico. Esso & anche
T-modulo, ossia ogni successione i— x; di suoi elementi, con a;€t'M,, &
una zero successione, in quanto #"M,= p"M,C p"M. Cosi M, & T-modulo,
certamente finito, e chiaramente soddisfa la condizione tr=0—>2 =0,
in quanto da tr =0 segue pr = 0. Quindi M, & T-modulo canonico, ed &
logaritmico perche ni,= M, (questa & la definizione di logaritmico; cfr. p.
325 di MC). Analogamente si opera su A,.

Si consideri ora M,; intanto tM,C M, e aM,C M,; poi, se i —x; ¢
una successione di elementi di M, tale che x;€t']l,, essa & una zero succes-
sione, in quanto ¥/, S p™M, per un dato m, quando i & elevato. Percio
M, & un T-modulo finito, e di nuovo soddisfa la condizione tr = 0 —>x = 0,
ossia & T-modulo canonico; analogamente esso ¢ /T-modulo canonico.

Un elemento x di M,, ma non di ¢tM,, & tale che mr¢tM,, che altri-
menti 7z sarebbe in pM,, ed x in t)l,. Se allora x € M, N M., ma per esempio
x¢t"M,, si ha a‘r¢t"M, per ogni ¢ > 0; d’altra parte, da x € M, segue
lim nx = 0, che & una contraddizione. Si conclude che /N M, = 0, ossia

che la somma M, M, & diretta. Sia poi x€M,, ye M,, ed o 4 y€ M,;
allora lim ¢ (r 4 y) = 0; poich® anche lim t'z = 0, se ne deduce lim t'y = 0;

i -+ 00 1—+» 00 1 -+ 00

di qui, per ’argomento precedente, segue y = 0; analogamente £ = 0. Quindi
anche la somma M, M, 4 M, & diretta; resta da controllare che essa
coincida con M. Cid verra fatto per induzione sull’ordine di ), in quanto
¢ certamente vero se tale ordine & 1.

Sia allora # Vordine di M; se M, = M, = 0, per la definizione di questi
due moduli si ha necessariamente J/ = 1M, , e non vi & nulla da dimostrare,
Suppongasi  quindi che, per esempio, M, 4= 0, e si ponga N = M, M,. Dico



per varietd abeliane in caratteristica positiva 279

intanto che N & K-modulo canonico, necessariamente di ordine < =; per
dimostrarlo, basta dimostrare che & libero (il suo ¢t ed il suo = sono definiti
in modo ovvio). Ora, se x€ M e px € M,, ossia atx € M,, sard intanto anche
te € M,, onde n—™tx esisterd in M, per ogni m; allora gli elementi =—™x di
M* = K’M apparterranno tutti a t—'M,C M*; essendo questo un K-modulo
finito, tali elementi saranno linearmente dipendenti su K: a™x =
= ¢, + ... + ¢~ try. Llapplicazione di #™ ad ambo i membri da
x =mny, per un y € M, ovviamente tale che ty = a—tx € M,; lo stesso ragio-
namento puo essere applicato ad y, ecc.; si ottiene cosi che a—™x € M per
ogni m, onde x € },, come voluto.

Stabilito che N ¢ un K-modulo canonico, dimostriamo che non esiste
nessun y € ¥, non nullo, tale che ay =y. Se tale y esiste, ed & per esempio
immagine di x € M, si deve avere x¢,M, ma nx — x € M;, onde xr = nx, per
qualche z, € M. Ma allora nx, — x, € M;, x, = ar,, ecc., ossia & € M,, contro
Pipotesi. L’impossibilita per N di contenere un tale y dimostra, per il 2.11
di MC, che N,=0; ed allora, per la ricorrenza, sarA N =N, @ N,. Cio
comporta che se x € M, per ogni intero positivo m esiste un 4, tale che
a‘x € pmM -+ M, per i > i,,, ossia n'x — 'y, € p™M per un opportuno y,, € M,
e per i >1i,. Per i elevato si ha a'z — a'yui — (A2 — a'ym) €p™M, ossia
7 (Yt — Ym) EP™My Ymg1 — Y € p™M (dato che Ypuy1 — Yym € My). Cid significa
che y= lim y, esiste in M,, onde ni(r —y)Ep™M per i elevato, od

m —» 0o
anche lim #*(x — y) = 0.
t— o0
Sia M’ Vinsieme degli z€ M per cui lim n%2 =0; M’ & K-modulo ca-

100
nonico, e contiene M, P M,; M’ ha ordine < n, perche ha intersezione 0
con M,; quindi, per la ricorrenza, M’ =M, G M, =M, D M,. Si & cosi
dimostrato che x€ M, 4+ M =M, DM, D M., come voluto. L’unicitd di
My, M., M, & ora ovvia, C.V.D..

17. Nella dimostrazione del 3.1 ¢ contenuta anche la dimostrazione del

3.2 COROLLARIO. Notazioni come nel 3.1; sic x€ M ; allora:
LEM, (D M, se e solo se lim t"x =10;

n -+ oo

x€M, P M, se e solo se lim a"x = 0.

n — oo

Saranno usate le seguenti locuzioni :
M, = componente separabile di M ;
M, = componente logaritmica di M ;
M, = componente radicale di M ;
M, 4+ M, = componente inseparabile di M.
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Dai 2.11 e 3.1 di MC si ha poi che:

M, & un T-modulo canonico logaritmico, che avra, come tale, una certa di-
mensione ¢;, uguale al suo ordine come K-modulo canonico ;

M, & un II'modulo canonico logaritmico, che avra, come tale, una certa di-
mensione d,, uguale al suo ordine come K-modulo eanonico ;

M, & un II'modulo canonico radicale equidimensionale, che avrd, come tale,
una certa dimensione d, e una certa codimensione c¢,, tali che il suo
ordine come K-modulo canonico sia d, - ¢,.

Useremo allora (ma non troppo) le seguenti locuzioni:

d, + d, = dimensione di M ;

¢+ ¢, = codimensione di M ;

d,, = dimensione logaritmica di M ;

¢, = codimensione separabile di M ;

d, = dimensione radicale di M ;

o, = codimensione inseparabile, o radicale, di M ;

¢y + d, = ordine radicale di M ;

si intende, quando M si consideri come K-modulo canonico; la nomencla-
tura di MC per i II'moduli e i 7-moduli canonici resta invariata.

Sia ¢ un semiomomorfismo del IK-modulo canonico M sul K-modulo
canonico N ; daremo le seguenti definizioni (che non coincidono con quelle
di MC, in quanto qui si tratta di K-moduli):

nullita di o & la differenza ord M — ord oMM ;

conullita di o & la differenza ord N — ord oM.

Naturalmente, ¢M & un K-modulo canonico, e tale & il nucleo di o; la
nullitd di o & anche Vordine del suo nucleo. Pongasi poi ¢ = NN KoM ; @
& linsieme degli # € N tali che p"x € 6]l per qualche intero non negativo ».
Se ! & la lunghezza di una catena massimale di K-moduli canonici fra @ e
oM, p' & il grado di o; cosl, grado ¢ =1 se e solo se Q = oM. Con evidenti
significati dei simboli, 6 pud essere decomposto in o,,0,,0,, ed il grado di
o & il prodotto dei gradi di questi tre; in particolare, si porrd:

separabilita di ¢ = grado di o;
coseparabilita di o = grado di o,;

inseparabilite di o = grado di o, ([} 0,.
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Dal 2.7 di MO, e previa decomposizione di M in M, H M, P M,, si ha
che la lunghezza ! & anche la lunghezza di una catena massimale di K-mo-
duli (non necessariamente canonici) fra ¢ e oM. Per la teoria dei divisori
elementari, si pud trovare una base {®,,..,x,} di @, ed una y,,..,¥, di
oM, tali che, indicate con z,y le matrici ad una colonna delle x; e delle y;,
si abbia y = Cr, ove C & matrice diagonale della forma

con 0<<s, <<s§,<<..<sy; allora l=3s, 4 ..+ s,, e grado ¢=det C.

Una isogenia (di K moduli canonici) & un omomorfismo la cui nullita e
conullitd siano 0; M ed N diconsi isogeni se vi & una isogenia dell’uno sul-
laltro ; i risultati di MC mostrano che tale relazione & riflessiva, simmetrica
e transitiva, e che M, N sono isogeni se e solo se ciascuno & isomorfo ad
un sotto-K-modulo canonico dell’altro. Poich® per i K-moduli liberi vale la
teoria dei divisori elementari, si ha:

3.3 TEOREMA. Sia M un K-modulo canonico, N un suo sotto-K-modulo
canonico ; allora N é nucleo di un omomorfismo fra K-moduli canonici se e
solo se NN pM = pN.

18. La definizione di N, ,, per r,s interi primi fra loro, & data a p. 336
di MC; esso & il K-modulo canonico un cui insieme libero di generatori &

dato da {xy, .., &ry Yy 5.0y Ui}y colle regole seguenti (cfr. la matrice a p. 323
di MC, e Vasserzione 2 del 3.1 di MC):

ey =iy (i > 1) tey = pys s tyi = pYi—y (1 > 1) 5ty = ;5
e conseguentemente :
axy = priyi (1 < 0)5 00, = Py ;Y = Yip (1 < 8) ;7Y =2, .

Se si indica con X la matrice ad una colonna trasposta della (%, ...,
Y, .. Ys), Si puod scrivere brevemente

tX=CJx, aX¥=C,X,
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| 1(;) . Definiamo poi XN,, ,

per mezzo delle C,=1, C, = p (matrici scalari di ordine m); e definiamo

Ny, » per mezzo delle C,=p, C, =1 (matrici scalari di ordine n).
Naturalmente, la tn = nt = p: da in tutti i casi:

Per r=8=1 queste divengono C,= C, = (

3.4 C,Cf =07 C,=p.
Dal 2.11 di MC si ricava:

3.5 TEOREMA. Se M é K-modulo canonico di ordine n, tale che M = M,,
allova M2 Ny o 2Ny D ... Ny ,; inoltre Ny 22 K come K modulo ca-

nonico,
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Se M e K-modulo canonico di ordine m, tale che M = M,, allora
M>2Nyo2ZNi, oD oo D Nyyo-

N, s (r, 8 non nulli) é indecomponibile radicale, ed ha ordine r -+ s.

Se M é K-modulo canonico tale che M = M,, allora M ¢é isogeno ad una
somma diretta di K-moduli canonici N, o, con r;,s8; primi fra loro per ogni
i, ed univocamente determinati.

Siano M, N K-moduli canonici; una dualité fra M ed N & un’applica-
zione K-bilineare (x,y)—x oy di M >< N su K, con le seguenti proprieta:
l.a(xotyy=anaxoy, e x(troy) =20 ny;
2. se ¥ o y = 0 per ogni y (risp. per ogni x), allora & = 0 (risp. y = 0).
Una dualitd & necessariamente un’applicazione continua di M >< N su K,
quest’ultimo dotato della topologia di schiera valutante completa. Diremo
poi che M & duale di N, secondo la dualitd data, se per ogni applicazione
K-lineare o di N su K (necessariamente continua), esiste un € K, certo
unico, tale che oy = x o y per ogni y€ N. Dai 3.2, 3.3 di MC segue:

3.6 TEOREMA. Sia N un K-modulo canonico, e sia M il K-modulo delle
applicazioni K-lineari 4i N su K; se x€ M, Vapplicazione sia denotata con
y—xoy. Allora M, con le ovvie definizioni di t e n, é un K-modulo cano-
nico duale di N, ed é Punico a meno di isomorfismi. Inoltre N é il duale di
M secondo la dualita (r,y)—>x oy(yeEN,x€M). In particolare, Ny 4, N, i,

N, s sono duali di, rigpettivamente, Ny 1, Ny oy Ny, r.

Per comoditd, indicheremo talvolta con N, , il K-modulo canonico ri-
dotto al solo elemento 0.

Un K’-modulo canonico & un K’-modulo (spazio vettoriale) finito N,
dotato di endomorfismi = e t tali che nt = p¢ (ed allora tm = pu), e tale che
esista un suo sotto-K-modulo M, stabile per = e ¢ (ossia zM C M, tMC M),
contenente una base di (. In tale caso M sard un K-modulo canonico, e si
avid P =K’ M = K’ @k M; questa pud essere presa come definizione. La
topologia di M di una topologia K-lineare di M, indipendente dalla scelta
di M, rispetto alla quale 9 & completo; un sistema di intorni dello 0 &
dato dai p™ M. I semiomomorfismi dei K’-moduli canonici sono definiti in modo
analogo a quelli dei K-moduli canonici; i semiomomorfismi dei K-moduli ca-
nonici sui A “-moduli canonici sono le applicazioni K-semilineari che com-
mutano con s e t; essi sono necessariamente continui; la dimensione (come
spazio vettoriale) di un K’-modulo canonico sara chiamata il suo ordine ;
le altre definizioni (codimensione separabile, dimensione logaritmica, ecc.)
sono trasferite direttamente dalle analoghe dei K-moduli canonici. Si ha ov-
viamente :

3.7 TEOREMA, Siano M, N K-wmoduli eanonici, e siano Wi, ) K’-moduli
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canonici; si abbiano isomorfismi di M su W ed N su Y, di conullita 0 (ossia tali
che le immagini di M, N contengano basi di N, N). Allora un omomorfismo o
di M su N ¢é una isogenia se¢ e¢ solo se & un isomorfismo su tutto Y il o’ che
rende commutativo il seguente diagramma :

o
M———>N

AR
M—N.

St ha poi W =N DN, D N, (con evidente significato dei simboli); inoltre
W2 Wo, ny € Mg X2 W, 0, per n, m opportuni. Gli N, Ny , N, s0n0 uni-
camente determinati ; inoltre, N, é isomorfo alla somma diretta di K’ -moduli
canonici del tipo %,i',i , CON T, 8 primi fra loro e unicamente determinati.
Infine, gli MWy s, Wo,1, Wi, o sono irriducibili, ossia privi di sotto - K’ - moduls
canonici propri.

Le definizioni di dualita e duale, per i K’-moduli canonici, sono ana-
loghe a quelle dei K-moduli canonici. Ovviamente, e da 3.6:

3.8 TEOREMA. Per i K’-modult canonici vale lVanalogo di 3.6 ; siano
pot N, N K’-moduli canonici duali Vuno dell’altro secondo la dualitd o ;
sia M un sotto-I-modulo canonico di N, contenente una base di N, e siu N
Vinsieme degli y € W tali che x o y € K per ogni x € M. Allora N é un sotto-I-
modulo canonico di Y e contiene una base di W ; o é una dualita fra M ed
N che rende questi duali Vuno dell’altro. La o é unw’applicazione continua di
N >< N suw K7, quest’ultimo dotato della topologia di corpo valutato completo.

19. Sia &k un corpo di caratteristica p, e siano A, B k-moduli, certo
liberi, completi rispetto a topologie k-lineari. Si consideri, nel k-modulo
AQ® B=A @B, 'insicme dei sottomoduli del tipo UQB+ A QV, ove U, V
percorrono sistemi di intorni dello 0, del tipo descritto, in A, B rispettivamente.
Questi insiemi hanno intersezione 0 (vedasi Pappendice a questo capitolo),
cosiccheé essi formano un sistema di intorni dello 0 per una topologia k-li-
neare di A Q) B; il completamento di A @ B in tale topologia sard indicato
con A >, B o A B, e chiamato il prodotto tensoriale completo di A per B
(su k); la topologia di A>< B @ ora data dagli U< B4 A< V.

Suppongasi che A, B siano anche k algebre (commutative, unitarie, dotate
di identita); si indichi con gy Papplicazione k-bilineare (a, a’) — aa’ di A >< .1
su A, ¢ analogamente per I3 (nel seguito si serivera p in lnogo di oy quando
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I’A possa essere sottinteso); se A, B sono algebre topologiche, ossia se
1a € up sono applicazioni continue, anche A Q) B & kalgebra topologica,
se si identifica & con k(1) 1), mediante il ,uA®B=,uA @ 1y 5 questo u pud
essere esteso in modo unico, bilinearmente e continuamente, ad A < B, e
rende questa un’algebra topologica. Se le topologie di A4, B erano A-lineare
e Blineare rispettivamente, quelle di A @ B ed A > B risultano 4 Q) B-li-
neare ed A > Blineare rispettivamente. Se A, B erano i completamenti di
k-moduli (o k-algebre) 4’, B’, allora 4 < B & il completamento di 4’ @ B’.
Tutte le precedenti asserzioni sono di facile dimostrazione, e vertono sul
fatto che i k-moduli sono liberi, e che le applicazioni 4’ @ B’ — A Q) B sono
isomorfismi.

Sia A come descritto all’inizio (ossia non necessariamente un’algebra).
Diremo coprodotto in A un omomorfismo continuo P, o P, , di k moduli, di
4 su 4 X< 4, che soddisfi la seguente condizione di coassociativita: (QP)P =
(P ¢ P; pin chiaramente, deve essere commutativo il diagramma :

A ‘ > A
h o
A< A A< A
g e P t
(A= A% A) : (A< AR A) -

11 coprodotto P & commutativo se @ simmetrico rispetto allo scambio dei
fattori in . < A. Una coidentita per P & un’applicazione k-lineare continua
e=u¢y di A su k (k dotato della topologia discreta) tale che (¢@ )P =
=@ e P=1¢; se un tale ¢ esiste, P & un isomorfismo di k moduli. Se 4
¢ anche k-algebra topologica, si identifichera k con k1,C A, ed & verra con-
siderato come un'applicazione k-lineare continua di 4 su 4, tale che & =g,
soddisfacente la

3.9 @O P =us(eQP=1.
(Tali & vengono chiamati « augmentazioni» dai raffinati). Sempre se A &
k-algebra topologica, diremo che un endomorfismo continuo ¢ di A, come
k-algebra, ¢ un'inrersione rispetto a P ed & se soddista la:
3.10 Qo P=u:(0Q@)P =c¢.

Sia K una k-algebra topologica e completa rispetto ad una topologia
k-lineare numerabile ; sia P un coprodotto in R, commutativo e dotato di
una coidentitd ¢; diremo che K ¢ una iperalgebre su k se tanto P quanto
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¢ sono omomorfismi di k-algebre, e se inoltre P1 = 13 1; Vesistenza di ¢
comporta, come 8i & visto, che P & un isomorfismo. Si noti che il richiedere
che P sia omomorfismo di algebre & come richiedere che esso commuti con
M= pg, ossia che il seguente diagramma sia commutativo :

(R R) : > (R < R)

z /] \r
;% R<R<Rx<R
J, .

(R< R) > (R < R) .

Analogamente, il richiedere che ¢ sia omomorfismo di algebre significa
richiedere che ¢ commuti con p:pu(e®e)=eu. F poi facile vedere che e,
oltre a commutare con u, commuta anche con P, ossia (¢ e) P = Pe; lo
stesso dicasi per linversione g, quando esiste. Il nucleo di & in K sara
costantemente indicato con R*, cosicche R =k D Et+. 11 3.9 comporta
subito il

3.11 LEMMA. Se z€Rt, si ha Pr=1xx-+x<1-4 (elemento di
R+ Rt).

Ci interesseranno in particolare, in questo capitolo, le iperalgebre finite,
ossia a base finita su k, e necessariamente a topologia discreta; quelle di-
screte, ossia a topologia discreta e base numerabile; e quelle linearmente
compatte ; queste ultime sono le somme dirette complete, come k-moduli, di
una infinitd numerabile di A-moduli discreti isomorfi a I ; esiste cioé una
pseudobase numerabile {x,,x,,..} di K tale che ogni elemento di R possa
porsi, in un sol modo, sotto la forma ;i e, r;, con ¢;€k; e tale che ogni
serie di questo tipo sia elemento di R. lUna E linearmente compatta puo
anche essere considerata come il limite inverso, con la sua topologia natu-
rale di limite inverso, dei k-moduli finiti ¢ discreti K, di base {x,,..,x,},
con gli omomorfismi o m: Ky —> K, (0 > m) dati da o, &y =a; 8¢ i<m;=10
se ¢ >, m.

20. Sia » un isomorfismo di k su k; un x-semiomomorfismo o dell’ipe-
ralgebra R sull’iperalgebra § & un x semiomomorfismo continuo di algebre
che applichi 1 su 1 e che commuti con P ed e: Pyor= (6 Qo) Prux;

xep & = o0&y & = &g ox, per x € K. Cio vale, in particolare, per gli omomorti-
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smi; Dapplicazione n: ¥ — nr = 2P & sempre un =z-semiendomorfismo di
un’iperalgebra.

Se ¢, 7 sono x-semiomomorfismi di B su 8§, la loro somma & il ¢ 4=
definito da:

3.12 o+ t1=pus(c@r)Pr;
quando ha senso, & vera la relazione distributiva:
v(o 4 1)=v0 + »7; (64 )y =10v 4 .
L’omomorfismo e di B su kS 8§ & lo zero della somma 3.12; infatti
et t=pusc@1)EQRQI)Pr =156 Q) Pr=1up=r,

per 3.9. Invece il — ¢ & dato da gso == opr (se esiste g5 0 gg):

ot o0s0=pus(t@Qos) (6 Q) Pr = pus(t@gs) Pso=¢e50=10
per 3.10, e

o+ oor = pus(6@o)(t@ ) Pr = our (1 Q or) Pr =0er =0,

Quindi gli omomorfismi di R su 8§ formano un gruppo addittivo. Se ne
deduce anche:

3.13 TEOREMA. Se un’iperalyebra ha un’inversione g, ne ha una sola ;
inoltre p* =

Diy. Intanto, la « = — (— ¢) si scrive ¢ = (10) o, donde p*> =1 Se o’ &
un’altra inversione, la relazione — (= — ¢ si scrive (o = (o’ ; quindi ¢’ = g,
C.V.D..

T. ben noto che la teoria della dualitd fra k-moduli finiti, o discreti, -
o linearmente compatti (gli ultimi due casi non necessariamente ristretti al
caso numerabile) & perfettamente simmetrica, nel senso seguente: se M &
k-modulo finito (discreto, linearmente compatto), e se N & l'insieme delle ap-
plicazioni I lineari continue di M su k, ¢ se per y € N' si indica con x —yox
la corrispondente applicazione di M, allora: se M & finito, N & finito; se
M & linearmente compatto, la topologia discreta di N e 'unica topologia
k-lineare che rende tutte le y — y ox continue ; se M & discreto, la topologia
linearmente compatta di N & la meno fina fra le klineari (contando la di-
screta come la pitt fina) che rende continue tutte le y — yox. Ed in tutti
i casi M & legato ad N come N ad M ; inoltre, in questi casi, un diagramma
commutativo puo essere dualizzato, dando luogo ad un diagramma commu-
tativo; la duale (o trasposta) di una successione esatla ¢ esatta, ecc.. Infine,
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ed ¢ importante, dato che uno dei moduli & discreto in ogni caso, la
(¥, ) — y o x & un’applicazione continua di N >< M su k. Nel Cap. 4 vedremo
tipi di dualitd pit complicati. Si ha allora :

3.14 TEOREMA. Sia R uw’iperalgebra finita (risp. discreta, linearmente
compatta) ; sia D il k-modulo duale di R; si definiscano Pp e pup come duali
di pup, Pgp, ossia: up(d=<dox=({@<06) o Pra, Prdo(xx<y) =
=dougr(®>=<y), per x,y€ R arbitrari; si definisca poi ep mediante la
epd=d o 1. Allora D é un’iperalgebra, detta duale di R; ed R é duale di
D. Se R ha Vinversione gr, D ha la op duale di pr: opdox=do ggu.

3

DiM. Si controlla subito che Pp & un coprodotto commutativo e coas-
sociativo, e up un prodotto commutativo e associativo. Il diagramma del
n® 19, che esprime la commutativitd di up con Pp, da subito, per dualita,
quella di Pp con up.

Mostriamo che DI possiede identita, ¢ precisamente 1’1, tale che
lpox=c¢pa;einfatti Iydor=(1%xd)o Pr=d o up(¢@ ) Pxper 3.9;
quindi 1p d = d, come richiesto.

Mostriamo che Pp 1 =131; e.infatti, Pp lo(@><y) =1 0o ay = ¢y (xy) =
=(lox)(1loy)=(1>1)o(xx<y). Passiamo a verificare le proprietda della
ep definita all’enunciato: intanto e, 1p=1po lg=1¢xlp=1, onde ep &
su tutto k, ed & automodulo. Poi, ep(dd’) =dd’ o1 = (d<d)oP1 =
=(dx<d)o(l<x1)=(epd)lepd’), ed ¢, & omomorfismo di algebre. Infine,
la proprieta 3.9 per ¢ si verifica cosi: up (Q@e)Pdoar=Pdo(rx<1)=
=d o z, donde la 3.9. Per il g, , basta dualizzare il 3.10, C. V. D..

Benche il 3.14 si riferisca solo ad iperalgebre che siano finite, o di-
screte, o linearmente compatte, esso ovviamente da informazioni anche per
quelle iperalgebre che siano prodotti tensoriali completi di finite, discrete,
e linearmente cowpatte (in numero finito). Da notare che finita > finita =
= finita, finita > discreta = discreta, finita >< linearmente compatta = linear-
mente compatta, discreta < discreta=discreta, linearmente compatta >< linear-
mente compatta = linearmente compatta, cosicché D'unico caso nuovo e il
disereta >< linearmente compatta. La struttura del prodotto tensoriale com-
pleto di due iperalgebre, E =8> Ve: upr=ps=<pv, Pr="Ps< Py, ecc..

21. Sia R un’iperalgebra che sia prodotto tensoriale completo di ipe-
ralgebre finite, discrete, linearmente compatte, e sia D la sua duale; defi-
niamo l’applicazione k-bilineare (d,x) — du di D >< B su R per mezzo delle

3.15 dode=0dox per ogni €D,

Naturalmente vi & anche un’applicazione analoga (v, d) — xd di Il >< D su D.
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3.16 TEOREMA. Nelle ipotesi precedenti, si ha : d’ (dr)=(d’d)x; 1pxr=uax;
deDtseesolosedly=0;dox =c¢p(dr); Pdr)=(1<d)Pz=(d<1)Pa.

Dim. Per la prima relazione: 6 o d’ (de)=0d’ o de = dd’d o x = d o (d’d) x.
La seconda ¢ conseguenza immediata di 3.15. Per la terza: se d1p =20, &
dol=10dlzp=0, onde d€ Dt; se poi d€ D*t, si ha dd € D+ per ogni
0€D,onde 6d o1 =0,00d1=0. Perlaquarta: dox =1doxr =1 o de =
= ¢g(dx). Per la quinta, occorre intanto osservare bene il significato del
- secondo o terzo membro : nel secondo, 1< d & un elemento dell’iperalgebra
D < D, che & duale di B> R; quindi (1><d)Px esiste in base alla 3.15;
¢io non significa che se Pr= 2;x; <y; si debba avere (1 <d)Px = 3;2; < dy;:
per poter asserire questo occorrerebbe sapere che la 2 — (1 > d)z & continua,
cosa che non sappiamo ancora. Passiamo alla dimostrazione dell’ ulti-
ma relazione: (< 6) o P(de) =00 0odr = 68dox =< 8'd)oPax=
b=<d)(1x<xd)oPr=(F=<d)o(l<xd)Pux, C.V.D.

L’ultima delle 3.16 si esprime col dire che d, come applicazione k-li-
neare di R in se, & invariante. La continuity della (d, z) — dx non solo in
2, ma in (d,x), ha luogo in un importante caso particolare che ora descri-
viamo, e quindi anche in tutti i casi ottenuti da esso mediante prodotti
tensoriali completi:

3.17 LEMMA. Suppongasi che quella, fra le D, R, che ¢é discreta sia
limite diretto di iperalgebre finite, mediante isomorfismi di iperalgebre ; e che
quindi quella che é linearmente compatta sia limite inverso di iperalgebre fi-
nite mediante omomorfismi di iperalgebre. Allora Vapplicazione (d, x) — dx di
D>< R su R é continua.

DiM. Suppongasi dapprima che D sia linearmente compatta ed R di-
screta. L’applicazione & allora continua in 2 per ogni d, ed uniformemente .
rispetto a d, onde basta dimosirare che, per ogni x, essa & continua in d.
Sia D limite inverso di D;<— D; (j > 1), cogli omomorfismi z; di D; su tutto
D;, e cogli omomorfismi ¢ di D su tutto D;; sia R limite diretto di
R;— R; (i <j), colle immersioni di E; in R;; e sia R; duale di D;. Sia «
in un dato R;; dimostreremo che dr =0 non appena 7;d = 0; e infatti,
dodx = ddox = (0> d) o Px; ora, Pue R; Q) R; per ipotesi, onde (0 < d) o Pxr=0.

Suppongasi ora invece che D sia discreta ed E linearmente compatta ;
si definiscano analogamente le D;— D; (i <j) ed E;<—ER; (i <j), e gli
omomorfismi z;; di R; su tutto R;, e v di B su tutto E;. In questo caso
basta dimostrare che Dapplicazione & continua in x, per ogni d. Sia d€ D;,
e si seelga r nel nueleo J di z;; dico che anche dx€J. Occorre quindi di-
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mostrare che 6 o dr=0 quando d¢D;; ora, di nuovo si ha dodr =
= (0<d)o Pux, e questa volta Px€ R J 4 J < R, onde ancora é o de = 0,
C.V.D..

3.18 TEOREMA. Si ha d(xy) = pur(Pd) (x><y); se poi o & applicazione
k-lineare continua di R su se stesso, che é invariante, ossia tale che P ox =
=(0Q@)Px=(Qo)Pur, esiste una d€ D tale che ox = dx per ogni x€ R.

DiM, Si ha dod(xy) =ddoaxy=P@dd)o(x<y)=POH(Pd)o(x<y) =
=Pdo(Pd)y(x<y) =200 up(Pd)(x><y); cid dimostra la prima asserzione.
Per la seconda, dato o, si trovi la de€eD tale che dox=c¢rox per
ogni z€e€R; allora dodzr=0ddoxr =0 =<d)o Pr=(QRe)(d<d)Pa=
(BR )R Pr = (0Q )t Reo) Pr=(c0Qe)(1Qo)Pr =(cd R e) Pox =
(0<1)o Pox=20o00x, onde de =ox, C.V.D.

I’utilita dell’applicazione (d,r)— dx sta nel seguente risultato, che &
Panalogo degli sviluppi in serie di Taylor e di Mac Laurin:

3.19 TEOREMA. Sia D un’iperalgebra discreta (o finita) con base {d,,d,,
dy,..}; sia R la duale di D, con la pseudobase (o base) duale {x,,x, ,x,, ...
(0ssia d;o xj=4;j). Per y€ R 8i ha allora

I’y=2d,~y>?r.-, y=23(epdiy)x;.

Dim, Infatti (d,>< d,) o zd,«y;x,- = (2(1, odiy)by=d, odyy=d,dsoy—=

= (d, < d;) o Py, che & la prima relazione. La seconda & conseguenza della
prima e di 3.9, C.V.D..

22,

3.20 LEMMA. Sia R un’iperalgebra finita, o discreta, o linearmente com-
patta ; sia D Uiperalgebra duale di R, e suppongasi che la (d, y)— dy sia
continua in y per ogni d€ D, Sia 8 una sottoiperalgebra di R, e sia J Uideale
chiuso di R generato da S+. Per un d€ D, si ha allora d o J =0 se ¢ solo
se Papplicazione y — dy & S-lineare.

Dim. Sia d o J = 0; si ha, per € D: dod(xy) =ddoaxy=do é(xy) =
=d o pip (P &) (< y) per 3.18. Se per esempio Pd = Z; a; < fi, sard é o d (xy) =
=do Z;(wx) (fiy); supposto x €S, sard a2 = a;ox (mod St), onde
(i) (Biy) = (as 0 @) (Biy) (mod J ), e pertanto 6 o d (xy) = d o Z;(x; 0 ) (Biy) =
= Ji(aio &) (fio dy) =P o (x < dy) = J o x dy, donde appunto d (ry) = x dy.
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Reciprocamente, se questa & verificata, per x€ S8+ ed y€e€R si ha

doxy=1od(@y)=10axdy=0,in quanto xdy€J C R+ ; percid d o J =0,

C. V. D.

In un’iperalgebra R vi sono certe applicazioni per le sottoiperalgebre

e per certi ideali. Anzitutto notiamo che un ideale chinso J di K & nucleo
di un omomorfismo di iperalgebre se e solo se

3.21 eJ =20 (0ssia JERt) e PICR<J +J<R;

invece una sottoalgebra chiusa 8 di R ¢ sottoiperalgebra se e solo se 1€ 8
e PSC S8 S. Sia § una sottoiperalgebra chiusa di R; Pideale chiuso J
generato da S+ soddisfa alle 3.21; la chiusura dell’unione delle sottoiperal-
gebre U di R tali che Ut CJ & una iperalgebra chiusa S8* contenente S,
e univocamente determinata da §; S$* ¢ la massima U con la proprietd de-
scritta, ed S*+ genera ancora J; abbiamo cosl introdotto Papplicazione
S — S*

Sia invece J dato a priori, chiuso, e con le proprietd 3.21; fra le sot-
toiperalgebre chiuse § di R tali che S+CJ ve ne & una massima, sia essa
8; e Pideale chiuso generato da S+ & un J*C J; questa & lapplicazione
J — J*. L’iperalgebra S, che coincide con 8* sara detta il nocciolo di J
(e di J*); & chiuro che J =J* se e solo se J & Pideale chiuso generato
da una S8+; la condizione acché 8= 8* (a parte quella ovvia di essere il
nocciolo di qualche J) & data nel prossimo 3.22. Si vede subito che S$**=
= 8* J*™ =J* e che la corrispondenza S —J & biunivoca fra le S per
le quali S=8* ed i J per i quali J=J*.

Nell’enunciato seguente, occorre tenere presente che se I & liperalgebra
duale di R, DPortogonale di un J che soddisfi le 3.21 & una sottoiperalgebra
chinsa ¥ di D; mentre lortogonale i una sottoiperalgebra § di R & un
ideale chiuso C di D che soddisfa le analoghe di 3.21. Ed allora, nell’enun-
ciato seguente l'espressione S —»J sta ad indicare che J & ideale chiuso
generato da St; invece la A-— B sta ad indicare che B & l'ortogonale
di A.

3.22 LEMMA. Niano R, D iperalgebre duali Vuna dell’altra, ciascuna di
esse essendo finita, o discreta, o linearmente compatta ; allora, nelle notazioni
ora introdotte :

1. Ne N é sottoiperalgebra chiusa di R, vale la
§—dJ->E—C-—8*;
2. Ne J € ideale chiuso di R, che soddisfi le 3.21, vale la

J-l—>BE—>C-1—8—>J*;
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3. Se J-I—E, si ha J=J* se¢ ¢ solo s¢e E=E*;

4. Nelle notazioni di 1, E ¢é Vinsieme delle d € D che, come applicazioni
k-lineari di R in sé, sono S-lineari; S* é Uinsieme degli x € R tali che dx=0
per ogni d€ E+,

DiM. La 4 & conseguenza di 1 e del 3.20. Dimostriamo la 3, suppo-
nendo vere le 1 e 2: se J =J* 1la 2 pud essere cosi completata: J -|—
E—C-—>8S—>J-— FE; ma la 1, partendo da E anziche¢ 8, da F —
C-—+8—J-— E*; quindi E= E* Se invece E=E* la 2 pud es-
sere cosl completata, tenendo presente la 1 scritta per E: I — C-|— 8 —
J-—>E— C-—8—J* donde J =J*,

Per dimostrare la 1: sia § — J -l— E — C-|— 8’; allora §’ & ortogo-
nale ad E+, onde 8t CJ; se poi §’+C §/+CJ, con & iperalgebra, vale
la 8 — J -— E — C -I— 8’; qui, 8’/ & ortogonale ad E+, ed & iperalge-
bra; quindi 8’/ & ortogonale a C, ossia §8”/C 8’; c¢id mostra che S/ = S*.

Per dimostrare la 2: sia J-|— B — C-|— 8 — J’; allora J’ & generato
da S+, cosicché per dimostrare che J’ = J* basta dimostrare che S & la
massima iperalgebra tale che S+ CJ; intanto S+ & contenuta in J perchd
¢ ortogonale ad E; poi, se §’tC.J, 8t & ortogonale ad F ¢ quindi a (,
onde '€ S, C.YV.D.

I1 3.22 mostra che se J = *, vale la

J-—>E—>C-1—>S—>J-1—E—>(-1— ..,
ela E*=F, C*= C, 8* = §; mentre se §= 8* vale la

§8—>J-—E—C-l—>8—>J-—>FK—..,
ela J*==J, E*=E, C*= (.

OSSERVAZIONE. Vedremo in seguito (cfr. 3.38) che ¢ J*=dJ per le
iperalgebre che a noi interessano; & stato pero dimostrato da G. Gemignani
che tale relazione vale per tutte le iperalgebre finite, o discrete, o lincar-
mente compatte.

23. Si & osservato nel n® 20 che ogni iperalgebra I possiede il m-se-
miendomorfismo = ; pertanto, se R ¢ discreta, o finita, o linearmente com-
patta, la sua duale D possiede il z—!-semiendomorfismo ¢ =t definito da:

3.23 a(td ox)y=d o nx;

naturalmente, scambiando i ruoli di 1) ed R si ofticne il t =1t,: 7a(dotx)=
=axdox Si ha intanto:

3.24 7 [(td) 2] = dax, t[(ad)x]=dtx;
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infatti, per 3.15, 8 o dwx = 6d o nr = n[t(dd) o #] = = [td o (td) &] = 8 o n [(td)x],
e dodtx=20doter=n""1[n(dd) o ] =n"" [#d o (nd) x] = 8 o t[(nd) x]. Poi:

3.25 TEOREMA. Se R ¢ iperalgebra finita, o discreta, o linearmente com-
patta, 8t ha tpnp = ngly = pig.

DM, Pongasi pt=pu(Q@u(Q ¢ Qp .. (t@;@ @ QRQu), e

r—1

P=(QRQ:KR.Q:RXP) ... X:QP)«@P)P; allora p. = u? P? per 3.12.

Sia {y;} una base o pseudobase di R, e suppongasi scritte P? x come com-
binazione lineare, finita o no, degli yn > ...><¥.,; & chiaro allora che i coef-
ficienti di prodotti che differiscono solo per l'ordine dei fattori sono uguali;
per un dato insieme {n,,...,n,}, il numero di tall prodotti & o 1, quando
My = .. =Mn,, ovvero & divisibile per p. Pertanto esistono dei ¢; € & tali che
P PPy =23 xf, e che (d<..x<d)oPPa=23c(dox).

Cio premesso, si ha: d o tre = a~1 (ad o nx) =
aldx<..x<xd)oaPPal=n"12¢P(donx)?= 3,¢c,doxp=dou? Pre =
d o pur, onde tn = p.. Analogamente, d o ntx = (P2 d) o (tx < ... < t&) =
a1 [aPPdo (x> <®)|=w.=pd ox=4d o pur, C.V.D..

24. Studieremo in questo numero due iperalgebre, duali 'una dell’altra,
sul corpo C,. Sia H = cov C, = insieme di tutti i covettori a componenti
in Cp; si puo fare lidentificazione H = /I, (cfr. n® 1 per le notazioni),
onde H ¢ un I,-modulo; esso & anche un (vect Cp)- modulo; e ricordiamo
che vect Cp & il completamento p-adico di I, .

La prima iperalgebra, D, & discreta, ed ha come base degli elementi
Ju,h€ Hy con le operazioni cosi definite ;

Jufi=fuya, onde fy=1
Pfh=fh ;fh

=1

3.26

\ @/ = f—n (€ Vinversione).

La seconda, R, & linearmente compatta, ed ha come pseudobase degli
elementi e, ,h € H, con le operazioni cosi definite :

ey €1 = Ony €y (On: simbolo di Kromecker), onde 1 =3} e,

I’e,, = 2 8,' ; €
- jHi=h

ge;, = don

oer = €_; (o € Vinversione).

2. Aunali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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La verifica dell’essere queste iperalgebre, duali Puna dell’altra nella
dualita

3.28 Jho er=0n,

& banale; le ¢, sono automoduli primitivi a due a due naullifici. Dalle
3.27, 3.26, 3.15 segue anche:

3.29 ) fh €= €_p.

Si noti che R, D sono nella condizione voluta per I’applicabilita del 3.17.
Dalle 3.23:

gﬂeh =€, fp = Jpn

3.30 (h=Tuyte= 2 @

(ptfh = fon,pten = 2 e
\ pl=h

3.31 TEOREMA. Pongasi y_; = 3y h_; e, , ove h percorre H ; allora Cp[y—)
ha per base, come Cp - modulo, Vinsieme {1,y_.,y2,,...,y?7'}, esihay? =y

.
R i)

N

inoltre Cp[y—1y ey Y—n), Per n intero positivo qualsiasi, é isomorjo, come
Cp - algebra, al prodotto tensoriale dei Cp[y—i] per i =1,...,n; poi, Cply_,,
Y—a,..] & denso in R. La topologia di R é quella definita, a norma dell’l.2,
dalle seguenti pseudovalutazioni digscrete wy di R: wy(Z,¢c1e)=0 se ¢, & 0,
e = oo 8¢ ¢, = 0. La topologia di B & R-lineare ammessa numerabile, e si ha

Py_.- = (y._,' =< 1, Y—i— =< 1, w3l =< Y—i, 1% Y—i—1, o) (Cfl‘. 1.11),
eRY— =0, Yi=y_iy, froy—i=h_.

Dim. L’asserzione sulla natura della topologia & ovvia; ’essere poi am-
messa & conseguenza dell’l.4, Si consideri C » y_); &y~ ,= 2, 1" e, , onde
p—1
in particolare y?, =y_.. La combinazione lineare Z‘j ¢ ¥ ,, con ¢; € CP, e
»—1 . 1"0‘ :
eguale a X, (2 ¢; hi)e,, ed & nulla se e solo se 26 k,= 0 per ognik;
0 0
ci0 comporta subito 6= 0 per ogni j; e ciog, le 1, y_,,...,y?7! sono li-
nearmente indipendenti, come asserito. Nello stesso modo si dimostra che
sono linearmente indipendenti su C, i monomi monici nelle y_;, ..,y .,
che abbiano in ciascun y_; grado <p; e cid prova lasserzione dell’enun-
ciato riguardante Cp[y—;,...,y_s)
Le ultime tre formule discendono dalla definizione di y_; e dalle 3.2%,
330, La @ (y_ix<1,..; 1Xxy_;,..) esiste perche le —i—y_ ;<1 e
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— ¢ —> 1< y—; sono simultaneamente ammesse in R> R per 1.4; ed allora

Py.__; = hZ; (h + l), (23 ; €= hzz: [/ (h_i y h—i—l IRITE] l_,; 9 l_.'._l 9 ...) (73 ; € =

th o] (h_i e >< ], eee y ;1 Qe;,...) = ¢(3/_,,—>-<_ 1, ey 1 ;y_.‘,...),
come all’enunciato.
Resta solo da dimostrare che Cp[y—;,y—s,..] & denso in R, e per que-
sto basta esprimere le e, come limiti di successioni di eleménti di Cp[y—;,
Y—2,4...]. Mostreremo precisamente che :

e, = l—ll—i Y—s — b =12 (Y—i — by — 2) (Y — i — B) e (Y—i — s — p + 1)];

intanto si noti che per i elevato & h_; =0, onde ’i-esim6 fattore di questo
prodotto & (y—i — 1 (¥—s — 2) (y—i — 3) . (y_i — p + 1) =1 + (polinomio in
Y_iy privo di termine noto); pertanto il prodotto infinito converge in R. Si
noti poi che se ¢ & simbolo di funzione razionale intera a coefficienti in
Cp, € 8¢ 2,,..,2, € R, 8i ha, per 3.30, 3.16, fio @ (2, ,..,22) =@ (fi0 2.
wey fio 23). Ed allora,

co oo

ool Jilwl =TTl — i — 12 (s — by — 2) e ls — by — p + 1) =

1 1

=|_l|i6l h; =0, r=fioe, C.V.D..

—i hg

25. Sia R un’iperalgebra su k, ed z un covettore a componenti in R;
sia ¢ un semiomomorfismo dell’iperalgebra R su un’iperalgebra §; allora
(sey 0_g , ox_;) & un covettore a componenti in S, che verra indicato con ox ;
se in particolare ¢ & I’isomorfismo y — 1<y di B su R < R, si serivera 1 < «
in luogo di ox.

Un covettore ¥ a componenti in B & canonico se 1>« ed < 1 sono
simultaneamente ammessi, e se inoltre

Pr=1x<2+xx<1.
3.32 TEOREMA. Se x é un covettore canonico a componenti nell’iperalgebra
R (finita, o discreta, o linearmente compatta), si ha tpx;= 2. In altre pa-
role, vale lu tpax = ta.

D1M. Nelle notazioni della dimostrazione del 3.25, ’essere x canonico im-
plicache PPrr=2x1x1x.x14+1x2exX1x<.. <1+ .. +1xX1X1<
we < 15 a; quindi pipe = n? PP o = px. Questa da anche PPor_, =o_; |, <
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we><%_i—y + @, ove @ & un polinomio nelle y_; ;=@ j><1x<..x<1,..
s Yoigjp=1xwx1x<2_;_j(j=0,1,...), tale che se in esso compare un
certo monomio, compaiono anche tutti i monomi ottenuti permutando fra
loro le y_;_; » (rispetto al secondo indice); e tale inoltre che nessun mono-
mio che vi compare & invariante per tutte queste permutazioni.

Se d & elemento del duale di R,ciddandox_j=(d<..><d)o PPr_;=—
(@< e d)o (@ i3> e x@eig)=(dox_;))’; mandox_;=(dotpx_,)P,
donde R s =D ;1 5 C.V.D..

Se R & un’iperalgebra su k, con topologia R-lineare ammessa, indiche-
remo con cov R Vinsieme di tutti i covettori a componenti in E; se anche
la topologia di R > R & ammessa, indicheremo con CR linsieme degli ele-
menti canonici di cov E; poiché, per 1.13, cov R & completo, anche CR &
completo; se k & perfetto e K = vectk, CR & un K modulo per 1.14 (che
ovviamente & valido a maggior ragione quando la topologia di B &é ammessa).

Cid premesso, suppongasi che k sia algebricamente chiuso (ipotesi sem-
pre mantenuta nel seguito); un dpercampo su k & un’iperalgebra R su k
tale che:

1. la sua topologia sia R-lineare ammessa, e la topologia di R > R sia
ammessa ;

2. CR sia un K-modulo libero finito, cosicché esso sara canonico ri-
spetto a n =ap e t =1g;

3. ’algebra su k generata dalle componenti degli elementi di CR sia
densa in R.

Chiameremo anche ipercampo banale 1’iperalgebra k, con il coprodotto
necessariamente dato da P1 =13 1; le componenti degli elementi di CR
saranno chiamate gli elementi canonici di R.

3.33 LEMMA. Siano R, S iperalgebre tali che CR, C8 esistano, e siano
o, T dei x-semiomomorfismi di & su 8, » essendo un automorfismo di k. Der
ogni x € CR si ha allora (o 4 ) ® = ox + x ; in particolare, pip x = px.

D Infatti, per 3.12, (6F1)a=us(c Q1) Prr=pus(c Q1) (*r<1+1xa)=
ps(or <1415 w@) =ox 4 w2, C. V. D.,

3.34 TEOREMA. Siano R, 8 iperalgebre tali che CR, CS, C(R %< S)
esistano. Allora C(R<8)=CRX<1P 1< CIXNCRPCS.

Dim. Dato z€C (R > 8), si definiscano i covettori x, y, a componenti
in K, N rispettivamente, mediante le: 2 <1=(Q &)z 1xy=(¢® )2
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ove ¢ & la coidentitd. Dimostriamo intanto che x€¢ CR, onde analogamente
y€CS. Si ha infatti

Pr@Ps) (@ <x1)=(Prir@Pses)2=(rQ @ s ® e5) (PrQ Ps) 2 =
(@ ir @ es@es)x (2 <151+ 15 1%2), ove a indica scambio del secondo
col terzo fattore; questa espressione a sua volta eguaglia la
a[r@es@r@ e e < 1X1+1X1%2)|=a@@x1Ix1Ix1l+1x1Ixexl)=
>x<1x<1%x1+4+1%x>=<1%1, donde appunto Pr =251+ 1<, ex€CR.

Dimostriamo poi che 2 = x><1 4+ 1 <y, ossia, per 3.33, che
2=0Q@¢ec+ @) 2; tenendo presente la 3.12, cid & conseguenza immediata

del fatto che il diagramma
R S
‘1/ \ / \\1:
R =< R S = S

Xl

XI

S\:/

26. Nel n° 4 di MC abbiamo introdotto degli enti che 1a venivano chia-
mati «ipercampi » ; quelli, fra essi, che sono equidimensionali, verranno qui
chiamati provvisoriamente «ipercampi nel senso di MO» ; essi sono intanto
apelli locali regolari completi, sono linearmente compatti, e soddisfano quindi
la condizione 1 del n® 25; soddisfano poi le 2, 3 come conseguenza dei 7.2,
7.4, e 3.1 di MC. Ricordiamo in particolare le seguenti definizioni :

R, 0= Ry o> ..x< Ry (m fattori); & Pipercampo k {x,,...,,], con il copro-
dotto I).Ti= d)(.’t,;] ,in;l, ey 1 ;.’L‘i, 1 ;w,-,...); si ha eRm,og m,0

Poi, per r, s interi primi fra loro: R, , = k {«, , ..., @], con il coprodotto

cosi definito :

Pr,=® @< 1,2, < Lu,e, <L, a0 X 1,0, 0P < L, a?* X1, 0, 2P 1,

e 1w, e, 1w, 10w’ 12’ )5 siha CR, , 2 N, . Ogni
ipercampo nel senso di MC & isomorfo (cfr. p. 359 di MC) ad un 8= R,, (=< R/,
ove R’ & isogeno ad un prodotto tensoriale completo R di vari R,, s ; cid

>

RN;;/

definisce, per 3.9, ’omomorfismo ¢, C.V.D..



298 Iacoro Barsorri: Metodi analitict

significa, ricordiamo, che vi sono isomorfismi di iperalgebre E— R’ — R.
Inoltre, per 7.4 di MC, se M & un qualsiasi K-modulo canonico di codimen-
sione separabile nulla, ossia con M;= 0, esiste un ipercampo R nel senso
di MC tale che CR > M.

Indicheremo con R, o l’ipercampo banale %, e daremo la seguente defi-
nizione: se R & Dliperalgebra su C, indicata con tale simbolo al n® 24, R,
indicherd l’estensione di R su k, ed R, , il prodotto tensoriale completo di
n fattori isomorfi ad R,;; ’asserzione del 3.31 sulla topologia di R & subito
estensibile ad R, ,, cosicche R, , soddisfa la condizione 1 del n° 25. Indi-
cheremo con D, , il duale di R, n; quindi D, , & il prodotto tensoriale di
n fattori isomorfi a D, o, € D, , & Destensione su k della D, definita su Gy,
del n® 24.

Si indichi con ¥, D, , Vinsieme delle successioni d = (d,, d,, ...), d; € Dy o,
tali che nd; = d;—; (¢t > 0), ndy =1, e che Pd = d >< d, ossia (Pd,, Pd,,..)=
(dy><dy,d,><d,,..). La seconda condizione comporta subito che ogni d;
deve essere, nelle notazioni del n® 24, un fu, < ... < f,, (hu € H = cov Cy),
mentre la prima da p (ha); = (ha)j—1 (j > 0), € p (hy)y = 0; definiremo anche
nd = (ady ,nd, ,...), € td = (td,,td, ,...).

Due elementi di , Dy, o possono essere moltiplicati mediante moltiplica-
zione termine a termine; se poi a € vect (,, e per esempio a = a, 4 pa, |-
+ p¥ay, 4 ..., con a; intero e 0 << a; < p, si puod definire
% = (d% , deotva, dgo+pax+p’a: y ee)y 08818 (d%); = fo, . < 1ee < fang, - Con ¢id Py D,
diviene un (vect Cp)modulo, con l’operazione di prodotto anziché somma, e
di elevazione a potenza anziche prodotto scalare; esso & prodotto diretto di
n moduli isomorfi a P, Dy, (; indicheremo con P D, , V’estensione di P, D,
su K.

3.35 LEMMA. PD, , é un K-modulo canonico isomorfo ad N, ,, qualora
vi 81 definiscano 7 e t nel modo seguente : s€ 0,,..., 6., € Py Dy, o, €d 0y ey €K,
allora :

Al 8 =TT, @)%, ¢ ([],8% = T,18)" “;

i i 4

<

(se gli a; appartengono a vect C,, tale definizione é in accordo con le defini-
zioni di n e t operamti su Py D, ).

Dim. Basta dimostrarlo per n=1; pongasi allora M=7PD, , M'=7, D, ,.
Allora M’ @ Yinsieme dei d = (f,, , fn, ,...), con k€ cov Cp e phy = hi_; (i > 0),
Phy=10; queste condizioni dicono che esistono elementi ¢,,¢,,..€ C, tali
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che
hg = (e y 0, 0, cp)

hy = (e 0,0, ¢, 0¢,)

hy = (w04 0,0, ¢4, 0, , C5)

posto ¢ = (Cy,¢; 505, ...)E Vect Cp, e indicato con & Velemento di M’ per il
quale ¢=(1,0,0,..), si vede subito che, per ogni d € M’ e per il corrispon-
dente ¢, si ha d = é°. L’applicazione ¢— 6° & quindi un isomorfismo del
(vect Cp)-modulo vect C, su tutto il (vect Cp)modulo M’, ed & ovviamente
estensibile all’isomorfismo ¢—>é° di K su tutto M, come K-moduli. Cid
mostra intanto che M & un K-modulo libero con 1 generatore.

Si definisca poi un’applicazione K-bilineare (8% ¢’)—><d%¢’)=cc’ di
M>< K su K; per mezzo di essa si vede subito che M diviene il duale
del K-modulo K ; valgono per le relazioni:

(0%, ¢’ ) = {(nd)y™, ¢’ ) =(8P,¢') = ¢"pc’ = n (ctc’) = nd°,tc’),
(toe, ¢’y =(8""c, ¢’y = (n~¢)¢’ = a1 (cne’) = n—1( 8%, mc’ ),

che mostrano, per 3.6, che M & il K-modulo canonico duale di K; per 3.5
e 3.6 esso & quindi isomorfo a N,,, C.V.D..

217.

3.36 TEOREMA. R, & un ipercampo, ¢ CR,, 2 N,,. In particolare,
CRy,; ¢ generato dall’y = (... ,y—y,y—;) del 3.31.

N .

Div. Si & gia visto al n® 26 che R,, soddisfa alla condizione 1 del
n® 25; se si dimostra che R = Ry, soddisfa anche le 2, 3, e che CR ha or-
dine 1 e dimensione 0, ne seguira l’asserto per 3.34.

Se x€CR e de P D, ove D= D,,, pongasi

dox = (n(dyox_y), n®(d o w—_y), n3(dy 0 x_y), ... ) € K.

Dico che questa applicazione & (vect Cp)-lineare in d e K-lineare in z; essa
& chiaramente continua in (d, z), quando in D si ponga la topologia di
K-modulo canonico, ed in CR quella di insieme di covettori.
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Sia anche y € CR, e sia per esempio, nelle notazioni del n® 24,
d = (ft,sSmy )y by € H=cov Cp; allora

2H (fi 0 (@ 4 9)t) = A (fig © D @iy Togyove Yot s Yy o)) =
=at D (fr, 01y fo; © Tg gy Sy ©Y=1y J1;© Y—2 5 oee ); M
AL ( o, 0 @_j) = A (fi, 0 UIT1 @_y) = 22 (ni1 fy 0 2_y) =
= i (fi_ 0 @),
ove fh'._j +1 é da iuterpretére come 1 se ¢ —j 4+ 1 < 0. Quindi
A (fog0 (@4 y)-1) = P AT (fag0 1)y 7 (fag_y © ¥—1)y ooy T(J1, 0 #=1); 0, 0y eue

AHL(fiy © Y1)y won y (S © Y1), 0, 0, ... ), dato che ovviamente x_,€ R+, che
altrimenti la j — t/2_; non potrebbe essere ammessa. Ci0 mostra appunto
che do(x+y) =dox-+4doy.

Sia ora c€k, e sia ¢}, al solito (n°9), il vettore (¢, 0, 0, ...) € K ; allora
({c} #)—y = (m~1¢)x_; (n° 7), onde

(d o fe} @) = nit1(d; o (n~1¢) 2—y) = (n' ¢) A" (d; 0 2_y) = (n'c)(d o )i,

il ¢che mostra che d o{c]x = {c} (d o ). Questa, unita alla precedente ed alla
continuitd, da la K-linearita di ¥ —d o .
La linearita della d — d o x si dimostra mediante la:

At (fug fiy 0 @) = 2 (fi < iy 0 Pay) =
=atl @ (fh, © X1, fh,; O X2y een) fl,; 0%y, fl; O X2y ees );

e continuando poi come prima.

I ora lecito, e possibile in modo unico, estendere la (d,z)—d o z ad
un’applicazione K-bilineare continua di PD =< CR su K; questa ¢ una dua-
lita fra K-moduli:

se d ox =0 per ogni d, & f, o x_; = 0 per ogni h, onde x_; =10;

se d o y = 0 per ogni y, si scelga per y Pelemento del 3.31, che il 3.31
stesso mostra essere canonico; sia poi d = ¢, ove § & il generatore di 2D
usato nella dimostrazione del 3.35. Si ha §; 0 y_, =_f;,_.¢_, o 2y h_ye, per il
3.31; questo & sempre nullo, eccetto che per ¢ = 0, nel qual caso ¢ =1,
Quindi doy=1,e ¢=0; la doy=1 mostra anche che CR &, come K-
modulo, duale di PD.
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Si & cosi stabilito che CR, in quanto duale di un K-modulo libero con
un generatore, ¢ un K-modulo libero con un generatore. Esso possiede, per
3.33 e 3.32, i « e t necessari per renderlo un K-modulo canonico di ordine
1; la sua dimensione ¢ 0 perché nCR = CR; si noti anche che la dualita
definita sopra & una dualitd di K-moduli canonici, C.V.D..

28.

3.37 LEMMA. Sia R = R, , € sia S un ipercampo nel senso di MC ; al-
lora R>< 8 & un ipercampo, é linearmente compatto, e la sua topologia é ge
nerata da pseudovalutazioni discrete come descritto nell’ 1.2,

DiMm. R:>< S & linearmente compatto perche tali sono B ed S; inoltre,
la topologia di § & data da una valutazione normalizzata discreta w di rango
1; si definiscano in R >< § le seguenti pseudovalutazioni wp, ...»,, con h; € H:
se T €8, Wy, (€, > > €,) = w(r) se hy=1 per ogni ¢, ed = oo altri-
menti ; allom la topologia di R < S soddisfa alla 1 del n° 25 per 1’1.4. Le
condizioni 2 e 3 sono verificate separatamente per R (cfr. 3.36) e per S
(¢fr. n° 26), onde sono verificate per R =< S come conseguenza del 3.34, C.V.D..

3.38 LEMMA. Sia R < 8 un ipercampo del tipo descritto al 3.37 ; allora,
nelle notuzioni del 3.22, & J* =J per ogni ideale chiuso J di B < S che sod-
disfi Panaloga della 3.21 ; e U* = U per ogni sottoiperalgebra chiusa U di
R 8.

Diy. Se il fattore E manca, il risultate & vero per il 4 del 5.8 di MC.
Si consideri il caso generale; dato J, pongasi J = X,e,<J;, ove ¢, =
= ehl;...Qe,,“, ¢ gli ep, hanno il significato del 3.27, mentre J, & ideale
di 8. Intanto J' ' =JN(R<1)=3, ¢ < (J,NEk), e questa & la somma’ di-
retta completa dei k-moduli generati dagli e, tali che J, = 8. Sia F linsieme -
degli he HS ... D H per i quali J, 5= §; dalla 3.21 per J si ricava la 3.21
per J’, e da questa segue agevolmente che F -+ FC F; poi, 0€ F, poiche
altrimenti e¢; < 8 € J, ed ¢J == 0 per 3.27, assurdo ; infine, da P (¢, < 1)¢ PJ’
segue anche che — FC F, ossia che F & un gruppo addittivo. Ma allora
esso & un I,sottomodulo dell’J, modulo H @ ... (P H; previo cambiamento
degli addendi diretti di questo, ossia dei fattori diretti R, , di R, », ogni
sottomodulo F pud essere cosi descritto: esistono degli »,,...,,, ciascuno
un intero non negativo ovvero il simbolo co, tali che F consiste degli &k =
= (hyy .., h,) colla proprietd p"h;= 0 per ogni i, ove p= h; = 0 per ogni
hi;. B quanto dire che J’ & la somma diretta completa di quei ke, tali che
PihizE 05 ed allora sia U/ =p1 iRy 1< e 9™ (R 1, ove pZ iRy 1 =k: si
constata fucilmente che J7 ¢ generato da U+, che U’ ¢ un sottoipercampo
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di R, e che & Punica sottoiperalgebra chiusa di R con la proprietd descritta
rispetto a J’; quindi U* = U".

Passiamo a considerare J”” =J N (1< §); esso & certamente, come si
& visto, generato da un U’”’t, con U’/ sottoipercampo di S. Dico allora che
J=4J" <8+ R<J”, dal che seguird che J & generato da (U’ < U")*; e
infatti, se J, C S e J;, C S, ossia se kh, € F, si ha intanto k + 1€ F; poi,
se o indica scambio del secondo col terzo fattore, (ex < e;<1<1)aPJ =
=(en<e)< PJyp, e questo deve essere contenuto in (e;><e€;> 1> 1)
a(J<R><8S+4 RBR>x<Sx<J); questa espressione coincide con e,>< ;>
(Jrn< 8 4+ 8 J)), il che dice che PJ, 1, E J, < 8+ 8§ J;. L’applicazione
ad ambo i membri di ug(¢ @ ¢) da, tenendo presente la 3.9, Jpp S Jp; es-
sendo questa valida ogniqualvolta h, 1€ F, si conclude che i Jj, per h€F,

sono tutti uguali fra loro, e per esempio a J; ma allora J = Z e, <8 +
heF

=z en<d =2 8+ Sy < =J <S8 +R<J =J<8+R=<J”,
eF

come richiesto.

Occorre ora dimostrare che U= U* per ogni U; pongasi U’/ <1 =
=(gQes) Uy 1 < U’ = (¢g @ 1s) U, cosicche U’, U’’ sono sottoiperalgebre
chiuse di R, S rispettivamente. Come si & visto nella dimostrazione del
3.34, Pomomorfismo s = (1r @ es @ er @ ts) Ppg di R< 8 & Videntita, co-
sicché U= U’ U”’. Ma (U’ < 1)t genera (g @ ¢es)J = J’ > 1, e analoga-
mente per U’/ e J’’; si & anche visto per U’, e si sa da MC per U’’, che
esse sono le uniche sottoiperalgebre chiuse di E, S rispettivamente con tali
proprietd rispetto a J’, J’’. Se allora J fosse anche generato da un
U*t D U+, J’ sarebbe generato da U*+,e J’’ da U*’*, ed uno di questi
conterrebbe propriamente il rispettivo U’+ o U’’t; ci0 essendo impossibile,
8i conclude che U*= U, C.V.D.

3.39 LEMMA. Sia R un ipercampo del tipo indicato con R >< 8 nel 3.37;
sia o un omomorfismo (di iperalgebre) di K ; sia N il nucleo di o come omo-
morfismo di CR, ¢ sia U la sottoalgebra chiusa, su k, di R generata da 1
e dalle componenti degli elementi di N (o, il che é lo stesso, di un swo insieme
di generatori). Allora U @ un sottoipercampo di E, il nucleo di o (come omo-
morfismo di R) é Videale chiuso J generato da U+, ed N =C U.

Dim. Che U sia sottoiperalgebra chiusa di R, ossia che PUC U< U,
& chiaro, per il modo in cui U & ottenuto da N; & anche chiaro che U &
generato da 1 e dagli elementi canonici di R che appartengono al nucleo
J di ¢; di qui segue anche che N = CU. Resta da provare che .J & anche
I’ideale chinso generato da Ut; tenendo presente il 3.38 ¢ la sua dimo-
gtrazione, bastera provare questo fatto nei due casi in cui I& & ipercampo
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nel senso di MC, oppure R = R, ,; si tengano anche presenti i 3.1, 3.34,
3.36.

Ora, nel primo caso cio & conseguenza di MC: pilt precisamente, se
U’ & iperalgebra chiusa e U’t genera J, per il n® 7 di MC U’ & ipercampo
nel senso di MC, ed & generato da 1 e dalle componenti degli elementi di
CU’C @GR, e coincide percido con U.

Nel secondo caso, quando R =Ry ,, 8i pud ripetere lo stesso ragiona-
mento se si riesce a dimostrare che U’ & generato da 1 e dalle componenti
degli elementi di @ U’ ; ora, nella dimostrazione del 3.38 si & visto che U’
& necessariamente della forma p™' (R, ;> ... xp " tRy ,, € cid & sufficiente,

C. V. D..

29.

3.40 TEOREMA Ogni ipercampo ¢é Dbicontinuamente isomorfo ad un
Ry . < 8, ove S ¢ ipercampo nel senso di MC, e quindi anello locale regolare
completo con corpo residuo k. Pertanto ogni ipercampo é un’iperalgebra linear-
mente compatta. Per ogni K modulo canonico M, esiste un ipercampo R tale
che CR> M, in un isomorfismo in cui i n, t di M sono trasformati mei myp,
tr. Sia poi R un ipercampo, sia S un’iperalgebra con topologia S lineare, e
sia o’ un omomorfismo di CR su un K-modulo M di covettori canonici a
componenti in S ; suppongasi che o’ commuti con n, 0ssia che ngo’x =o'ngx;
esiste allora un wunico omomorfismo o di R su 8 (come iperalgebre) lale che
or =o'z per ogni x€CR. Se poi M ¢ libero, o R ¢é un ipercampo, e
CoR = o’ CR.

DiM. La seconda e terza asserzione sono gid note dai 3.37 e dal n° 26.
La prima asserzione discende dall’ultima: si prenda infatti per B un iper-
campo del tipo descritto nella prima asserzione, per § un ipercampo tale
che CS> CR, e per ¢’ Visomorfismo di CR su tutto @8; allora 'ultima -
asserzione (e la penultima) da un omomorfismo ¢ di R su tutto §; il 3.39
dice poi che ¢ & un isomorfismo, e resta percid solo da vedere che sia bi-
continuo, e non solo continuo. Ora, R & linearmente compatto, ed & quindi
noto che anche o K = § & linearmente compatto [cfr. G. Kothe, Topologische
lineare raume, 1960; pp. 99-102, e in particolare (2), p. 99]; ed allora, per
mezzo di una pseudobase di R e della sua immagine in S si controlla che
o, essendo continuo, & nesessariamente bicontinuo, il che prova la prima
asserzione.

Dimostriamo quindi I'ultima asserzione ; la dimostreremo sotto l'ipotesi
che R sia del tipo descritto all’inizio dell’enunciato; cid e sufficiente poiche
comporta, come si & visto, che ogni R ¢ di questo tipo, e quindi che ’as-
serzione stessa che stiamo  dimostrando ¢ vera per ogni R. Sia dunque



304 Iacoro Barsorri: Metodi analitici

R=R <R,, con R,=R,2 R, ., ¢ R,= R, R, anello locale regolare
completo, Scegliamo un insieme libero (»,,..,2,] di generatori di CR,
come K.-modulo, tali che nx;=x;, e un insieme minimo (y,, ..., ¥, di ge-
neratori di CR, come II'modulo; allora, per il 7.1 di MC, una pseudobase
B={by=1,b,,0b,,...) di R & data dai monomi monici nelle x;_;,
¥i.—1 (j=1,2,..), di grado <p in ogni x; _;. Posto x; = o'x;, yi = o’y;,
e dato un X € R, espresso come combinazione lineare infinita, a coefficienti
in k, degli elementi b, della pseudobase, vogliamo dimostrare che esiste in
S, ossia converge, I’analoga combinazione lineare X’ degli analoghi monomi
by nelle x; _;, yi _,;; dato infatti in § un intorno U dello 0 che sia un
ideale, dovendo gli x;, y; essere simultaneamente ammessi esiste un intero
q tale che siano in U i monomi nelle z; _;, y; —; di grado = p? in almeno
una ¥ _,, 0 yi —,; e d’altra parte, esiste un intero ¢’ tale che ogni b,,
con r > ¢/, sia combinazione lineare infinita a coefficienti in & di monomi
del tipo descritto, col dato ¢; e cid in quanto per r abbastanza elevato i
b, appartengono all’ideale chiuso di R generato da = pv1.Rt. Pertanto
per r > q’ si ha b,€ U, il che mostra appunto che X’ esiste.

L’applicazione o: X — X’ ¢ un omomorfismo continuo di k-algebre, e
applica @; _;, yi —j su @ _j yi _j; esso & quindi un omomorfismo di iperal-
gebre, e dd ox = o’z per v € CR.

Suppongasi ora che M sia libero; in tal caso si pud anche supporre
che il nucleo di ¢’ sia generato dagli x; con ¢ >n’ e dagli y; con i > m’;
pertanto, per il 3.39, il nucleo di o & I'ideale chiuso ./ generato dagli z; _;
con ¢t >n’ e dagli ¥, _; con i >m’; quindi E/J ¢ un ipercampo, in quanto
RX1JNR,<HXR),v, e 1 <Rk,/JN(1 <R, & anello locale regolare
completo. Ma allora oR, che ¢ immagine, in un isomorfismo continuo, di
R/J, & anche bicontinuamente isomorfo a K/J, perché questo & linearmente
compatto. Ne segue che oR & un ipercampo, e che quindi CoR = o’ CR,
C.V.D..

In base al 3.40, la definizione di ipercampo data al n® 25 puod essere

3

cosi modificata (ossia & equivalente alla seguente):

3.41 COROLLARIO. L’iperalgebra R su k ¢ un ipercampo se e solo se;
1. La topologia di R é R-lineare ;
2. Hsiste un insieme N di covettori canonici « componentt in R che é
un K-modulo canonico, con n = nyp ;

3. R ¢é generato, come k-algebra completa, dalle componenti degli ele-
menti di N, o, il che é lo stesso, degli elementi di un insieme di generatori
di N come K-modulo.

In tal caso N = CR.



per varietd abeliane in caratteristica positiva 305

30. I 3.40, 3.39 danno una corrispondenza biunivoca (« isomorfismo di
categorie ») fra da una parte i K-moduli canonici coi loro omomorfismi, e
dall’altra gli ipercampi coi loro omomorfismi; ed anzi, il 3.39 é pi generale,
e potrebbe permettere di estendere la corrispondenza da una parte ai
K-moduli finiti, ma non necessariamente liberi, dotati di un = ed un ¢ tali
che tn = nt = pi, e dall’altra alle iperalgebre R linearmente 'éompatte, ]
finite, o prodotti di queste, con topologie R lineari ammesse, che sono gene-
rate, come k-algebre complete, dai propri elementi canonici, e per le quali
* CR & un K-modulo finito. L’estensione qui non verra fatta, dato che non
ha applicazione diretta alle varietd abeliane. Comunqune, i nuovi « ipercampi »
verrebbero ad essere le immagini omomorfe di quelli «liberi » (ossia quelli
che abbiamo descritto in questo capitolo); ed ognuno di essi sarebbe il pro-
dotto tensoriale di uno «libero» per uno finito.

La corrispondenza permette di estendere agli ipercampi ed ai loro omo-
morfismi tutta la nomenclatura dei K-moduli canonici e dei loro omomorfismi :
isogenia, grado, dimensione, separabilitd, ecc.; gli ipercampi nel senso di MC
divengono cosi gli ipercampi inseparabili. Qui interessa in particolare il
risultato seguente : ‘

3.42 TEOREMA. Sia ¢ un ’isomorﬁsmo di immersione dell’ipercampo S
nell’ipercampo R, e suppongasi che conull o = 0, cosicché R, S sono isogeni ;
allora il grado di o é la dimensione dello spazio vettoriale R/J su k, J essendo
Uideale chiuso di R generato da St ; inoltre R é un S-modulo libero, il cui
numero di generatori liberi coincide di nuovo col grado di o.

DiM. Basta dimostrare il risultato separatamente nel caso in cui R,=0,
e nel caso in cui R = R, (onde lo stesso varra per §). Nel primo caso, per
il 5 del 5.7 di MO, esiste un sistema regolare di parametri {&,,...,&,} di
R, ed esistono degli interi s,,...,s,, tali che (7" &, ,..., 7" &,} sia un siste-
ma regolare di parametri di S§; il grado di ¢ & in questo caso p! ove -
l=23;8;; e dall’altra parte, i monomi monici nelle &,,..,& , di grado
< p" nelle &;, formano un insieme libero di generatori di R come S modulo ;
le immagini di questi in R/J formano un insieme libero di generatori di
R/J come k-modulo.

Sia invece R = R;; allora si & visto nella dimostrazione del 3.38 che
esistono elementi y,,...,¥, di CR (ciascuno essendo la y del proprio R,
nelle notazioni del 3.31), e degli interi s, ,..,s,, tali che § sia generato
dalle y; _; con j > s;; il 3.31 dice allora che R ha, come S-modulo, l'insie-
me libero di generatori formato dai monomi monici nelle y; _; con j << s;,
di grado <p in ciascun y; _;; questi sono appunto in numero di P, se
di nuovo ! = 3;s;. Le immagini di questi monomi in R/J formano un in-
sieme libero di generatori di R/J come k-modulo, C.V.D..
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3.43 TEOREMA. Sia R un ipercampo; allora la topologia di CR come
sottospazio di cov R coincide con la sua topologia come K-modulo canonico.

Div. Sia o« la topologia di cov R (efr. n° 7), e § la topologia di CR
come K-modulo canonico. La § & determinata dagli intorni p"CR = p"1CR =
= C(p™R) dello 0, per 3.33, 3.39; la « & determinata, nelle notazioni del
n® 7, dagli U’, ove gli U sono intorni dello 0 in R; ora, per intorni dello
0 in R possono anche prendersi gli ideali chiusi generati dai (p™R)*, che
indicheremo con J,. Ma J, N CR = C(p"R) =p" CR per 3.39; C.V.D..

Dato che un ipercampo R & limite inverso delle iperalgebre finite R/J,, ,
ove i J, hanno il significato della precedente dimostrazione, si ha:

3.44 TEOREMA. Gli ipercampi soddisfano alla condizione per Uapplicabilita
del 3.17.

31. Chiudiamo questo capitolo con alcune osservazioni. Intanto, da MC
(n® 4) appare chiaro che non appena un’iperalgebra linearmente compatta &
un anello locale regolare completo con corpo residuo k, essa & anche un
ipercampo, con componente separabile banale; non occorre cioé investigare
la natura di P. Invece, per stabilire che una iperalgebra linearmente com-
patta & un ipercampo separabile, ossia isomorfo ad un E; ,, occorre proprio
trovare le eh‘Q... >< €, , con le proprietd descritte da 3.27, ivi compreso il
P; ed infatti, se nelle 3.27 si permette ad & di percorrere un qualsiasi
gruppo abeliano infinito non isomorfo a cov C,, si ottiene un’iperalgebra
che, come algebra, & isomorfa ad R, ;, ma che non & un ipercampo.

Le iperalgebre discrete che sono duali degli ipercampi sono per ora
passate in sottordine; esse sono i prodotti di una DI, , per una «iperalge-
bra equidimensionale » nel senso di MC. Saranno chiamate cocampi, ed avran-
no un ruolo importante nel prossimo capitolo.

Un altro ente che non ha neppure fatto la sua comparsa, e che non
avra nessun ruolo nel resto di questa trattazione, ¢ quello dei gruppi ana-
litici. Sia R un’iperalgebra, o in particolare un ipercampo ; per ogni k algebra
topologica completa 2 si possono considerare gli omomorfismi continui I:
z—>x(P) di B su 2 che applicano 1 su 1; se P, @ sono due di essi, si
pud definire P 4 @ mediante la z (P + Q) = uq (Px) (P & Q); se R possiede
un’inversione, l'insieme di tali P diviene un gruppo, detto gruppo analitico,
ed indicato con G (R, £2); i suoi elementi ne sono i punti. Se 2 & «abba-
stanza grande », e se R & ristretto ad essere un ipercampo, gli omomorfismi
fra gli R hanno dei duali fra i rispettivi @ (R, 2), e tale dualitd si com-
porta nel modo migliore possibile, ossia: il o: R —> S & su tutto § se e solo
se il ¢’: @ (8, Q) — G (R, 2) dato da x (¢’ P) = (ox) (I”) & un isomomorfismo;
¢ & isomorfismo se e solo se ¢’ & su tutto @ (R, 2), ecc.. Si ha per esem-
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pio G (Ry 1,k) =cov Cp; G (R, ,,k)=10 (r,s primi fra loro); @ (R, o,k (£]),
con £ indeterminata, & isomorfo al gruppo delle unitd di % {§] che sono =1

(mod &k {£]).
APPENDICE AL CAPITOLO 3.

Notazioni come al principio del n° 19; si & asserito nel n°® 19 che gli
insiemi U@ B+ A @ V hanno intersezione ridotta al solo elemento 0.
Quando le topologie non siano numerabili, la dimostrazione di questo fatto
non & ovvia; espongo quindi una dimostrazione, dovuta ad F. Mantovani.
Gli UQ®B+ A@ V definiscono in A @ B una topologia klineare even-
tualmente non di Hausdorff, ossia eventualmente senza la proprieta descritta;
si tratta di dimostrare che essa & di Hausdorff, e per questo basta trovare,
per ogni € A (@ B non nullo, un omomorfismo continuo o, di A @ B su
k tale che o « == 0: infatti in tal caso o7 !0 & un intorno dello 0 in 4 @ B
che non contiene x.

Per dimostrare Desistenza di tale o, si scelgano delle basi {a,}, {b,} di
A, B rispettivamente, e sia x 30 un elemento di A4 @ B, per esempio
X =2 Cr a,®b., con i ¢, elementi non tutti nulli di &, e con la X estesa
ad insiemi finiti B (per r), S (per s). Se per esempio ¢, 3= 0, 8i scelgano
degli omomorfismi continui «,f di A, B su k, tali che aa, = d,,,, fb; = 64,
(re R, s€8); Velemento o, cercato & allora quello che applica Xd; a; @) b; su
Zdij (aas) (Bb;) : infatti op x = ¢4, F 0.

CAPiTOLO 4.

I bicampi.

32. In questo capitolo dovremo fare Jargo uso di limiti diretti ed inversi, -
ed & bene intendersi sulle topologie da assegnare loro. Sia R limite inverso
di k-moduli R;, ove k & un corpo, mediante gli omomorfismi o; di E; su
tutto R; (i > j); gli indici si suppone percorrano l’insieme degli interi, o un
suo sottoinsieme; gli R; siano dotati di topologie k-lineari, ed i oi; siano
continui. Assegneremo ad X la topologia meno fina fra le k-lineari che ren-
dono continui gli omowmorfismi naturali o; di ‘® su tutto R; (al solito, la
discreta & considerata la topologia piu fina). Un sistema di intorni dello 0
in R per tale topologia & I’insieme dei V ciascuno dei quali &, per qualche
i, immagine inversa in ¥, secondo o¢;, di un intorno dello 0 in R;. Se ogni
R; & una k-algebra topologica, tale & ®; e se la topologia di ogni R; &
R;lineare, quella di ‘® risulta ‘R-lineare. Se ogni R; & completo, anche ¥
risnlta completo.
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N

Per quanto riguarda i limiti diretti, vi & una differenza sostanziale se-
condoche le topologie siano k-lineari o R;-lineari; a noi interessa solo il se-
condo caso. Sia dunque ¥ limite diretto delle k-algebre R; mediante gli iso-
morfismi (di algebre) o;; di R; su R; (i < j); ogni R; sia dotata di una to-
pologia R;lineare, ed i o; siano continui. Assegneremo ad ‘® la topologia
pitt fina fra le “®-lineari che rendono continui tutti gli isomorfismi naturali
o; di R; su ®. Un sistema di intorni dello 0 in R & dato dagli ideali U
di ‘R tali che U N o;R; contenga, per ogni i, I’immagine secondo o¢; di un
intorno dello 0 in R;; un sistema cofinale con questo & 1’ cosi definito :
Ue U se e solo se esiste un’applicazione ¢ — U;, con U; intorno dello 0 in
R; (e ideale di R;), tale che U = X;(c; U;)R. 1l caso che ci interessa di pilt
e quello in cui gli U; possono essere scelti in modo che per ogni U; di R;,
ed ogni j > i, (0;; U;) R; sia aperto in FI;, e si abbia (o Uy) B; N 0;; Ry = 0;;U;;
in tal caso i ¢;; sono bicontinui, i ¢; risultano anch’essi bicontinui, ed un
sistema di intorni dello 0 in R & dato dai (o; U;) R al variare di ¢, e quando
U; percorre, per ogni ¢, un sistema di intorni dello 0 in R; che siano ideali.

Da notare che ‘¥ puo benissimo essere non completa anche quando
tutte le R; sono complete.

33. Sia R un ipercampo sul corpo k (algebricamente chiuso, di caratte-
ristica p), sia D il cocampo duale di E, e sia 2 un intero = 0; nelle nota-
zioni del 3.22, si definiscano gli enti seguenti (cfr. 3.38 e 3.40):

PR — J, -1— D" — C, -I—> p" R ;

pongasi R* = R/J,; sia ¢, "omomorfismo naturale di R su tutto R", ¢ sia
1, isomorfismo di immersione di D™ in D. Allora R*, D" sono iperalgebre,
duali Vuna dell’altra; per 3.42 la loro dimensione, come k-moduli, coincide
col grado di p™; questo a sua volta & dato da p™, se » = ord R = ord CL.
Definiamo gli omomorfismi py, p_ di iperalgebre finite richiedendo che siano
commutativi i seguenti diagrammi, duali Puno dell’altro :

12 pe
R——m—R De——m D
4.1 Op On4-1 Tn Tn41 5
Rn____—__)Rn-l-l ])nf__ e A])u+l
Y23 P-

quindi p_ & duale di py; il p4 & un isomorfismo, e il p_ & su tutto .
Vi sono poi gli omomorfismi naturali ¢,4,, di R**! su tutto R*, e 7,,4; di
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immersione di D® in D**+1; gi vede facilmente che
Pipn = Ongin P+ = P4 Ontin
Pipn = P—Tant1 = Tanp1P—-

Infine, R & il limite inverso degli R" secondo i o,m, € D & il limite diretto
dei D" secondo i 7,,,; ¢id vale non solo come k-moduli topologici, ma anche
come iperalgebre.

4.3 TEOREMA. Nelle notazioni precedenti, siano 13: D rispettivamente il

limite inverso D°<— D! <— D?<— ..., e il limite diretto R® — R!' — R? — ... ;
— " p_ p_ Py P} Py

allora E, D sono rispettivamente un ipercampo e un cocampo, duali Puno del-
Valtro secondo la dualita indotta da quella fra gli R* ¢ ¢ D*; si ha inoltre
R» >~ pr, D» > R». Infine, CR & isomorfo al duale di CR.

Dim. Se il risultato & vero per ciascun fattore di un prodotto tensoriale
completo, & vero per il prodotto; basta quindi dimostrarlo in alcuni ecasi
speciali.

Caso 1. Suppongasi D = D,,; in tal caso, nelle notazioni del 3.27, J,
¢ l'insieme delle combinazioni lineari infinite, a coefficienti in &, degli e, tali
che p"h %= 0 (cfr. 3.30); quindi D" ha per base linsieme degli f;, tali che
pth=0. I1 u, Ve, e il P di D™ sono dati da 3.26; il p_, per 4.1 e 3.30, &
dato da p_ f, = fpn. Se 8 = R,,, occorre far vedere che vi & un isomorfismo
o« di D™ su tutto S* (tralasciando di apporre un indice n ad «) che rende
commutativo il diagramma

P
DH— ypn

4.4 o a .

!

Sl g
Ont1,m

Ora, 8§ & Panello locale k {z], con Pr = P (x<1, x <1,..; 1 <@, 1< x,..);

ma per quanto esposto a p. 359 di MC, vi & un y €S tale che S=Fk{y —1),
Py=y =<y, ey=1 (la relazione fra x ed y ¢ y = I (x), con F data dal 2.9).

N

Pertanto una base di S* & data dai 0,y , ove i=0,1,..,p* —1, e ove

3 Adwnale della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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(0n ¥)?" = 1. Se si definisce a fp—n¢= o.y', si constata appunto che o & un
isomorfismo di iperalgebre di D" su tutto 87, che rende il 4.4 commutativo.
Cid dimostra che R esiste ed & isomorfo a Ry,

Caso 2. Suppongasi D = D, ;; dal 5.3 di MC sappiamo che esiste un
vettore di Witt d =(d, ,d,,..), d;€ D, tale che Pd =d > 14 1< d, e tale
che i monomi monici nelle d;, di grado < p in ciascun d;, formino una base
di D come spazio vettoriale su k; inoltre nd;=df =d;. 11 D" & il B del
5.7 di MC quando il ¢ di tale enunciato sia p"¢; quindi una base di D™ &
formata dai monomi monici, di grado <C p in ciascun d;, nelle d;, d,,...,d,_; .
Bedi=0,Pdi= P (di< 1., dy<1,0,0,..51diye,15<dy,0,0,...),
p_di+1=di,p_d0=0.

Se § = Ry,1, vogliamo trovare un « di D® su tutto $* che soddisfi
il 4.4. Nelle notazioni del 3.31, p™S & generato dalle y_,_1, Y_pn_3,..
(come k-algebra chiusa); quindi 8” ha per base, come k-modulo libero, i
monomi monici nelle 6, ¥_; ..., 6, Yy—pn, di grado < p in ogni o, y;; e inoltre
R (onY—i) = 0,Y—i. 11 P e P’e sono dati dal 3.31, e pertanto l'a cercato ¢&:
ad,—;i = 0, Yy—; . Cid dimostra che R esiste ed & isomorfo ad Ry ;.

Caso 3. Suppongasi che D = D,, ossia che in D manchino i fattori
tensoriali che sono duali di ipercampi separabili o logaritmici; in tal caso
vi & cido che in MC & indicato con C(D) (p. 351 di MC), e che qui sara
indicato con YD: il K-modulo canonico dei vettori canonici di Witt a
componenti in D, che & anche un 7-modulo cancnico. Nella nomenclatura
di MC, YD & il «trasposto di C(R)» (cfr. 7.2 di MC). Occorre notare pero
che se si considerano un covettore x = (..,2_,,—_;), ed un vettore
fe} = (¢, 0,0, ...), ¢ €k, il prodotto {c}e usato in MC & {c}x = (.., c? ™ 2_,, ca_,)
(p. 366 di MC), mentre quello usato nel presente lavoro (n® 7) & {cjr =
(ooe 4 e? 2x_, ,cif’_l ax_;). Se percid ¢ denota un covettore, ed =’ & lo stesso
covettore nel senso di MC, Papplicazione £ — 2’ & un =~ semiisomorfismo
di K-moduli. Ne segue che il C(K) del n° 7 di MC & isomorfo a tCR, e
che quindi tCR & il «trasposto» di YD (7.2 di MC). Ma allora, per il
3.10 di MC, CR & il duale di ‘YD, sia nel senso del n® 3 di MC, che nel
senso del n® 18.

Sia d, , ..., d,, un insieme minimo di generatori di YD come T modulo
canonico, ¢ sia d la matrice ad una colonna delle d;. Per il 2.8 di MC vi
& una matrice C, ad elementi in T, tale che nd = Cd. Sia § = 8, l’ipercampo
tale che @8, considerato come T-modulo canonico, sia isomorfo a VD (3.40),
e siano r,,...,a, icorrispondenti did,,...,d, in CS; definiamo, in questo

caso, dei Dy, 8y non per mezzo dei p’t, ma per mezzo dei t"; nelle nota-



per varieta abeliane in earatteristica positiva 311

zioni del 3.22:
7 R—J — Dy, ¢ 8—H, 8 =S&8H.

In luogo del secondo diagramma del 4.1 occorre usare il

t
De——D

4.5 20 I
1);<——t—1)3+1

ove ora t_ & un n '-semiomomorfismo di Djt' su tutto DJ.
Troveremo un n~-semiisomorfismo a«, di Dg su tutto S, che rende com-
mutativo il diagramma .

4.6 Qg %y

SH———— 8
Gg+l,n

che sostituisce il 4.4. In tal modo avremo dimostrato che S & isomorfo al
limite inverso dei Dj mediante i t_. A tale scopo, osserviamo anzitutto che
per il 5.6 di MC Dj & generato, come k-algebra, dai di; con j < r; la dimen-
sione di D come spazio vettoriale su k & la stessa della dimensione di
Ry = R/J;, e questa & per 3.42, il grado del semiomomorfismo n” di R,
osgia p™; poich¢ tutti i d; formano una p-base di D, quelli con j<<r
formano una p-base di Dj. La descrizione completa di D; consiste, oltre
che di questo fatto, delle proprieta seguenti:

1. Sd,‘j =0 H

2. posto d; = (dig ... , d;, r—;) (vettore finito di Witt), detta d’ 1a matrice
ad una colonna i cui elementi sono i d;, chiamata ¢’ la matrice ottenuta
da C troncando ogni elemento di K dopo la componente di indice » — 1, e
fatta la convenzione che I’operatore t, applicato al vettore finito (z,...,2,—1),
produca (0,2, ..,2r—3), 8i ha: ad' = ¢’ d’;

3. Pl =di <1+ 1<d..

Inoltre, il t_ (fornito da 4.5) di Dyt su D) & dato da: t_ d; jp1=
di.} (J == 0, eon ”l‘ —_— 2), t_ di'O = 0.
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D’altra parte, una p-base di S, & data dai o x;, —j perj=1,..,r, ove
o, ha il nucleo H,; le analoghe di 1, 2, 3 per §; sono:
1’. so?.av.-,_j =0;
2’. posto x| = (oy By —ryeeny o x; _;) (vettore finito di Witt), e detta 2’
la matrice ad una colonna i cui elementi sono gli «;, si ha 7z’ = ¢~ "a’;
3. Pri=wxi <14 1.

Il # "-semiisomorfismo «, di Dj su tutto S; che soddisfa la 4.6 & allora
dato da: aydi =, ossia ayd; ;= 0y @i, j—y (j= Oy, r — 1)

Visto cosi che 8 & isomorfo al limite inverso dei D; mediante i ¢_,
occorre intanto controllare che CS sia isomorfo al duale di CR, ossia, come
si & visto, a YD ; ma cid. & conseguenza immediata del fatto che nd = Cd
e nx = Cx. Occorre poi controllare che § 2 I,E, ossia che § sia anche iso-
morfo al limite inverso dei D® mediante i p_; cio si otterrd dimostrando
Desistenza di un isomorfismo a di D" su tutto 8", per ogni =, che renda
commutativo il diagramma 4.4, Iniziamo con I’osservare che, dato =, per r
elevato ’omomorfismo naturale o, di § su tutto 8" si spezza in o =y’ o?,

ove gli #, sono omomorfismi di §; su tutto 8" che soddisfano la relazione :
r — r T4+l — 7 40
4.7 Ny = On-{—]. n ﬂn+1 ’ M =M 0r+1, r®

Sia poi d € D; poiché p¢ & omomorfismo di D su tutto D, esiste un d’ € D tale
che p™.d’= d; inoltre, poiche per r elevato il nucleo di t7, contiene quello di
p"ip, elemento t"d’ di D & univocamente determinato da d; si ha cio¢ un
a—"-semiomomorfismo d — t" d’ di D su tutto D, che indicheremo con (t" p— ).
Se d appartiene anche a D{ ricordando che questa ¢ la massima sottoiperalge-

bra di D che soddisfa la t” Dy = 0 si conclude che (t" p™" ) d € D" : esiste cio®
un diagramma commutativo

@ p=—y)
Dﬁ ])
™ t‘r’ ,
])"(—————————J)"’
(G p-h

ove (t” p~") & un s—"-semiomomorfismo di D] su tutto ™ ; come conseguenza
delle 4.5 e 4.1 si ha:

4.8 (@rtip=m) = (¢ p="t_, (¢ p=") =p_ (" p=Y).

Osserviamo ora che il nucleo di (¢ p=") ha pD] come nocciolo, mentre il
nueleo di 7 ha come nocciolo p™N7 ;5 pertanto esiste un isomorfismo 0 di
n
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D™ gu tutto S* che rende commutativo il

(t_p"
Df—————D"
o o .
Sy - >8n
M

In virtu delle 4.6, 4.8, 4.7, ® & indipendente da r, quando r & elevato, e
puod quindi essere indicato con f,; e in virta delle 4.8, 4.7 & commutativo
il diagramma

-

Dr+1 )_Dn
lgn+1 : ﬂn ’
R :SL"

Ont1,n

che & appunto il 4.4.
Caso 4. In tutti i casi precedenti si & costruito R partendo da Dj; si

dovrebbe ora costruire, in ogni caso, D) partendo da R. Ma il metodo & lo
stesso, ed anzi ciascuna delle dimostrazioni precedenti pud essere letta in

ordine inverso, dando appunto la costruzione di D a partire da R. 11 resto
dell’enunciato & palese, C. V.D..
Torniamo ora sulle 4.2, alla luce del 4.3; si constata che il 6,4, , di

R su tutto R* mon & altro che il p_ di D™ su tutto D*; e che il
Ty, n1 di D* su D& il py di BE» su R+1; essi saranno percid cosi indi-
cati, e le 4.2 diverranno:

4.9 Pign = P— P+ = P4 P—.

34. Premettiamo che per i cocampi verra usata la stessa nomenclatura
che si usa per gli ipercampi loro duali (ordine, dimensioni, ece.). Un bicampo
su k & un’iperalgebra D su k tale che:

1. p¢ & un isomorfismo (bicontinuo) di @ su tutto D ;

2. esiste un omomorfismo o di Q) su tutto un cocampo D (su k);

3. @ & universale rispetto alle proprieta 1 e 2, con lo stesso .D, ossia:
se @', 0’y D godono delle 1 e 2, esiste un omomorfismo z di )’ su tutto D
tale che o = o1,

Dato D, si costruisca il limite inverso ) della D<— D<— D<—...;

e e e
es80  soddisfa ovviamente alla 25 soddisfa poi alla 1 in quanto Pup e su
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\

tutto ) perché p¢;, & su tutto D; e inoltre §29) & un isomorfismo bicon-
tinuo per motivi ovvii. Se poi ’, ¢’ sono come in 3,il v & ottenuto facendo
corrispondere ad un d’ € Q’ lelemento d=\{o"d’, o’ (p))~' d’, o’ (p)—2 &', ...} €D.
Reciprocamente, dato un bicampo (D, esso e isomorfo a quello ora costruito
come limite inverso, per mezzo dell’isomorfismo che a d €< fa corrispondere
il {od, 0 (py~1d, o (p)—2d,..}.

4.10 LEMMA. Siano D, D, o un bicampo, un cocampo, € un omomorfismo
che soddisfino le condizioni 1, 2,3 sopraelencate. Sia © un omomorfismo di D
su tutto un cocampo D’ ; allora esistono un intero n =0 e un omomorfismo
v di D su tutto D’ che rendono commutativo il diagramma

T
D > D’
o Pt
D — D’
T’

Dim. Basta dimostrare che il nucleo J di ¢ & contenuto nel nucleo di
p't, per n elevato. E infatti, essendo D’ discreto, deve esistere un intorno

U dello 0 in D tale che U = 0; essendo (D limite inverso di D <— D <«— ...,
e P

si puo supporre che tale U consista dei d € (D colla proprieta o (p™)~'d =10}
& ciod U = p™J. Quindi la tU = 0 significa p"+J =0, C. V. D..

4.11 LEMMA. Siano D, D,0 ¢ D', D', o’ due terne che soddisfuno le con-
dizioni 1,2,3; sia T un omomorfismo di D su D’; esiste allora un unico
omomorfismo 7, di D su D’ che rende commutativo il diagramma

D Yo — D’

DI

DPoi, v é su tutto D’ se e solo se v, é su tutto D', Infine, D, D’ sono isomorfi
se e solo se D, D’ sono isogent.

DiM. Un 1z, si oftiene ponendo, per d € D, v d = {rd, 1(py'd,
T(p)~2d, ..} €. T’unicita discende dall’osservare che per un 7, qualsiasi si
deve avere ¢’ 1y d = 7d, ecc. La seconda asserzione & conseguenza immediata
della costruzione di z,. Infine, il diagramma del 4.11 e quello del 4.10, uniti,



per varieltd abeliane in caratteristica positiva 315

danno il seguente diagramma commutativo (!)

%o

D > D’
0’
i !
¢ D’
P
l% ¥
D >D’
,'I

donde D’asserzione sulle isogenie, C. V.D..

Si vede da quanto precede che un cocampo definisce un bicampo a
meno di isomorfismi, € che un bicampo definisce un cocampo a meno di
isogenie ; il bicampo e il cocampo si diranno allora legati 'an V’altro da o.

35. Sia ) un bicampo, legato da ¢ al cocampo D ; sia R l’ipercampo
duale di D; sia D il nocciolo del nucleo di p":,, che & lo stesso signifi-

cato attribuito a D nel n® 33. Indicheremo con E, insieme dei d €< tali
che o (p)—ide D" per ogni intero i=0. Se gli elementi di & vengono
scritti sotto la forma d = {d,,d, ,..}, con d;€ D e pud;y; = d;, si avra d € R,
se e solo se d;€ D"+ per ogni i; pertanto I’\é,, ¢ il limite inverso della

Dr<— D+l D2 <— ..., ed & quindi bicontinuamente isomorfo ad R per
r_ p_ P

il 4.3. Si ha ovviamente ROER, C ..., e Punione degli ’Ivi.- € una sottoalge-
bra di @, che verra sempre denotata con P°; essa & isomorfa al limite di-

retto di & —> B —> K —> ... , per 4.1 ¢ 4.9. La topologia di ogni E,-, ossia
e Pe pe

quella indotta dalla topologia di (), & anche quella di ipercampo, e la topo-
logia di @° indotta da quella di @, & anche quella di limite diretto (n® 32).

4.12 TEOREMA. Nelle notazioni precedenti, (D° é univocamente determinata
da D (ossia é indipendente dalla scelta di D e o), ed é densa in CD.

Dim. Per la prima asserzione, suppongasi che () sia legata a D da o
e a D’ da o’; allora, per 4.10 esiste un intero m tale che p™o¢” = 1’0, ove
7/ ¢ una isogenia di D su tutto D’. Sia 1}’,, costruito con D, o, ed ﬁ,’, con
17, o'. Se de R, si ha o(py—ideDrt per ogni i; quindi p™o’ (p))~*d€
o D C D ossia of (poyTtd € D/tmi=m), e infine d € Ryym . Quindi
K,C K, ., ¢ pertanto il D" costruito con o e D & contenuto in quello
costruito con o’ e D’; ¢idp prova, per la simmetria delle relazioni di isogenia,
che essi coincidono.

(') Errata: in questo diagramma leggasi p™ ¢ in luogo di p™i-
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Sia poi d€<), e sia U Yintorno dello 0 in @ formato dai d€<D per i
quali ¢(p)—™6=0. Per un m opportuno si avra o(py)—"d& D™t" onde
o(p)—tde D™t quando ¢<-m; se allora si sceglié &’ in R,, in modo che
o (p)—td’ = o(py—td per i <<m, si constata subito che d — d’€ U, C.V.D..

Il 4.3, unito a quanto precede, permette di costruire il seguente dia-
gramma commutativo, nel quale si riassumono i legami fra D, D, R, D° D*;
in esso alcune successioni che definiscono limiti diretti o inversi vengono
prese aperte anche a sinistra (o in basso), il che evidentemente non cambia
nulla; % & Pisomorfismo di immersione di ° in Q@; le successioni verticali
definiscono limiti inversi; quelle orizzontali, diretti :

i > B P > R AN CD"L)(D
P- r— n

L. P+ _ Y, P+ IJ)] P+ N . D
2 p— P

P+ 1‘;2 P+ ”Es P+ . 1;
p—- pr- - pe

. b+ IJ)‘ P+ D2 r+ 13 b+ o Il)
P r— - §Z

po__ P+ _>1J)1 P+ __)1)(2 . ]%
- - y L

IJ)O V23 R l%i by R ]E
y- P

ne o D
P

#r




per varietd abeliane in caratteristica positiva 317

Si noti che per il 4.9 si potrebbero aggiungere delle frecce oblique, cosi:

D* Ly >D*
Pt
P r
D' _3D?
Py

36.

4,13 TEOREMA. Sia D un’iperalgebra su k; essa & un bicampo se e
solo se:
1. pt é un isomorfismo bicontinuo di D su tutto D;

2. esiste un isomorfismo v di un ipercampo R su D;
3. D & universale rispetto alle proprietd 1 e 2, con lo stesso R, ossia:

ad N . . 3
se O/, v/, B godono di 1 e 2, esiste un isomorfismo v di D su D’ tale che
T, = 7.
In tal caso t risulta bicontinuo.

Diy. Se @ & un bicampo, esso soddisfa le 1, 2 (con z bicontinuo) per
quanto esposto ai nni 34 e 35; quanto alla 3, si ha subito che )’ deve
contenere t'i?:, e quindi tutti i ( pt)—"t’R, e quindi la loro unione @’°. Ora,
si verifica immediatamente che v'E xR = K,, che (p)—"v K~ E, (K, ha
lo stesso significato che ha nel n® 35), e che nell’isomorfismo immersione
di R, in R, corrisponde al p. di (p)—"v'E. Quindi @’°~ @0, e pertanto .
0’ essendo completo perché iperalgebra, conterra una sottoiperalgebra iso-
morfa a Q.

Viceversa, suppongasi che ) soddisfi le 1, 2, 3; cid significa che D &

isomorfo al completamento del limite diretto @° di K— E— R — ..., con
P p

la topologia che gli compete secondo il n® 32; si noti che i p¢ devono es-

sere bicontinui per 1, onde la topologia & univocamente determinata; il = &

un isomorfismo, continuo, di un ipercampo su tutta un’iperalgebra, ed &

necessariamente bicontinuo. Ma allora, per il n® 35, ) & anche isomorfo al

limite inverso di D <— D <«— D+« .., C. V. D..
pe pe e

Quando un bicampo ) ¢ dato mediante un ipercampo R e un isomor-

fismo 7, indicheremo il bicampo anche con R, e indicheremo con K il DY,
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ossia il limite diretto di §7 ﬁ—p-)...; naturalmente, se si dd R anziche I~€,

si scrivera R e non ®. Si dira ancora che R, ‘R sono legati Pun laltro
da t. E utile saper trovare un D e ¢ quando siano dati Re 7, COS1 come
nel n® 35 si sono trovati K e ¢ quando erano dati D e o; il diagramma
del n° 35 mostra che il nucleo dell’omomorfismo ¢ di ® su tutto D & Di-
deale chiuso J di ‘7@ tale che J N ﬁ,, sia l’ideale J, di ﬁ"n, ossia quello il
cui nocciolo & p™ R, = I?O; in altre parole, J & lideale chiuso di ¥ generato
da Bl =< &'

4.14 LEMMA. Sia R un bicampo, R un ipercampo legato ad R da t;
sia v un isomorfismo (necessariamente bicontinuo) di un ipercampo R’ su R;
allora esistono un intero n =0, e un isomosfismo bicontinuo »’ di R’ su R
che rendono commutativo il diagramma :

’

v
R ——mm——R
P T.
B
v

Di1M. La bicontinuita di » discende dalla continuita come nella dimo-
strazione del 3.40. Se 7 e » vengono considerati come immersioni, basta
dimostrare che p™ R’ C R per n elevato. Ora, K’ ¢ generato, come I algebra
completa, da un numero finito di suoi elementi canonici x,,...,x, (le com-
ponenti di posto — 1 in un insieme libero di generatori di C R’), e dai
ta; (1=1,2,..); se si dimostra che x;€ ‘¥ per ogni i, ne segue p ;€ K
per ogni ¢ e per » grande, e percio anche p R’ S K. Notiamo che se R
e legato al cocampo D aa g, o induce un omomorfismo continuo di R’ su
ﬁ; poiche D & discreto e o R’ @ linearmente compatto, ne segue che ¢ R’

¢ finito, ossia & una sottoiperalgebra finita di D. Ma allora, per un oppor-
tuno m, @& oR'Qﬂm, e in particolare ox€ D™ se x€ R’; quindi o(p)—tx
appartiene alllimmagine inversa in 17, secondo ph, di D™, Se x & anche
elemento canonico di R’, questa condizione comporta che o(p)— &€ 17'"“,
ossia che x € R, ; cido prova appunto che R'C K", C. V. D..

11 4.14 da anche il

4.15 COROLLARIO. Sia K un bicampo ; allora R ¢ Punione di tutti i
sottoipercampi di R ; se quindi v é un omomorfismo su R di un bicampo &,
& »° C K.
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4.16. LEMMA. Siano ®, B wun bicampo e un ipercampo legati da t, €
siano analogamente R’, R’ legati da v’ ; sia v un omomorfismo di R’ su °R;
esiste allora un unico omomorfismo v, di R’ su ‘R che rende commutativo il
diagramma

—>R

Poi, » & un isomorfismo se ¢ solo se tale év,. Infine, ‘R, R’ sono isomorfi
se ¢ solo s¢ R, R’ sono isogeni.

Dim. Per 4.14, y R’ & contenuto in “R"; percio », si ottiene cosi (su
R0 : se x€RO si cerchi un n tale che p"wwr€ R’ (ove 7’ 8i considera
come un’immersione); si costruisca »p"cx, e si ponga vy x = (p)"vp" ..
Il resto & immediato, C. V. D..

Sia “® un bicampo, legato all’ipercampo R da r; poichée R = R, < R, < R,
si ha, con evidente significato dei simboli, R = W, < K, < R.; si indichi
con ‘R, , il bicampo legato a R, ,; allora, per 4.16, si ha sempre: R,
Ron= Ry 1< ... < Ry.; per qualche n; R, 2X2WR o=NR1, 0>< oo < K. 0
per qualche m; mentre P, & sempre isomorfo al prodotto tensoriale com-
pleto di vari R, ,,, con r;, 8 primi fra loro e univocamente determinati.

N

Si noti anche che se ‘¥ & legato all’ipercampo K, esso & anche legato al

cocampo 1“)', se D & il duale di R; quindi, per esempio, ¥, , & legato al D
con D = D, ,, ossia & legato a D, ; analogamente, per 4.3, ¥, , & legato
a Dy, ed ‘R, ,a D,,; quindi la regola mnemonica per apporre gli indici r, s
ad R, ; & la stessa, sia che si parta da un ipercampo che da un cocampo.

37. Riprendiamo le notazioni del n® 35, ove si sono definiti gli R,, e
teniamo presente il diagramma del n® 35; & importante notare che

4,17 e P =D,

in quanto ¢ Q" deve essere denso in I, e quindi = D perch® D & discreto
(questo & in realta il significato del 4.12). I quindi commutativo il seguente
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diagramma :

R P LR P ... Q°
- p- pt
TR !
D t D8 LA D
p—l p- Pt
v Y
Dt P+ > D)2 Pt .. D
1’—-’ p— e
‘L Y v’

ne riscriviamo un pezzo, cambiando le notazioni:

E~R,—2 L F,

~ N QP
i)io P+ — Y“ >0 . _l)((
p- P- e
r Y
k=D — DM s .. 'D() > D.

Qui, D¥ = D*tJ per definizione; Pimmersione di R in @° & 10 (restrizione
di7a @°), e Yomomorfismo di P° su tutto D & ¢° (restrizione di o a Q).

Il duale di questo diagramma & ottenuto sostituendo ﬁi con I7,- (= in-
sieme delle applicazioni k-lineari continue di IN€; su k), D, con By DY con
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R4, py con p_., pi con py P° con unione (limite diretto) R0 degli R;, e
invertendo le frecce; con cid si ottiene un diagramma commutativo ; richia-
miamo Dattenzione sul fatto che il duale di Q° ossia Vinsieme delle sue
applicazioni klineari continue su k, & proprio ¥° e non R. Il diagramma
commutativo duale cosl ottenuto & il seguente:

1')';)1"}04_ b 1"}1‘; o
1 4 A
Rrio = R'< . R,
A A
P+ P+ pe
k = R ROt e Ro ~R ;
P—

Pisomorfismo di R su 9R° & 7% e omomorfismo di 90 su tutto D @ PONS |
precedenti diagrammi in dualitA mostrano che vi ¢ un’applicazione k-bili-
neare (d, z) — d o & di D° >< RP su k; essa & una dualitd nel senso seguente :

1. doax =0 per ogni « (risp. per ogni d) se e solo se d = 0 (risp.
x=0);

2. la (d,x)— d o x & continua in « per ogni d, e continua in d per
ogni «.
Essa non & perd continuna in (d,x): dato n, si scelga infatti un d’€ D™
contenuto nel nucleo di p¢ ma mnon nel suo nocciolo; allora V’ortogonale di
d’ in RB™ non contiene il nucleo di p. ma ne contiene il nocciolo, onde
esiste un &’ € R™ tale che d” oux” 3= 0, e che 2’ sia contenuto nel nucleo
di p:, ma non nel suo nocciolo. Presi ae i, c?’ x€ R, c ‘R® tali che le
loro immagini in D**, R*™ giano rispettivamente d’, #’, & d o x &= 0, e d’altra
parte d, x stanno in intorni « piccoli» dello 0, in quanto o ( pi)—"t1d =
=0 (p)—"t1x = 0.

L’applicazione (d,z)—>d ox di @D°>< K’ su k pud essere estesa per
coutinuita in due modi: dato d, l1a x — d o x pud essere estesa per conti-
nuitd ad z€Q; e dato &, la d —>d o x pud essere estesa per continuitd a
d€D; si noti che, per esempio nel primo caso, la d —d o x & continua se
e solo se x € RO, :
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11 fatto che @° sia l'insieme delle applicazioni k-lineari continue di 9®°
(e ora di ‘¥) su k mostra che la « o » & indipendente dalla scelta di D, R,
g, . Le formule

4.18 Pdoxz<y)=dopuxy),
4.19 pd<dor=AxdoPa

sono valide nel senso seguente: la prima vale per d € D% ed x, y € K, nel
qual caso <Y E(K <K e Pde(@D<D); & estensibile per continuitd ad
x, y € W, oppure a d €CD. Considerazioni analoghe valgono per la seconda
formula.

Diremo che D & il duale di R secondo o; e si & visto che R & il
duale di ¢). Altre formule ovvie sono le:

4.20 ed=dol, ex=1o0uz,

4.21 n(tdox)=donx, ndox=n(do tx),
che valgono per d€D ed x €K e per d€D° ed x€ Y. Doi:

4.22 TEOREMA. Siano R, D bicampi, e siano R, D wun ipercampo e un
cocampo legati ad R, D da t e o rispettivamente ; sia D (risp. D) duale di
R (risp. R) mediante o, e suppongasi che valga la relazione sdox =do 1z
per d€D, x€ R. Allora, se d€D ed x€ R0 si ha dox = o (p))y"d oz p*ix
per n elevato.

T bene notare che:

il nucleo V, dell’lomomorfismo di &) su tutto D, ¢ DPortogonale di R, :
deV,<=—>do R,=0;

R, & Vortogonale di V,:x€ R, <—> V, 02 =0.
Quanto esposto in questo numero mostra che 9%, e non R, & c¢io che con-
ta; R0, benché non completo, si comporta come un’iperalgebra, nel senso
che PROC (R R)P; la R serve solo a mantenere la convenzione che
un’iperalgebra deve essere completa.

38. Notazioni come nel n® 37; per d €D ed x € R°, definiamo Pelemento
dx € R per mezzo della:
4.23 dodr=ddox
per ogni 8 €QD; questa & Papaloga della 3.15. La (d, x) — dx & un’applica-
zione k-bilineare di D =< K° su RP; valgono i risultati seguenti:

4.24 8Se R é legato all’ipercampo R da v, é d (p))~"tRC (p)~" k.

Infatti se z € (p))~" tR = R, (nelle notazioni del n® 37), e se d o Bu=0, ¢ anche
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dd o R, = 0 (cfr. le osservazioni alla fine del n° 37), onde 8 o dz = dd o x =0;
cio essendo vero per tutti i 4 descritti, si conclude che dre€ R,.

4.25 Nelle notazioni del n® 37, se d€D° la x — dx ¢é continua ; piu pre-
cisamente : se d € 173“ , ¢ s¢ U; é Vintorno dello 0 in R° formato dagli x tali
che Riox= 0, 8t ha, per ogni i, dUpaxmy € U;.

Infatti se € K; e x€ U, con h = max (n, %), & d o dr =dd o x = 0 per-
chd dd € Ry.

11 4.25 mostra che la x — dx pud essere estesa ad una applicazione
continua di R su R quando d€D°; la 4.23 vale allora per J, d €D ed
z € R.

4.26 La d — dx é continua se x € R°; pin precisamente, se V; é Vintorno
dello 0 in D formato dai d tali che d o R; =0, e se x€ R, , allora V,x = 0.

Infatti se d€ V, si ha 8 o dr=0d o x = 0 per ogni €.
Altre proprietd dell’applicazione (d, r) — dr sono le seguenti:

1. d(d@z) = (Ad’)x ;.
2. a[(td)x] = dnx;
3. tl(nd)x) = dtx; valide per d, d’ €D ed x € R, e per

d, €D ed x€R;

4.27 <

4. A€ R, se e solo se d, come applicazione di R® su KO, é

R,-lineare ;

5. Igr ==x; deDt se e solo se dlp=10;

6. £ dr = d o x.

1. Pdr)=(1<d)Pr =(><1)Pxr;

2. d(xy) = /‘k)Q(P’l) (r < y); valide per d€D ed x,y€ RO,
425 e per A€ ed x, yeR;

-
.

le x—>dx, per d€Q sono tutte e sole le applicazioni
k-lineari continue di R° su se stesso che sono invarianti
! (efr. 3.18), ¢ ciascuna delle quali é B, -lineare per qualche n.
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Div. Le dimostrazioni sono le stesse delle dimostrazioni delle analoghe
asserzioni nei 3.16, 3.18, tenendo presente il 3.20, C.V.D..

Come conseguenza del 4.28, gli elementi di )°, considerati come ap-
plicazioni k-lineari di ‘¥ su se stesso, si chiamano le iperderivazioni invarianti
di ‘R. Al solito, la 2 del 4.28 ha una interpretazione piu diretta quando si
sappia che la 0 — 0 (x < y) sia continua, ossia, per 4.26, quando x, y € R°.

Si noti che il duale di °R,, (r,s primi fra loro, ovvero r =1, s = 0,
ovvero r =20, $=1) & ¥, ,; ed anche che il duale di U@, che fin’ora &
stato indicato con P, & R. 11 risultato seguente ¢ ovvio, ma molto impor-
tante :

4.29 TEOREMA. Un bicampo R é autoduale, ossia R 2 F, se ¢ solo se

C}Q > %O,n ; %n,() ; (%],] ; “en ; (x)l.l) < (%1’1,31; 31:"1) B ;(%7 8 ; "‘m'rm)

per opportune coppie (i, 8;) & (1,1) di interi primi fra lovo.

OSSERVAZIONE. Nella 4.23 si & usata la stessa lettera d per indicare
un elemento di @ o un endomorfismo di ‘®; se quest’ultimo viene indicato
con g4, la 4.23 si scrive 8 o 042 = dd o x; naturalmente, esiste anche un 1z,
(applicazione di D su Q) definito da 7,d oy =d o xy; se ora D = K, come
nel caso del 4.29 dopo una opportuna identificazione, e se x,y € ¥, vi sono
i quattro elementi oy, 7,r, o,x, 1y, che sono in generale tutti distinti. Il o,y
non puo pilt essere indicato con xy, come si fa quando QD == K, perche cio
darebbe luogo a confusione con xry = Hop (r < y); quindi il azy verra indicato,
quando D = K, con x-y.

39. Sia ‘R un bicampo, legato all’ipercampo R da z; la topologia di ‘¥
¢ quella in cui un sistema di intorni dello 0 & dato dagli ideali chiusi ./,
generati dai [(p) ™ Rt = R¥ (n=..,1,0, —1,..). Vogliamo far vedere
come questa topologia sia legata a certe valutazioni in modo simile (ma non
identico) a quello descritto nell’1.2; supporremo che 7 sia un’immersione.
Siano 0, , con h percorrente H = cov C, P ... @ cov (), (tanti addendi quanta
¢ la codimensione separabile di R), le pseudovalutazioni che danno la topo-
logia di R a norma del 3.37; si mnormalizzino le 4¢x in modo arbitrario,
e le wy in modo che wiy,,; induca gy in R;. Sia (' il limite inverso
wet— H<+— H<— ..., e per oghi ¢=|...,c_;, ¢, ¢, ..}]€C si definisca la
psel?dova{:ltazi(fl‘le we di ‘RO col porre w, (x) == ;. (r) se x€ ;. Per mezzo
delle w, si definisca il seguente insieme: W, (a), con a reale =0, ovvero
a = oo, & Vinsieme degli x€ R0 tali che w, () = .

Se allora R, = k, ossia se vi & una sola ., che indicheremo con «, gli
insiemi W (a), per « — oo, sono cofinali con gli KB+ ) per n— — co; se
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invece R, = R, =1F, ossia se R = R,, si ha addirittura che R;"C)QO e Dinter-
sezione dei W, (oo) per i quali ¢, = 0. Nel caso generale, si indichi con
U» («) Dintersezione dei W,(«) per i quali c_, = 0 ; quanto precede dimostra
che gli U”(«x) formano un sistema di intorni dello 0 per la topologia di K®°;
le loro chiusure in ¥, ancora indicate con U™"(x), formano un sistema di’
intorni dello 0 per la topologia di Y. In quest’ultimo caso si ha anche
U" (&) = Uy (00) < Ry < Rz + Re'< W (a), ove, nel secondo membro, U," (co)
& I U™ (c0) costruito in R,, mentre W (x) & costituito in R, < Ky .

In base a questa descrizione si vede che la topologia di ‘¥ &, nel caso
R, =k, del tipo voluto nel n°® 9 e nel resto del capitolo 2; invece nel caso
generale e pit fina di una tale topologia; pero tutto quanto esposto nel
capitolo 2, ed in particolare le condizioni (A), (B) del n° 9, resta valido per
questa topologia qualora si adotti la definizione seguente : biv‘® & l’insieme
dei bivettori x#, a componenti in ¥, tali che per ogni intero » esista un
fn > 0 colla proprieta z_;€ U™ (8,) per j elevato; questa condizione assicura
in particolare, come si vede dalla dimostrazione dell’l.5, che elementi qual-
siansi di biv ‘¥, in numero finito, sono simultaneamente ammessi. Questa
definizione di biv R sara quella adottats d’ora in poi. B bene osservare che
le altre condizioni su R, richieste al n°9, sono soddisfatte: ® & perfetto
per definizione; & poi privo di elementi pseudonulli; se infatti ve ne fossero,
vi sarebbero anche degli « 3= 0 tali che 2? = ax = 0, e quindi pix = 0; ma
cid si sa essere impossibile percheé p: & un isomorfismo bicontinuo di ¥
(n® 34).

40. Sia °® un bicampo; per quanto precede esistono biv R e Biv R;
un elemento x € biv R dicesi canonico se

Pr=2xx1+4+1xux;

qui facciamo valere per gli elementi di biv‘® le convenzioni adottate al
principio del n® 25 per gli elementi di cov R. IL’insieme degli elementi cano-
nici di biv R sara denotato con C’®, mentre C’R° denotera I'insieme degli
elementi canonici di biv® che hanno tutte le componenti in KR°; come
conseguenza del successivo 4.31, basta a tale scopo che una componente sia
in ®; per il 2.3 (ponendovi xz€ K’), 'R & un K’-modulo. Le componenti
degli elementi di C’W (risp. di @’RP) saranno chiamate gli elementi canonici
di R (visp. di K.

4.30 LEMMA. Siano R, S bicampi, e sia z elemento canonico di biv(R><J);

allora 2 =2x:><x1-+ 1<y, con x, y elementi canonici di biv R, biv rispetti-
vamente, dati da z3<1 = ( Qe 2z, 1xy=(Q)z

4. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pua.
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DiM. Come quella del 3.34, C.V.D..

4.31 TROREMA. Sia ‘R un bicampo, legato all’ipercampo R da z; vi é
allora un unico isomorfismo K-lineare v di CR su @’ ‘RC tale che (va)_; = w2
per z€CR. Per x€C’ R si ha tw = top z, 0ssia top @i = i1 ; di conseguenza,
pr = picy ®. Poi, @’ RO & un K'-modulo canonico mediante 7 € tap, e il T so-
pra definito & un isomorfismo di K’- moduli canonici; inoltre 1 CR contiene
un insieme di generatori di C’ R® come K’-modulo. La topologia di C/ R°
come K’-modulo canonico coincide con la sua topologia come sottospazio di
biv R. Infine @ R, .22 N, 4 (r, s interi primi fra loro, ovvero r = 0, ovvero
s =0). g

Dim. Come nella dimostrazione del 3.32, se € R si ha Pup® =
= u? PP x = px ; questa siscrive anche A tap & = 7 tr ; essendo ‘R privo di
elementi pseudonulli, ne segue tqp # = ta, come richiesto. Essendo tap un iso-

morfismo su tutto, perche tale & il = di Cﬁ, questa dice anche che il 7 di
CR definito all’enunciato esiste, & K-lineare, & un isomorfismo, ed & unico.
Se poi z € KO, per n elevato si avra p™wr_, € 1R, e quindi p™x = 1y per
un ¥ € CR; cid dimostra che r CR contiene una base di @’ ®° come spazio
vettoriale su K’. Ma allora @’ R® & un K’-modulo canonico, ¢ = & un iso-
morfismo di K -moduli canoniei.

Dotiamo ora @’ R0 della topologia di insieme di bivettori (n® 9), e CR
di quella di insieme di covettori (n® 7), e dimostriamo che il z di CR & bi-
continuo; © & certamente bicontinuo come omomorfismo di ipercampi. Sia
dunque U un intorno dello 0 in R, e sia precisamente U lideale chiuso
generato da [(p)* K]t per qualche h; sia invece V un intorno dello 0 in R,
del tipo V = U'(a) descritto al n® 39. Dato x € CR, si ha € U’ (n° 7) se
e solo se z_;€U; e si ha eV, (n® 9) se e solo se a—*t—"1gx_, € V per
i<, ossia se e solo se ww_; £t (p)'V per i <<n; dato che p.V C V, que-
st’ultima significa anche zx_; €t (p)"V. Dati V ed n si pud scegliere U in
modo che tUCt(p)"V; e dato U, si pud scegliere ¥V ed n in modo che
t(p)"VNzRc<U; quindi Papplicazione r di CR su € R & bicontinua se-
condo le topologie descritte. Ma la topologia di CR & anche quella di A-mo-
dulo canonico, per 3.43; pertanto quella di C’ K° coincide con la sua topo-
logia di K’-modulo canonico.

Che poi sia ¢’ C}Q‘,’_,g N, s discende da quanto precede, dal n® 13, e
dal fatto che CR, ;> N, ,, C.V.D..

4.32 TEOREMA. Siano R un ipercampo, ‘¥ un bicampo, e v un isomor-
Jismo di CR su @’ <R° (come K-moduli) che commuti con m, ¢ quindi con t.
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Allora esiste un solo omomorfismo n di R su R, come iperalgebre, tale che
nr = vx (0ssia nx_; = (vx)_;) per € CR; tale n é un isomorfismo.

Drv. Sia S la sottoiperalgebra chiusa di ‘¥ generata dai (va)—; (¢ > 0)
quando « percorre un insieme libero di generatori di CR; vi & un isomor-
fismo »” di CR su un K-modulo di covettori a componenti in 8, dato da:
v & = (.., (¥®)—, (»x)—1); il 3.40 assicura allora Desistenza di #, e la sua
unicitd, mentre il 3.39 assicura che % & un isomorfismo, C. V.D..



328

Iacoro Barsorti: Metodi analitici

INDICE ALFABETICO DELLE DEFINIZIONI E DEI SIMBOLI

autoduale

bicampo . .
biv Q@

C

e

e . . . .
canonico (bivettore)
canonico (covettore)
canonico (elemento)
canonico (K-modulo)
canonico (K’-modulo)
coassociativita .
cocampo
codimensione
codimensione inseparabile
codimensione radicale
codimensione separabile
coidentitd

conullita

coprodotto
coseparabilitd

~

D .
20

n, m
dimensione .
dimensione logaritmica
dimensione radicale
discreta (iperalgebra) ,
duale
dualitd
eh . .
finita (iperalgebra)

I .
grado

gruppo analitico
i

inseparabile
inseparabilita
invariante
inversione
iperalgebra
ipercampo

280, 283, 305, 313

230, 283, 305, 313

280, 283, 305, 313

280,283, 305, 313

283, 284, 287, 322

279, 283, 305, 313

324
313
325
324
296
325
325
295
296, 325
277
283
285
306

280, 283, 305, 313
280, 283, 305, 313
2%0, 283, 305, 313

285

285

309
315

298

280, 283, 305, 313
280, 283, 305, 313
286

283, 284, 287, 321

293
286

. 293
280, 305
306
293

280, 283, 305, 313
289
285
285
296



per varietd abeliane in caratteristica positiva 329

ipercampo banale . . . . . . . . . . . . . . 296
ipercampo nel senso di MC . . . . . . . . . . . 297
iperderivazione . . . . . . . . . . . 324
isogeni . . . . . . . . . . . . 281, 283, 305, 313
isogenia . . . . . . . . . . . . 281, 283, 305. 313
Jr. . . . . . . . . . . . . . . . . 291
k . . . . . . . . . . . . . . . . 217
K . . . . . . . .M
legato . . . . . 315, 318
limite diretto (topologia di un) . . . . . . . . . 308
limite inverso (topologia di uun) . . . . . . . . . . . 307
linearmente compatta (iperalgebra) . . . . . . . . . 286
logaritmico . . . . . . : . . . . . 279, 283, 305, 313
Mac Laurin . . . . . . . . . . . . . . . 290
M, . £
9/ . Y71
o, e
N C oL s

i, 1
M- 1
N o . 7
Mmoo . . Lo a8
N, T
N s s -1
No.n )
%o, n . . . . . . . . . . . . . . . . 284
nocciolo . . . . . . . . . . . . . . . 291
nullita . . . . . . . . . . . . . 280, 283, 305, 313
ordine . . . . . . . . . . . . . 271, 283, 303, 311
ordine radicale . : . . . . . . . . . 280, 283, 305, 313
py . . . . . . . . . . . . . . . . 308
p_ . . . . . . . . . . . . . . . . 308
r . . . . . . . . . . . . . . . . 285
p* Ce L 298
& . . . . . . . . . . . . . . . . 298

. . . . . . . 298
prodotto tensoriale completo . . . . . . . . . . . 284
pseudobase . . . . . . . : . . . . . . . 286
punto . . . . . . . . . . . . . . . . 306

T L 809

~

‘R R D
rt Lo e o88
R, . .. .. . .. . R . .. . 297
Rmo -~ ... 819
R, 1) 15
R, T 1
R, , L. . .. L . . . 297
R s O 31

"

KA

i



330 Iacoro BArsoTTI : Metodi analitici

E, (]
R, . . . . . . . . . . . . . . . . 819
By, - 1
Ron  « - oo 81
Ry, 0 L
%o,o . . . . . . . . . . . . . . . . 319
E, P
R - 1
radicale . . . . . . . . . . . . 279, 283, 305, 313
semiomomorfismo . . . . . . . . . . . . . 277, 286
separabile . . . . . . . . . . . . 279, 283, 305, 313
separabilita . . . . . . 280, 283, 305, 313
somma di semiomomorfismi di iperalgebre . . . . . . . . . 287
st . . . . . . . . . . . . . . . Lot 291
t . . . . . . . . . . . . . . . . 277,292
Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . 290
T-modulo canonico . . . . . . . . . . . . . 316
topologia di un bicampo . . . . . . . . . . . 324,325
U™ (@) . . . . . . . . . . . . . . . . 825
. . . . . . . . . . . . . . 310

0, . . . . . . . . . . . . . . . . 324
Wp . . . . . . . . . . . . . . . . 294
. 285

277
284

w
P 1 £
141
II-

-~ o

A 277, 287
modulo canonico . . . . . . . . . . . . . 316
TR e 283, 287, 321
> 7

o



