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UN TEOREMA DI UNICITA
PER LE TEORIE DELL’OMOLOGIA (%)

di ALBERTO ToGNOLI (Pisa)

Introduzione.

Sia a la categoria ddegli spazi connessi per archi e delle applicazioni
continue fra essi; sia H una teoria dell’omologia, a supporti compatti, de-
finita sulle coppie di elementi di a.

In questo lavoro proveremo che se bid gode della seguente proprieta :

7 (Y) 2 (0}, & ¢>0 =>H,(Y)N{0}, ¥ ¢>0

2

la teorin M & isomorfa, su 8, alla teoria dell’omologia singolare.

Questo risultato discende dalle seguenti considerazioni topologiche. Siano
X' D 8 due elementi di a, e sia J : § — T un’applicazione continua di § in .
uno spazio localmente solido 7', tale che: J: 8 — J (8) sia un omeomorfismo
e J (8) sia un chiuso di 7. Indichiamo con Xg il « mapping ecylinder » di J,
saldato ad X. Dimostreremo che, in queste ipotesi, se ’immersione ¢: § — X
induce un isomortismo i, : 7, (8) — z, (X), allora =, (Xs) 22 (0}, N/ ¢ > 0.

Invertiremo parzialmente questo risultato provando che: se =, (8) =
=a,(X)={0} ¢ n,(Xy) {0}, ¢ > 0, allora i 7, (8)— 7, (X) & un iso-
morfismo

Pervenuto alla Redazione il 13 Gennaio 1965.
(") Lavoro eseguito nel Gruppo di Ricerca n. 35 del Comitato Nazionale per la Ma-
tematica del Consiglio Nazionale delle Ricerche, per Panno 1963-64.
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NorazioNI. Sia X uno spazio topologico, con =z, (X) = P n, (X) indi-

n=0
cheremo il gruppo graduato di omotopia di X.
(o] o0
Con H(X; &)= & H,(X; G), (H, (X)= @ H, (X)) noteremo i gruppi
n=0 n=0
di omologia singolare di X, a coefficienti nel gruppo abeliano @, (rispettiva-
mente nel gruppo additivo Z degli interi).

Sia @ : X — Y un’applicazione continua fra spazi topologici, con ¢, in-
dicheremo 'omomorfismo indotto fra i gruppi di omologia, o di omotopia, di
dimensione ¢ e con ¢, = & ¢, .

Dato lo spazio topologico .Y, indicheremo con A (X) la realizzazione
geometrica del complesso delle catene singolari di X e con w: R (X)— X
la proiezione canonica (vedi [2] pag. 171). Diremo che lo spazio T & local-
mente solido se ogni compatto ' < 7' ¢ contennto in un sottospazio K’ di
T che & solido.

§ 1. — Lemmi preliminari.

Sia X uno spazio topologico, § un sottospazio di A, J: S— T una
applicazione continua che sia un omeomorfismo di N su un sottospazio chiuso
J(8) di uno spazio localmente solido, 7.

Consideriamo lo spazio topologico X y (N >< T)y T, unione disgiunta dei
tre spazi, ed indichiamo con Xg= Xu(N><T)y 1), ) lo spazio topologico
quoziente, ottenuto identificando x€ S C X con xre S >< {0} € S><1I, ed
y>< {1} € §><1I con J(y) € T.

D’ora in avanti i simboli 8, X, T, Xy, A (/) avranno il significato dato
loro in questa costruzione; si userd il simbolo A’ (/) anche quando la rela-
zione sia ristretta ad un sottoinsieme di Xy (S><T)u 1.

OSSERVAZIONE. Ricordiamo subito che, se S ¢ un retratto assoluto di
intorni, esso si puo vedere come chiuso di uno spazio vettoriale topologico
T (vedi [4] pag. 186) e T & uno spazio solido (vedi [4], pag. 184).

Se S ¢ uno spazio triangolato, esso si puo considerare come sottopolie-
dro di un poliedro localmente solido. Sia 1V linsieme dei vertici di N, e
consideriamo la realizzazione geometrica W’ del complesso simpliciale dato
dagli elementi di W e da tutti i sottoinsiemi finiti di W. Ovviamente 1V’
contiene S come sottopoliedro ed & localmente solido.
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LEMMA 1. Siano X, S spazi topologici connessi per archi, S8 € X ; condizione
necessaria e sufficiente affinché si abbia: H (Xg) > H (Xs) X Z & che Uim-
mersione i : S— X induca un isomorfismo i, : H, (8)— H, (X).

PrOVA. Notiamo: X, = Xu( U 8> {t})rwu) X, = Xs — X, onde
1
OSIS;

1 . . . -
XnX, =8> §7§ . Scrivendo la successione di Mayer Vietoris per I'omo-

logia singolare della terna X, , X,, A, N X, e tenuto conto che X, & con-
trattile su X ed X, su 7, si ha la successione esatta :

(1) —> Hy 1 (Xy) — H, (S) — H,(X) @ H,(T)— I, (Xs) —

Essendo 7' uno spazio localmente solido si ha I (7T) > H (T) > Z.
Valga H, (Xg) > H (Xg) X2 Z; allora per ¢ > 0 la (1) diviene

0 — I, (8) > H, (X) —>(0)
ed essendo N, .\ connessi per archi
iy + Hy (N) — H,(X) & un isomorfismo, % g > 0.

Viceversa sia i, : H,(8) — Il (Y) un isomorfismo, per la (1) si ha al-
fora Hy (X)) 22 (0}, per ¢ > 1.
Consideriamo la successione esatta

0 —> H, (Xg) — Iy (8) > I, (X) @ Z — H, (Xs) —> 0.

Essendo 1, iniettivo 8i ha I (Xy) = {0}, H (Xs) X Z ed il lemma &
cosl provato.

LEMMA 2. Siano X, N due spazi topologici connessi per archi e sia 8 sot-
tospazio di X.
Niano verificate le sequenti ipotesi :
i) Cimmersione i : § — X induca un isomorfismo

iy: H(8)— I, (X)
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ii) Vomomorfismo i, : z, (8)— =, (X) sia surgettivo.
Risulta allora 7y (Xs) 2 {0}, ¢ > 0.

Prova, Per il lemma precedente, la i) implica H,(Xs) = {0}, M ¢ >~ 0.

In virtia del teorema di Hurewicz basta dunque provare 7z, (Xg) > {0).
a) Sia S! la sfera ad una dimensione.

Ogni applicazione a : S! — XU (8><1I)pys) & omotopa ad una appli-
cazione a’: §' — X. Per la ii) essa & omotopa ad una «”: §' — 8 >< {0}.

Lo spazio T'U (8 >< I)py, ¢ contrattile su 7. Quindi, essendo T uno
spazio localmente solido, ogni applicazione «”: 8! — §>< {0} & omotopa, in
Xs, allPapplicazione costante.

Si & cosi provato che ogni applicazione a: 8! — Xy (S >< I)gy,, ©
omotopa, in Xy, allPapplicazione costante; il lemma sara provato qualora si
dimostri chie, per ogni applicazione f: §' — X, ne esiste una omotopa f’,
tale che p’ (SYy € X U(S><TI)py). Supponiamo dapprima che § sia chinso
in X. Data un’applicazione continua f: 8! — Xg poniamo W = -1(1),
W= B H(TUIS>T—S><{0)). W & un chiuso di 8' e quindi & compatto,
W e un aperto di S' e si ha Wow.

Sia W’ linsieme formato da quelle componenti connesse di W che con-
tengono punti di W; W & compatto quindi W’ ¢ formato da un numero
finito di componenti connesse. Sia § € S!' una componente connessa di W/,
siano r, , r, gli estremi di &. Risulta allora f#(x,)uyp (r,) C N >< (0],

Consideriamo la restrizione (i f ad una componente connessa & di W’
e proviamo che essa & omotopa ad una f7: 66— XU W>T),y,. Appli-
cando le omotopie trovate ad ogni componente connessa di W’ concluderemo
la dimostrazione. Data un’applicazione continna ¢ : I —(S><1T)u Tpy,,
supponiamo che x, = @ (0) e x, = ¢ (1) siano in S>< {0},

Consideriamo la famiglia di applicazioni vy, : I — I definite da:

t
0 per 0_<_r§—,5—
3r—1t t t
={"T7 per —<1<1——
v =gy ver oSS :
t
1 per I—Tftfl.

Poniamo ¢, = ¢ o y,; risulta



per le teorie dell’omologia 269

1
x, per 0515—3—
1 2
Py (t)= (@ (3r—1) per 5 St< 5
2
x, per —3—_<_z§1

Evidentemente ¢, & omotopa a ¢.
Definiamo le classi di applicazioni o,: S><T— 8><TI date da:

O (x> 1) = o > (r4t(1 — ).

Consideriamo le faumiglie di applicazioni 9, : I — (8 >< I') y Ty, cosi
definite

. 1
", >< (3. t) per 0515—3—,
1 2
(1) = ¢ o (94 () per TSTST’

2
\ &y >< 3t . (1 — 1) per —3—5131.

Denotiamo con ¢, Papplicazione 7, e con p proiezione naturale di S >< I
sn §>< {1}, risulta:

‘w‘><31 per OSIS‘L
@, (1) per z€qrt(T)
(1) = 2,5<3(1 —1) per —<1<1
P (g, (v) per ogni 7 tale che % << -2—

e che 1€ q)l—l (S><1T)

¢, ¢ omotopa a ¢, .
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Torniamo ora all’applicazione f : S — Xg.

L’insieme IV’, per quanto osservato prima, & I’unione di un numero fi-
nito di archi chiusi disgiunti d, ... d, i cni estremi hanno immagine in §><{0}.
Detto (p'=ﬂ'./6‘, in modo analogo a quanto fatto per la ¢ costruiamo la qv;
omotopa alla ¢*.

Sia f’: 8! — Xg Dapplicazione che coincide con f su S' — W’ e tale
che f’ls = ¢} . Osserviamo che f’ & ancora continua, essendo i §; in numero
finito, ed ¢ omotopa a f.

Indichiamo con ¢; linsieme dei punti di é; il cui parametro z soddisfa

1 2
le relazioni —— <t <—.
3— — 3

Consideriamo degli archi y; € S>< {1} aventi come estremi le immagini
mediante f’, degli estremi di 8;.

n

Definiamo A" : 81— X5 in modo che coincida con B’ fuori & U d; e

i=]
tale che applichi &; su p,.
Essendo 7' uno spazio localmente solido, 8” risulta omotopa a f” e quindi

a fi, e cid conclude la dimostrazione nelle ipotesi in cui 8 sia chiuso.
¢) Se S non & chiuso si sostitnisce X y( U 8>< {t})uu)= A7, ad X

ost<z
1 L. . .
ed S>< ?%’ che & chiuso in X/, ad §>< {0}, e si ripete la dimostrazione
precedente.

OSSERVAZIONE. Le ipotesi i) ed ii) del lemma 2 possono essere sosti-
_ tuite con la seguente s, (X, S) > {0}, ¥ ¢ > 0, od equivalentemente con la
condizione che i, : 7, (8) — n, (X) sia un isomorfismo. Ricordiamo infatti che,
per il teorema di Hurewicz, (vedi [2] pag. 166) se =, (X, N)= {0}, M ¢ >0,
allora H, (X, S) = {0}, M ¢ > 0.

11 risultato del lemma 2 si pud parzialmente invertire.

LEMMA 3. Siano X, S spazi topologici connessi per archi ed S C X.
Se 7ty (X) 7, (8) {0} e H,(Xs) [0}, N ¢ > 0, Vimmersione naturale

i: 8— X induce un isomorfismo i, : 7, (S) — 7, (X).

PrOVA. In base alla successione esatta di omotopia:
(2) —> g1 (X, 8) — 7 (8) = 71y (X) — 7, (X, 8) —,

il lemma sara dimostrato se proveremo che, nella nostra ipotesi, 7, (.Y, §) > {0},
Yaq>0.
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Per il teorema di Hurewicz basterd quindi provare che H, (X, 8): {0},
M ¢ > 0, e che n, (X, §) = {0}. Il primo fatto segue da H, (Xs) = {0}, \/ ¢=>0
(vedi lemma 1); il secondo & conseguenza immediata della (2) nel caso ¢ = 0.

§ 2. — Un teorema di unmicita per le teorie dell’omologia:

Sia a la categoria degli spazi topologici connessi per archi e delle ap-
plicazioni continue ; sia ﬁ, una teoria dell’omologia a supporti compatti de-
finita sulle coppie di elementi di a e sulla categoria }) dei gruppi abeliani
(per la def. vedi [1]).

Indicheremo con- ﬁ‘ (X, 4) il gruppo graduato che la teoria associa alla
coppia (Y, A) di spazi topologici A C Y, prendendo il grappo Z degli interi,
come coefficienti. )

Se ¢ : (¥, A)— (W, B) & un’applicazione fra coppie di elementi di a,
ciot ¢:¥Y—> W e ¢(4) C B. Indicheremo con ¢, : H, (Y, A)—> H, (W, B)
Pomomorfismo indotto da ¢ e ¢* = @ ;,.

q

Si ha il seguente

TEOREMA 1. Condizione necessaria e sufficicnte affinché la teoria dell’o-
mologia, a supporti compatti, 17', definita sulle coppie di elementi di a, sia
isomorfa alla teoria dell’omologia singolare é che :

a) per ogni X €@ tale che n,(X) = [0}, \ ¢ > 0, si abbia:

H (X,6) =10}, Vg>0,GeD.

PROVA. La necessiti ¢ conseguenza del teorema di Hurewicz. Proviamo
ora la sufficienza. Dato Y €3, sia £ (Y) la realizzazione geometrica del com-
plesso delle catene singolari di Y, sia @ : #(Y)— Y la proiezione canonica
(vedi [2] pag. 170) e sia X il « mapping cylinder » di w.

Indichiamo 8 = R (Y)>< {0} C X ed Xj sia lo spazio topologico costruito
nel § 1 partendo da X, S.

Dimostriamo che s, (Xg) > {0}, \/ ¢ > 0. Per quanto detto mnell’osserva-
zione del lemma 2 basta provare che i, : 7, (8§) — #n,(X) & un isomorfismo.

Consideriamo la successione di spazi : 8-5 x> Y ove i & Pimmersione
naturale ed o’ (r><t) = w(x) per 0<t<1. Osserviamo che o' ci=w.
Pertanto o’ o i: n, (8) — 7, (Y) & un isomorfismo (vedi [2] pag. 171). D’alira
parte w, & un isomorfismo perché X & contrattile su Y e pereio anche i,
risulta un isomorfismo.

0. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Consideriamo la seguente decomposizione di Xg:

X'=Yu( URX)x(t]),X,=Xs— X, §=R(Y) ><g ;
5

t<1

o3 | =

evidentemente X,Y, X,, 8 & una triade propria (vedi [1] pag. 34) e quindi,
per ogni teoria dell’omologia o % Si ha la successione esatta :

~ ~ (i), ~
— Hyy1 (X9) — H, (&) — H, (X5 @ H,(X,) — B, (X9 — .

Risulta 7z, (Xp) 22 7y ( Ab {0}, 3 ¢ > 0. Quindi, se per la teoria ”*
vale la proprietd «), si ha:

Hy(X) > H (X 2 (0}, M ¢>o0,

e percio 'immersione S’—>X1Y induee un isomorfismo

~

(i), : H, (R (Y))— H, (X))

Presa una coppia (¥, 4), A ¢ Y di elementi di a, analogamente a
quanto fatto per Y si costruiscano gli spazi A (4), X 1‘4 . Si hanno natural-
mente le inclusioni X (4)c A (Y), Xt CX1Y .

Usando il lemma dei «cinque» (vedi [1] pag. 16) si prova che lim-
mersione

(R(Y), R(A)— (X}, X

induce un isomorfismo
(ng) + H (R(Y), £(4)> ﬁ* X", xf).

IS . . A - . L
Lo spazio Xy & contrattile su Y, A7 su . Quindi le immersioni

Y — X,Y, A — X" inducono degli isomorfismi
(i), : I, (Y) =i, (X)),
Gy ¢ I, (4) = H, (X},

)y 2 I, (Y, A)S 0T, (YT, Y1)
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Poiche gli spazi £ (Y¥) ed R (A4) sono triangolabili, risultano definiti
degli isomorfismi :

(ig)e ¢ Hy (R(X) 2> H, (R (X)),
(i) ¢+ H, (R(A4) = H, (R (4)),

() + H, (R(X), R(A)=> H, (R (Y), R(A))

Le proiezioni w: A (Y)— Y, w: A (4)— A inducono degli isomorfismi
(vedi [2] pag. 171): '

(i + Hy (R(Y)=> Hy (Y),
(i © Hy (R (A) > H, (A),

(ny)e 2 Hy (R (X)), R (4)) = H, (¥, A).
Per ogni coppia (Y, A) di elementi di & si hanno quindi gli isomorfismi:

—1
() 4, (),

v, )01 X)X 0 TR, RA) Tl IR, 2(4) P (Y, A)

proveremo che Pisomorfismo #, = (n,), o (13), o (755 o (), stabilisce un iso-
morfismo fra le due tcorie dell’omologia.

Cominciamo a dimostrare che, data un’applicazione continua ¢: (Y, 4)—
— (W, B), fra coppie di elementi di q, i seguenti diagrammi sono commu-
tativi :

~ 0 ~
I, (Y, 4) > H,_, (4)

) e

0
H, (Y, A)> H,_, (4)

~
~

I, v, 455 H, (W, B)

W Lo b

H, (Y, )50, (W, B)
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La commutativita di (3) segue dal seguente diagramma ogni cui quadrato

¢ ovviamente commutativo :

! \ ! ! !

~ i ~ i ~ (@, (i)
. (4) e H, (X bl H, (R(4) —H, (R4) —H, (4)
1 1 ! 1 !
~ Gy o~ - Gy o~ G2y Gy,
H, (Y)y» H, (X)) <H, (R(Y) —H, (R(Y)) —H, (Y)
1 1 , l | 1
B, 0™ H, @NINCH, R, RA)SH, (RY),RA) S H, (Y4
1 1 1 ! l
~ Gy 4 Gy -~ g \ Giay,
B (4) —SH, (X" < Hyy (R(A) —3 H,_, (R (4)) i, (4)
1 1 ] 1 1
~ Gy ~ ¥ g -~ Gy (i),
Hq—l (Y) ’_*Hq—l (X5) *_‘Hq-—l (R, Y) _)'Hq—l (R(Y) ’_*Hq—-l (Y)

} l } } !

Per dimostrare la commutativiti del diagramma (4) -basta osservare

che Papplicazione ¢ induce delle applicazioni

@ : (R(Y), R (4)—>(R(W), R(B)),
o (XS, XN — &Y, x5,

cosi che si ha il diagramma commutativo:

H, (Y, 4) — H,(XY, X}y« H, (R(Y), R(4)— H, (R(Y), R(A) — H, (¥, A).

A & . o Lo vl

H, (W, B)— H,(X{", X{') < H,(R(W), R(B)— H,(R(W), R (B)— H,(W,B)

Osserviamo che se invece del gruppo Z degli interi si prende, come
gruppo dei coefficienti un qualsiasi @ € }, si ottengono gli stessi isomorfismi
e cio prova che le due teorie sono isomorfe su ogni gruppo di coefficienti.

COROLLARIO. Sia 8’ la categoria dei retratti assoluti di intorni connessi
per archi. Tutte le teorie dell’lomologia a supporti compatti definite sulle
coppie di elementi di @’ coincidono con la teoria dell’omologia singolare.
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PROVA. Per un teorema di S.T. HU (vedi [3] pag. 216) se X & un
retratto assoluto di intorni connesso per archi, e se 7z, (X) > [0}, \/ ¢ >0,
allora X & contrattile. Percid lipotesi z) del teorema 1 & verificata per
ogni teoria dell’omologia definita sulle coppie di elementi di a’ ed il corol-
lario risulta provato.

OSSERVAZIONE 1. Siano ﬁ,, il\‘, due teorie dell’omologia, eventual-
mente non soddisfacenti all’assioma della dimensione, se esse coincidono
" sulla categoria delle coppie di spazi connessi triangolabili allora coincidono
sulla categoria a.

Basta nella dimostrazione del teorema 1 sostituire H, con ﬁ' e liso-
morfismo (i), con quello

1?, (R(Y), G)—)III;(I\’(Y), G) che esiste per ipotesi.

OsSSERVAZIONE 2. Ad ogni teoria dell’omologia a supporti compatti, ﬁ,

definita su & e non coincidente con l’omologia singolare si puo associare

una famiglia, non vuota, di spazi che hanno lo stesso tipo di omotopia del

punto ma non sono contrattili. Detti spazi sono quelli per cui non vale la
condizione «) del teorema.
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