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UN TEOREMA DI ESISTENZA E UNICITA
PER IL PROBLEMA DELIL’AREA
MINIMA IN » VARIABILI

di MARIO MIRANDA (Pisa)

In questo lavoro {*) studiamo il problema delle superfici di area minima
nella classe delle superfici cartesiane continue aventi area di Lebesgue finita.
Precisamente proviamo che se £ e un aperto limitato e uniformemente con-
vesso di B"(rn>2) e p una funzione continua su 6%, allora nella classe
delle superfici {2 == f(r): r¢ .(5} con f continua su 2, e f= ¢ su 62, ed
aventi area di Lebesgue finita (3), vi & una ed una sola superficie di area
minima,

Il risultato & ben noto nel caso n =2 (v. ad es. Rado, [1]), ove & an-
che stata provata Danaliticitd della soluzione.

Il lavoro si articola in tre parti. Nella prima si estende un risultato di
Stampacchia (Teor. 5.1 di [2]), ponendoci in una classe di convessi un po
pitt ampia di quella considerata da questo Autore. Di tale estensione ci si
serve poi per provare il teorema nella ipotesi che ¢ sia di classe (2, Nella
seconda parte si prova Desistenza della soluzione con un procedimento di
approssimazione fondato sulla approssimazione di ¢ mediante funzioni di -
classe C® Nella terza parte si prova unicitd della soluzione dopo aver sta-
bilito un metodo di calcolo diretto dell’area di Lebesgue.

Di questo lavoro ho discusso con i Proff. De Giorgi e Stampacchia che
qui ringrazio.

Pervenuto alla Redazione I' 8 Febbraio 1965.
(!) Eseguito in seno al gruppo di ricerca n. 9 del C.N.R.
(%) Per area i Lebesgue di {y =f(x), z€ 2} intendiamo:

h » o0

n
inf %miu ]imfl/l + 2 (D, f,)? dx; f), lineare a tratti e continua, f, — f uniform. ¢.
i=]
©
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I. — Estensione di un risultato di Stampacchia.

1. Vogliamo estendere la prima parte del Teorema 5.1 di [2]. Per questo
ricordiamo la seguente definizione

Y

DEFINIZIONE 1.1. Se @ é una funzione reale definita sulla frontiera di
un aperto 2 di R"(n > 2), diremo che @ verifica la B.S.C. (Bounded Slope
Condition) con costante k se per ogni x €02 esistono a,b€R™ con |a| <k
e |b| <k, tali che

n n
(L.1) .Ela-' i—2)+ @<y <Zbi(yi— )+ ¢ (), VyeoL
= =1
L’estensione del teorema di Stampacchia, che proveremo nel n. 4, con-
siste nel seguente teorema :

TEOREMA 1.2. « Sia F € C®(R") e strettamente convessa, sia 2 un aperto
limitato di R*(n> 2), e @ una funzione reale definita su 6£2 la quale verifichi
la B.S.C.. '

Allora esiste una funzione ed una sola, lipschitziana su 2 e soluzione del
problema

(1.2) fF(Dz) dr = minimum,
2

nella classe di tutte le funzioni lipschitziane su Q che hanno per traccia ¢
su 982 ».

2. Se k & una costante non negativa e {2 un aperto di K" indicheremo
con Lip () Pinsieme delle funzioni lipschitziane su £ con costante di Lip-
schitz non superiore a Fk.

TEOREMA 2.1. « Sia F € C%(R") e strettamente convessa, sia £ un aperto
limitato di R™ e k una costante non negativa. Se u, v € Lip,(82) risolvono il
problema (1.2) nelle classi {z; z€ Lip,(2), z=u su 62} e {z; 2 € Lip; (L),
2 =0 su 08| rispettivamente, allora vale :

(2.1) max |% — v| = max |u —v|».
aQ 4]

La dimostrazione di tale teorema & conseguenza immediata del seguente
lemma, (cfr. Lemma 4.2 di [2]).
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LEMMA 2.2. Se u,v verificano le ipotesi del Teorema 2.1 ed in pid vale
(2.2) u <, su 09,
allora st ha
(2.3) u<w, su Q.

Dim.

Supponiamo per assurdo che linsieme A = (x; 2€Q, u () > v (%)} non
sia vuoto.

Indichiamo con 7t e 2~ le funzioni max (u, v) e min (u, v). Avremo al-
lora wt, w—€ Lipy(2) e wt=v su 92 e w—=u su 9. Valgono percid le
diseguaglianze

(2.4) fF (Dwt) dx 2[F(Dv) de,
] )

(2.5) fF (Dw—)dzx sz(Du) dr .
° ©

D’altra parte poiché valgono

(2.6) /F(DW‘F) dx =fF(Du) dx +/F(Dv) dx,
© 4 Q-4

(2.7) fF{Du‘—) dx =fF(Dv) dx +fF(Du) dr,
° 4 Q-4

avremo, dalle (2.4) e (2.5), la

(2.8) fF(Du) (Ix=[F(I)v) dx.
A A
Poich¢ d’altra parte vale ovviamente uw = v su dA, si ha che u, v risol-
vono il problema.

(2.9) / I (Dz) dx = minimum,
A

nella clagse {z; 2 € Lipg(A),z =u=v su 44}
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Ma allora vale
(2.10) w=wv, su A,

Infatti in caso contrario avremmo Du = Dv in un sottoinsieme di 4 di

. . Lo cox qs u
misura positiva e quindi, per la stretta convessita di F, avremmo —— =u=v

su 64, U}’ € Lipe (4) e f F (D“‘;'”) dx < minimum, cid che & assurdo.
A4

Infine (2.10) e in contrasto colla definizione di A. Deve quindi essere

A= .
c.v.d.

3. Molto importante per provare il Teorema 1.2 & la seguente

ProposizioNE 3.1. Sia F € C?(R") e strettamente convessa, sia 2 un
aperto limitato di R™ (n > 2). Sia w una funzione lipschitziane su Q, tale che
la sua traccia sw ¢82 verifichi la B.S.C. con una costante k, ed w risolva il
problema (1.2) in una classe {z; 2 € Lipit. (£2), 2 =u 8u 682} con ¢ >0,

Allora w € Lip; (Q).

Div.
Cominciamo col valutare |u (x) — u (2’)| quando x€ 4L e a’€ Q. In tale
caso siano a, b€ R* con |a|<k e |b]|<k, tali che valga (cfr. (1.1))

n n

3.1) Za(yi—a)tu@ <u@) < 2 bi(yi—x)+ ux), M yeo

i=1 i=1
D’altra parte le funzioni lineari =t (y) = 2 b {y; — x3) + » (v),
=0
= (y) = 2 «; (yi — ;) + w (x) risolvono il problema (1.2) nelle classi
i=1
{2; 2€ Lippy, (2), 2=nt su 02} e {z; 2€ Lipey, (2), 2= 2" su 98} rispetti-
vamente. Avremo allora il Lemma 2.2

(3.2) = (@) <u (@) <at (@),

e cioe anche

(3.3) ZL' a;(xf —x) <u(r)—u@) < 2 b(xi — ay),
=1 i=1

da cui segue
(3.4) o (@) —w(@)| <|max ((a|,|[b])[a" —u|<k 2" —2a].
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Siano ora z, x’ € 2. Indichiamo con v =2’ — x, con 2, = {x 4 1; x € Q)
e con u, la funzione definita su 2, da u (r 4 7) = u (x). Avremo allora che
u, u, risolvono il problema

(3.5) /F(Dz) dx = minimum,

.
ono
o082,

nelle classi {z; 2 € Lipgt, (2N Q,), z=usu 6 (2nQ,)} e {z; 2 € Lipg4, (2N 2,),
z=u, su 4 (20 Q,)} rispettivamente. Allora, poiché 2’ € 2n Q,, si ha, per
il Teorema 2.1, che esiste y €6 (2N Q2,) tale che

(3.6) [uw@) —u () <'u(y)—u, y)|=|u@) —uly—r1].

Ora poiche y €6 (2N 0,) si avra che nno almeno dei due punti y, y —=
appartiene a ¢£, e percio si ha, grazie alla (3.4)

(3.7) Ju@ —wy—o|<kjt' =kla" —u

Dalle (3.6) e (3.7) si ha allora
(3.8) @) —u@)| <kl —al.
e v.d,
4, Per la dimostrazione del Teorema 1.2 abbiamo ancora bisogno di un
teorema di semicontinuitd per il funzionale [F(Dz) dx.

17

TEOREMA 4.1. Sia F¢€ C2(R") e convessa, sia Q un aperto limitato di
R Se {w,} € Lipi (£2) converge uniformemente ad u, si ha

(4.1) /F(I)u) dx < min lim /F(I)uh) dx.
h »o00

Dy,

Per la convessita di I si ha innanzitutto
(4.2) F (D) — F(Duw)> 2 D; F(Du) D;(w, — w).
i=1

Bastera allora far vedere che vale

(4.3) mintim [ 2 D, (Du) D, (w, — ) dx >0,
h »o00 i-1
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Per provare la (4.3), fissato & > 0, indichiamo con ¢;(i =1, ..,n) delle
funzioni reali e continue colle derivate prime su £, a supporto compatto
contenuto in £, e tali che valga

(4.4) /5 | i — D F (Du) | de < e.
=1

o

0

Avremo allora

(4.5) f},‘ D; F (Du) D;(w), — w)de > — 2k ¢ 4 f @i D (v, — u) da.
i=] i=1

1
o

0

D’altra parte vale ovviamente, per le formule di Green,

n n
(4.6) fZ @i D; (up, — u)de = -—/(u,, —u) 2 Digidr,
i=1 i=1
]

Q

e da questa, per la convergenza uniforme di {w} verso u, si ha, per &
sufficientemente grande,

(4.7) /Zt D;(up — u) - pydx > — e

=1

Dalle (4.5) e (4.7) si ricava, per I sufficientemente grande,

(4.8) Zn D; F(Du) D;(w), — u) dr > — (2k + 1) ¢,

J =1

<

e quindi la (4.3).
¢ v. d.

DiM. DEL TEOREMA 1.2.

Indichiamo con V la classe di funzioni {v; ve€ Lipx (L), v = ¢ su ¢4}
dove k & la costante con cui ¢ verifica la B. S. C.

La classe V non & vuota, infatti la funzione ¢ definita su 2 da
v (¢) = inf {7 (@) ; 7 funzione lineare, 7> @ su 6£2}, per la B. 8. C. ha costante
di Lipschitz non superiore a k su £ e traccia ¢ su 9§, quindi essa appar-
tiene a V. Per il Teorema di compattezza di Ascoli Arzela e per il Teorema
di semicontinuitd 4.1 esiste u € V soluzione del problema (1.2) in V. Per la

Proposizione 3.1 si ha perd che wu€ Lipi(2). Se allora = & una qualunque
funzione lipschitziana su £ con 2z = ¢ su 682, avremo, per ¢ sufficientemente
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piccolo, che u -}t (2 — u)€ V. Allora varra

(4.9) fF(Du +tD (z — w)) de _>_fF(Du) dz.

el

. Ma poiche / F(Du+ tD (¢ — u)) dz & funzione convessa di ¢, il fatto

I
che la (4.9) valga per i ¢t « piccoli» implica che essa vale per ¢ qualunque

e quindi anche per t =1, per cui si avrd

(4.10) fF(Dz) dr Z/F(l)u) dz,

Q 2

e ciod la w risolve il problema (1.2) nella classe di tutte le funzioni lipschit-
ziane su {2 che hanno traccia ¢ sn 48.

L’unicita di » & conseguenza immediata del Teorema 2.1.
c. v. d.

I1I. — Il teorema di esistenza.

5. Nel procedimento di approssimazione con cui proveremo il teorema
di esistenza sarda molto utile la diseguaglianza che viene stabilita nel lemma
seguente.

LEMMA 5.1. DPer ogni aperto limitato e convesso 2 C R™ (n > 2) esiste
una costante ¢ ($2) tale che: se w é una funzione lipschitziana su £2 e soluzione
del problema

(5.1) [{l + | Dz *)'2 dx = minimum,

o
nella classe delle funzioni lipschitziane su Q2 e aventi traccia eguale alla

traccie di w su 082 ed ' é una qualunque funzione continua su !_2, allora vale

(5.2) /{] i Du )12 de < area [y = f(x); @ € Q) 4 ¢ (2) max |u — f].
Q 082

Diy.

~
Indichiamo con x, un punto di 2. Per z == «, indichiamo con « Vin-
tersezione di 642 con la semiretta uscente da r, e passante per r. Indichiamo

s Annal della Scwola Norm. Sup - Pisa
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con g la funzione definita su R da

(5.3) g (®5) =0, g(w):'—fi_—%l, per x =+ x,.
|2 — |

Avremo allora, grazie alla convessitd di £, che ¢ & una funzione lips-
chitziana su tutto R", inoltre valgono le relazioni

(5.4) Q={x; g@)< 1}, 02={x; g@) =1}

Indicata con ¢ () la quantita

(5.5) (=K, ||6—z,|" a0,
16

=1

dove I, & la costante di Lipschitz di g e d6 & Pelemento di area sulla sfera
unitaria {8; 6 € B*, | 0| =1}, verificheremo che per tale ¢(£2) vale la (5.2).

Per la definizione di area di Lebesgue basterd verificare la (5.2) nella
ipotesi che f sia lipschitziana. Si tratta allora di far vedere che

(5.6) ]{1 -+ | Du P2 d:x:_<_f{1 + | DY dax 4 ¢ () max | u — f],
) 2 082

dove ¢ () ¢ dato dalla (5.5).
Per provare la (5.6) indichiamo c¢on 6,(¢ > 0) Ia funzione reale di va-
riabile reale definita da

0, t<1—¢

(5.7) 0. (t) = —
1+¥, t>1—8.

Indichiamo con fe la funzione reale su £ definita da

(5.8) Je (@) =u (@) 0. (g (%)) + f () (1 — 6. (g (@))-

Ovviamente f, & lipschitziana su Q e verifica f,=u su 6£2. Avremo
allora, per la proprietd di minimo di »:

(5.9) f{l + | Du )2 dx < [{1 | DS dr, e > 0.

42 2
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Valutiamo ora la differenza [{l + | Df |}V dee —f(l -+ | Df |F]2 de.
e o}

Osserviamo innanzitutto che vale:
(5.10) [(l + | DS P2 de — /[1 + | Df P} (Ixs[[ D(f.—f)|da.
) - 2 Qo -

D’altra parte, per la (5.8), vale quasi ovanque su £

(5.11) D(fo—f)=0,-D(w—f)+@—s)- 0. Dy;
e poiche si ha
(5.12) lim f! Du—f)|-0.dxe =0,

Ty :

bastera valutare [l w—f|-0"| Dg|de.
)

Per questo si osservi che vale, detto 2, = {z; 1 — e < g(2) <1},

mis 0,
(5.13) /|u—f|02~|D.«/IdeKy-S“Dl“—fl' Pt
)
o e
Poiche valgono le relazioni
(5.14) lim sap |u — f| =max |u—f],
s 0t £, o0
L. is 9, . ~
(5.15) lim K, - "2 = K, .f| 0 — a, " a0 = ¢ (),
r—04 € Vo) =1

si ricava dalle (5.9), (5.10), (5.11), (5.12), (3.13) la (5.6).
c.v.d.

6. Nella dimostrazione del teorema di esistenza avremo bisogno di una
proposizione relativa alla validita della B.S.C..
Per dare tale proposizione poniamo la seguente definizione.

DEFINIZIONE 6.1. Diremo uniformemente convesso un aperto 2 di R* (n>2)
se esiste una costante k non megativa e per ogni x € 02 un iperpiano m, di R
passante per x, tale che £ venga a trovarsi in uno dei due semispazi determi-
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nati da 7y, e per il quale valga

(6.1) sap _I_“E:lli :
) ve o dist (y, ng) —

PROPOSIZIONE 6.2. Se 2 ¢é un insieme limitato e uniformemente convesso
di B*(n>2), se ¢ & una funzione continua colle derivate prime e seconde su
R allora la restrizione di @ a 6Q wverifica la B.S.C..

Dim.

Indichiamo con % la costante che compare nella Definizione 6.1, indi-
chiamo con M il massimo - modulo della ¢ e delle sue derivate dei primi due
ordini su £, indichiamo con d il diametro di £. Verifichiamo che la restri-
zione di ¢ a 9@ verifica la B.S.C. con costante eguale a:

M(2n—1)d + 0 4 (0 — 12K).

Per questo consideriamo un punto di 692 e supponiamo che sia 1’origine.
Possiamo supporre, per comodita, che sia ¢ (0) =0 e che £ sia contenuto
nel semispazio {x; #; > 0] e valga (cfr. (6.1))

(6.2) ogﬁigk, € Q— (0.

Consideriamo il fascio di iperpiani di R"+! individuato dai due iperpiani :
>0

2, =0, &pqy —_22 ﬁqy(O) x; = 0, e valutiamo Iinclinazione dei piani di tale
1= 1%

fascio che incontrano il grafico della restrizione di ¢ a 92 in almeno un

punto distinto da (0, 0). Sia 2€50 — {0}. Consideriamo il piano del fascio
che passa per (w, @ (x)). Questo avra equazione :

(6.3) w,,+1=—l—§<p@> Eloonla+i Lo,

&y

Valutiamo il coefficiente di x,, essendo banale la valutazione degli altri.
Per il coefficiente di «, si ha, sviluppando ¢ (z) e tenendo conto di (6.2),

(6.4) <M1 4 @n—1)d+ (n — 1)2 k).

_ ) _
‘P(w)—iﬁ%‘l’(o)ﬁi

ry
Dalla (6.4) e dalla (6.3) si ricava allora facilmente la maggiorazione an-

nunciata.
c.v.d.
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7. Possiamo ora enunciare e dimostrare il teorema di esistenza per il
problema dell’area minima.

TEOREMA 7.1. Sia Q un aperto limitato e uniformemente convesso di
R (n > 2). Sia @ una funzione reale continua su 02, Allora ésiste y € C () con
w=q su 052 e tale che:

(7.1) area (y=w(x);2€ Q) <arealy=f(x);v€ D), \ff€ 0(Q),f=¢ su df.

Dim.

Indichiamo con {gp;} una successione di funzioni reali e continue colle
derivate dei primi due ordini su E", e le cui restrizioni a 9£2 convergano
uniformemente a ¢. Per la Proposizione 6.2 le restrizioni delle ¢, a 82 ve-
rificano la B.8.C. e quindi, grazie al Teorema 1.2, per ogni k esiste una

funzione w, lipschitziana su Q che risolve il problema : f{l + | Dz PR dx =
°

= minimum, nella classe delle funzioni z lipschitziane su Q tali che z = ¢,
su 0£. Per il principio di massimo stabilito nel Teorema 2.1 si ha d’altra
parte

(7.2) max |w, — w; | = max | g, — @ |
Q 0Q

e quindi la successione {u,] converge uniformemente su Q verso una fun-
zione continua, che indicheremo con vy, la quale verifica ovviamente y = ¢
su 9f2. Ma vy risolve anche il problema di minimo per D’area. Infatti se f &
una funzione continua su O tale che f = ¢ su 04, si ha, per il Lemma 5.1,

(7.3) /{1 + | Duy P2 dx < area {y = f(x); x € Q} + ¢ (Q) max | pr — ¢ |,
oQ

0

da cui, passando al limite per & tendente all’infinito, e ricordando la seguente
proprieta dell’area di Lebesgue :

(7.4) area [y =y (2); € Q) < min lim f{l + | Duy *}12 d,
h — o0
©

si ha la (7.1).
c.v.d,
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II1. 11 teorema di unicita.

8. Per quanto visto in [3] (cfr. Teorema 1.3) si ha che se f ¢ una fun-
zione continua su @, dove £ & un aperto limitato di R"(n >2) ed area
ly=r(); mE§] ¢ finita, allora f ha derivate misure su £, e queste hanno
variazione totale finita su .

Per provare il teorema di unicitd ci sard utile stabilire un metodo di-
retto per il calcolo di area {y = f(x); x€ @) attraverso le derivate di f. Per
questo osserviamo innanzitutto che se f & una funzione continua su {2 e se 2
8 convesso e limitato, allora esiste (cfr. [4], Teorema l.II)? continua su R, con
f:f su Q e avente derivate funzioni sommabili su R* — Q. Se ora f ha
derivate misure su £, a variazione totale finita su 2 ed 2 & convesso limi-
tato, allora :7 risulta avere derivate misure su R" a variazione totale finita
su R", e cid grazie al Teorema 2.6 di [3] al quale ¢i si puo ricondurre ope-
rando su R* una trasformazione bilipschitziana che muti £ in una sfera C.
Dal Teorema 2.6 di [5] segue anche, per la continuita di f,

(8.1) j|dw~f| = 0, (per la notazione v. [3]).
hle]

Dalla (8.1), per il Teorema 1.8 di [3], segue allora

(8.2) area {y = f(2); € Q) = /]dvfl.

Da queste considerazioni discende allora immediatamente la segucnte
proposizione

PROPOSIZIONE 8.1. Se 2 ¢ un aperto convesso e limitato di E" (n > 2),
ed f & una funzione continua su £, si ha che:
1) [y=f=; ¢ !—2} ha area di Lebesgue finita se e solo se f ha deri-
vate misure su $2, a variazione totale finita su £2.
2) Parea [y = f(x); x € Q) si calcola mediante la (8.2).
Dalla Proposizione 8.1 e dal Teorema 1.II di [4] discende immediata-
mente quanto segue.

OSSERVAZIONE 8.2. Per ogni aperto limitato e convesso 2 € B* (n > 2),
¢ per ogui funzione reale ¢ continua ¢ su ¢, esiste @€ ('(£2) con ¢ =¢
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su 092 e

(8.3) area {y=d)(w);a;€Q—}<oo.

9. Proviamo ora un teorema di unicita per il problema dell’area minima
in n variabili, pit debole di quello annunciato.

TEOREMA 9.1, Se f, g sono funzioni continue su 2, con Q aperto limitato
di " (n > 2), soluzioni del problema dell’area minima nella classe di tutte le
Junzioni continue su €2 che hanno una stessa traccia su 082, se inoltre le de-
rivate di f sono misure assolutamente continue rispetto alla misura di Lebesgue,
ovvero vale

(9.1) area {y = f(x); 2 € Q) = f{l + | Df P2 da,
°
allora si ha
(9.2) f=uy, su Q,
Diy.

Sia u una misura positiva su 2 rispetto alla quale siano assolutamente
continue le misure D; g (i = 1,...,n) e la misura di Lebesgue. Avremo allora,
indicando con a la derivata della misura di Lebesgue rispetto a u e ancora
con D;f e D;g le derivate delle misure I);f e D;g rispetto a u:

(9.3) f

n 1/2
i=1 .
Qo

n 1/2
a4 3| Dig ]‘} dy = minimum.
i=1

Indichiamo ora con £, Pinsicme
(9.4) Q)= {r; veQ ax) =0}
Avremo allora ovviamente mis 2, = 0 ed inoltre, poiché vale

.5

n 1/2
2 — 3 DS+ g2 I2§ <

i=]

w+ 2| spf +

n 1/2
042 + P l 1),g IZ
=1

n 1/2
(9.4) f%ag 42| Di(f+¢)/2 |~'2 dpe < minimum.
i1
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Ma poiché ovviamente vale (f 4 ¢)/2 = f = ¢ su 99, deve essere

(9.7) f
Q

= (f-]-g ); €2 > minimum,

a? + Z‘ | D;(f+ 9)/2 |2} du=area ly

e quindi dalle (9.6) e (9.7) segue che deve valere
(9.8) f%a’z —|— 2' | Di(f + 9)/2 ]2§ dy = minimum.
2

Dalla (9.8) e (9.5) segue allora che nella (9.5) deve valere u-quasi ovun-
que il segno di eguaglianza, e questo, nei punti dove a &= 0 implica )f = Dg
Avremo quindi che Df = Dg in 2 — Q,. D’altra parte valgono

(9.9) f|dvg| —|—f|dvj| _[|dv,] = minimum,

02— Q-0
(9.10) f|dvg|=f|dv/],
-9 -9
e quindi deve essere
0.11) jldwl>f|Dgld/A—0
2

da questa e dal fatto che Df = Dg su 2 — 2, segue che le misure D, f e
D; g coincidono su 2 e quindi poiché f=g su 92 deve valere la (9.2).
c.v.d.

10. Alla dimostrazione del Teorema di unicitd premettiamo il seguente
lemma, che & conseguenza del Teorema 9.1.

LEMMA 10.1. Sia 2 un aperto limitato di R"(n > 2). Sia f una funzione
continua su Q con area ly=rf); x¢ .(j] < oo e soluzione del problema del-
Varea minima nella classe di tutte le funzioni continue su Q che assumono i
suoi stessi valori su 0%2. Sia w una funzione lipschitziana su £ soluzione del
problema dell’area minima nella classe di tutte le funzioni lipschitziane su Q
che assumono i swoi stessi valori su 09Q. Allora se vale

(10.1) < su 99,
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vale anche
(10.2) f<u, su £,
e lo stesso é vero se nelle (10.1) e (10.2) si invertono ¢ segni di diseguaglianza.

Dim.

Proviamo solo che dalla (10.1) segue la (10.2) essendo analoga la dedu-
zione nel caso in cui si invertano le disegunaglianze.

Indichiamo con f;, una successione di funzioni lipschitziane su £ e con-
vergente uniformemente su £ verso la f e tale che

(10.3) area {y = f(x); x€ Q) = lim [(1 + | D fu |2 dee.
h —+ o0 o
Supponiamo per assurdo che la (10.2) sia falsa. Allora posto w=max (u, f)
si ha che w =% u. Quindi, osservato che u, grazie alla diseguaglianza (5.2), &
soluzione del problema dell’area minima nella classe di tutte le funzioni con-

tinue che assumono i snoi stessi valori su 692, per il Teorema 9.1, poiche
vale w = su 0%, si ha che esiste ¢ > 0 tale che

(10.4) area [y = w0 (x); ¥ € Q) > area [y =u (x); € Q) + &

Posto ), = max (u, f;) abbiamo che {wj converge uniformemente a w e
quindi avremo

(10.5) min lim area {y = w, (x); ® € [_2] > area [y = wu (x); x € .(3] + ¢

h-» o0
da cui si ricava che puo supporsi
(10.6) area (y = wy (x); 2 € Q) > area [y = u (x); € Q) 4 & I
Detto allora A, linsieme {x; x € Q, fi(x) > u ()], avremo
(10.7) area{y = wp(x); x€ Q) =j11 ~+ | Df P12 dw +f[1 + | Du )12 da,
4 -4y,
e quindi, dalle (10.6) e (10.7), si ha

(10.8) f{l + | Dfu P 2de >[{1 + | Du )12 dx ¢, N D
4n Ap
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Indichiamo ora con o, € o rispettivamente min (f,, u) e min (f, u).
Avremo che {oh} converge uniformemente a ¢ ed inoltre 6 = f su 092. Allora
si ha

(10.9)  area [y=f(x); 262} < area [y=o(x ; 22} < min lim area {y=a,, (x) ; X€Q).

h »oo

D’altra parte vale

(10.10) area {y = o, (r); 2€ D) = ’{l 4+ | Du? ]'zdx—f—/{l—}—]l)/, [2}''2 du,
“‘h fL—Ay
quindi, per la (10.8) si ha

(10.11)  area {y = o4 (x); x € Q) < area (y = f(x); v € 2} — &, N h.
Dalla (10.3), (10.9) e (10.11) segue allora

(10.12) area [y = f(x); € !3} < area fy = f(¥); v€ Q) — ¢,
¢id che & assurdo essendo per ipotesi area {y = f(x); x€ !3] < oo, e quindi
la (10.2) deve valere.

cvad.

TEOREMA 10.2. Se Q ¢ un aperto limitato ¢ uniformemente convesso di
R™(n>2), se @ é una funzione rveale e continua su 682, allora é unica la so-
luzione del problema dellarvea minima nelle clusse delle funzioni continue su £2
che hanno traccia ¢ su 62.

Diy.

Siano {pf} e {p;] due successioni di funzioni reali e continue colle loro
derivate dei primi due ordini su B* e tali che

(10.13) ([);1' 2 {/7’::_1 .>_ (P/, > Ty
(10.14) lim gf = lim ;- = ¢,  uniformemente su Q.
h -+ o0 h-» 00

Siano allora w} e w; funzioni lipschitziane su 2 soluzioni del problema
dell’area minima nelle classi delle funzioni lipschitziane su £ che assumono su
08 i valori g}t e gy rispettivamente (per la esistenza delle uf e wy- si veda il Teo-
rema 1,2 e la Proposizione 6.1). Come abbiamo gia osservato nella dimostrazione
del Teorema di esistenza, grazie al principio di massimo ¢ alla convergenza
uniforme dei dati al contorno verso ¢, le successioni w} e uy convergono
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uniformemente su £ verso una funzione continta u che risolve il problema
dell’area minima relativamente al dato ¢. Sia ora y una qualunque altra
soluzione dello stesso problema. Per Posservazione 8.2 vale area [y = y (x);
fo)] < oo e quindi grazie al Lemma 10.1 avremo le relazioni

(10.15) ur <y <uwt, su 2 M bh,
e quindi al limite per A tendente all’infinito avremo
(10.16) w=u su Q.

Per concludere ripetiamo Penunciato del Teorema di esistenza (Teorema
7.1) e unicitd (Teorema 10.2).
c.v.d.

TEOREMA. Ne Q ¢é un aperto limitato e uniformemente convesso di
Er(n>2) e @ & una funzione reale continua su 02, allora non ¢ vuota la
classe delle superfici {y = f(x); 2€Q), confEC(R) e f= ¢ su 6L, ed aventi
wrea di Lebesgue finita, ed in tale classe vi é una ed una sola superficie di
area minima.
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