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CORRENTI QUASI NORMALI (%)

di ANToNIO CHIFF1 (Pisa)

In questo lavoro vengono studiate le proprieta di una classe di correnti
(correnti quasi normali) che comprende come caso particolare le correnti
normali definite da FEDERER e FLEMING in [2].

11 principale risultato & il teorema 3.11, che, sotto opportune ipotesi,
assicura che il limite di una successione di correnti g-rettificabili e ancora
una corrente g-rettificabile. Questo teorema estende i risultati di FEDERER-
FLEMING clhe sono alla base di varie moderne ricerche sul problema di
PLATEAU e, pitt in generale, sui problemi di calcolo delle variazioni relativi
a varieta Lk dimensionali generalizzate,

Ringrazio vivamente E. DE Glorc1 sotto la cui direzione & stata con-
dotta la presente ricerca.

Premesse.

Richiamiamo sommariamente alcune definizioni e risultati contenuti nel
lavoro [2], del quale adottiamo il simbolismo ed al quale rinviamo il lettore
per ulteriori riferimenti. Sia R™ lo spazio euclideo a n dimensioni, indichiamo
con x = (xl, ..., 2™ un generico punto di R* e sia k' un intero con 1 <<k << n.
Sia ¢ una forma differenziale di grado k, del tipo

(1) @ =3 3 (1) A2" A oo A A2
(&)

dove il simbolo (1) sta ad indicare che la somma & fatta rispetto a tutte le
possibili combinazioni degli interi 2, ,..., 4 con 1 <4, < .. < A="n e dove

Pervennto alla Redazione 1l 26 ottobre 1964.
() Lavoero esegnito nell’smbito della attivita dei gruppi di ricerea matematica del
Consighio Nazionale delle Ricerche,
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a),..1,(x) sono funzioni reali definite in R"; indicheremo con | ¢ (x)|| la co-
massa (') della forma ¢ nel punto z. La comassa || ¢ (x) || verifica le relazioni:

pEla  ,@PFe@|P<3|a, . 4@
w @

dove p & una costante dipendente solo da & e n. Definiamo la comassa di
@ nel modo seguente :

2) M(p)=sup {[|p @] : @€ E).

Indichiamo con E*(R" lo spazio vettoriale delle forme differenziali di
grado k e di classe C*(R"), cioe¢ delle forme differenziali del tipo (1) i cui
coefficienti appartengono a (> (E"); assumeremo come forme di grado zero
le funzioni reali f definite in R™ e porremo:

lf@ || =f)],
M(f)=sup{|f(@®|: we R
E° (B™) = C=(R").

Indicheremo al solito con dg il differenziale esterno della forma ¢, con
@ A w il prodotto esterno delle due forme ¢ e w. Diremo che la successione
{wi} di forme w;€ E*(R™ converge a w€ E*(I") se le successioni formate
dai coefficienti delle forme ; e delle loro derivate di qualunque ordine
convergono uniformemente ai rispettivi coefficienti di w e alle rispettive
derivate in ogni insieme compatto di R". Sia E(R") lo spazio dei funzionali
lineari su E*(R"), continui rispetto alla convergenza ora introdotta; diremo
correnti gli elementi di E; (R*). 11 valore di T € E; (R") calcolato su ¢ € E* (R")
verrd indicato con 7'(g). Il supporto di T risulta un insieme compatto di
R" Sia Te E,(R*) e w€ E™ (K", con m < k; il prodotto interno 1 A w si
definisce nel modo seguente per ogni ¢ € E ™ (R"):

(TAw)(p)=T(wA).
Si dice bordo di T ¢ E,(R") la corrente 67 € E;_; (") cosi definita per

ogni @ € E*1(R"):
(0T) (p) = T (do).

(!) Cfr. [5] cap. I n. 13 a pag. 52 e cap. II u. 3 a pag. 62.
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Indicheremo con M (T'), T € E,(R") la massa di T, cosi definita :
M(T)=sup{T(p): ¢ € E¥(R"), M (p)=<1).
Se f: R» — R" ¢ una funzione di classe C~(R™) le cui componenti

indichiamo con f',..,f" e se la (1) & una forma di E¥(R"), indicheremo
con f# ¢ la forma di E*(R™) cosi definita:

o= (f @i (S Y) AfHA L adrte,

Alla corrente 7T € K, (R™) associamo la corrente j'# T¢€ E, (R cosi defi-
nita per @ € E*(RK*):
(f. T)i@) =T (f% ).

ticordiamo le seguenti disuguaglianze: se 1€ K, (R") e w € E™ (R*) con
m <<k & una forma semplice, si ha:

(3) M(T A w)< M(T) M (o).

In particolare la (3) ha luogo se w & il differenziale di una funzione
gEEY(R™) () e in tal caso & (3):

(4) M (w) =sup {|grad g (x)|: x € R").

Se f: B — R" & una funzione di classe (O~ (R™) e uniformemente
lipschitziana, detto p il suo modulo di LiPsoHITZ si ha:

(®) M (f,y T)<p* M(T).

Se ¢ M (T') < oo, la definizione di /' si pud prolungare con i consueti
metodi della teoria dell’integrazione alle forme di grado k aventi come coef-
ficienti funzioni di BAIRE localmente limitate in modo che, data una suc-
cessione di forme (¢} a coefficienti equilimitati sul supporto di 7, se esiste
una forma ¢, verificante la

) lim | gu (@) — g @) |=0

h +» oo

(%) Cfr. [5), eap. I, n. 9 a pag. 44.
(¥) Cfr. [5], cap. I, n. 13 a pag. 53.
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per ogni x € R* vale la relazione

(M) lim T (gw) = T (p).

h — oo

Tale prolungamento & unico e verra ancora indicato col simbolo 7. In
particolare si puo definire 7'A w nel caso che w sia la funzione caratteristica
di un insieme di BOREL Bj; in tal caso si pone TAw = TN B. Se la suc-
cessione {74}, T,€ B, (R") converge debolmente a T € Iy (K"), cioé

lim T, (p)= T'(¢) per ogni ¢ € E¥(R"), si ha:

h »co
(8) M(T)< min lim M (T})
h - oo
) M (GT) < min lim M (5T%).
h -+ 00

Se la successione (M (7))} ¢ limitata si ha inoltre, per ogni forma con-
tinna ¢ di grado &:

(10) lim Ty (p) = T (¢)

h -+ 00

Se M(T)<loo, TE€E;(R"), si pud definire la variazione totale di T
ponendo per ogni funzione continua f = 0 definita in R":

| TI(f)=sup{T(p): pe BX (R, || </ (), veR
e prolungare poi la sua definizione alle funzioni continune qualunque ed alle
funzioni di BAIRE con i consueti procedimenti della teoria dell’integrazione.
Se Bc R* & un insieme di BOREL porremo
I TH(B)=]| Tz B)

ove ¢ (x, B) & la funzione caratteristica di B; vale la relazione:

M(TnB) =

T | (B)

Se la successione {73} di correnti 7)€ Ey(R") converge debolmente a
TeE,(R") e se Ac R* & un insieme aperto, si ha:

| T]4)< m'in im | Ty || (A).
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Se C & un compatto di B* e p & un numero positivo, I'insieme :
Ey (RN {T: supporto T < C, M (T)=p)

& debolmente compatto.

§ 1. — Correnti guasi normali.
DEFINIZIONE 1.1. Sia 6 >0 e T€ E, (R"). Poniamo:
N*(6, T)=1inf{M (6Q): Q€ E,(k"), M(T — Q) <o}
La funzione N* (o, T) della variabile reale o € una funzione reale estesa
(visulta cioe: 0 << N* (0, T') << + oo), definita per ogni ¢ == 0. Si ha eviden-
temente :

N*(0,T)=M(3T).

DEFINIZIONE 1.2, Diremo, che la corrente 7€ K\ (R") & quasi normale
se &:

M(T)< + oo
N*(6,T)< + o0 o> 0.

DEFINIZIONE 1.3. Le correnti di una successione {7,}, T)¢€ E;(R") si
diranno wuniformemente quasi normali se risulta:

sup {M(Th): h=1,2,..}] <<+ o0
sup (N*(o, I0): h=1,2,...} < + 0 N o> 0.

OSSERVAZIONE 1.4. Sia T € Ey (R"); la funzione N * (o, T') (della variabile
o) € non crescente,

OSSERVAZIONE 1.5. Siano 7T e  correnti di Ej (R"); per ogni ¢ >0
si ha:

(M N*(o+ M(T— Q), )<< N*(o, Q)
Se infatti S € K (K" ¢ tale che:

M(Q—N)<o
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si ha pure:
MT—8) <o+ M(T—Q

e si ottiene subito la (1).
DEFINIZIONE 1.6. Sia ¢ ¢ R* un insieme chiuso e ¢ > 0; poniamo:
C,={x:x € R", distanza (r, C)<< o}.

LEMMA 1.7. Sia T € Ei(R"), e sia C un insieme compatto contenente il
supporto di T. Fissati © due numeri 6=0 ¢ o> 0, esiste una corrente
Q€ B (R") verificante le condizioni seguenti :

supporto @ c (y,
M(T—Q) <o

. (1]
MEQ)=<N* (0, T) 4 — .
DIMOSTRAZIONE. Il teorema & banale se N* (o, T)= -4 oo; altrimenti,

fissato il numero reale ¢ > 0 e Dlintero & > 0, esiste una funzione reale
gon € €= (IR*) verificante le condizioni seguenti:

Gor () =1 per x€C,
G () =0 per x€R*— Cy,
1 1
(2) sup { grad g, (x)|: 2 € R} < o + T

(supporto | grad g, )N C = &

Si ha immediatamente, tenuto conto che ¢ ¢, =1 in un aperto con.
tenente C:
(3) T="TAgum

4) T Adgy, = 0.

Fissato il numero reale ¢ = 0 ¢ Pintero I, esiste, per la definizione di
N* (o, T), una corrente S, € K, (E") tale che:
®) M(T—8y) <o

1
(6) M@ES)<<N*(o, T) + -
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Poniamo :
Qn=S8rAYgonr.
Si ha per le (3) e (5):
(7) M(T— Qu)=M[T—S)Agon] < M(T— 8Sp)<< o
(8) supporto (T — @) c Cy,.

Per la (7) e (8) esiste una successione {Q,], estratta dalla successione
{Qn}], convergente debolmente a una corrente @) € Ei(R". Si ha, tenuto conto
della (7):

() M(T — Q)< min lim M(T— Q) <o
h'—> o0
(10) M (8Q) < min lim M(§Qy).
h’ -0

Per ogni intero & si ha, tenuto anche conto della (4):
0Qn =0 (Sh A gon) = (05h) A gon — S A dgon = (38h) A gon — (S — T') A dgon
Segue, tenuto conto delle (3) e (4) della introduzione :
M(9Qn) << M (084) + M (8, — T) M (dg,n)

e da questa, per le (5), (6) e (2), si ricava:
* 1 [ c
(11) M (8Qn) << N* (o, T)+’——|———+———.
h 0 h
Dalle (10) e (11) segue:
(12) M@Q)<N*(@,T)+ %

Le (9) e (12), assieme alla osservazione che &:
supporto @ c Oy,
dimostrano il presente lemma.
TEOREMA 1.8. Sie T€ E,(RY; si ha:

(13) N*(o, T)=lim N*(o+ ¢|,T).
LAY

Y bnnale della Senolu Normo Sup Pisa.
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DIMOSTRAZIONE. Il limite a secondo membro della (13) esiste per 1’os-
servazione 1.4, ed é:
(14) lim N*(o+|e|, 7)< N*(o, T).
£-+0

Detto € il supporto di T e fissato il numero ¢ > 0, esiste, per il lemma
1.7, per ogni intero h > 0 la corrente Q€ E; (k") verificante le condizioni:

(15) supporto @, c Cs,
(16) M —Qh<o+

1 o 1
an M(éQh)sA’*(o+—];,T)+?+E.

Per le (15) e (16) esiste una successione {Qy/] estratta dalla successione
{1}, convergente debolmente a una corrente Q€ E;(E") e si ha, tenuto
conto delle (16) e (17):

(18) MI—Q <o
(19) M(3Q)< lim N*(o + |¢], 1v)+_z_,
e—+0
Pertanto per le (18) e (19) si ha:

(20) N*(0, T)< lim J\‘*(o+;s|,1')_|_%
£-+0
e, per Parbitrarieta di g, dalle (20) e (14) segue la (13).

COROLLARIO 1.9. Sia T € E,(R"). 8i ha Puguaglianza :

(21) M(3T)= lim N*(¢|, T).

e—+0

TEOREMA 1.10. Se¢ la successione {Tp} di corventi Ty, € Ei (R") converge
debolmente alla corrente T € K, (R"), si ha, per ogni 6 >0:

(22) N* (o, T)<< min lim N* (0, 1%) .

h -+ o0

DIMOSTRAZIONE. Detto € il supporto di 7' ¢ fissato il numero ¢ >0,
esiste in virti del lemma 1.7, per ogni intero h, una corrente ), € K, (R")
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verificante le condizioni seguenti :

(23) supporto @ c Cy,
(24) M(Th— <o
(25) M (8Qn) < N* (0, Th) + o/0 .

Per le (23) e (24) esiste una successione {T, — Q] estratta dalla suc-
cessione {7}, — @}, convergente debolmente.

La successione {T):] converge debolmente a 7 per ipotesi; pertanto la
successione {(),] converge debolmente a una corrente € K (R") e si ha per
le (24) e (25):

(26) M(T—Q)<o

(27) M (6Q) << min lim N*(o, T%) + o/o.

h »o00
Ma, essendo per le (26) e (27):

(28) N*(¢, T') << min lim N* (g, T}) + o/o

k- o0
per Parbitrarietd di o dalla (28) segue la (22).

COROLLARIO. 1.11. Se la successione {13} di correnti T) € E; (R, unifor-
memente quasi normali, converge debolmente alla corvente T € By (R, la cor-

<

rente T ¢ quasi normale.
Segue dal teorema 1.10 e dalle definizioni 1.2 e 1.3.

§ 2. — Correnti (uasi normali e trasformazioni lipschitziane.

TROREMA. 2.1. Sia T € By (R") una corrente quasi normale e siano :

]0 ’fl"" 1 Jus Yos Py yeeey Gk

2k 4 2 funzioni reali definite in R* e ivi di classe C°. Siano p, ¢ due numeri,
tali che si abbia, per e R*, i=0,1,..,k:

/i@ =<p;  |grad fi(x)|<p

l Y. ('T) | - P I gl'ild i (.l') | §p
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ed inoltre, detto C il supporto di T, per x€ C sia:
|fil@) —gi(@) [ <.
Risulta allora, per ogni ¢ >0, 0> 0:

(1) | T(fondfi A Adf) — T(gyAdg, Ao Adgy) | <
< (14 1) p*(e + 4po) [M(T) 4+ N* (6, T) + o +—;" + 20ptt1,

Dimostriamo dapprima che sotto Pulteriore ipotesi :

MT)<+ oo

si ha la disuguaglianza :
(2) | T(foAdfiAe Adf)— T (goAdg, Ao Adg)| <1+ E)ep*[M(T)+ M (8T)).
La (2) & verificata per k¥ = 0. Infatti in tal caso si ha:
[T (fo) — T(gy) | < M(T)e

Supponiamo che la (2) valga per un certo valore i di k¥ e dimostriamo
che essa vale per k¥ =1 -} 1. Si ha infatti:

3) | T (fy A Sy A o A Qi) — T (go A dgy A e Adgigs) | <
<[T({fo—lAdfiA.rdfip)| +
| TGy ALy A e A dfiys — Agy A oo A dgiyr]) | =
=|T{fo— gl Adfir .. Adfip) |+
F 1@ [TAgG) (fy AUy Ao Adfiyy — gy Adgy Ao Adgity) |

Si ha:
(4) [ T(fo— gl Adf A e Adfiyy) | < eptt! M(T)

e, avendo supposto che la (2) valga per k=1, si ha pure:
(5) | (A[TAGoD (fiAdf oA Adf iy 1— G 1A QG A oo Adgin)| < (14) ep [pM(6 T)4-p I T)).

Dalle (3), (4) e (5) segue che la (2), se vale per k = i, vale anche per
k=14 1. La (2) vale allora per ogni valore di k.
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Passiamo ora alla dimostrazione della (1). Figsati i due numeri 6 > 0 e
@ > 0, e detto C il supporto di 7, sia @ la corrente costruita nel lemma
1.7. Si ha subito:

(T — Q) (fo Adfy Ao Adfi) < op*t!

(T — Q) (go A dg, A ... Adgy) < op*t!

(6)

e, per £ € Cyy,t =0,...,k si ha pure:

W) | fi (@) — gi(x) | < &+ 4pe.
Possiamo scrivere per le (6):

(8) [T (foAdf Ao Adfi) — T(goAdg, A Adgy) | <

< 20pFtl | Q(foAdf, A ...'A dfi) — Q (g A Ay, A oo A dgy) |-

Scriviamo la (2) per la corrente ¢, tenendo conto della (7):

(9) | Q(foAdfy A Adfi) — Q9o A dgy Ao Adgy) | <

o

= (1 + B ¥ (e + 4p0) [M(T)+o+N*(o,T)+? :
Dalle (8) e (9) segue subito la (1).

CoROLLARIO 2.2. Sia Te€ B (R") una corrente quasi normale e { fonln,
{Sitdn o ooy { Surn successioni di funzioni reali definite in R™ e ivi di classe
Joo, verificanti le condizioni seguenti : esista un numero positivo p tale che si
abbia, per x€ K" e i =0,..,k; h=1,2,..:

[fin (@) | < p, | grad fa (@) | <p;

le successioni {fop)y ey {fkn} comvergano uniformemente sul supporto di T. In
tali ipotesi esiste il limite :

lim 7T (fo;, A dflh Al A dfkh)-

h-»o00

DiMosiRAZIONE. Fissati i numeri 6 >0, ¢ > 0 e gli indici &, s appli-
chiamo il teorema 2.1 alla differenza :

| T (for A dfin A v A dfin) — T (Jos A df1s A oo A dfyes) |
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e otteniamo :

(10)  maxlim | T (fon A dfin A e Adfi) — T (fox Adf1s A oo Adfis) | <

(k, &) = o0
< (14 k) 4op*+ [M(T) + N* (0, T) + o] 4 (1 4 1) 4 p+1 o 20 pht1,
Basta ora far tendere prima o a zero e poi ¢ — 0.

COROLLARIO 2.3, Sia {T.}, T) € B (R"), una successione di correnti uni-
formemente quasi normali debolmente convergente ; sia I un compatto con
supp Th c K(h=1,2,..), le successioni di funzioni reali {forln, {fia}ny e
{finln verifichino le ipotesi del corollario 2.2 e il limite:

lim | fi () — fis ()| =0 (t=0,...,k)

(h, 8) -+ o0
sia uniforme rispetto a x€ I ; in tali ipotesi esiste il limite doppio :

(]1) hl)lm Tr(foIzAdehA---Adfkh)-
(r, - 00

DIMOSTRAZIONE. Per la convergenza debole della successioue {T,} esiste,
per ogni fissato indice &, il limite:
lim 7, (f()h A dflh Ao A d./kh) (h = 1, 2, we)e

r -+ 00

Per dimostrare Pesistenza del limite (11) basterd allora far vedere che
il limite
(12) Lm T, (fon Adfip Ao Adfy)

h— oc

esistente per ogni indice r per il corollario 2.2, & uniforme rispetto a 7.
Fissato o, con 0 < ¢ < 1, poniamo:

M (o) =sup ([M(Tp) + N*(o, TW)]: h=1,2..]

e determiniamo un indice N tale che per ogni coppia di indici & e s, en-
trambi maggiori di N, si abbia, per 2 € K e i =0,...,k:

Iﬁh (‘1) '_.frs (L) I < TI“(;;%_—I‘ .

Fissati i due indici b e s, maggiori di N, applichiamo il teorema 2.1
alla corrente T, e alle 2k 4 2 funzioni [y, /i (i = 0, ... , k) ponendovi ¢ = p =



quasi normali 197
=0 (M (o) + 1)~1; si ha:
(13) |7 (fonA dfinAccihdfin) —Tp (fos Adfis A oo A dficd) | << 20 p* (1 4+ 5p + k-4 pk).

La (13), valevole per ogni coppia di indici b e s entrambi maggiori di
N, dimostra che il limite (12) & uniforme rispetto a r.

DEFINIZIONE 2.4. Sia Te€ E,(R") quasi normale, sia f: B* — E™ una
funzione uniformemente lipschitziana e sia {f;,] una successione di funzioni
Sun:R*— B™, di classe (>~ (R") uniformemente lipschitziane, convergente
uniformemente a f sul supporto di 7 (*). Definiamo la corrente f, # Te€ Ex (R™)
nel modo segucnte :

(14) [y T=lim f,, T.

h — oo

Dette (/3! ..., f;") le componenti della funzione f, (b =1,2,...), si ha:

Vg V@ =TUED =T (0, 5, 1) AU A A0

e pertanto il limite a secondo membro della (14) esiste per il corollario 2.2.
Inoltre il limite (14) & indipendente dalla particolare successione scelta, per-
che se {f, u}, {fo, »] verificano le condizioni enunciate, cio accade anche per
la successione [fl, 1 ’fz 1 ;fl. 2 7f2 29 oo flv h yf2, hy e ]

OSSERVAZIONE 2.5. Sia f: R*— R™ uniformemente lipschitziana ; o-
perazione che associa alla corrente quasi normale 7'€ Ey (R") la corrente
fn T & lineare e si ha:

supporto (f::.t T)c f (supporto T')
of, T =fyoT.
Se p ¢ un numero che maggiora il modulo di Lipschitz della f si ha:
M(fy, T)<p*M(T)
e, se & M (gT) < co, si ha pure:

M (6.]‘"1;t T)< p-—1M(@T).

(Y) Per il teorema di prolungamento delle funzioni lipschitziane la funzione f potrebbe
supporst localmente lipschitziana.
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OSSERVAZIONE 2.6. Se f: R*— R™ ¢ g: R" — R™ sono funzioni lip-
schitziane ¢ T € By (R") é quasi normale ; se é f(x) = g (x) per x € (supporto T'),
é pure:

(15) foT=g,T.

Infatti ogni successione di funzioni {f},} atta a definire, a norma della
definizione 2.4, la corrente fﬁ T, definisce pure, nello stesso modo, 9y T.

LEMMA 2.7. Sia T € E, (R quasi normale, f: B* — R™ una funzione uni-
Jormemente lipschitziana e p un numero che maggiora il modulo di Lipschitz
di f. Si ha:

(16) N* (¥ o, f, T)< P N* (o, T).

Sia S€ E,(R") una corrente tale che M(T — 8) <09, M (§8) << + oco. Si
ha, per Posservazione 2.5:

17) M(f, T—fy8)<p*o
(18) M (5f,, 8)< p*= M (28).
Le (17) e (18) dimostrano la (16).

COROLLARIO 2.8. Se T¢€ E,(R" é quasi normale ¢ f: R"— R™ é una
JSunzione uniformemente lipschitziana, la corrente f " T é quasi normale.

COROLLARIO 2.9. Le correnti della successione {T,}, T) € Ey (R™), siano
uniformemente quasi mormali e la funzione f: R* — R™ sia uniformemente li-
pschitziana. In tali ipotesi le correnti della successione {f, T} somo unifor-
memente quasi mormali.

COROLLAR10 2.10. Sia f: R" — R™ uniformemente lipschitziana, la suc-
cessione {T} di correnti di E, (R") uniformemente quasi normali converga de-
bolmente a T ed esista un compatto K tale che : (supporto T},) C K (h =1, 2, ...).
In tali ipotesi si ha:

lim f, T, = £, T.

h — oo

Segue subito dal corollario 2.3.
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§ 3. — Le correnti g-rettificabili.
DEFINIZIONE 3.1. Sia 6 = 0, A un aperto di R* e T'€ E) (E"); poniamo:
M(T; A)=sup {T (w): o€ E¥(R"), M (w)< 1, supporto o c A}
N*(o, T; A) = inf (M (5Q; A) : Q€ By (R", M(T — Q; A)< o).
OSSERVAZIONE 3.2. Sia A < R" un insieme aperto e 7' € E; (RE"); si ha:
M(T; Ay < M(T)
N*(@, T; A) << N* (0, T) N o6 > 0.

DEFINIZIONE 3.3. Sia ¢ ¢ R* un insieme chiuso e ¢ > 0; indichiamo
con A, linsieme aperto cosl definito:

A, = {x:x€eR", distanza (z, C) <o}

LEMMA 3.4. Sia T€ E; (R") una corvente di massa finita, C un insieme
chiuso. Fissati i numeri ¢ >0 e 6 =0, detto A, Vinsieme di cui alla defini-
zione 3.3, ha luogo la disuguaglianza :

1) N*o+M[Tn(4,—C)],TnC)<

< N0, T5 49+ — o+ M [T (4, — O],

DIMOSTRAZIONE. T'issato ¢ > 0 e lintero h >0, esiste una funzione
reale g,, € 0 (R") verificante le condizioni seguenti

gor (@) =1 per xz€C
gon () = 0 per € R" — Ayp
2 1
sup {|grad g (@)|: x€ RY < - + G
Si ha subito, qualunque sia § € By (R"):

) M(SAgy) < M(8; Ao

) M (S A dgg) = M (S5 Ay (% + %)
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e si ha pure:
, 2 1
(4) M(TAdgy) < M|Tn (4, — 0) <— -+ 77)'
4

Fissato 6 =0 e Pintero h >0, determiniamo, nella ipotesi N* (o, T
d,) < 4 oo, una corrente S, tale che si abbia:

() M(T-- 85 A4) <o

1
(6) JII(L"S;,; AP)_<__N*(O,T; 110)—1—7.
Posto :

Qn = Sp A gon
si ha subito, tenendo conto della (2) e della (5);
(N MITNC— Q) = M[(T—Sp)Agu] +M(TNC—TnAg,) <
SM(T—Su; Ay + M| T4, — O] <o+ M|TN(4,— C)]
ed anche, per le (2), (3), (4), (5) e (6:

(8) M(6Qn) << M (@S A gup) + M |(S, — TYAdy,] + M (T Adgy) <

2 1 2 1
= W@ A M — T3 4 (o )+ [T, — o) (2 4 )=

2 A (T)41
< N*(@, T; A,) + e o+ M|Tnd, — O + O_-F—T(f—)t
Dalla (7) e (8) segue:
N*{o+ M[T0(4,— O, TNC}< M(GQ) =
2 o M(T)41
< N0, T; 4+ — lo + [T, — o 4 ~HLOE

e quindi, passando al limite per I — oo, si ottiene la (1).

TEOREMA 3.5. Sia {T},} una successione di correnti T) € K (K*) uniforme-
mente quasi normali (definizione 1.3) e (' un insieme chiuso. Le funzioni di p :

M[Ty0 (4, — ()]
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convergano « zero per o — 0, uniformemente vispetto a h; allora le correnti
della successione

{Tyn C)

sono uniformemente quast normali,
Fissato 0 > 0 determiniamo ¢ > 0 in modo che si abbia:

M|Tin(4, — 0] < —';- (h=1,2,..).

DBasta ora scrivere la (1) del lemma 3.4 per la corrente T,, penendo

4 . . \
2 al posto di o e verificare che &:

, Y . o 20 ) o 20
1\*(0, Thn (,) < :\*(—5-, Th; AL') +?£:\*("2—‘, T’,) +—?.
COROLLARIO. 3.6. Se T € B, (R") é quasi normale ¢ B c E* é un insieme
di Borel, anche la corrente TN B ¢ quasi normale.

Se B & chiuso, TN B & quasi normale per il teorema 3.5. Sia B un
insieme di BOREL; fissato o > 0 esiste un insieme chiuso €, ¢ B tale che:

[T||(B—C)=M|TNB—C)=M[(TnB)—(T'nC,)]<o.
Dalla osservazione 1.7 segue subito:
N*(20, TNB) < N*(0, TN C;) < + o0 M o> 0.

TEOREMA 3.7. Sia | 1)} nna successione di correnti Ty € Ey (R™) unifor-
memente quasi normali ¢ la successione di misure { |Ty||} converga debol-
mente alle misura w5 allora, per ogni compatto C c R* verificante la relazione

9) n(F0) =0
la successione :

(T,n C)

¢ una successione di correnti uniformemente quasi normali,
Fissato il compatto C verificante la (9), si ha(®):

(10) lim | T} || (C) = pu(C).
h »o00

19) Cfr. [4] pp. 221-224; [1] pp. 194-195.
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La misura u & limitata perché le misure della successione { || 7% ||} sono
equilimitate ; pertanto la funzione di g: u(¥4,) & diversa da zero per un
insieme al pitt numerabile di valori di o. Se o non appartiene a tale insieme
si ha:

an Tim ([ T, ] (4,) = p(4,)

¢ dalle (10) e (11) segue, per tali valori di p:

(12) hlim | Twl| (4 — C) = pn (4, — C).

Fissato £ > 0 determiniamo ¢’ in modo che per esso valga la (12) e si
abbia: u (4,  — C) < e Determiniamo poi 'indice A’ tale che per ogni h > b/
si abbia:

(13) | Tull (4y — €) < 2.

Per la monotonia delle funzioni di g: | Ty |/(4, — C), Ja (13) ha luogo
anche per ogni o < p’. Determiniamo poi 0" in modo che per ogni g <"
e per h=1,2,...h" si abbia:

(14) ” Ty H (d, — 0) < 2e.
Pertanto le funzioni di p:
(I Tnll (4, — ©))

convergono a zero per ¢ — 0, uniformemente rispetto a & e, per il teorema
3.5 e l'uguaglianza :

| T2l (4, — €) = M [T, n (4, — C)]
il presente teorema & dimostrato.

DEFINIZIONE 3.8. Sia T € E), (k") una corrente quasi normale e g: B"—R*
una trasformazione localmente lipschitziana. Diremo che la corrente T &
g-rettificabile se la corrente gﬁ(Tn B) ¢ rettificabile per ogni insieme di
BOREL B c R"; cio® se per ogni insieme di BOREL B c R" esiste una fun-
zione y a valori interi, definita in R* e ivi sommabile, tale che per ogni
forma ¢ € E* (R¥) si abbia:

94 [T N B)(p) = f -

Kk
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La corrente gn(Tn B) esiste per il corollario 3.6 e la definizione 2.4.

TEOREMA 3.9. Sia C una famiglia di insiemt di R" tale che la minima
JSamiglia contenente C e chiusa rispetto all’operazione di limite d’una succes-
sione d'insiemi sia la famiglia degli insiemi di Bovel di R*. Detta g: R* — R
una trasformazione lipschitziana e T € By (R") una corrente quasi normale, la
corrvente T é g-rettificabile se e solo se g, (TN C) & rettificabile per ogni C € C.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che se B & limite di una successione
{Bs} di insiemi di BOREL, si ha:

0 =1lim || T|(B— By =1lim M(TnB—Tn By
h — 0

h — o0

lim M [g,, (TNB) — g, (TN By) =0,
e quindi se gn(Tn By,) & rettificabile lo & pure gn(Tn B).

LEMMA 3.10. Sia {T)} una successione di correnti wuniformemente quasi
normali n-dimensionali dello spazio R", convergente debolmente a una corrente
TeE,(R"; i supporti delle correnti T}, siano tutti contenuti in wuno stesso
compatto C ¢ R*. In tali ipotesi si ha :

lim A‘I(Th —_— T) = (.

h — o0

DIMOSTRAZIONE. Iissato ¢ > 0 esistono le correnti @, € K, (R") e il
numero M, tale che:

(15) M(Th— Qno) <o
(16) M(EQno) < My, M (Qno) < M,.

Si puo inoltre supporre che i supporti delle correnti Q,, siano tutti
contenuti in un intorno limitato di C. Dalla (15) segue allora che esiste una
corrente @, € E, (R") tale che {(Q,} converga debolmente a @, e si abbia :

(17) M(T — Q,) < o.

Mediante lisomorfismo di E, (R") su E,(R") (lo spazio delle distribu-
zioni a supporto compatto) cosi definito :

T—TAdxt A ... Ada
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e tenendo conto delle (16), possiamo applicare alla successione {Qy,) un teo-
rema di compattezza riguardante le distribuzioni le cui derivate sono mi-
sure (5) e scrivere :

(18) lim M (Quo — Q) = 0.

h — oo
Tenendo presenti le (15), (17) e (18) si ha,

max lim M (T — T,) < 20

h —» oo
e il presente lemma risulta dimostrato.

TEOREMA 3.11, Sia g: Rk — R* una trasformazione localmente lipschit-
ziana e {T;) una successione di correnti T) € By (R") uniformemente quasi nor-
malt e g-rettificabili, convergente debolmente « T € Ky (R"). In tali ipotesi T ¢
g-rettificabile.

DIMOSTRAZIONE. Basta verificare, a norma del teorema 3.9, la retti-
ficabilita delle correnti {7'n C}, per C appartenente ad una opportuna
famiglia di insiemi.

Osserviamo dapprima che, essendo le correnti della successione {7} uni-
formemente quasi normali, le misure || 7, !| sono uniformemente limitate.
Possiamo allora trovare una successione subordinata {7 tale che {| Ty |
converga debolmente ad una misura u.

La famiglia C di insiemi compatti di cui al teorema 3.9 si puo allora
determinare prendendo tutti gli insiemi compatti € tali che:

(19) w(FC) =0,
Inoltre dalla (19) si deduce facilmente che la successione {79 N C} converge
debolmente a Tn C.

Per il teorema 3.7, fissato linsieme € € G, la successione :

(Tw 0 ¢}

& formata da correnti uniformemente quasi normali.
Per il corollario 2.9 lo sono anche le correnti della successione :

(20) gy, (Tw 0 C)).

() Cfr. [3] teorema 1.6 u pag. 33.



quasi normali 205

Le correnti della successione (20) sono k-dimensionali dello spazio R*
convergono debolmente alla corrente gn(Tn () e verificano tutte le ipotesi
del lemma 3.10; pertanto si ha:

(1) lim Mg, (T N C) — g, (TN O) = 0.

h'+ oo

Dalla (21) e dalla g-rettificabilitd di ogni corrente T) N C segue la ¢ ret-
tificabilita di T'n C.
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