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CORRENTI QUASI NORMALI (*)

di ANTONIO CHIFFI (Pisa)

In questo lavoro vengono studiate le proprietà di nna classe di correnti

(correnti quasi che comprende come caso particolare le correnti

normali definite da e FLEMiNG in (2).
Il principale risultato è il teorema 3.11, che, sotto opportune ipotesi.

assicura che il limite di una successione di correnti g-rettificabili è ancora

una corrente g-rettifl(!-,tl)ile. Questo teorema estende i risultati di FEDERER

FLEMiNG sono alla base di varie 1110elerne ricerche sul problema dai

PLATEAU e, pi i in generale, sui problemi di calcolo delle variazioni relativi

a varietà lr dimensionali generalizzate.
Ringrazio vivamente E. 1)E GIORGI sotto lu cui direzione è stata con-

dotta la presente ricerca.

Premesse.

Richiamiamo sommariamente alcune definizioni e risultati contenuti nel

lavoro [2], del quale adottiamo il simbolismo ed al quale rinvianio il lettore
per ulteriori riferimenti. Sia RI, lo spazio euclideo dimensioni, indichiamo
con x = ... , xn} un generico punto di e sia k un intero con -ra.

Sia (P una forma differenziale di del tipo

dove il simbolo (A,) sta ad indicare che la somma è fatta rispetto a tutte le
possibili combinazioni degli interi lj , ... , 1, con 1  Å.1  ... c n e dove

attività citAi gruppi eli ricerca 
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) sono funzioni reali definite in R"; indicheremo con la co-

massa (1) della forma , nel punto x. La comassa verifica le relazioni :

dove p è una costante dipendente solo da lc e n. Definiamo la comassa di

99 nel modo seguente :

Indichiamo con lo spazio vettoriale delle forme differenziali di

grado k e di classe C°° (Rn), cioè delle forme differenziali del tipo (1) i cui

coefficienti appartengono a C°° (R’1) ; assumeremo come forme di grado zero
le funzioni reali f definite in Rn e porremo:

Indicheremo al solito con dcp il differenziale esterno della forma gJ, con
99 A cv il prodotto esterno delle due forme rp e o). Diremo che la successione

di forme coi E Ek (Rn) converge a se le successioni formate

dai coefficienti delle forme wi e delle loro derivate di qualunque ordine

convergono uniformemente ai rispettivi coefficienti di (J) e alle rispettive
derivate in ogni insieme compatto di R". Sia Ek (R") lo spazio dei funzionali
lineari su (R’L), continui rispetto alla convergenztà ora introdotta ; diremo
cort8enti gli elementi di Ek ( ~’~). Il valore di T E Ek (h’~) calcolato su 99 E Ek (R")
verrà indicato con Z’ (~). Il supporto di T risulta un insieme compatto di
Rn. Sia e con il prodotto interno l’A cv si

definisce nel modo seguente per 

Si dice bordo di la corrente cos  definita per

ogni

(f) Cfr. [5] cap. I n. 13 a pag. 52 e cap. II n. 3 a pag-. 62.
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Indicheremo con (1’), 1’E (Rn) la di T, cos  definita :

se f : una funzione di classe C°° (Rm) le cui componenti
indichiamo con f ~, ... , f ’~ e se la (1) è una forma di indicheremo

la forma di E k (Rln) cos  definita :

Alla corrente 1"’ E associamo la corrente _ cos  defi-

m ta per

Ricordiamole seguenti disug-naglianze: se e con

una forma semplice, si ha :

In particolare la (11) ha luogo se w è il differenziale (I1 una funzione

g E EO (2) e iii tal easo è (3) :

Se f : una funzione di classe e uniformemente

lipschitziana, detto p il suo modulo di Lipsochitz si ha :

Se è 111 (1’)  cxJ, y la definizione di T si può prolungare con i consueti

metodi della teoria dell’integrazione alle forme di grado k aventi come coef-
ficieiiti funzioni di localmente limitate in modo che, data una suc-
cessione di forme a coefficienti equilimitati sul supporto di I’, se esiste

una forma Q, verincante la

(2) Cfr. [J 1, eap. I, n. 9 a 1),- g. 44.

(:~) Cfr. ( ~ ~, cap. I, IL. 13 a 53.
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per ogni x E R", vale la relazione

Tale prolungamento è unico e verrà ancora indicato col simbolo T. In

particolare si può definire 7’ A o) nel caso che m sia la funzione caratteristica
di un insieme di in tal caso si pone T n B. Se la suc-

cessione ( 7’j, ) , l’h E converge debolmente a l’E cioè

per ogni SI 

Se laL successione (7’j,)) (1 limitata si ha inoltre, per ogni fornir con-
,

Se si può definire la totale ~li 7’

ponendo per ogni funzione continua f&#x3E; 0 definita in 

e prolungare poi la sua definizione alle funzioni continue qualunque ed alle
funzioni di BAIRE con i consueti procedimenti della teoria deirintegrazione.
Se B c Rn è un insieme di B0REL porremo

ove 9? (x, B) è la funzione caratteristica di B; vale relazione :

Se la successione (7’j,) di correnti l’h E Ek conveig.e a

T E Ek (R") e se A c Rn è un insieme aperto, si Ita :
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Se C è un compatto di e p è un numero positivo, l’insieiiie :

slpporto

è debolmente compatto.

§ 1. - Correnti quasi normali.

1.1. Sia e Poniamo :

funzione N(6 T’ della variaùi1e è una funzione reaLle estesa

(risulta cioè: 1 definita per o&#x3E;0. Si ha 

tenente :

DEFINIZIONE 1.2. Diremo clie la corrente è quasi 
se è :

DEFINIZIONE 1.3. correnti di una successione si

iuniformemente quasi i se risulta :

OSSERVAZIONE 1.4. Sia T E Ek funzione 11T * (o, T ) (delta variabile
a) è non crescente.

OSSERVAZIONE 1.5. Siano T e Q correnti di Ek (1~’~) ; per ogni a &#x3E; 0
si 11-,t:

Se intani i (Rn) è cliia :
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si lla pure :

e si ottiene subito la (1).

DEFINIZIONE 1.6. Sia C c RI, un insieme chiuso e 0 ; poniamo:

LEMMA 1.7. Sia T E e sia C un compatto contenente il t

supporto di T. Fissati i due numeri a 2 0 &#x3E; 0, esiste una 

(Q E Ek (Iln) le condizioni seguenti :

DIMOSTRAZIONE. Il teorema è- banale se N (6, T ) = +00 a trimenti,
fissato il numero reale p &#x3E; 0 e l’intero h &#x3E; 0, esiste una funzione reale

C°° verificante le condizioni seguenti :

(supporto

Si lia immediatamente, tenuto conto che e = 1 in un aperto con-
tenente C :

Fissato il numero reale 0 e l’intero li, la definizione di

N 4(1 (o, T), una corrente E tale che:
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Poniamo :

Si ha per le (3) e (5) :

supporto

Per la (7) e (8) esiste una successione ~h·), estratta dalla successione

j ~ j, convergente debolmente a una corrente Q E Ek (R"). Si ha, tenuto conto
della (7) :

Per ogni intero h si ha, tenuto anche conto della (4) :

Segue, tenuto conto delle (3) e (4) della introduzione :

e cla questa per le (5), (6) e (2), si ricava :

Dalle (10) e (11) segue :

(9) e (12), assieme alla osservazione che è :

supporto

dimostrano il presente lemma.

TEOREMA 1.S. Sia ha :
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DIMOSTRAZIONE. Il limite a secondo membro della (13) esiste per l’os.
servazione 1.4. ed è :

Detto C il supporto di T e fissato il numero e &#x3E; 0, esiste, per il lemma

1.7, per ogni intero h&#x3E;0 la corrente Qh E Ek verificante le condizioni :

supporto

Per le (15) e (16) esiste una successione {()h,~ estratta dalla successione

convergente debolmente a una corrente Q E Ek (RH) e si luc, tenuto

conto delle (16) e (17) :

Pertanto per le (18) e (19) si ha:

e, per l’arbitrarietà di e, dalle (20) e (14) segue la (13).

COROLLARIO 1.9. Sia T E Ek (Rn). Si ha 

TEOREMA1.10. Se 11, successionie (Th) di Th E Rk (R’H) 
debolmente alla co’rrente T E Ek (Rn), si ha, per ogni a ¿ 0 :

DIMOSTRAZIONE. Detto C il supporto (li 7’e fissato il 

esiste 111 lemma 1.71 per og’ui intero h, una corrente Ek (Rn)
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verificante le condizioni seguenti :

supporto

Per le (23) e (24) esiste una successione í Th, - estratta dalla suc-

cessione convergente debolmente.

successione converge debolmente a T per ipotesi; pertanto la

successione l~h-~ converge debolmente ~t una corrente l~ E Ek (Rn) e si l~a per
le (24) e (25) : .

essenlo per le (26) e (27) :

l’aJ’hitrarictB di O da Ha (28) segne la (22).

1.11. Se la (7",,) di i E (Rn), 
nor1nali, debolmente corrente _T. E Rk (R’n) lcc eor-

Segiie dal teorelDa 1.10 e dalle definizioni 1.2 e 1.3.

Q 2. - 110I’lll:lll e trasformazíoni lipschitziane.

2.1 Nilt 1’ E una quasi normale e siano :

21~ -i-- 2 reali definite in lln e iz,i di 000. Siano p, E due 

tali che si abbia, x E i = 0, 1, ... ~ 
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ed inoltre, detto C il supporto di T, per x E C sia :

Risulta allora, per ogni

Dimostriamo dapprima che sotto l’ulteriore ipotesi :

si ha la disuguaglianza :

La (2) è verificata per k = 0. Infatti in tal caso si ha :

Supponiamo che la (2) valga per un certo valore i di k e dimostriamo

che essa vale per k = i + 1. Si ha infatti :

Si ha:

e, avendo supposto che la (2) valga per k = i, si ha pure :

Dalle (3), (4) e (5) segue che la (2), se vale per l: = i, vale anche per
k = i + 1. I,a (2) vale allora per ogni valore di k.
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ora alla dimostrazione della (1). Fissati i due numeri a &#x3E; 0 e

0, e detto C il supporto di T, sia Q la corrente costruita nel lemma

l .7. Si ha subito :

e, per x E 02e, i = 0,..., k si ha pure :

Possiamo scrivere per le (6) :

Scriviamo la (2) per la corrente Q, tenendo conto della (7) :

l)alle (8) e (9) segue subito la (1).

COROLLARIO 2.2. Sia una corrente quasi e (fhlh ,
... , successioni di funzioni reali definite in Rn e ivi di classe

(J°°, le condizioni esista un tale che si

abbia, per e i=0,...,Ic; h =1229 ...:

le {foh} ..., converrgano uniformeií ente sul supporto di T. In

tali ipotesi e.si.ste il Lirfiite :

1 RAZIONE. Fissati i numeri a &#x3E; 0, e &#x3E; 0 e gli indici h, s appli-
chiamo il teorema 2.1 alla differenza:
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e otteniamo :

Basta ora far tendere prin1a e a zero e poi a - 0.

COROLLARIO 2.3. Sia, Th, Th E Ek (R’t), una di cor1renti uni-

formemente qua.si nornmali debolmente sia lí. zcft con

Th C K (h = 1, 2, .,.), le successioni di funzioni reali i 9 5

verifichino le ipotesi del corollario 2.2 e il 

sia a x E K; in tali esiste il limite clolyio :

DIMOSTRAZIONE. Per la convergenza debole dena successioue esiste,
per ogni fissato indice il limite :

Per dimostrare l’esistenza del limite (11) basterà allora far vedere che

il limite

esistente per ogni indice f° per il corollario 2.2, è uniforme rispetto a r.

Fissato a, con 0  a  1, poniamo :

e determiniamo un indice N tale che per ogni coppia di iudici h e .s, en-

trambi maggiori di si abbia, per x E e i = 0,... , )f :

Fissati i due indici lt e ,(s, maggiori di N,’, applicliamo i] teorema 2.1

alla corrente e alle 2k + 2 funzioni Jib (i = O, ... , h) ponendovi e = (! =
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si ha : O O

La (13), valevole per ogni coppia di indici l  e 8 entrambi maggiori di
dimostra che il limite ( l 2) è uniforme rispetto a r.

DEFINIZIONE 2.4. Sia T E Ek (R«) quasi normale, sia f : --~ R’n una

funzione uniformemente lipschitziaii,,t e sia una successione di funzioni

-~ di classe C°° uniformemente lipschitziane, convergente
uniformemente a f sul supporto di T (4). Definiamo la corrente f# TE ~Ek (Rm)
nel modo seguente :

1)ette (~h , w , le componenti lel]x funzione si lia :

e pertanto il limite a secondo meinbro della (14) esiste per il corollario 2.2.
Inoltre il lirnite (14) è indipendente dalla particolare successione scelta, per-
che set verificano le condizioni enunciate, ciò accade anche per
la successione

2.5. Sia f : - IL"z uniformemente lípsehitziana; l’o-

peruzione che associa alla corrente quasi normale la corrente

J-~~ T è lineare e si ha : 1 
-

supporto (supporto T)

è un numero che maggiora il modulo di Lipschitz della f si ha:

e, se è si ha pure:

(1) il teorc na (li pro!nn:unctito delle Funzioni lipschitziane la fnnzione f potreluue
lil)m(-I itziaiia.
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OSSERVAZIONE 2.6. Se sono funzioni lip-
sclaitxiane e T E Ek ( R’) è quasi normale ; se è f (x) = g (x) per x E (supporto T),
è pure :

Infatti ogni successione di funzioni atta a definire, a norma della

definizione 2.4, la corrente f# T, definisce pure, nello stesso modo, ~r~ 11.

LEMMA 2.7. Sia T E Ek (Rn) qzcasi f : R" ---&#x3E; una zcni-

formemente lipschitzíana e p un numero che il mod ulo di i Lipschitz
di f. Si ha :

Sia S E Ek (R") una corrente tale che Si

ha, per l’osservazione 2.5 :

Le (17) e (18) dimostrano la (16).

COROLLARIO 2.8. Se T E Ek (Rn) è quasi no -i ia le e f : R" --&#x3E;» Rn è 

funzione uniformemente lipschitziaiict, la corrente f# T è quasi 

COROLLARIO 2.9. Le delta (Ti,), 
uniformemente quasi e la funzione f : R’n --&#x3E; sia unifornmemente li-
lnschitziana. In tali ipotesi le correnti della successione (f. T1J sono unifor-
memente quasi normali.

COROLLAR10 2.10. Sia f : R" --&#x3E; Rm uniformemente la suc.

cessione di correnti di Ek (ll’n) uniformenente quasi de-

bolmente a T ed un c01npatto K tale che : (supporto Th) C K (h = 1, 2, ...).
In tali ipotesi si ha :

Segue subito dal corollario 2.3.
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§ 3. - Le correnti y-..ettiftcubili.

DEFINIZIONE 3.1. Sia o 0, A un aperto di R’i e T E Ek (I~’z) ; poniamo :

supporto

OSSERVAZIONE 3.2. Sia A c Rn un insieme aperto e si ha : o o

DEFINIZIONE 3.3. Sia C c RI, un insieme chiuso &#x3E; 0 ; indichiamo

con Al. l’insieme aperto cos  definito :

distanza

3.4. Sia T E .Ek (R") corrente di C un ínsiem e

chiitso. Fissati ,i e &#x3E; 0 e a ¿ 0, detto Ae l’insieme di citi alla 

zione 3.3, ha luogo la disuguaglianza:

DIMOSTRAZIONE. Fissato g&#x3E;0 e l’intero h &#x3E; 0, esiste una funzione

reale E C°° (R") v.erificante le condizioni seguenti :

per

per

Si ha subito, qualunque sia
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e si i ha pure :

Fissato 6 0 e l’intero h &#x3E; 0, determiniamo, nella ipotesi
, una corrente Sh tale che si abbia :

Posto:

si ha subito, tenendo conto della (2) e della (5) ;

ed anche, per le (2), (·~)~ (4), (5) e 

Dalla (7) e (8) segue :

e quindi, passando al limite l)er 1~ - oo , si ottiene la (1).

TEOREMA 3.5. Zcnct successione di correnti l’h E Ek 
quasi (definizione 1.3) e (’ un l.e di e :
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convergano a zero l)er g ---&#x3E; 0, uniformemente ri.spetto a h ; allora le correnti

della successione

sono uniformemente quasi 
Fissato o &#x3E; O determiniamo o &#x3E; O in modo che si abbia :

Basta ora scrivere la (1) del lemma 3.4 per la corrente T , ponendo

2 al posto di a e verificare che è :
2

COROLLARIO. 3.6. T E Eh è quasi normale c B c R" è 

di Borel, anche la corrente T f1 B è quasi 
Se B è chiuso, T f1 B è ql1asi normale per il teorema 3.5. Sia B iin

insieme di fissato a &#x3E; 0 esiste un insieme chiuso Ca c B tale che:

Dalla osservazione 1.5 segue subito:

TEOREMA .‘i.7. Sia, } nna. successione di correnti Th E Ek (RII) Zcnifor-
mermente i ) -i iali i e la successione di { T ’h || ) lebol.

alla auiarcrcr ,u ; allora, l)er ogni compatto 0 c Rn verificante la relazione -

lc~ szcccessivnc- :

è una sitecessioite di i correnti uniformemente qiíasi 
Fissato il compatto C verificante la (9), si ha (~) :

(5) Cfr. [4J pp. 221..224 ; [lj pp. 194-19.3.
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La misura u è limitata perchè le misure della successione ( || Th Il sono
equilimitate ; pertanto la funzione di e: ~-~ (~~p) è diversa da zero per un
insieme al più numerabile di valori di p. Se Lo non appartiene a tale insieme
si ha :

e dalle (10) e (11) segue, per tali valori d  e :

Fissato e ] 0 deterniiniamo Q’ in modo che per esso valga la (12) e si

abbia : /~ (A~- - C)  E. I)eterminiamo poi l’indice 1~’ tale che per ogni h &#x3E; h’
si abbia :

Per l~, monotonia nelle funzioni di ha luogo
anche per ogni p C Lo’. Deterrniniarno poi n" in modo che per ogni Lo 
e per h= 1, z, ... la’ si abbia : &#x3E;

Pertanto le funzioni di p :

convergono a zero per o - 0, uniformemente rispetto a fi c, per il teorema

3.5 e l’uguaglianza :

il presente teorema è dimostrato.

DEFINIZIONE 3.8. Sia T E Ek una corrente quasi normale e ~/: 
una trasformazione localmente lipschitxiana. Diremo che la corrente T è

g-rettificabile se la rettificabile per ogni insieme di
BOREL B c Rn ; cioè se per ogni insieme di BoREL Il e esiste una fun-

zione y a valori interi, y definita in Rk e ivi sommabile, tale che per ogni
si abbia :
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La corrente g# (T n B) esiste per il corollario 3.6 e la definizione 2.4.

TF,OREMA 3.H. Sict e una famiglia di di Rn tale che la minima

faiiiiglia contenente e e chiusa rispetto all’opei-azioi e di limite d’una succes-

sione sia, la faii iglia degli insiemi di Borel di Detta g : Rn ---&#x3E; Rk

una ty.affory&#x3E;iazioyie lipschitziaiia e una corrente quasi la

T è g-rettificabile se e solo se g:, (T tl o) è rettificabile per ogni O E e.

DIBIOSTRAZIONE. Basta osservare che se B è limite di una successione

(Bh) di insiemi di 1-»OREL, si ha :

e quindi è rettificabile lo è pure

LEMMA 3.10. Sia Th successione di correnti unifoí-memeiite quasi
nor’lnali dello spazio .Rn , conrergente debolnzente a ’Una cor’rente
T E i supporti delle tutti contenuti in uno stesso

compatto C c Rn. In tali ipotesi si ica :

DIMOSTRAZIONE. Fissato a &#x3E; 0 esistono le correnti e il

numero tale che :

Si può inoltre supporre che i supporti delle correnti Qhu siano tutti
contenuti in un intorno limitato di C. Dalla (15) segue allora che esiste una
corrente tale converga debolmente a Q,, e si abbia:

Mediante I lisomoi-fismo di E,, su Eo (Rn) (lo spazio delle distribu-
zioni a supporto compatto) cos  definito :
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e tenendo conto delle (16), possiamo applicare alla successione un teo-

rema di compattezza riguardante le distribuzioni le cui derivate sono mi-

sure (6) e scrivere : -.

Tenendo presenti le (15), (17) e (18) si ha,

e il presente lemma risulta dimostrato.

TEOREMA 3.11. Rk - Rn una localmente lipscltit-
ziaita e una successione di correnti Th E Ek uniformemente quasi 
1nali e convergente debolmente cc T E Iit tali ipotesi Z’ è

DI310,STRAZIO’,B’E. Basta verificare, a norma del teorema 3.9, la retti-

f cabilità delle correnti T f1 ci, per C appartenente ad una opportuna
famiglia di insiemi.

O.s.serviamo dapprima che, essello le correnti della snccessione 1 l’h) uni
formemente quasi normali, le inisiire sono unifoememente limitate.

Possiamo allora trovare una suecessioHe suhon1inata Z’,,thj tale ehe ti }
converga debolmente ad una misura 

La famiglia C-’ dli in.sienii compatti di cHi al teore n,-t :3.B si allora

determinare prendendo tutti gli insiemi eo~~~patti C tali che:

Inoltre dalla (19) si deduce facilmente che la successione 7’,th n C} 
debolmente a T n C.

Per il teorema 3.7, fissato l’insieme G’ E Gy a ccessione :

è formata da correnti uniformemente quasi 
Per il corollario 2.H lo sono anche le correnti ciella successione :

(6) Cfr. [3] teorema, 1.6 a 33.
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Le correnti della successione (20) sono A’-dimensionali dello spazio 
convergono debolmente alla corrente C) e verincano tutte le ipotesi
del lemma 3.10 ; pertanto si ha :

Dalla (21) e dalla g -retti t  cabilità di ogni corrente Th, n C segue la y ret-
tificabilit,à di T n C.
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